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Die  Uin  listehende  Darstellung  der  Kiistallphysik  mit  Ausschluß 


Malen  über  diem  Gegenstand  An  der  GSttinger  ÜniTeraität  gehaltoit 
liAbe.  Dafi  bei  densfllbea  die  ^nstalloptik  ausgesehiedui  wurde,  lag 
sa  einem  ^eil  an  dem  gegeutlbar  dem  nugamein  zeicben  ßiöff  knappen 
tUom,  den  eine  Tieniandige  Torlesimg  bietet  Zum  anderen  Teil  . 

wirkte  ein  innefor  Grund  bestimmeiid.  So  eng  in  sich  geschlossen 
die  Kristnlloptik  erscheint^  and  so  systematisch  sich  die  aadeni  Gebiete 
der  Kristallphysik,  für  sich  allein  betrachtet ,  aufbauen,  so  grenzen 
beide  Rereiche  sich  gej^eneinander  doch  «^chr  deutlich  ah.  Die  Kristall- 
optik wird  demgemäß  von  mir  auch  regelmäßig  in  der  einleitonfl^u 
Vorlesung  über  allgemeine  Optik  skizziert  und  in  einer  ei«renc'n 
►>pezial Vorlesung  ausführlicher  eutwickelt.  Hier  konnte  ich  auf  ihre. 
Angliederung  um  so  eher  verzichten,  als  eine  erschöpfende  Bearbeitung 
des  ganzen  Gebietes  von  Fr.  Pockds^)  indem  gleichen  Verl^e  erschienen 
ist,  welcher  diese  Dantellnng  heransgibt 

Anob  bei  Anssehliiß  der  Krisialloptik  ist  der  in  einer  Torlesnng 
ttber  Eri^taQpbyaik  sa  bewiltigende  Stoff  so  groß,  daß  die  Probleme 
des  Gebietes  dort  sameist  nnr  angedeutet  irerdeu  kOnnen.  Indem 
dann  bd  der  Antarbeitaug  fttr  die  VerofienUicbnAg  diese  Andeutungen 
ausgeffibri  werden  mnßten,  erhielt  das  Ganze  Tou  selbst  Umfang  und 
Form,  die  einigermaßen  Yon  denen  der  Vorlesung  abweichen.  Dennoch 
9imd  die  drondttlge  der  ttrsprOngliehen  Entwickeiangeu  genau  bei- 
behalten. 

Eine  gffjßere  "Rinschaltung  ist  der  Theorie  der  Elastizität  von 
Kristall  platten  gewidmet.  Dieselbe  schien  schon  allein  durch  Sym- 
metrierücksichten  geboteni.  Wo  die  Theorie  der  Stäbe  wegen  funda- 
mentaler, darauf  beruhender  Beobachtungsmethoden  sehr  ausführlich 
behandelt  werden  mußte,  diirftd  diejenige  der  Platten  oidbt  gaiia  (tbeav 
gangen  wetdeB.  Oberdles  beriekt  ilfili  eine  meikwUrdig»  Beobaebtongs^ 
i«ibe  Saiwrk  auf  die  Sebwingungen  von  KristsUplatten^  tuid  leb  iPflUt* 
Blieb  durch  eine  Art  Verpflichtung  zn  dem  Versuch  gedrangt,  die  Resul- 
tate dieser  ersten  großen  und  doch  fadt  yergessf  nrji  Bxperimentalunter- 
«ttdrtug  aus  dem  Gebiete  dar  Ktisüülpbysik  mit  der  Xbeorie  in  Bsaiebung 
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zu  setsern.  Da  dem  Problem  mit  der  aireageii  Theorie  bis  jetet  nicht 
beizukommeii  isl^  mußte  eine  Annahermigsbetrachtuiig  benutzt  werden, 
die  aber  genflgen  dürfte,  um  die  5avar^ scheu ,  im  aUgemeinen  nur 
qualitatiTBu  Resultate  theoretisoh  Terstandlich  zu  machen. 

Kleinere  Einschaltungen  betreffen  die  Theorie  mehrerer  Probleme 
der  Piezoelektrizität  und  der  elektrischen  Deformation,  die  wegen  der 
Einfachheit  und  Elegauz  der  Lösungen  Interesse  zu  verdienen  ediienen. 

Weil  der  Mehrzahl  der  Hörer  physikalischer  Vorlesungen  die 
Elemente  der  Kristallographie  nicht  geläufig  zu  sein  pflegen,  habe  ich 
dieselben  in  einer  für  die  physikalische  Verwendung  geeiain  tt  n  Foi  ni 
im  Eingang  der  Vorlesung  kurz  und  anschaulich  entwickelt  und  diese 
Darstellung  in  der  Bearbeitung  noch  etwas  erweitert;  es  ist  dadurch 
eine  Grundlage  geschaffeu,  auf  der  im  weitereu  bequem  gebaut  werden 
kann.  Abnlioh  yerbllt  ee  eich  mit  einem  zweiten  einleitenden  Kapitel 
ttber  gerichtete  Gx5fien  Teisehiedener  Ordaiuig.  Ein  drittes  ttber 
GmiidgeeetBe  der  ftllgemeuiea  Fhynk  bStte  ^er  entbehrt  werden 
können;  iob  habe  daaeelbe  wesentiich  deebalb  aii%eii<mimeii|  um  oft 
zu  benntKende  Formeln  in  einer  bestimmten  erwüneohten  Form 
und  an  einer  Stelle  vereint  leicht  auffindbar  beisammen  zu  haben. 

Die  Wahl  der  Symbole  für  die  vorkommenden  physikalischen 
Qroßen  bereitete,  da  mit  Ausnahme  der  Optik  alle  Gebiete  der  Physik 
von  der  Darstellung  betreten  wurden,  einige  Schwierigkeiten.  Ich 
habe  mich  bemüht,  dabei  von  dem  anderweitigen  Gebrauch  mögUchst 
wenig  abznweichen. 

Da  die  1\ ristaliphysik  mit  ixeticlitclon  (trl'Son  sohr  rerRoliiedfuer 
Ordnungen  operiert,  und  fiir  diese  eine  aiigemeiuer  anerkaunie  bymboiik 
nicht  existiert,  so  würden  die  Symbole  der  Vektoranalysis  fremdartig 
uud  isoliert  aufgetreten  sein;  ich  habe  dieselben  daher  nicht  benutzt. 

Vekturkomponenteu  nach  den  Koordinatenachsen  sind  überall  da, 
wo  es  auf  die  Betonung  ihres  Charakters  ankommt,  durch  die  Indizes 
1,  2,  3  ebarakterialeit,  Tensorkomponenteii  durch  DoppelindiaeB  11 , 
22,  33,  23,  31,  12.  Wo  Terwechelungen  nicht  xn  bef&rchten  sind, 
wwden  statt  der  letateren  mitunter  auch  einfache  Indiaes  1,  2, . .  6 
augewendet.  Die  Konetitaenten  der  Tensortripel  sind  durch  die  Jjidizes 
1,  11,  III  Ton  Yektorkompottenteft  nntenohieden. 

Von  einzelnen  konsequent  bmintaten  Symbolen  seien  die  folgendem 
herrOTgehoben: 

Öesamtonergie  /•>,  elektnsciie  und  magnetische  Energie  TT  und  T. 

Zugeftlhrte  Arbeit  und  f  mechani^cli  gemessene)  Wärme  d  A  und 
d'Sl;  bei  Beziehung  auf  die  Volumeueiuheit  d'ct  und  d'0. 

Erstes  nnd  zweites  thenuodynamischee  Potential  |  und  ^ 
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YenrUdniiigs-  und  Drahmiggkompoiieiiieii  u,  9,  10  und  1^  m,  n. 
Defeimationsgroßen  x^^  y^j  g^,  y,,  e^j  x^;  kürzer  geiegantilidk  oooh 
Sf, . .  A^.  Idafläv»  DilatafeioD  ^,  lanmliehe  d. 
Druckkomponantsii  X^,  T^,  Z^,  T^,  2*,,       ktner  gelflgentUeh 

Absolute  Temperatur  i^,  reiLiÜve,  z.  B.  DAob  GelsioB,  t,  ThermisohA 
Leitfilugkeit  L   Wänneatrömimg  W, 

Spezifische  Wärme  (lA  xoeehanudiem  MaBe)  der  yolnmeneiiilieit 
der  MHoiwuMOPh  ni  t  JTl 

Thermiedie  Dilatationen  und  Dme'ke  Ä  und  bei  kleiner  Tempe- 
ratoribidenuig  at  und  g*. 

Elekirisdie  und  magnetische  Feldstärken  E  nnd  J7,  Momente  P 
und  2fy  Indqkttonen  «T  und  jB,  Potentudionktionen  ^r,  Potentisle  0. 

SIekfcrieehe  nnd  magnetiiche  Pemeebilittten  e  und  i^,  Snnep- 
tibüiüten  19  nnd  n,  Banm-  nnd  FUeheodieliien  9  nnd  «. 

Blektrisehe  LeitfSlugkeitBkonstBnten  I,  Wideretandflkontfauitea  i, 
SlrOuinng  Ui 

Isoiheniusehe  ElaatirittefconHianten  nnd  -modnln  e  nnd  a,  adJaba- 
Üadhe  c  nnd  I.  Koastenften  der  inneren  Beibnng  ^  ICodnIn  r. 

Pjnoelektrieebes  und  -^magnetiaefaeB  Moment  F  nnd  (?;  wabrea 
pyroelekfariaehee  Moment  JC 

Pieioelektriaebe  Konstanten  nnd  Modobi  e  und  ä* 

Von  den  (im  L  Kapitel  speaieU  definierten)  kriatallographisdien 
Symmetrieelementen  ist  eine  in  die  Riebtnng  r  ftllenda  n-i&blxge 
Srpnmetrieaebse  mit  AJ''^,  eine  i^ieb  gerichtete  Spiegeüaohse  mit  8^ 
bexeiehnet,  eine  an  r  normale  Symmefariebene  mit  Jy,  ein  Symmetrie- 
asotram  mit  C. 

Die  Formeln  sind  in  jedem  Kapitel  fortlaofiBnd  gezählt.  Bei  Be- 
xtignahme  auf  frühere  Formeln  ist  dann  nur  deren  Nummer  an- 
gegeben, wenn  es  sieh  um  Formeln  desselben  Kapitels  bandelt;  im 
andern  Falle  ist  auch  Seite  oder  Paragraph  ihres  Auftretens  angeführt. 

Wae  aoUiefilidi  die  aJlgemetnen  mit  der  Publikation  dieser  Yor- 
lesungen  Tecfidgten  Ziele  angebt,  so  irllnsebte  iob  zum  eraten,  damit 
auf  den  Wert  der  SymmetriebetraohtQngen  fflr  den  Unterricht  in 
der  Physik  aufinerksam  zu  machen.  Ich  glaube  in  der  Tat,  daß 
Yorlesongen  ähnlichen  Inhalts,  in  gleichviel  wie  bescheidenem  ümfiu^^ 
jedem  theoretisch-physikalischen  Kursus  einsfegliodert  werden  sollten. 
Von  dem  verstorbenen  Professor  P.  Curie  weiß  ich  durch  persönliche 
Mitteiltin?,  daß  er  auf  der^deichen  Vorträge  Wert  leerte,  und  das -neue 
Buch  von  Kouasse  (Oours  de  Phjai^ue,  VI.  Partie,  iiitudes  des  äjmätries» 
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Paris  1909)  beweiAi^  daB  man  aitderw&rUi  in  denelbeii  Richtnng  systo- 
matisch  TOigebt. 

Zum  zweiten  wilnpfhtr  ioli  durch  die  Publikation  dem  Forscher 
behilflich  zu  sein,  kristaÜpiiysikulische  Probleme  richtig  zu  stellen. 
Viele  mühsame  Beohachtimgsarbeit  ist  im  Gebiet  der  Kristaiiphysik 
vergeblich  aufgewendet  worden,  weil  sie  nicht  von  der  genügenden 
tlinsicht  iu  die  Svmmetriegesetze  der  betreffenden  Vorgänge  geleitet 
wurde.  Auf  einzelne  derartige  Fälle  wird  im  Laufe  der  Darstellung 
binzngteheii  sein. 

Zum  dritten  leitete  mich  das  Bedttr&is,  das  große  and  lierrlidie 
GebiDty  zu  dfassen  Bsarbeltnüg  icli  seit  86  Jal^sn  immer  wieder  surttck- 
gekehrt  bin,  nun,  wo  sich  meine  Arbeit  yielldcht  ihrem  finde  nähert, 
noch  einmal  eingehend  nnd  im  Zueammenhaage  darzustellen,  dabei 
auch  herrortreten  zu  laEsen,  wie  meine  eigenen  zerstreuten  und  vielleleht 
dem  Anschein  nach  mitünter  zusammenhangslosen  Unters uchuilgen 
(loch  von  einem  einheitlichen  Bestreben  geleitet  gewesen  sind. 

Den  Herren  Profossor  Dr.  Packeis  und  Dr.  Försterling,  die  eine 
Korrektur  des  Werkea  gelesen  haben,  saj^e  ich  für  ihre  treuen  B«- 
mQhuugen,  dem  Herrn  Verleger  für  sein  stets  freundliches  Eingehen 
auf  meine  Wünsche  herzlichen  Dank. 

Göttingen,  ftm  1.  Augast  1910. 

W.  VOIGT. 
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§  1.   Ailgemeine  hißtoriaoh©  Übersicht.   Daß  die  ILriüViiWe  durcli 
ihn  wunderbaren  regelmäßigen  und  mannigfaltigaDi  Formen,  dio  käuGig 
aü  Dmcbdchtigkeit  und  i^öner  Farbe  Terbunden  sind,  die  Aufmerk- 
samkeit sehen  Mb  auf  sieb  gezogen  Haben,  i^i  aicher.   Die  Reale 
alteater  Kulturen  bezengen  ea,  dafi  man  die  Kristalle  sammelte  und 
sowohl  in  ihren  nrsprüngliehen  Formen,  als  auch  gesehliifen  oder 
geschnitten  künstlerisch  verwertete.  Der  griechische  Name  ^^krystaQos" 
(Eis)   scheint  anzudeuten,   daß  im  Altertum  die  Durchsichtigkeit 
und   der  Ohmz  der  Strahlenbrechung  für  die  Kristalle  in  höherem 
Grade  charakteiistisch  gefunden  wurde,  als  die  Form.    Auch  gewisse 
and^^re  Eigenschal t^ri  der  KrietaJie,  wie  z.  B.  ihre  Spaltbrirkoit  nach 
gewissen  Ebenen,  smd  anzweifelhaft  sehr  frühzeitig  entdeckt  und  tech- 
nisch verwertet  worden. 

Wissenschaftliche  Bearbeitimg  fanden  die  physikalischen  Eigen- 
sehafien,  die  den  Kristallen  im  Gegensata  zn  nnloistallinisehen  K(hv 
pem  eigentOmlich  sind,  erst  sehr  spät  1669  worde  die  doppelte 
fireehnng  des  Lichtes  im  Kalkspat  durch  Eramus  Sartdinua  entdeckt; 
1690  veröffentlichte  Buyghens  die  Gesefae  dieser  Vorgänge  und  be- 
schrieb dabei  die  erste  Beobachtung  einer  Polarisationserscheinung 
des  Lichtes.  Huifghem  entdeckte  auch  am  Kalkspat  die  Yerschiedeu- 
heit  der  Härte  auf  verschiedenen  Flächen  und  in  verschiedenen  Kich- 
tongen  derselben  Fläche.  Wenige  Jahre  sj)äter  folgte  dann  die  zu- 
fällige Beobachtung  der  pyroelektrischeu  Erregung  der  Turmalin- 
kn.stalle  von  Ceylon,  die  mehrere  Forscher  verfolgt  haben. 

Diese  Wahrnehmungen  sind  vereinzelte  Vorläufer  der  systematischen 
Untersuchungen,  die  mit  dem  dritten  Viertel  des  18.  Jahrhunderts  ein- 
setzten. Ben  Beigen  eröffiien  die  bahnbrechenden  Arbeiten  von  Bomi 
<fe  VIde  (1772)  nnd  von  Haüy  (1784)  aber  die  Gesetze  der  KristaU- 
fozmen.  Bs  folgen  am  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  die  um&ssenden 
üntersnchnngeu  ans  dem  Gebiete  der  Kristalloptik  Ton  WoQasUm^ 
Bißt,  Atago,  Fresnd,  Brewstet  u.  a.  Daneben  ist  zu  nennen  die  Ent- 
deckunir  und  Bearbeitung  der  Atzfignren  durch  Daniell  (1817),  der 
ungleichförmigen  thermischen  Dilatation  durch  Mitsckerlich  (1824). 

Um  dieselbe  Zeit  wendet  }^\c\\  auch  die  Theorie  einigen  kristall- 
physikalischen  Erscheinungen  zu,  ja  in  manchen  Gebieten  ist  die  Theorie 
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der  Beobaehtiing  weit  TOimiifly  sie  gelangt  sogar  hier  und  da  in  den 
BesÜK  Ton  Tollständigeii  Gesetmi  über  Ersoheixiuiigen^  die  bis  dahia 
noch  gar  nicht  wahrgenommen  sind.  Foisson  gibt  1826  eine  Theorie 
der  mi^etiBchen  Influenz  und  signalisiert  auf  Grund  ders^beu  Er- 

Bcheinnngen  an  Kristallen,  deren  experimentelle  Erforschung  Flikker 
1847  beginnt.  Duhamel  autwickelt  1832  eine  Theorie  der  Wärme- 
leitiing  in  Kristalleu,  aber  erst  1S47  stellt  JJe  Serm rjnoni  Beobach- 
tiuigeu  au,  welche  die  erhaitcueu  liesetze  beseitigen.  iJie  Grundlagen 
einer  Theorie  der  Elastizität  von  Kristallen  sind  schon  in  den  ersten 
theoretischen  Arbeiten  über  Elastizität  von  Saciei  j  FoisaoH,  Cauchy 
aus  der  Zeit  kurz  nach  1820  enthalten.  Die  ersten  quaUtativea  Be* 
obeelitungen  aus  jenem  Gebiete  stellte  Sanaiii  1829  an,  aber  die  ersten 
Iffessnngen  iUlen  an  40  Jahre  S]>&ter. 

Das  gemeinsame  aller  dieser  Theorien  ist  das  Ausgehen  ron 
der  Moleknlarhypothese.  Es  wird  sp&ter  ansftthrlicher  geseigt 
werden,  wie  aus  dieser  Hypothese  die  Abl^timg  der  Gesetze  manoher 
physikalischer  Eigenschaften  fester  Körper  bei  &istaUen  mit  einer  ge- 
wissen Eleganz  gelingt,  daß  aber  der  Übergang  zu  unkristaUinischen 
Korpern  r-kwiirdirr.'rwoiso  von  oinem  sicheren  auf  einem  unsicheren 
Boden  führt,  l)  '  t  ir  Im  stalle  duichgeführten  raolekularpn  Theorim 
wurden,  wie  schon  oben  bemerkt,  Anregping  zur  ©xperimenieilen  Unter- 
suchung kristallphysikalischer  Erscheinungen.  Andererseits  ließen  die 
Schwierigkeiten,  die  Bich  bei  der  molekularen  Behandlung  der  nicht- 
kristallinischen  Körper  ergaben,  die  Gewinnung  einer  anderen  Grund- 
Uge  der  Theorien  erwilnscht  erscheinen. 

In  der  Tat  tritt  Ton  etwa  1830  ab  iBr  Dennnien  die  moleku- 
lare Hypothese  fiut  ToUstSndig  sorllck.  Zuerst  wird  durch  Ccmävjf 
und  Qrem  die  Elastizitststheorie  auf  der  Grundlage  erriehteft^  daß  die 
an  endlichen  Kdrpem  beobachteten  Erscheinungen  zu  Schlüssen  auf 
die  Vorgänge  an  dem  Yolumenelement  benutzt  werden.  Analog  ▼er- 
fährt in  der  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  Stokes  bei  der  Theorie  der 
Wärme-  und  Elektrizitatsleitung,  W.  Thomson  (Lord  Kehnn)  bei  der 
Theorie  der  magnetischen  und  dielektrischen  InÜuenz. 

Von  ganz  besonderer  Fruchtbarkeit  erwies  sieb  in  dieser  Periode 
die  geniale  Anweridimg  der  soeben  gewonnenen  Prinzipien  der  Thermo- 
dynamik auf  die  Kristallj)b\ sik  durch  TT^.  Thotn^uii.  iJurch  die  Ver- 
knüpfung verschiedenartiger  bereits  beobachteter,  durch  die  Signali- 
sier uug  neuer,  erst  später  nachgewiesener  Erscheinungen  hat  dieser 
große  Forscher  der  KristsUphysik  mehr  Förderung  angedeihen  lassen, 
als  irgendein  anderer.  Fast  alle  die  wunderbaren  und  wichtigen  Be- 
uehungen  swisohen  elastisehen,  elektrischen,  magnetischen  Toiglngen 
einerseits  und  thermischen  andererseits  sind  ron  ihm  ausgesprochen 
worden. 
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Es  mag  übrigens  schon  hier  bemerkt  werden,  daß  bei  W.  Thom- 
mn  das  YerlBSMii  der  molekularen  Hypothese  nur  die  Bedentang  hatte^ 
dftB  er  damit  erproben  und  beweisen  wollte,  was  rieh  Aber  die  Geeetze 
der  Erseheinnngen  ohne  Benntsung  eines  spesieUen  Bildes,  allein  ans 

allgemeinen  physikalischen  Prinzipien  deduzieren  läßt.  Er  gewann 
dadurch  eine  völlig  sichere  Grundlage,  welche  die  Gesetze  der  Er- 
scheinungen in  der  denkbar  allgemeinsten  Form  liefert,  derart, 
daß  alle  auf  spezieller  molekularer  Grundlage  abzuleitenden  in  ihren 
fiahmen  fallen  müssen. 

Im  übrigen  hat  sich  W.  Thommi  mehr,  als  woVü.  iTRendein  anderer 
Forscher,  um  das  Verständnis  des  Mechanismus  der  Vorgän^'p  in 
Kristallen  })emüht  und  ist  bis  in  sein  höchstes  Greisenalter  immer 
wieder  auf  die  Frage  der  Konstitution  der  KristuJJe  zurückgekommen 

In  Deutschland  war  desennienlang  JFn  Neumann  der  ein/ige  in 
der  Ejistallphysik  schöpferiseh  wirkende  Forscher.  Er  ging  von 
Mineralogie  und  Eristallographie  aus,  erzielte  hier  epochemachende 
Besultate  in  der  Anfdeckung  und  Darstellung  der  Sjmmetriegesetze 
der  Kristallformen  und  wurde  durch  die  Bearbeitung  der  phjsika^ 
lisch cn  Eigenschaften  der  Kristalle  zur  allgemeine  Physik  geleitet^ 
In  der  G^hichte  der  Kristallphysik  nimmt  er  eine  anerkannte  Stelle 
ein  durch  eine  Reihe  ron  Einzeluntersnchnngen  aus  dem  Gebiete  der 
Optik,  der  Elastizität  und  der  thermischen  Dilatation,  mehr  aber  noch 
durch  Aufstellung  und  fruchtbare  \'erwendung  des  für  die  ganze 
Disziplin  fundamentalen  Prinzipes,  die  S ymmetrieeiicfenschaftea 
der  Kristallforni  zur  Erschlieliung  der  Symmetrien  der  phy- 
sikalischen Eigenschaften  der  Kristalle  heranzuziehen. 

Ich  gedenke  an  dieser  Stelle  dankbar  der  Anregung,  die  ich  als 
sein  SchQler  und  junger  Kollege  tob  dem  Terehrten  Manne  für  meine 
enten  kiistaUphysikalischen  Arbeiten  erhalten  habe. 

Die  neuesten  wichtigen  Entdeckungen  im  Gebiete  der  Kriatall- 
physik  verdankt  man  den  Gebrüdem  Curie  (1880);  dieselben  betreffen 
die  Wechselwirkungen  zwischen  elastischtti  und  elektrischen  Vor- 
glLngen,  nämlich  die  elektrische  Erregung  gewisser  Kristalle  durch 
mechanische  Einwirkinigeu,  die  Deformation  derselben  unter  dem  Ein- 
fluß eines  elektrischen  Feldes.  An  sie  haben  sich  dann  die  Auf- 
deckungen optischer  W  irkungen  eines  elektrischen  Feldes  in  Kristallen 
durch  Kundt  und  Hi/tUgm  (1883j  angeschlossen. 

§  2,  Die  KethetiflOfaie  Seite  der  JDclatallphyBik,  Mit  Ausnahme 
einiger  Gebiete  der  Kristalloptiki  an  denen  im  AnlWiig  des  19.  Jahr- 
himdais  von  einer  ganzen  Zahl  yon  Physikern  wetteifernd  gearbeitet 
worden  ist,  sind  die  Ptoblmie  der  Kristallphysik  immer  nur  Ton 
eiaselnen  Forsehemi  die  sieh  mit  QennB  abseits  der  großen  Heer- 
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Straße  der  Yorwärtsdi^Lngeiiden  bewegtoi,  gepflegt  wordoDi  —  Ton 

diesen  aber  mit  großer  Ausdauer. 

Was  sie  in  der  Kristallphysik  anzog,  war  ganz  siclier  mm  Teil 
eine  Art  künstlerischen  Genusses ,  den  dies  Gebiet  mehr  noch  als 
anf^^'To  Gebiete  der  Physik  gewährt.  Ich  möchte  in  bezug  hierauf 
oi!;ij/e  Sätze  aus  einer  Ansprache  wiederholen,  in  der  ich  bei  Ein- 
weihung des  neuen  Göttinger  Institutes  mein  Arbeitsgebiet,  dem  auch 
ein  Teil  der  läugkeit  des  neuen  Institutes  gewidmet  werden  sollte, 
durch  ein  anschaulidies  Bild  za  charakterisieren  versuchte. 

Renken  wir  uns  in  einem  großen  Saal  ein  paar  hundert  ans- 
gezeiüslinete  Yiolinspieler,  die  mit  tadellofl  gestimmten  Instrumenten 
alle  dasselbe  Stfick  spielen,  aber  g^eiehzeitig  an  lanter  versohiedenen 
Stellen  beginnen,  auch  etwa  nach  Vollendung  immer  wieder  von  vom 
anfangen.  Der  Effekt  wird  (wenigstens  für  den  Europäer)  nicht  eben 
erfreulich  sein,  ein  gleichmäßig  trübes  Tongemisch,  aus  dem  auch  das 
feinste  Ohr  da«?  wirklicli  rrps]>ielte  Stück  nicht  heransziierkennen  ver- 
mag, einzig  charakterisiert  durch  den  Umfang  der  überhaupt  erreichten 
und  durch  die  relative  Häufigkeit  aller  berührt»^n  T( ine." 

,,Eine  solche  Musik  nun  machen  uns  die  Moleküle  in  den  gas- 
förmigen, den  ilüssigen  und  den  gewöhnlichen  festen  Körpern  vor. 
Es  mögen  sehr  begabte  Moleküle  sein,  von  kunstvoll  reichem  Aufbau, 
—  aber  bei  ihrer  Wirksamkeit  sfciSrt  immer  eines  das  andoe;  von 
ihren  Qualitäten  kommt  in  den  beobachteten  Erscheinungen  keine 
ToU  und  rein,  manche  flberhaupt  gar  nicht  zur  Geltung." 

j,Ein  Kristall  hingegen  entspricht  dem  oben  geschilderten  Orchester, 
wenn  dasselbe  Ton  einem  tüchtigen  Dirigenten  einheitlich  geleitet  wird, 
wenn  alle  Augen  an  seinen  Winken  hängen,  und  alle  Hände  den 
gleichen  Strich  führen.  Hier  kommt  Melodie  und  Rhythmus  des  vor- 
getragenen Stückes  zu  ganzer  Wirkung,  die  (hirrh  die  Vielheit  der 
Ausführenden  nicht  gestört,  sondern  gestärkt  wird." 

„Das  Bild  macht  verständlich,  wie  Kristalle  gunze  Erscheinuugs- 
gebiete  zeigen  können,  die  bei  den  andern  Körpern  absolut  fehlen, 
und  daß  andere  Gebiete  sich  bei  ihnen  in  wundervoller  Mannigfsdtig- 
keit  und  Eleganz  entwickeln,  die  bei  den  (Ibrigen  Körpern  nur  in 
trObseligen  monotonen  Mittelwerten  auftreten.  Nach  meinem  QeflQhl 
tönt  die  Musik  der  physikalischen  Gesetzmlfiigkeiten  in  keinem  anderen 
Gebiete  in  so  Tollen  und  reichen  Akkorden,  wie  in  der  Kristallphjsik." 

§  3.  Beai«lkungen  an  den  allgemeinen  Problemen  der  Moleknlav- 

physik.  Yorstehendes  enthält  nun  auch  bereits  den  Hinweis  auf  einen 
zwoiten,  bezügücb  der  Bewertung  der  Kristallphysik  wiclitiirnn  Punkt, 
der  jetzt  noch  etwns  nälier  hctrachtet  werden  soll:  die  Öteilung  der- 
selben zu  der  allgemeinen  Piijsik. 
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Da  die  Eigenschaften  der  Moleküle  in  den  Kristallen  bei  weitem 
am  reinsten  und  Tolktaudigsten  zur  Wirkung  kommen,  so  ist  nur 
durch  die  tiefgreifeode  Erfonehong  der  physikaUadieiL  Enoheiinixigeii 
in  dieeen  Körpern  der  Zugang  zu  den  letsten  Problemen  der  Pbyid]^ 
den  Fragen  der  Yorgjfoige  in  den  Holekfllen^  m  gewinnen  m$^cL 
Gerne,  fBr  die  Beftntwortnng,  ja  schon  flir  die  rereiindige  Anf- 
etellnng  dieser  Fragen  wichtige  ErscheinungjBgmppen  kommen,  wie 
oben  en^^eföbrty  bei  unkristaUinischen  oder  flogeuainiten  isotrope 
Körpern  gar  nicht  zustande,  —  nicht  etwa,  weil  die  Moleküle  in 
jenen  andere,  etwa  einfachere  sind,  nh  in  den  Kristallen,  sondern 
weil  dieselben  in  den  isotropen  Kfirpern  durch  ihr  undiszipliniertes 
Verhalten  die  betreüftudeu  Wirkungen  nach  auBen  nicht  zustande 
kommen  lassen. 

Wenn  nach  der  Entdeckung  der  Gebrüder  Curie  Deformationen 
Yon  Kristallen  elektrische  Erregungen  deraelben  bewirken,  und  wenn 
fOr  dieselben,  wie  ieh  dargetan  bebe,  je  naeh  der  Omppe,  weleher  der 
Erirtall  angehört,  hOcbflt  mannigfaltige  Geeetee  gelten,  so  irt  damit  für 
jede  Theorie  der  Eonstiiotion  der  Moleküle  ein  klares  nnd  fondamen* 
tales  Problem  angestellt.  JCeine  Theorie  der  Holdndarkonstitntion 
kann  Anerkennung  beanspnudien,  welche  die  geschilderten  Brache!- 
nnngen  niclit  quantitatiT  erklart.  Aber  diese  Erscheinungen  sind 
spezifisch  kristallphjsikaliaeh,  sie  fehlen  allen  isotropen  Körpern 
ToUstandig. 

Die  tiffVten  Einblicke  in  die  Fragen  der  molpkularen  KoiiHtittition 
erhofi'te  III  an  bisher  von  der  üntcrsnchuncr  dfr  Spektra  f^lüiiender 
Oase  und  iJkmpfe,  und  unzweifelhaft  liegen  bei  diesen  Kör])orn  Um- 
fttände  Tor,  die  zu  der  Ansicht  veranlassen  könnten,  es  handele  sich 
bei  ihnen  um  Wirkungen  der  Moleküle  unter  besouderü  einlkcheu  und 
demgemafi  doiebsiehtigen  Umständen.  Hierher  gehört  vor  allem,  daß 
in  den  Oasen  nnd  DimpfiBn  die  HolekOle  naheen  isoliert,  befreit  Ton 
uunittelbBrsn  gegenseitigen  Beeinflussongen  zur  Wirknng  kommen. 

Aber  diese  Hoffiinng  ist  dnreh  die  EntwicUnng  der  Spektroskopie 
in  den  lefaitsn  Jahren  beträchtlich  getrflbt  worden.  Naeh  den  sehdnen 
Beobachtungen  von  J.  Stark  scheint  es,  daß  gerade  diejenigen 
lenchtenden  Moleküle  der  glühenden  Grase  und  Dämpfe",  welche  die 
wichtigsten  bisher  bekannten  Gesetzmäßigkeiten  (Serien)  der  Spektral- 
linien liefern,  nicht  die  normalen,  gesunden  Moleküle,  sondern  be- 
schädigte, kranke  sind.  So  wesentlich  nun  mit  der  Zeit  aucli  eine 
„Patholog^ie"  der  Moleküle  werden  wird,  —  bisher  wissen  wir  von  dem 
Aufbau  und  inneren  Leben  diei^cr  Gebilde  so  verzweifelt  wenig,  daß 
wir  von  dem  »Studium  ihrer  „l^rünkheitserscheinungcn"  gegenwärtig 
kaum  Früchte  erwfurten  dürfen.  Dabei  ist  von  der  Frage,  inwieweit 
überhaupt  dw Iieudtteradieinongen  mit  dem  ^materiellen  SeoelLenban'' 
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des  Molekfiles  sttsammeiili&igeii  und  Ober  denielbea  Auskunft  zu  geben 
Termögen,  ganzÜeh  abgeselien. 

§  4.  Beziehungen  zu  der  Physik  iaotroper  Körper.    Habe  ich 

im  vorstehenden  versucht,  die  große  Tragweite  kristallphysikalischer 
Forschung  und  Erkenntnis  für  die  fundamentalen  Fragen  nach  der 
KoTisfitution  der  Moleküle  hervortreten  zu  lassen,  so  möchte  ich  jetzt 
noch  darauf  hinweisen,  daß  in  vielen  Fällen  auch  das  tiefere  Verständ- 
nis der  Vorgänge  in  unkristallinischen,  isotropen  Medien  nur 
auf  dem  Wege  über  die  Gesetze  der  aualogen  Vorgänge  iu 
Kristallen  zu  gewinnen  ist 

Schon  die  direkte  Anschauung  belehrt  uns,  daß  sehr  Tiele  der 
als  isotrop  angesprochenen  festen  Kdrper,  insbeiondere  alle  Metalle^ 
▼iele  Gesteine,  in  Wahrheit  Konglomerate  von  KristaUfragmenten  sind; 
in  andttu  Fällen  (z.  B.  auch  bei  Glasarten)  läßt  sich  dumsk  Ätzung 
polierter  Flächen  die  Terborgene  kristallinische  Struktur  sichtbar 
machen.  Es  ist  von  ▼omherein  klar,  daß  die  Vorgange  in  diesen 
„quasiisotropen"  Körpern  vollständig  nur  durch  Zurückgehen  auf 
das  Verhalten  der  Kristalle,  die  sie  bilden  zu  verstehen  sind. 

Dies  Zurückgehen  ist  unter  Umständen  schon  zum  qualitativen 
Verstehen  einer  Erscheinnttg  an  quasiisotropen  Körpern  erforderlich; 
z.  B.  löL  unzweifelhaft,  dulj  lias  „i'ließen",  welches  einige  Metalle  im 
Verlaufe  fortschreitender  Dehnung  während  einer  bestimmten  Periode 
des  Vorganges  zeigen,  auf  einem  sp^ifisch  kristallphysikalischtti  Vor- 
gang, nSmlidi  auf  den  strukturellen  Umlagerungen  nach  GleitflSehen^ 
beruht 

Zum  Beleg,  dafi  ein  sohshes  Zurflokgehen  auf  das  Verhalten  der 
in  einem  quasi  isotropen  Körper  vorhandenen  Kristalle  auch  nach 
quantitativer  Seite  aufklärend  wirken  kann,  sei  auf  eine  spezielle 
Episode  aus  der  Entwicklung  der  Elastizitätstheorie  hingewiesen,  die 
an  ihrem  0?t(>  ausfuhrlieher  besprochen  werden  wird,  liier  aber  schon 
nach  ihrer  aligemeinen,  prinzipiellen  Bedeutung  ge?^«  InMert  werden  mag. 

Es  ist  oben,  S.  2,  bemerkt  worden,  daß  die  nioltkularen  Theorien 
der  physikalischen  Vorgänge  sich  für  kristallinische  Medien  nicht 
selten  glatt  erledigen  lassen,  während  ihre  Anwendung  auf  isotrope 
Medien  prinzipiellen  Schwierigkeiten  begegnet. 

Die  GnmdTorstellung  jeder  molekularen  Theorie  der  KristaU- 
Btmktnr  geht  dahin,  daß  die  KristaUsubstanz  aus  lauter  gleichartigen, 
gleiohorientietten  und  in  gleicher  Weise  zur  Umgebung  gelagerten 
Elementarteilchen,  Einzelmolekülen  oder  Molekulargruppen  besteht. 
Dergleichen  Strukturen^  die  den  Symmetrieverhältnissen  des  betreffon- 
den  Kristalb  entsprechen,  sind  für  jede  Kristallgruppe  angebbar;  in 
der  liege!  bedarf  man,  um  die  Theorie  durchzufahren,  nur  dieser  Tat- 


Digitized  by  Google 


1 6.  yemcbiedene  Axfeen  voa  botropi«. 


7 


saclie  und  nicht  efews  specieUer  Annalinioii  üVer  die  EinaellLetton 
dor  Siraktu'. 

Bei  isotropen  Körpern  wird  man  glsLcbfiüls  Ton  der  Annahme 

lauter  gleichartiger  Elemcsntarteile  ausgeben,  die  nnn  aber  eo  geordnet 
nnd  ohentiert  sein  müssen ,  daß  keine  Ricbtung  in  dem  Kürper  vor 
der  andern  ansgezeichnet  ist,  sondern  alle  einander  gleichartig  sind. 
Nnn  sieht  man  aber  sehr  leicht  ein,  daß  eine  Anordnung  von  derartig 
knüfliger  Symmetrie  um  jedes  einzelne  Elementarteilchen  unniög- 
Lcii  ist.  Hieraus  erhellt:  es  gibt  keine  regelmäßige  Verteilung  der 
Elementarteilchen,  welche  der  Isotropie  entspricht;  um  jedes  Teilchen 
äiud  die  übrigen  unglcicii mäßig  verteilt,  jedes  kleinste  Bereich  ist 
aleo  anisotrop  oder  aeolotrop.  Die  beobachtete  Isotropie  kommt  nur 
dadurch  Eostande,  daß  bei  den  wahrnehmbaren  Wirkungen  so  aus- 
gedehnte Bereidie  des  Körpers  ins  Spiel  treten,  daß  diese  moleknlare 
Aeolotropie^  die  in  der  TJmgebnng  der  yerschiedenen  HdeklUe  eine 
Tmchiedene  ist^  sich  im  Mittel  zerstört 

Die  Theorie  hat  hier  also  nicht,  wie  im  Falle  der  Kristalle,  mit 
klareo  £inzel werten,  sondern  mit  Mittelwerten  zu  rechnen,  und  die 
Bildung  solcher  Mittelwerte  ist  keineswegs  ohne  Willkür.  Daß  hier 
eine  nnendliclip  Vielheit  von  Mö'jH<"hkeiten  Yorliegt,  läßt  sich  dttrch. 
die  nachstehende  Überlegung  dartun. 

§  5.  Vereohiedene  Arten  von  Isotropie.  Wir  wollen  uns  /.u- 
vördcrst  vorstellen,  iu  einem  abgegrenzten  endlichen  Bereich  K  des 
isotropen  Körpers  befänden  sich  N  Elementarteilchen,  die  wir  mit 
HmnuMm  1,  3  . . .  JY  markiert  deokttL  N  soll  eine  Qbenras  grofte 
Zahl  seia.  Es  handelt  sieh  dann  znnäehst  daram,  da  jcuige  in  pri- 
Beer  Weise  an  definieren,  was  unter  der  mittleren  Anordnung 
der  Teilchen  nm  ein  einzelnes  Ton  ihnen  in  dem  betrachteten 
Berei(;h  za  Tentehen  ist 

Wir  wählen  daeu  einen  beliebigen  Punkt  P  außerhalb  Be- 
reiches und  dislozieren  ein  Abbild  des  ganzen  Körpers  parallel  mit 
sicli  derart,  daß  zunächst  dan  Teilchen  1)  nach  P  fallt.  Weiter  tun 
wir  fin^selbe  mit  einem  zweiten  AbbiM  und  dem  Teilehen  2  t,  mit 
einem  dritten  Abbild  und  dem  Teilchen  3i  usf.  bis  zu  einem  j.V"^"  Ab- 
bild und  dem  Teilchen  Ii).  Reduzieren  wir  schließlich  die  Massen 
des  so  gewonnenen  Systems  sämtlich  auf  den  N^*^  Teil,  so  stellt  das 
Kcsultat  die  mittlere  Verteilung  der  Massen  in  bezug  auf  das  in  P 
liegende  Teilchen  dar. 

Das  Bereich  K  wird  nur  dann  im  Mittel  isotrop  heißen 
können,  wenn  in  der  so  erhaltenen  Yerteilung  keine  Rieh- 
tnog  Tor  der  andern  auagesei ebnet  erseheint,  d.  h.  also,  wenn 
die  Teilehan  konaentrisehe  Kugelsdiiehten  um  den  Punkt  P  mit 
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gleicher  Dichte  erflUlen,  und  in  jedem  YoInmeiuiLement  einer  Schicht 
ihn  Orientierungen  entweder  -völlig  regelloe  Terteüi  sind  oder  aber 
nur  die  Richtung  dee  RadinBrekton  nach  J?,  nnd  swar  in  dntehweg 
gleicher  Weise  bevorzagen. 

Dies  Resultat  kann  aber  auf  sehr  verschiedene  Weise  erzielt 
werden.  Die  ElemenbEuieilohen  können  BämtUch  einzeln  TÖllig  nn« 
geordnet  im  Räume  liegen,  sie  können  auch  in  lauter  identischen 
Duplets,  Triplois  regelmäßig  u.  B.  auch  psirallf'l)  geordneter  Teilchen 
■vorkommen,  die  ihrerseits  bunt  durcheinander  liegpn  Rr»!  dor  sehr 
großen  Zahl  iV'  vou  Elementarteilchen  selbst  in  mikroskopisi  Ii  kaum 
wahrnehiii  baren  Bereichen  wird  das  obige  Verfahren  immer  noch  zu 
einer  im  Mittel  isotropen  Verteilung  führen. 

Zwei  extreme  I^e  mögen  herrorgehoben  werden:  der  erste  Grenz- 
&U  iat  der  sohon  oben  eTwShnte,  wo  die  einseinen  BHementarteilchen 
in  ToUig  zegeQoeer  Orientierung  durcheinander  liegen,  so  daß  bexeiti 
die  Teildien  innerhalb  des  Bereiches  molekularer  Er&fte- 
wirknng,  nach  dem  obigen  Yeifakren  behandelt,  die  mittlere  Isotropie 
ergeben.  Der  zweite  Greuzfall  ist  der,  daß  innerhalb  von  Riomen  K\ 
welche  die  Wirkungssphäre  riele  Maie  übertreffen,  eine  völlig 
regelmäßige  kristiillinische  Anordnung  herrscht,  nnd  diese  Bereiche 
durch  L  nstetigkeitstiächen  gegeneinander  abgegrenzt  sind. 

In  diesem  zweiten  Falle  sind  nur  verschwindend  wenige  Teilchen 

Tinmlich  diejenigen,  welcher  einer  ünstetigkeitstliiche  bis  auf 
Wirkungs weite  nahe  liegen  —  nicht  von  regelmäßiger  Anordnung 
umgeben.  Trotzdem  wird,  wenn  das  Bereich  Ä  sehr  viele  Räume  K' 
umfaßt,  und  diese  in  all^  möglichen  Orientienmgen  durcheinander 
liegen,  die  obige  Operation  merUieh  eine  mittlere  Isotropie  liefern 
können.  Aber  msn  sieht  leicht  ein,  daß  diese  mittlere  Isotropie  eine 
gans  andere  ist,  als  die  in  dem  ersten  extrem«!  lUle  eintretende. 

Im  ersten  Falle  liegen  um  den  Punkt  P  die  wirksamen  Elementar- 
teilchen in  allen  denkbaren  Lagen  und  Ori^tierungaiy  im  zweiten 
FaUe  hingegen  nur  in  denjenigen,  die  man  erhalt,  wenn  man  den 
regelmäßigen  Kristall  in  alle  möglichen  Orientierungen  gegen  eines 
seiner  Teilchen  bringt.  Es  ist  einlenchtend,  daß  eino  mittlere  physi- 
kalische Wirkung,  für  den  ersten  und  für  den  zweiten  Ghrenzfall 
i)erechnet,  unter  Umständen  zu  ganz  verschiedenen  Resultaten  führen 
kann. 

Dies  ist  im  Falle  der  Elastizitütstheorie  isotroper  Körper  in  einer 
sehr  merkwürdigen  Weise  aktuell  geworden.  Die  ältere  Elastizitäts- 
iheorie  berechnete  die  elastischen  Srifte  unter  Zugrundelegung  dea 
ersten  Bildes  flir  die  Struktur  eines  isotropen  EOrpers.  Daa  Resultat 
erwies  sieh  im  Widerspmdi  mit  der  Er&hmng  sishend^  und  dieser 
Widerspruch  war  ein  Hauptgrund  für  die  Diabeditierung  der  mole- 
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kidorai  Theom.  Nim  zeigt  aber  nadi  S.  6  die  diiekto  Wabmehmiuig 
in  Tieleii  FSUeo  die  TJnliBltberkelt  der  SLteren  QrondliypoÜieeek  Ge- 
nde  der  sweiie  ertrame  IUI  ist  bei  den  meieten  feetea  Xöipem 
realisiert.  Bei  Berechnung  der  elasUschen  Er&fte  nach  diesem  Schein^ 
d.h.  im  Anschluß  an  die  Theorie  der  Kristallelastizitftt,  yerachwand 
jener  saTor  rütsaUiafte  Widersprach  ganz  Ton  selbst. 

§  6.  Bescliaffang  von  Beobaolitungsmaterial;  Krißtallzüchtung. 
Mit  der  im  vor^tehendeu  üari:*'lpgten  großen  und  weitreichendeu  Be- 
deutung der  Probleme  der  Kristaiiphysik  scheint  das  geringe  Maß  von 
Jnt«resBC,  das  dieselben  im  allgemeinen  finden,  einigernuißen  im  W  ider- 
ßpruch  /u  Btehen  und  bedarf  der  Autklärung.  Eine  gewißse  Kollo 
spielt  dabei  unzweifelhaft  die  Schwierigkeit  der  Beschaffung  ?ou 
Material  für  die  Beobaobtaiigen.  In  der  Tat  Tersofgt  nns  die  Natnr 
aieht  freigebig  mit  la  physikalisofaen  Beobachtungen  geeigneten 
Kristallen:  sie  arbeitet  bei  deorm  Ensengung  nnsaaber  und  laaniscby 
nnd  die  Produkte  sind  mm  überwiegenden  Teil  physikalisck  unbrauch- 
bar. Die  Mineralien,  die  sie  uns  in  geeigneten  Jbidindnen  dsrbieiei^ 
sind  fest  an  den  fingern  abzählbar. 

Demgegenüber  bietet  die  künstliche  Züchtung  von  Kristallen 
ein  Hilfsmittel,  das  noch  bei  weitem  nicht  ausgenutzt  ist.  In  dem 
hiesigen  physikalischen  Institut  ist  von  den  Herren  Dr.  Kriificr  und 
Unke  ein  Verfahren  ausgearbeitet  worden,  das  sich  für  die  Ziiclitung 
von  Kristallen  in  Lü.sungen  recht  befrieditrend  erwiesen  und  schon  für 
mehrere  Experimentaluutersuchungau  brauchbares  Material  geliefert 
hat  Vielleicht  ist  es  nicht  überflüssig,  hier  wenigstens  den  Grund- 
gedanken der  Anordnung  anseinandenasetsen,  deren  genauere  Besohrei- 
bung  an  anderer  Stelle  erscheinen  wird. 

Die  dabei  benntaten  Torric^tungen  bestehen  aus  zwei  Beserroiren 
und  JR^y  die  dnrdi  iwei  lumaontale  Bohren  und  in  yersehie- 
dener  Höhe  zwei&eh  verbunden  sind;  das  ganze  ringförmige  System 
ist  mit  der  Ldsong  der  zu  gewinnenden  Substanz  erfüllt.  7v\  wird 
mit  Hilfe  eines  umgewundenen  Stromleiters  erwärmt  und  entliält,  in 
einem  Beutelcheu  aufgehängt,  das  zu  verarbeitende  Material.  Durch 
ein*'  in  arbeitende  Turbine  wird  bri  der  höheren  Temperatur 
näheruugsweise  gesättigte  Lösung  in  (uiuerndem  schwachen  Strome 
durch  das  untere  Hohr  hindurch  nach  JU  gesaugt  Da  die  Köhre  i\ 
mit  Hilfe  eines  von  der  Leitung  gelieferten  Wasserstromes  dauernd 
gekühlt  wird,  so  gelangt  die  Lösung  in  übersättigtem  Zu^itande 
naeh  B^,  In  dem  letzteren  Heservoir  befindet  sich,  entweder  auf 
Queeksüber  schwimmend  oder  an  einem  feinen  Faden  aufgehängt,  ein 
Kristallfragment,  das  als  Keim  fllr  den  zu  züchtenden  Kristall  dient; 
an  dieees  setzt  sieh  die  ans  der  fibersattigten  Lösung  aus&Uende 
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KnatallBubstanz  ab.    Durch  das  obere  Rohr      atrdmt  die  wieder 
nahezn  gesättigte  Lösung  nach  dem  Reservoir  sorttck. 

Jn  ilio53er  Anordnung  dient  die  Vorrichtung  zur  Züchtung  von 
KristallPTi  von  Substau'/.e?),  Hie  hoi  höherer  Temperatur  eine  größere 
Löslichkeit  besitzen,  als  bei  tieferer-  durch  Vertauschung  der  Tem- 
peraturen der  beiden  Reservoire  jR,  und  ist  sie  natürlich  auch  im 
entgegengesetzten  Falle  anwendbar. 

Brwfinscht  wäre  insbesondere  noch  eine  Methode,  welche  gestattet, 
größere  Erietalle  aas  Schmeken  zu  gewinnen.  Bieber  Jet  men  ]iaiipt> 
eSchlicfa  darauf  angewiesen,  krigtaUinifche  Bmchetücke  am  den  Trum- 
mem  eines  größeren  langsam  erkalteten  Gnfikachens  anaziumchen, 
baw.  auszulösen.  Dies  Ver&liren  hat  bei  Wiirnnt  bvsacliliare 
anltate  geliefert^  iat  aber  sehr  nnaieher. 

§  7.    Das  Verhältnis  der  Kristallpliysik  uur  Kriatallogr&plile 

und  Mineralogie.  Wenn  die  Schwierigkeit  der  Materianipsohaffung 
nun  auch  ein  Hindernis  für  das  Arbeiten  im  (rehietc  dt  r  Knslaüphysik 
darstellt,  so  dürfte  sie  in  Wahrheit  doch  immerhin  eine  minder  ab- 
schreckende Wirkung  üben,  als  dies  eine  irrige  Vorstellung  über  die 
theoretischen  Schwierigkeiten  des  ganzen  Gebietes  tut  Sehr  verbreitet 
ist  die  Ansieht^  daß  die  Vorbedingung  fiir  den  Eintritt  in  das  „gelobte 
Land"  der  Kristallphjsik  der  Durchgang  durch  die  ,^Wfl8te^  der  ge- 
tarnten KxiBtaUographie  wäre,  deren  Um&ng  ja  ein  gewaltiger  isl^ 
nnd  die  an  eieh  gewiß  wenig  physikalisebes  LitereMe  bietet.  Und 
doch  liegt  dieser  Anschauung  ein  wesentliches  MißTerslSndiiis  zugrunde. 

Die  Erforschung  der  Gesetze  der  Eristallformen  spielt  in  der 
Kiistallphysik  eine  überaus  kleine  Rolle.  Es  ist  ja  nicht  das  kristal- 
linische Individuum  mit  seinem  schönen  und  eigenartigen  Gewand 
gesetzmäßig  verteilter  Flüchen,  Kanten,  Ecken,  welches  den  Physiker 
interessiert,  es  ist  die  kristallinische  Substanz,  die  er  untersucht, 
und  es  ist  hierfür  charakteristisch,  daß  er  zu  diesem  Zweck  seine 
Arbeit  der  Regel  nach  damit  beginnt,  der  Substanz  grausam  ihr  Ge- 
wand abzustreifen^  nämlich  den  Kristall  zu  Präparaten  zu  zer- 
schneiden,  von  eoleber  Art^  wie  «ie  je  bei  der  betreffenden  Untere 
anchung  geeignet  scheinen,  die  Eigenschaften  derKristallsubstans 
am  reinsten  znr  Geltung  kommen  zu  lassen. 

Gewiß  bat  das  Gewsnd^  welches  die  Eristallsubstana  sieb  selbst 
geschaffen  hat,  für  den  Physiker  ein  Interesse,  aber  dieses  liegt  in 
eiiMir  ganz  speziellen  Richtung  und  wird  bereits  durch  die  Feststellung 
seines  allgemeinen  Schnittes,  nämlich  seiner  Symmetrieverhält- 
nisse, befriedigt  Diese  letzteren  aus  den  Gestalten  abzuleiten,  in  der 
eine  bestimmte  Substanz  vorkommt,  i'^t  uhor  eine  Vorarbf'it,  die  der 
Mineralog  und  Kristallograph  bereits  für  den  Physiker  geleistet  v 

I 
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hat,  und  deren  Kesultate  letzterer  für  kri8tallpby.sika!?:-r!in  Vorsehung 
ebenso  übernelinien  4cann,  wie  er,  im  Gebiete  der  pliysikaiiaeJjeii  Chemie 
arbeitend,  unzählige  Ergebnisse  chemischer  Forschung  übernimmt. 

Ganz  ähnlich  uim,  wie  sich  die  von  dem  Chemiker  gewonnenen 
RoffDltete  lunftMendar  und  mtttuNuner  üniennebungen  fiir  alle  An- 
wendvoBgm  sehließlidi  in  kurmn  und  anadiMilidien  Symbolen,  den 
chemisolien  KooBtitiitionrfonneln,  darbieten^  atellot  sieh  auch  die  Be- 
anltate  der  Untergnchangen  ttber  die  SymmetriererhSltniaie  der  Kristall* 
formen  in  einer  Anzahl  toa  höchst  einfachen  Symbolen  dar,  welche 
alle  möglichen  Vorkommen  erschöpfen,  und  die  ich  in  Analogie 
gerne  „Symmetrieformeln''  nenne.  Ihre  Erfassung  wird  dadurch  er- 
leichtert, daß  die  Anzahl  der  Symmetrieelemente  nnvergleichlirh  riel 
kleiner  ist,  als  die  der  chemischen  Elemente,  und  daß  diese  Elemente 
sich  :iuch  nur  zn  ganz  wenigen  miteinander  verbinden. 

Allerdings  scheint  mit  der  letzteren  Behauptung  die  Darstellung, 
welche  die  Mineralogen  von  den  Symmetrie  Verhältnissen  der  Kristalle 
geben,  im  Widerspruch  zu  stehen.  So  findet  sich  z.  B.  in  mluera- 
logischen  Handbfieheni  regelmäßig  die  fblgende  Schilderung  der  Sym- 
metrie einer  gewissen  Kristallgruppe,  die  idh  hersetsse,  obwohl  die  darin 
anftretenden  Bezeichnungen  erat  spftter  ihre  Dentang  erhalten  werden. 

^yZentnim  der  Symmetrie,  drei  vierzählige  Symmetrieachaen  par- 
allel den  Kanten,  vier  dreizahlige  parallel  den  Eckdiagonalen  und  secha 
aweizählige  parallel  den  Flächendiagonalen  des  Hexaeders;  drei  Sym- 
metrieebenen parallel  den  Flächen,  sechs  pnmllel  den  Vorbindungs- 
ebenen gegenüberliegender  K unten  des  Hexaeders.  Die  dreiaahligen 
Achsen  sind  zweiseitig  von  der  zweiten  Art." 

Eine  solche  Aufzählung  wird  Fernerstehende  zum  Eindringen  in  das 
Gebiet  liaum  ermutigen.  Aber  diese  Darstellung  ist  auch  niclit  von 
physikalischen,  sondern  durchaus  von  geometrischen  Gesichts- 
punkten diktiert.  Den  Kriatallographen  interessiert,  wie  jede  mög- 
liche Flaoheokombination,  so  andi  jede  in  der  KristaUfcnn  auf- 
tretende GeaetamäSigkeit;  er  fragt  wenig  darnach,  inwieweit  die  eine ' 
durch  die  andere  bedingt  ist  Dem  KristaUphysiker  hii^^egm  kommt 
es  Tor  allem  darauf  an,  welche  voneinander  unabhängigen  Ele- 
mente die  Symmetrie  der  Kristallform  und  somit  (gemäß  dem  S.  3 
erwähnten  Neumann  sehen  Fundamentalgesetz)  die  Symmetrie  der 
Kristallsubstan7  eindeutig  definieren,  und  die  Anzahl  dieser  un- 
abhängigen i'^lefnente  ist  in  den  meisten  I'-üIpp  viel  kleiner,  als 
die  Anzahl  der  überhaupt  auftretenden;  sie  übersteigt  überhaupt 
nur  in  zwei  Fällen  die  Dreizahl.  Auch  in  dem  oben  heran- 
gezogenen Faiie,  wo  m  kiifiiailugiaphischer  Darstellung  iSymmetrie- 
elcmentti  auftreten,  sind  alle  Übrigen  durch  nur  drei  geeignet  gewählte 
mitbestimmt. 
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Um  die  gewaltige  VeninfiM^ung,  welelie  die  physikalieehe  Be- 
traehtnngeweiBe  bewirkt,  noch  you  einer  andern  *8eite  zn  beleneliten, 
aet  erwäiAty  daß  die  KriataUograplien  an  Kalkspatkiiaftallen  gegen 

120  Yerschiedene  Flächenarten  festgestellt  haben.  Für  den  Xristall- 
physiker  hat  diese  bnnte  und  fast  verwirrende  Mannigfaltigkeit  nicht 
die  geringste  Bedeutung.  Kalkspat  ist  ihm  ein  Mineral,  deaaen  Sub- 
stanz durcli  die  Kombination  Ton  drei  gewiaaen  Symmetriee^n* 
Schäften  deliniert  ist  —  nichts  weiter. 

Das  System  der  unabhängigen  und  dabei  eine  Kristall- 
gruppe vollständig  charakterisierenden  Symmetrieelemente, 
ihre  Symmetrieformel*),  ist  das  Resultat  kristallographischer  Vor- 
arbeit, das  der  Kristallphysiker  als  Grundlage  seiner  eigenen  Unter- 
suchungen übernimmt  £r  kann  dabei  soweit  gehen,  sich  mit  dem 
äuBerliehen  Yersi&ndoiB  der  Bedeutung  dieser  Symmetrieelemente  zn 
begnügen,  ohne  nacb  dem  Grande  für  daa  Auftreten  jnat  dieser  üle* 
mente  und  dieser  Kombinationen  in  der  Natur  au  fragen,  und  ich 
bitte  dttngemiß  meine  Daratellnng  einftEUibafc  mit  der  AuibteQnng  einer 
Tabelle  der  nacb  Symmetrien  unterschiedenen  Kristallgruppen,  mit 
ihren  Symmetrieformein  und  mit  einer  kurzen  Erläuterung  der  aie 
charakterisierenden  Elemente,  beginnen  können.  Ich  habe  dies  nicht 
getan,  einmal  w<il  die  uns  inö'jb^'ho  Begründung  des  Auftretens 
der  beobachteten  Symmetrien  ein  großes  direktes  Interesse  bat  und 
die  Beziehungen  zwischen  deren  verschiedeueu  Arten  in  helles  Licht 
setzt,  und  sodann,  weil  ein  tieferes  Verständnis  der  Syminetriegesetze 
der  Formen  auch  für  das  Verständnis  der  Gesetze  der  physika- 
lischen Yorgünge  in  Kristallen  nütadiob  ist. 

Aber  bei  dieamr  einleitenden  Darstellung  dw  Symmetriegesetae, 
welche  das  erste  Kapitel  der  Vorlesung  fllllt,  sind  speaielle  kristallo- 
graphische  Yorkenntniase  keineswegs  erforderUeh;  die  hier  anznatellen- 
den  einfachen  geometrischen  Überlegungen  ruhen  auf  wenigen  elemen- 
taren und  leicht  einsuaehenden  Sätaen.  Auch  eingehendere  minera- 
logische Kenntnisse  werden  hier,  wie  im  Fortgang  nicht  vorausgesetzt. 

Wie  schon  H.  9  bemerkt,  ist  die  Anzahl  der  Mineralien,  die  ung 
seitens  der  Nfitui  in  für  physikalische  Untersu'"}uingeu  geeigneten 
Vorkommen  geboten  wird  und  die  demnach  hauptsächlich  kristall- 
physikalisch untersucht  sind,  außerordentlich  klein,  und  diese  Mineralien 
sind  sehr  allgemein  bekannt,  z.  B.  durch  ihre  optischen  Eigenschaften 
und  Verwendungen.  Es  spielen  demgemäß  auch  in  der  folgenden 
Darstellung,  weiche  die  Kristalloptik,  ab  ein  in  sich  abgerundetes 


1)  Anf  die  RoUe,  welche  dieses  Bjstem  für  die  Kutwiekliiiig  der  Theorien 
Im  Gebiete  der  B^iftallphjsik  epiclt,  habe  iefa  aehon  vor  langer  Zeit  (1890) 
entmalig  und  dann  wiederholt  hingewiesen. 
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und  gegen  die  anderen  scharf  abgegrenztes  Gebiet,  auBSohließt,  die 
allgemeinst  bekannten  Mineralien,  wie  Rohr/ucker,  Topas,  Baryt,  Kalk- 
spat, Quarz,  Turmalin,  Flußspat,  Steinsalz,  Schwefelkies  rlie  Haupt- 
rolle, wenn  auch  natürlich  ab  und  an  weniger  bekannte  erwähnt  wer^ 
den  milssen. 

§  8.  Früiiere  Parstelluogea  der  ÜJ-istallphysik.  Unter  Irüheren 
zaaammenfassenden  Dantellungen  der  Knstallphjsik  ist  in  erster  Linie 
das  ansgeseidmete  und  grundlegende  Bodh  Ton  Th,  Lübiteh  (Phjsi- 
kaUsehe  Kr^tallograpbie,  Leipzig  1892)  au  nenneo,  das  in  großer  Voll- 
stimdiglceit  die  bis  aom  Jahr  1890  enBchieneneii  üntonucliiingen  be- 
rQcksichtigt  nnd  auch  mir  persönlich  oft  von  Nnfaen  gewesen  ist 
Die  nachstehende  Vorlesung  weicht  im  Grundcharakter  erheblich  von 
der  dem  Gebiet  von  Lielisch  gegebenen  Gestaltung  ab,  einmal  in  der 
gänzlichen  Ausscheidung  der  KriataUoptik,  sodnnn  in  der  Art  der  Dar- 
BteliunjT  der  übrigen  Teile,  bei  der  Lidnsch  mehr  Wert  auf  genfiiie  Re- 
produktion der  Üriginalarbeiten,  ich  mehr  Wert  auf  das  /n»<ammen- 
arbeiten  der  Einzeluntersuthungen  zu  einem  streng  geschlossenen 
einheitlichen  Ganzen  gelegt  habe.  Außerdem  bestehen  in  Einzelheiten 
ziemlich  tie%ehende  Verschiedenheiten  der  Auffiassung.  Ich  nenne 
allein  die  yon  mir  vorgenommene  Sonderang  der  Tensoren  Ton  den 
Vektoren,  die  Behandlung  der  thermodynamischen  Fragen  mit  Hilfe 
des  thermodjnamisohen  Potentialesy  die  Chnppierung  der  Pyro-  nnd 
Piezoelektrizität. 

Während  dieses  große  Lkhisch^cYiei  WeA  einige  AnsprQche  an 
kristallogFaphische  Vorkenntnisse  macht  und  aueh  im  Übrigen  höhere 
Anforderungen  an  den  Leser  stellt,  kommt  eine  zweite  Darstellung 
desselben  Autors  (Grundriß  der  Physikalischen  Kristnllographie,  Leipzig 
1896)  dem  Leser,  insbesondere  dem  Physiker  weiter  entgegen  und  ist 
zur  Einführung  sowohl  in  die  Elemente  der  Kristallographie,  wie  der 
Kristallphysik,  einschließlich  der  Kristalloptik,  lebhaft  z\x  empfehlen. 
Laß  in  beiden  Werken  die  Kristall optik  unverhältnismäßig  ein- 
gehender daigeetellt  ist,  als  die  andern  Glebietep  ediMrt  sieh  ans  den 
praktiaehen  Diensteni  welche  diese  Seite  der  Eristallphysik  dem  Hiner»> 
logen  nnd  KzistsILographen  danemd  leistet 

Dem  groBen  i4s6tfc&  sehen  Buche  Shnelt  in  der  allgemeinen  Hal- 
tung die  Darstellung,  die  E.  Mallard  der  Kristallphysik  in  dem 
sweiten  Bande  seines  bedeutungsvollen  Lehrbuchs  (Traite  de  Cristallo- 
graphie  T.  II,  Paris  1884)  gegeben  hat.  Indessen  läßt  dieselbe  natur- 
gemäß die  ganze  Entwicklung  der  KriBtailphysik  in  den  letzten 
25  Jahren  unberücksichtigt 

Ein  Buch,  welches  dem  klemoren  scheu  Werk  im  Cliurakter 

nahe  steht,  sich  aber  neben  demselben  in  seiner  unmutigen  Eigenart 
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ToU  belittopte^  rOLrt  Toa  CA.  Boret  her  (A^enti  de  CnifeAUognpIue 
Phjiiqu«^  G«ii^Te  1808).  Seine  Halimig  ist  nodi  elemeBfesrer,  als  die> 
jenige  des  X«e6ÜMA  sehen  Grundrisses. 

l&uptAchlich  auf  die  speziellsten  Bedürfnisse  tmd  die  Kenntnisse 
des  Miueralogeu  berechnet  ist  das  Werk  von  P.  Gr(^h  (Physikalische 
Kristallographie,  4.  Auflage,  Leipziir  1905),  in  dem  die  nachstehend 
allein  belmndolten  Gebiete  mehr  nur  nebenbei  und  einleitend  be> 
eprochen  werden. 

Während  des  Satzes  dieser  Vorlesungen  erscheint  ein  Buch  von 
H.  Bouasse  (Goars  de  Physique,  VI.  Partie,  T^ltnde  d  es  Symetries, 
Paris  1909 dad  sich  hauptsächlich  mit  Kiistallphysik  beschäftigt  und 
dabei  TOn  allen  dem  Torgenannten  durch  seine  maihematisohe  Haltung 
imterscheidet  Aneh  hier  werden  aber  die  meisten  ^edellen  physika- 
lischen Fragen,  welche  ans  im  Folgenden  beeohiftigen  werden,  nidit 
berQhrt  oder  siemlioh  knrs  abgetan. 

Eine  populär  gehaltene  Skizze  desselben  Gebiets,  welches  nach- 
stehend bearbeitet  ist,  liefert  eine  Reihe  von  Vorträgen,  die  ich  im 
Jahie  1897  gelegentlich  des  hiesigen  Oberl^rerferienkurses  gehalten 
und  mit  einem  die  theoretischen  Fragen  eingehender  erörternden  An- 
hang jmbliziert  habe.    [W.  Voi(]t,  Die  fundamentalen  physikalischen 
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L  Kapitel 

Die  Symmetrieeigenscliatteu  der  Kristalle. 

I.  Abechnitt. 

FmtaMBtale  T«iBiefe«ii  ud  Miitioiiei. 

§  9.  laoteopfo  und  Aadotropie.  Die  Anfj^iabe  der  Eristallpliysik 
ist  die  Untersu^nng  und  womöglich  gesetzmäßige  FaBsung  der  pbysi- 
kaliitehffn  EigensdiafteD  kristallisierter  Materie.  Die  Existeuz  diwor 
Art  der  Materie  wird  uns  durch  das  Vorkommen  der  Materie  in 
regelmäßig  begrenzten  Polyedern  angekündigt,  aber  sie  ist  nicht  an 
die  Ausbildung  dieser  Form  gebunden.  Die  Form  kann  künstlich  zer- 
stört werden,  ohne  daß  die  Materie  dadurch  verändert  wird;  umgekehrt 
wirken  in  der  Natur  bei  der  Bildung  dieser  Materie  häufig  störende 
Uinstände,  welche  diu  Ausbildung  der  charakteriätiächeu  Form  ganz 
oder  teilweiw  Taiundeni,  ohne  daß  sieh  diese  Materie  toa  der  in 
EriftaHIOTni  Torkommenden  nntorseheidet. 

Dio  regelmäßige  Ausbildung,  welolia  die  Materie  in  gesonderten 
Knstallmdvridnen  waehsen  ttftt,  hat  fHx  dsn  Physiksr  sonSelist  die 
Bedentimg,  daß  sie  ihm  ein  abgegrenzies  Quantum  Material  liefert^ 
das  im  allgemeinen  als  in  allen  Teilen  gleichartig  gelten  darf,  derart 
daß  ein  Gebiet  Ton  beliebig  gegebener  Form  und  Größe,  -  heraos- 
geschnitten  aus  einem  beliebigen  Teil  eines  Individuums,  sich  von 
einem  zweiten  gleichgestalteten  und  gleichoricntierten  Gebiet,  her- 
geettiJit  aus  einem  beliebigen  andern  Teil  deeseiben  Indifiduums,  in 
keinerlei  Hinsicht  unterscheidet. 

Es  werden  später  vereinzelte  Fälle  besprochen  werden,  wo  diese 
Gleichartigkeit  nach  der  Erfahrung  nicht  zutri^itj  dieselben  dürfen 
aber  in  der  Tat  als  Ausnahmefälle  gelten,  so  daß  das  KristallindiTiduum 
jeden&lls  im  allgemeinen  als  ein  Quantum  homogener  kristallisierter 
8abetaiis  befceaoihtet  werden  darf,  —  komogen  in  dem  doppelten 
Sinae^  der  im  Totstekenden  angedeutet  ist^  indem  niebt  nur  alle  Pnnkte 
desselben  IndinduumSy  sondsm  aaeh  die  duieh  sie  hindurehgelegtea, 
einander  parallelen  Biebtnngen  einander  gleiehartig  sind. 
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Betrachten  wir  nun  eine,  wie  vorstellend  angenommen,  ans  dem 
Kristall  aiisfjeschnittene  Portion,  deren  Begrenzung  völlig  beliebig  ist, 
80  eut^telit  die  Frage,  wodurch  sieh  homogene  kristallinische  Substanz 
von  homogener  unkristaÜinischer  unterscheidet. 

Die  Antwort  geht  in  kurzem  dahin,  »iuß  bei  uukriHiHliiiiischer 
homogener  Substanz  alle  durch  irgendeinen  Punkt  derselben 
gelegten  Richtungen  untereinander  physikalisch  gleich" 
wertig  sind,  und  im  Gegenaats  hierzu  gleiches  hei  kristal* 
linischer  Snhstans  nicht  stattfindet. 

Um  diesen  Q^ensate  in  einer  Benennung  zum  Ausdruck  zu 
bringen,  bezeichnet  mau  unkristallinische  Substanz  bekanntlich  auch 
als  isotrop,  kristallinisohe  als  anisotrop  oder  aeolotrop. 

§  10.  Gleichwertige  Richtungen,  Physikalische  Symmetrie. 
Für  das  volle  Verst  lud 1 1 i«  dor  vorstehenden  Aussage  ist  es  erwünscht, 
den  BegriiF  der  physikalischen  Gleichwertigkeit  mehrerer  Richtungen 
innerhalb  eines  homogenen  Körpers  noch  etwas  näher  za  beleuchten. 

Hierfür  ist  anzuknüpfen  an  die  Art  und  Weise,  wie  man  physi- 
kalische Eigenschaften  eines  Körpers  in  Erscheinung  treten  lassen 
kann.  Es  geschieht  dies  der  Regel  nach  durch  Austtbung  äußerer 
Einwirkungen,  die  Veränderungen,  Effekte  an  der  Suhstanz 
hervorbringen.  In  bezug  sowohl  auf  diese  Einwirkungen,  wie  auf 
ihre  EfiPekte  ist  nun  daran  zu  erinnern,  daß  dieselben,  wie  uns  unten 
ausführlichst  beschäftigen  wird,  entweder  riditungslos  oder  aber  g^ 
richtet  sein  können.  Zu  den  Einwirkungen  erster  Art  gehört  ins- 
besondere eine  gleifli förmige  TeT-nperaturändenm'jf  oder  ein  aUseitig 
gleicher  Drnrl:,  7ai  den  Einwirkungen  der  ietztcrtn  Art  gehört  ein 
Teniperaturgeläile,  ein  gerichteter  Druck,  ein  elektrisches  oder  ein 
magnetisches  Feld. 

Um  nun  die  charakteristischen  Merkmale  kristallinischer  und  un- 
kristaÜinischer homogener  Substanz  aufimstellen,  betrachten  wir  am 
einfachsten  ein  Präparat,  in  dem  geometrisch  keine  Richtung  vor 
der  anderen  ausgezeichnet  ist,  —  eine  Kugel  aus  der  betrefiiBnden 
Suhstanz. 

Diese  Kugel  denken  wir  uns  zunächst  einer  richtungslosen 
Einwirkung  ausgesetzt,  z.  B.  einer  Temperaturänderung.  Gibt  diese 
Einwirkung  in  verschiedenen  Richtungen  der  Kugel  verschiedene 
Effekte,  z.  B.  verschiedene  thermische  Dilatationen,  so  ist  die  Substanz 
jedenfalls  aeolotrop;  im  andern  Falle  kann  sie  isotrop  sein. 

Denken  wir  ferner  diese  Kugel  einer  gerichteten  Einwirkung, 
z.  B.  einem  homogenen  elektrischen  Felde,  ausgesetzt  und  bukzessive 
verschiedene  Durchmesser  der  Richtung  der  Eiuwirkung  parallel  ge- 
legt.  Wechselt  dann  der  Effekt,  z.  B.  die  dielektrische  Influenz,  bei 
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d«r  Drehnng  der  Kag^  gegen  das  Feld,  m  ist  die  Snbstans  an- 
zweifelhaft  aeolotrop;  bleibt  der  WM  sieh  gleich  tind  behSlt  er 
immer  dieselbe  Kenfiguration  gegen  die  Bichtong  der  Einwirkang,  eo 
kann  die  Snbstans  ieotrop  sein. 

Eine  Sabetanz,  die  bei  keiner  angerichteten  oder  gerichteten  Ein- 
wirknng  eine  Yerschiedenartigkeit  verschiedenn  Bichtong  bekimdet| 
darf       {"^otrop,  nh  u  Tikristallinisch  angesehen  werden. 

Es  mag  zunächst  auffallen,  daß  der  Schluß  der  vorstclimden 
Satze  80  vorsichtig  und  bedingt  formuboi  f  ist.  Diese  Fassung  ist 
durch  den  wichtigen  Umstand  gefordert,  daß  keiiitswegs  jede  Art  von 
Einwirkungen  die  Ungleichwertigkeit  verschiedener  Richtungen  in  ho- 
mogener kristallinischer  Sabatanz  hervortreten  läßt.  Die  Kristalle  des 
weit«  nnten  in  definievenden  regulären  Sjstemea  Terhalttti  aieb  in  der 
Tat  dem  beiden  genannten  Einwirknngen  gegenilber  iaotrop.  Eine  ans 
ihnen  bergestdlte  Kugel  behalt  bei  gleiehfiSnniger  ErwSrmnng  Kogel- 
geatalt  und  wird  in  einem  homogenen  elektrischen  Felde  immer  in 
^iciher  Weise  erregt,  wie  man  sie  auch  gegen  das  Feld  orientiert. 
Dagegen  gibt  eine  gerichtete  niechanisehe  Einwirkung,  z.  B.  ein 
Drack  auf  die  Endpunkte  eines  Durchmessers,  je  nach  ihrer  Orien- 
tierung f^egen  die  Kngel  (resp.  den  Kristall,  aus  dem  die  Kugel  ge- 
schnitten ist)  versciuedene  EHekte,  z.  B.  also  Terschiedene  elastische 
Deformationen. 

Es  ist  sehr  wesentlich,  zu  beachten,  daß  im  vorstehenden  nirgends 
ausgesprochen  oder  gefordert  ist,  daß  bei  ungerichteten  Einwirkungen 
alle  RiehtnngeD  sieh  unierrinander  nngleich  yerbalten,  oder  daß  bei 
gerichteten  ^nwirkungen  alle  Orientierongaa  der  Kugel  nn^eiobe 
BIfibkte  geben.  Wieyiele  Bichtnngen  resp.  Orientierangen  sieb  gleich- 
artig verhalten,  kommt  bei  der  Definition  der  Aeolotropie  niobt  in 
Frage  Entscheidend  ist  allein,  ob  es  flberhanpt  dergleichen  gibt, 
die  sich  verschieden  Terhalten. 

Faktisch  kennt  man  nur  eine  fast  verschwindend  kleine  Zahl 
von  Kristallen,  in  denen  keine  Richtung  einer  anderen  physikalisch 
äquivalent  ist.  Im  alle^cmeinen  gibt  es  in  einem  Kristall  zu  jeder 
RichtuiiLT  ^ine  oder  mehrere,  in  vielen  taileu  eine  ziemlich  grüße 
Anzahl  äquivalenter.  Die  Anzalil  und  Verteilung  der  einander  phy- 
sikalisch äquivalenten  Richtungen  in  einem  liriätrille  umfaßt  das,  was 
mau  als  die  physikalische  Symmetrie  der  kristallisierten 
Sobstants  bezeichnet* 

§  11.  nfleslge  Kristalle.  Xateile  mit  enwnngen  kristalUnisOlLer 
Stroktnr«  Wir  wollen  bemerken,  daß  die  am  Ende  von  §  9  gegebene 
Definition  kristallinischer  Materie  nach  Enge  nnd  Weite  allen  zu 
stellenden  Anforderungen  sa  genügen  scheint. 

▼•t«t,  Xfjbtellpajiik.  2 


Digitized  by  Google 


XB  Kftpitel.  Die  SjrmmetriMigensohftften  der  Kristftlle. 


ZnnSebst  enthält  sie  keine  Besdiränkting  bezfigUeh  des  Aggregyit* 
ziistandes.  Wenn  also  nach  den  Beobachtungen  von  0.  Lehmann, 
Schetik,  Sdtaum  u.  a,,  die  neuerdings  besonders  durch  Vorländer  er- 
weitert worden  sind,  Flüssigkeiten  existieren,  die  unter  dem  Einfluß 
hinreichend  naher  paralleler  Repreiizungen  eine  homogene  Konstitution 
annehmen,  welche  den  obigen  Kriterien  des  kristallin i scheu  Zustandes 
entspricht,  so  liegt  nicht  das  mindeste  Bedenken  vor,  dieselben  als 
flüsKige  Kristalle  oder  kristaUiniscbe  Flüssigkeiten  zu  bezeichnen.  Sie 
unterscheiden  sich  von  den  gewöhnlichen  Kristallen  durch  leichte  De- 
formierbarkeit,  die  soweit  geht,  daß  die  Schwerkraft  tind  die  Ober^ 
flSekenspannnngen  ausreichen,  nm  Deformationen  henrorannrfiniy  und 
daß  es  der  attttBenden  Wirlrong  naher  paralleler  Winde  bedarf,  um 
die  regelmäßige  Eonatitation  aofimsht  an  erhalten. 

Im  deformierten  Znatande  Terlieren  sie  im  allgemeinen  die  Ho- 
mogenität der  Konatitation;  aber  sie  treten  damit  keineswegs  außer 
Parallele  mit  den  gewöhnlichen  Kristallen,  von  denen  viele  gleichfalls 
Vi(  träelitlicho  Defonnationen  zulassen  —  wie  z.  B.  Stf!u«i«lz  in  dünin-n 
btäbeii.  Dio  deformierten  Kristalle  sind  im  allgemeinen  nur  m 
Volumeneiementeu  homo^on.  aber  wir  kümien  uns  zu  jedem  Voluuien- 
element  ein  vollständiges  liomogenes  Individuum  denken,  das  in  allen 
seinen  Elementen  genau  die  Konstitution  des  betrachteten  Volumen- 
elementes besitzt.  £s  liegt  also  nichts  vor,  was  dazu  zwänge,  diesen 
Körpern  eine  Aoanahmestellung  einzniäamen. 

Interessante  Beispiele  deformierter  flfissiger  Kristalle  geben  aos^ 
pendierte  Tropfen,  deren  Form  sich  doreh  die  Oberflächenapannnng 
merklieh  an  Kngeln  bestimmt.  Hier  sind  inabesondere  zwei  Typen 
beobaehtek  Der  eine  kann  beschrieben  werden  als  ein  Aggregat 
gleichartiger  geradliniger  Kristallstäbchen,  die  sämtlich  radial  an- 
geordnet sind,  der  andere  stellt  sich  dar  als  ein  System  von  unter 
sich  ursprünglich  identischen,  aber  zu  Kn^sringen  gebo<?enen  Kristall- 
stabchen,  welche  innerhalb  der  Kugel  den  Breitenkreisen  parallel 
liegen.  Im  ernsten  Falle  scheint  ©s,  daß  alle  Volumenelemente  ideu- 
tisch.  wahrscheinlich  gar  nicht  deformiert  sind;  im  letzteren  i'alle 
uiiriien  die  Teile  gleich  großer  Kreisringe  unter  sich  identisch  sein. 
Aber  in  beiden  Fällen  ist  kanm  an  beaweifeln,  daß  man  die  Yolumen^ 
elemente  als  homogene  flfissige  Kiiatallsabstanz  enthaltend  ansehen  kann. 

Die  Definition  nmfaßt  femer  solche  nrsprOnglich  unkristallinische 
oder  isotrope  K5rper,  denen  durch  Deformation  eine  (meist  äußerst 
geringe)  Verschiedenwertigkeit  verschiedener  Richtungen  eingeprägt  isi 
Wenn  z.  B.  ein  Glasstreifen  (insbesondere  bei  erhöhter  Temperatnr) 
dauernd  goeckt  ist,  so  erhält  er  dadurch  in  den  Richtimgen,  die  ver- 
schieden gegen  die  Dehnungsrichtung  geneigt  sind,  verschiedene  physi- 
kalische £igenschaften.   Ist  die  Deformation  ungleichmäßig,  so  »ind 
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nur  die  Volnmenelemeüte  als  liomogeu  zu  betnu  liteii.    Es  liegt  nicht^s 
Bedenkliches  darin,  die  Substanz  in  diesen  Fallen  als  aeolotrop  odex 
selbst  als  kristallinisch  geworden  zu  bezeichnen. 

Immerhin  ist  ein  Gegensatz  hervorzaheben,  der  zwischen  der 
SalMtus  dar  fiOsngen  EnstaUo  und  da  mwungen  anisotropen  Körper 
cuMTseitfl,  deijenigen  der  gewölmliehen  Eziatalle  andereraeito  besteht 
Ld  letsteren  Fall  ftnfiert  Bich  die  Koiutitation  der  Substans  in  der 
Bpenfiaehen  (polyedrisdheu)  ftuBeron  Form,  die  sie  unter  gflnstigen  Vm- 
sianden  anznnelinien  Termag,  während  die  Tendenz  zu  einer  derartigen 
Formbildung  in  den  ersteren  Fällen  kaum  zur  Geltung  kommt  oder 
aber  ganz  fehlt.   Man  kann  diesem  Unterschied  Rechnung  tragen,  in- 
dem man  die  Substanz  in  d^n  prfit<*n  Fällen   kristallin igch  oder 
auch  nur  aeolotrop,  in  dem  letzten  FöIIp  aber  kristall i sf prt  nennt; 
der  erste  Begriff  ist  dabei  als  der  weitere  anzusehen^  weicher  den 
zweiten  oiit  zu  umfassen  Tormag. 

§  12.  Die  BoUe  der  Kristallfozni  In  der  KrlstollpliTaik.  Das 
Mnaip  von  Vr.  XTenmaan.  Wie  edion  oben  in  der  Einleitung  ans- 
geführt,  besitst  die  Form  oder  der  Formenkomplex,  worin  tiäi  uns 
die  Kristalle  einer  Snbstans  darbieten  nnd  die  den  Gegenstand  des 

Stadiums  des  Kristallographen  ausmacht,  f  ii  den  Physiker  nur  ein 
sehr  begrenztes  und  spraielles  Interesse.  Unter  dem  Geaichtqpunkt 
der  von  ihm  verfolgten  Aufgabe,  nämlich  der  Erforschung  und  gesetz- 
mäßigen Fasy?un{?  df^r  Ei^f^nsfliaften  der  kristallisierten  Materie,  stallt 
sich  ihm  die  Kristalltorm  nur  als  eine  spezielle  Außeruiij^  der 
Wirkung  der  Konstitution  und  der  inneren  Kräfte  der  kristalliM' rti  n 
Materie  dar  und  ordnet  eich  zunächst  durchaus  anderen  physikalischen 
^Virkungen  dieser  Ursachen  zu. 

Daß  es  auch  bezüglich  der  Form  physikalisch  äquivalente  Rieh« 
tongen  gibt,  nnd  wie  deren  Anzahl  nnd  Verteilang  das  danteUi^  was 
man  als  Symmetrie  der  EristaUfoim  beseiehnet,  ist  bereits  oben  er- 
wShnt  nnd  wird  nnten  ansftlhrlich  anseinandetgesetst  werden. 

Die  besondere  Bedeutan^^  welcbe  die  Eristallform  für  den  Auf- 
bau der  Kristallphysik  besitzt,  liegt  darin,  daß  dieselbe  die  ein« 
fachste  und  anschaulichste  physikalische  Wirkung  der  Konstitution 
der  Sabetanz  darstellt.  Der  Kristall  bietet  sie  uns  direkt  dar,  ohne 
daß  wir  ihn  irgendwelchen  äußeren  Einwirkungen  aussetzen,  während 
die  andpff^n  Wirkunsren  dieser  Art,  z.  B.  thermische  Dilatation  oder 
dielektrische  Intiuenz,  zum  Eintreten  solche  äuBtre  Einwirkungen 
voraussetzen.  Der  Kristall  zeigt  sie  ferner  in  der  ganzen  Vollständig- 
keit mit  einem  Male,  waliiead  bei  den  anderen  Wirkungen  erst  eine 
ganze  Reihe  von  unabhängigen  Messungen  zusammen  die  Qeeetzr 
mäßigkeiten  des  Vorganges  erkennen  läßt 
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Wenn  wir  niuk  jederzeit,  um  zn  Aafschlfissen  Uber  die  Kon- 
stitution und  die  inneren  Kräfte  der  Materie  zu  gelangen,  von  Be- 
oHachtnno;eii  über  d^ron  ]»hy8ikalische  Eigenschaften  anstehen  müssen, 
so  ist  es  nach  Vorstehendem  einleuchtend,  daß  bei  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  für  die  kristallißierte  Materie  das  Studium  der  Kristall- 
fürni  eine  wesentliche  Holle  spielen  wird.  Dabei  ist  es  ein  besonders 
glücklicher  Umstand,  d&ü  diese  einfachste  und  anächuulicliste 
Wirkung  der  Konstitation  zugleich  aneh  vo  mannigfaltig  und  so 
reick  ist^  daß  sie  f&r  einen  fandamental  wiebtigen  Teil  dieser  Aufgabe, 
n&mlicli  fllr  die  Ableitang  der  Symmetriegesetse  des  physikalisdien 
VerludtenB  und  IBr  die  darauf  geetfitate  Unterscheidung  und  Klassifi- 
zierung  Terschiedener  Arten  von  kristallisierter  Ibterie,  die  voll- 
ständigsten Anhaltspunkte  liefert. 

Die  Erfahrung  zeigt  nämlich,  daß  in  bezug  auf  alle  übrigen 
physikalischen  Eigenschaften  die  Kristalle  eine  kleinere  Zahl  von  in 
sich  gleichartigen  und  voneinander  verschiedenen  Gruppen  bilden,  als 
in  bezug  auf  die  Gestalt.  Hieraus  schließt  man,  daß  in  der  Kristall- 
form die  Eigenarten  und  die  Unterschiede  der  Konstitution  sich  voll- 
ständiger ausgedrückt  ünden,  als  in  den  übrigen  physiliaiiBchen 
Eigenschaften j  ja  man  beurteilt  direkt  die  Symmetrien  dieser  Eigen- 
achaftea  nnd  damit  die  geometrischen  Clesetae  der  Konstitution  nach 
den  Symmetrien  der  Kristallformen,  wobei  (was  im  voraus  gesagt 
werden  mag)  sich  llberans  einfiuhe  typische  Zfige  dcfselben  als  ans- 
reidiend  erweisen.  Wie  schon  S.  8  bemerk^  ist  es  JFV.  Neumonn  ge- 
wesen, der  diesen  Gedenken  in  seinen  Yorlesungen  snerst  systematiMh 
▼erwertet  hat. 

Natürlich  ist  das  herangezogene  Resultat  der  Erfahmng  ebenso 
wenig  str<Mig  beweisend,  als  ähnliche  Erftihning-^siitzo  in  anderen 
Gebieten  der  Physik  Es  ist  prinzipiell  nicht  ausgesrhlo^s'^en,  wie- 
wohl nicht  eben  wahrscheinlich,  daß  später  einmal  Eigenßchatteu  an 
Kristallen  gefunden  werden,  die  noch  größere  Mannigfaltigkeit  zeigen, 
als  die  Formen j  und  dann  würde  das  Prinzip,  die  Gesetzmäßigkeiten 
der  Konstitation  der  KristaUsabstanz  nach  den  Gesetzmäßigkeiten  der 
Form  zu  bearteilen,  seine  allgemeine  Bedeutung  Terlieren.  Indessen 
hat  bisher  die  Yerwendung  dieses  Prinsipes  weitgehend  so  Resultaten 
gef&hrt,  die  der  Beobachtung  entsprechen,  und  dasselbe  wird  daher 
auch  von  uns  weiterhin  an  die  Spitse  der  allgemeinen  theoretischen 
Entwicklungen  gesetzt  werden. 

§  13.  Grenzen  der  Anwendbarkeit  des  Neumannsohen  Prinzipes. 

Immerhin  muß  schon  hier  bemerkt  werden,  daß  das  vorstehend  erörterte, 
an  sich  so  einfache  und  klare  Prinzip:  die  Kristallform  ist  der  voll- 
ständige und  wahre  Ausdruck  der  Konstitution  der  KristaUsabstanz, 
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doch  einigen  EinBehriLnknugen  unterliegt.  Es  kommt  hier  einmal  in 
Betnelt^  daß  die  Bildung  der  EristaUe  in  der  Natur  Znf  üUigkeiten 

und  Störungen  unierliegt,  die  gelegentlich  rar  Unterdrückung  yob 
charakteristischen  Form elemen ton  führen  können.  Die  Konstitution 
der  Substanz  wird  dureh  solche  zufällige  Unyollstandigkeiten  nicht 
berührt,    sie   ist  davon    erfahrnngspemilß   merklich  unabhängig. 

Hieraus  folgt  die  Hegel,  daß  mau  die  Gosetzc  der  Koustitution  d<T 
Substanz  jederzeit  nach  der  Form  der  k^nipli ziertesten,  d.  1)  flTn  hen- 
reicbsten  Individuen  beurteilen  muß.  Alau  würde  z.  ii.  vriUi*^  laltiolie 
Resultate  erhalten,  wenn  mau  uus  dem  Umätande,  daß  vuu  Pyrit 
(Schwefelkies)  gelegentlich  Kristalle  in  einer  Würfelform  auftreten, 
schliefen  wollte^  daB  die  Konstitution  der  Suhetans  der  Symmetrie 
dieier  Form  enteprecfae. 

Die  erwShate  Schwierigkeit  des  aof&Uigen  Ausbleibene  charakte- 
lisÜBcher  Formelemente  erledigt  aioh  keineswegs  immer  so  einfiMsh, 
wie  bei  Pyrit,  durch  das  Vorkommen  zahlreicher  Kristalle  mit  einer 
reicheren  FlächenschaTy  welche  den  angedeuteten  fEdschen  Scliluß  zu 
korrigieren  Veranlassung  gehen.  Prinzipiell  ist  sogar  die  Möglichkeit 
bei  jedem  Mineral  zuzuf^pbon,  dnß  un.s  durch  tückischen  Zufall  nur 
Indivirhjen  mit  unvollstäudiger  Ausbildung  hekanut  geworden  sind. 
Darum  ist  eine  Ergänzung  und  Knutrolle  derjenigen  Betrachtungs- 
weise, welche  von  der  Kristallform  ausgeht,  von  großer  Wichtigkeit. 
Wir  werden  auf  dergleichen  weiter  unten  eiugehen. 

Den  vorstehend  gesehilderfcem  Fällen  schließen  sich  auiddist  die. 
jenigea  an,  wo  mehrere  KristaUindiriduen  derartig  geaetamüBig  au 
ZwilUngen  und  kompliiierfceren  Aggregaten  susammengewachsen  sind, 
daß  das  Resultat  wieder  ein  polyedrisehes  Gebilde  Toa  Shnlichem 
Habitus  ist,  wie  dasselbe  bei  ein&ßhen  Individuen  von  anderer  Sub- 
stanz heobachtet  wird.  Das  Erkennen  der  auBammengesetzten  Natur 
derartiger  Vorkommen  ist  relativ  einfach,  wenn  die  betreffende  Sub- 
stanz auch  in  solchen  Individuen  auftritt,  die  sich  als  Teile  des 
vorgenannten  ansprechen  lassen;  dasselbe  kann  sehr  schwierig  sein, 
wenn  solche  einfache  Individuen  fehlen.  Hier  gelangen  mit  Erfolg 
jene  spezieUen  Kriterien  und  Beobachtungsmethoden  zur  Anwendung, 
von  denen  noch  unten  kurz  zu  liaudeln  sein  wird. 

Weiter  sind  die  Fälle  zu  erwähnen,  wo  ein  Widerspruch  zwischen 
der  Form  und  der  Konstitution  des  KristaUes  dadurch  entstanden  ist, 
daß  die  Substanz  bei  den  gegenwärtigen  Verhaltaissen  Ton  Druek  und 
Temperatur  nioht  mehr  in  derjenigen  Modifikation  beständig  ist,  in 
der  sie  früher  kristallisierte.  Es  kommen  hier  jene  merkwürdigen 
rsretsibeln  Umwandlungen  in  Betracht,  die  eine  Anzahl  von  Körpern, 
darunter  auch  die  £lemaite  Schwefel,  Selen,  Phosphor,  im  festen  Zu- 
stand erleiden,  wenn  sie  wechselnden  Temperaturen  und  Drucken  aus- 
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gesetzt  werden.  Eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  Druck  und 
Temperatur  —  eine  Karre  in  der  betreffenden  Koordinatenebene  — 
bildet  jeweils  die  Grenze  zwischen  Gebieten,  in  denen  swei  TerschiedeDe 

ModifikfitioTifn  '^tal'il  •^ind. 

Kristallisiert  eme  solche  Substanz  unter  irgendwelchen  är,ßeren 
Bedingungen,  so  nimmt  sie  Formen  an,  deren  Symmetrien  der  physi- 
kalischen Symmetrie  der  umschlossenen  Substanz  entsprechen.  Ändern 
sich  nun  aber  die  Druck-  und  Temperatur  Verhältnisse  derart,  daß  eine 
Umwandlungskurre  ttberschritten  wird,  so  geht  die  eine  Modifikation 
in  eine  andere  Aber,  deiren  phjsikalisehe  Symmetrie  ^eich&Us  eine 
andere  zn  sein  pflegt.  Die  Umwandlong  ist  eine  molekulare,  die 
kleinsten  Teilchen  andern  ihre  Konstitntion.  Da  aber  die  Kristalle 
des  Korpers  gemiß  ihrer  starren  Natur  dabei  keine  wesentlichen  Än- 
derungen erleiden,  so  entsteht  ein  Widerepruch  zwischen  der  Symmetrie 
der  Kristallform  nnd  derjenigen  des  physikalischen  VerhaLteiw. 

Ein  strenger  Beweis  dafür,  daß  ea  mit  einem  anscheinend  nor- 
malen Kristallindividnnm  die  vorstehende  Bewandtnis  hat,  ist  dann 
erbracht,  wenn  es  gelingt,  durch  I  lierschreiten  der  Orenzkurven  niittels 
geeigneter  Anwendung  von  iJruck  und  Temperatur  Umwandlung 
rückgängig  z,u  machen,  also  zu  derjenigen  Modifikation  zu  gelangen, 
deren  physikalische  Symmetrie  mit  ihrer  formalen  im  Einklang  ist. 
Wahrscheinlich  wird  ein  solches  YerhaltniB,  wenn  sich  zeigt,  dafi 
das  ftnßerlich  einheitliche  Indindnom  ans  Terschiedan  orientierten 
Teilen  besteht,  deren  jeder  eine  der  Form  fremde  Konstitation  be- 
tätigt Anf  Methoden,  darglddien  naehznweisen,  soll,  wie  gesagt, 
unten  knrz  eingegangen  werden. 

Hier  mag  nur  noch  eine  letzte  Art  und  Weise  erwähnt  werd^ 
nach  welcher  Eristallform  und  Kristallsubstanz  miteinander  in  Wider- 
spruch geraten  können.  Es  ist  schon  oben  flaruuf  hingewiesen  worden^ 
daß  die  Hildung  der  Kristidlp  in  der  Natur  mancherlei  Zufälligkeiten 
der  äußeren  ßedi)ignugen  uiiii  rwfyrfen  ist.  Hier  mag  spezitücr  dnran  an- 
geknüpft werdf^ri,  daß  hautig  wahrend  der  vielleicht  langen  i);iut^r  des 
Wuch.stuinti  emea  KristaUes  die  chemische  Zusummenset/.uug  der 
Lösung  oder  des  Schmelzflusses,  aus  dem  der  Kristall  entsteht,  eine 
allmähliche  Veränderung  erleidet  Dergleichen  ist  mitunter  an  der 
wechselnd«!  f^rbung  der  Terschiedeuen  Schichten  eines  KristaUes  sehr 
deutlich  erkennbar.  An  und  für  sich  wfirde  die  sj^ter  aasfidlende 
feste  Substanz  sich  dann  vielleicht  eine  andere  Form  wählen.  Aber 
die  schon  vorhandenen  KristaUkerne  zwingen  der  Substanz  eine  ihr 
im  Grunde  fremde  Form  auf.  Es  entstehen  so  Kristalle,  die  im 
strengen  Sinne  des  Wortes  nicht  homogen  sind,  wenn  auch  die  Ände- 
rung der  chemischen  Zusammensetzung  Bicli  nur  in  engen  Grenzen 
hält.    Die  Form  ist  nicht  der  reine  Ausdruck  der  Konstitution;  aber 


Digitized  by  Google 


§  14.  Ergänzende  Methoden.   Ätzfigoien.  23 


bd.  der  Gering^lgigkeifc  der  cbmi lachen  Differenzen  kann  bb  Tor- 
kommen,  daß  fflr  eine  Ileihe  phy^il^  li^oher  Eigenschaften  —  für 
solche,  die  durch  diese  Differenzen  nicht  merklich  beeinflußt  werden  — 
die  Inhomogenitilt  nicht  merklich  zur  Geltung  kommt.  Dies  sclJießt 
nicht  aus,  daß  nndere  phy.si kaiisch Eigenschaften,  die  von  den  Diffe- 
renzen stärker  beeinflußt  werden  (insbesondere  optische  und  elektnsclie), 
die  Verschiedcnartiskeit  der  verschiedenen  Teile  des  KristaUes  sehr 
deutlich  zum  Ausdruck  gelangen  lassen. 

Es  mag  anschließend  bemerkt  werden,  daß  eine  kraftige  Defor- 
matiOB  (wenn  anaflilnbar)  auf  wiildiehe  EriBiaUA  analog  wiikt,  wie 
auf  oalnriitaUuiiMihe  SuManz,  namliok  (in  meiat  seifar  geringem  MaBe) 
die  phjBÜnUBdhen  Eigwuiehaften  der  -veraohiedmien  Biehtangen 
«inftiiB^  derart  daA  s.  B.  imprOnglich  i^eiehwertige  Biohiiuigen  Ter- 
■chiedenartig  werden.  Hier  ist  dann  die  ursprüngliche  Eristallfonn 
auch  kein  Abbild  der  neuen  Konstitution  mehr,  und  deren  Geseta- 
iH&ßiglt»tt«n  mflgeen  *mit  Hilfe  der  Geaekse  der'  heirroigebrachten  De- 
fonnaÜon  ersdiloMai  werden. 

§  14.  Ergänzende  Methoden.  Ätzfiguren.  Nach  dem  im  vorigen 
Paragraphen  Auseinandergesetzten  gibt  das  Neumannsche  Prinzip,  die 
Symmetrien  des  physikalischen  Verhaltens  einer  Substanz  nach  den 
geometrischen  Symmetrien  ihrer  Kristallform  zu  beurteilen,  keinen 
absolut  aieheien  Weg  zu  jenem  Ziele;  es  erscheint  daher  erwünscht, 
ftr  iwaiftlbafte  FUDb,  toh  der  Art  der  Tonieliend  beeproebeneiv  Hilfi* 
mittel  der  Eonbolle  imd  der  Erg^Snsung  beceit  m  hatten.  Eine  Kon- 
trolle gibt  oifonbar  jede  Beobaehtnng  einer  physikaliechen  Ereoheinung^ 
die  Ton  der  phjukaliflchen  Symmetne  der  frec^iehen  Subefcans  ab- 
hängig und  somit  geeignet  ist,  Schlüsse  auf  die  erstere  zu  gestatten. 
Dabei  wird  natürlich  diejenige  Erseheiniing^  bei  der  die  größte  Zahl 
von  Symmetrieelementen  zur  Geltung  kommt,  im  allgemeinen  den 
Vorzug  verdienen.  Nur  in  den  Fallen,  wo  es  sich  ausschließlich  nm 
die  Feststellung  handelt,  ob  alle  Teile  eines  scheinbar  einfachen 
Krisiallindividuums  gleich  orientiert  sind  — ~  eine  Frage,  die  sicli 
bietet,  wenn  der  Verdacht  entsteht,  daß  eine  der  am  Schluß  des 
vorigen  Paragraphen  geschilderten  Komplikationen  vorliej^t  — ,  werden 
trotz  der  geringen  Zahl  der  bei  ihnen  wiiksameu  Symmetrieelemente 
optiaehe  BfeHtoden  wegen  ihm  Beqnemliehkeit  nnd  Empfindlich- 
heii  fiwt  immer  beTorsugt  werden.  Eine  Platte^  ane  dem  nntemachten 
Krislall  in  einem  PolariaationBapparat  in  parallelem  lichte  betrachtet^ 
ofibnbart  elniktorelle  DiffiBranaen  innerhalb  der  Snbfltanz  bekannflidlL 
in  ausgezeichneter  Weise. 

Die  klassische  Methode^  die  aus  den  Erisiallformen  bezfiglich  der 
phyaikalisehen  Symmetrie  geaogenen  Folgenmgen  aa  kontrollieren  nnd 
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eventuell  zu  korrigieren,  ist  von  Leydolt^)  angegeben  und  in  den 
letzten  Dezennien  von  Bcdf,  Tiaumhauer  n.  a  ausgebildet  und  ayste- 
matisch  zur  Anwendung  Lrt  ]ir;irbt  worden.  Sie  knüpft  an  den  Vor- 
gang an,  der  als  eine  Umkebruiig  des  Voi^anges  der  Knstaiibildung 
zu  betrachten  !8t,  an  die  Autlösang  von  Kristall  Substanz;  sie  er- 
scheint dadurch  der  Ncumantiächen.  besonders  nahestehend  und  als  zu 
deren  Ei^^nzung  geeignet. 

Die  Eneheinaiigy  die  sie  benatst^  sind  die  Bogenannten  Ätzfiguren, 
YertiefuDgen  oder  Herrorrsgimgen,  die  man  erhalt,  wenn  man  ebene 
natflrliche  oder  polierte  iläelien  an  einem  Kristall  mit  einem  geeig- 
neten Auflösungsmittel  behandelt;  sie  rühren  anscheinend  davon  her, 
daß  dergleichen  Flächen  Stellen  leichteren  Angrififos  fUr  das  Lösungs- 
mittel (vielleicht  äußerst  feine  Poren)  besitzen,  an  denen  der  Auf- 
lömingsvorgang  schneller  in  die  Tiefe  fortschreitet,  als  in  der  Um- 
gehung, und  von  denen  nus  er  sicli  nun  auch  seitlich  in  einer  Weise 
ausbreitet,  die  durch  die  iionstitution  der  KristaMsubstanz  Im  iiiigt  ist. 
Bei  geeigneter  Behandlung  —  die  nicht  ohne  technische  bchwierig- 
iceiten  ist  —  erhalten  diese  Atzfiguren  eigentümliche  regelmäßige 
Gestalten,  die  dem  Material  und  auch  der  Orientierung  der  geätzten 
Flaclieo  gegen  den  Kristall  individnell  sind. 

Anf  den  einzelnen  Teilen  einer  einheitliohen  Fl&ehe,  wie  auf  Ter- 
sehiedenen  gldchwertigen  KristallflSdien  mfissen  gleiehsrtigeÄiafiguzen 
in  gleidiwertigen  Orientierungen  gegen  die  Seiten  der  Flächen  er^ 
scheinen.  Geben  die  Beobachtungen  anderes  ,  bo  sind  die  für  gleich- 
wertig gehaltenen  Flächen  oder  F^chenstücke  eben  nicht  gleichwertig, 
und  die  Symmetrie  der  Kristallform  ist  falsch  beurteilt  worden. 

Verschiedene  Richtungen  in  derselben  Kristallfläche,  welche  nach 
der  Kristallforin  für  gleich wi-rÜL'  gehalten  werden,  müssen  auch  in 
der  Ätzfigur  gleichwertig  sein,  wenn  die  GleichwertigJieit  wirklich 
angenoniiuen  werden  tluit'. 

Dies  sind  die  beiden  Grundsätze,  nach  denen  die  Beobachtung 
der  Ätzfiguren  znr  Kontrolle  und  zur  OTentuellen  Korrektur  der 
ans  der  ]^tmehtung  der  Kristallformen  Aber  die  physikaUsehe  Sym* 
metrie  gezogenen  Schlosse  Terwendet  wird. 

Wir  werden  hier  auf  die  Details  dieser  Methode  und  ihrer  An- 
wendung nicht  näher  eingehen,  da  wir,  wie  schon  S.  10  bemerkt,  die 
Feststellung  der  SymmetrieTerhältnisse  irgendeiner  kristallisierten  Sub- 
stanz als  eine  dem  Physiker  vom  KristaUographen  zu  leistende  Vorarbeit 
betraohten.  Doch  werden  wir  einige  Punkte  von  prinzipiellem  Interesse, 
wie  auch  einzelne  instruktive  Hoispii-le  später  besprechen,  nachdem  wir 
die  allgemeinen  Sjmmetriege&etze  der  Kristalle  entwickelt  haben  werden. 


i)  Fr.  LeydoU,  Wien.  Ber.  Bd.  15,  p.  69,  1865. 
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II.  AbBcliniti 

Allgemeine  Tbe^rfe  der  Deckbewegnngen. 

§  15.  Die  Konstanz  der  ExistaUwinkai.  Es  ist  bereits  in  der 
Einleitung  erwäliut  imd  dann  genauer  in  §  12  auseinandergesetzt, 
dafi  die  EriaiaUfoim  für  den  Physiker  die  spezielle  Bedeutung  hat, 
ikm  über  die  GefletznulBigketten  der  Konetitotion  der  krieiBDiBiertm 
Sobstanz  AufichliiB  su  geben,  wobei  die  EiiSüirungstaieaehe  nuiß- 
gebend  iet^  de£  snicheitieiid  keine  andere  Wirkung  der  KonBtitntioji 
eine  ähnliche  Mannigfaltigkeit  aufweist,  wie  dies  die  Kiietallform  toi. 
Damit  verbindet  sich  in  glücklichster  Weise  der  Umstand  der  un- 
mittelbaren Anschaulichkeit  der  Gesetzmäßigkeiten  der  Kristallform. 

Wie  gleichfalls  bereitB  in  der  Einloitung  bemerkt,  scheint  der 
Ad wend barkeit  des  aufgp'^tf^llten  Prinzips  zunächst  liindornd  pntfj*=>(:^en- 
ZQst^ben  die  fast  unübersehbare  Fülle  von  Formen,  die  erlahruiigs- 
geniäß  bei  einer  und  derselben  Substanz  auftreten.  Aber  die  Erfahrung 
bat  gleicliialla  gelehrt,  daß  unter  den  Furmelementen  eine  sehr  große 
Zahl  durch  uns  noch  nicht  erkennbare  Zufäüigkeiteu,  die  bei  dem 
FroaeB  der  Bildung  de«  Kristallea  stattfimden,  bedingt  sind  und  bei 
derselben  Sabatanz  in  weiten  Grenzen  variieren  kdnnen,  wfibrend 
einige  wenige  Elemente  an  den  EristaUen  derselben  Snbatans  unter 
allen  Umstanden  in  gleicher  Weise  anfM^  Die  letzteren,  fttr  die 
Substanz  charakteristischen,  sind  allein  für  die  Ableitung  der  Gesetz- 
mäßigkeiten der  Konstitution  der  K]  istallsubstanz  maßgebend. 

Veränderlich  ist  an  den  Kristallpoljedem,  die  derselben  Sub- 
stanz entsprerhon,  in  weitestem  Umfanp^e  die  Zahl  und  die  Aus- 
dehnung der  Flächen.  Auch  bei  gleichzeitig  gebildeten  Kristallen, 
die  in  der  Mehrzahl  dieselben  Flächen  zeigen,  tritt  bald  die  eine, 
bald  die  andere  Flache  mehr  hervor,  in  einem  Maße,  daß  der  Gesamt- 
habitus  der  verächiedeneu  Individuen  merklieh  abweicht. 

Diese  YerscMedenheiten  sind  mitunter  ans  dem  Vorgang  des 
Kristallwachstams  einigermafien  zn  yersteben.  Entstehen  die  Eiistalle 
s.  B.  ans  einer  an  der  Luft  Terdampfiuiden  Mntterlange,  so  ist  der 
Yoigang  offenbar  der,  daß  an  der  freien  Oberfliche  die  LSsnng  über- 
dlttigt  wird,  daß  die  übersättigte  Flüssigkeit  durch  ihr  größeres 
spezifisches  Gewicht  herabsinkt  und  die  überschfissige  gelöste  Sub* 
stanz  auf  den  etwa  am  Boden  befindliehen  Kristallkemen  niederschlägt. 
Hier  wird  also  die  Art  der  Strömung  ganz  wesentlich  darauf  Ein- 
floß haben,  ob  von  zwei  kristaIlograph!?^e}i  gleichwertigen  Kristnll- 
flarhen  die  eine  größeren,  die  andere  kleineren  Zuwachs  erhält.  Bei 
verschiedenen  Mutterlaugen  scheinen  sehr  kleine  Beimengungen,  die 
in  der  Natur  noch  weniger  fehlen,  als  im  Labomtonum,  die  Art  und 
Zahl  der  auftretenden  Flächen  zu  beeinflussen. 
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UnTeiindwliob  ist  bei  derselben  Sub^taiiz^  wie  zuerst  Nicölaus  Stmo 
(1669)  am  Qtun  beobachtet  und  Borne  de  VIsle  (1783)  durch  uni< 
fassende  Messungen  an  verschiedenen  Körpern  bestätigt  hat,  das 

System  der  Winkel  /vvi«(')iP!i  den  versrhipdenen  Flachen,  derart, 
daß  einem  jeden  Flächenpaar  sf  in  Winkpl.  unabhängig  von  der  Aua- 
delinung  des  einen  oder  anderen  Uiiedes  des  pHares,  unabhängig  aucH 
voa  der  Zahl  nnd  Art  der  außer  ihm  au  dem  i'olyeder  auftretenden 
sonstigen  l^lächeu  individuell  ist.  Diese  Erkenntnis  ist  üur  Grond- 
If^e  aller  kristaUographischen  Fonchong  geworden. 

8  16.  KomialA  Folyedar;  Volfiguron.    Es  ergibt  eieh  aas  ^ 
dem  Gesagten,  dafi  eine  DarateUung  der  Kristanfoinieni  welche  di« 
irreleraiitai  imd  TCranderUcheii  Fliehen gr 5 Ben  eUBÜmeit,  abex 

die  charakteristischen  nnd  konstanten  Fläch^winkel  zur  An- 
schauung bringt  lllr  das  Studium  der  KriataUformen  eine  Notwendig- 
keit sein  wird. 

Eine  solche  Darstellnng  wird  dadurch  gewonnen,  daß  man  alle 
Flächen  einer  Form  parallel  mit  sich  in  die  gleiche  Entfernung  7/ 
(/.  B.  Eins)  von  eiTiem  im  Polyeder  wil!kürH<'h  markierten  Punkt 
rückt.  Alle  Polyetier,  die  hierdurch  aui  dieselbe  (nur  etwa  zunächst 
nach  Orientierung  verschiedene  und  durch  Drehung  überdeckbaix*) 
Form  gebradit  werden,  sind  für  uns  nach  dem  \  origeu  gleichwertig 
oäet  gleich.  Das  so  gewonnene  Polyeder,  das  zugleich  eine  unend- 
liche Tielheit  Ton  Polyedeim  iMt  analogen  Ftttdian  Tcrsehieduister 
relatiTer  QxOAen  darstellt  wollen  wir  die  Normalform  der  betreffenden 
Polyeder  nennen. 

Eine  Kngd  Tom  Radius  E  um  den  Punkt  P  wfirde  sSmfliche 
Flächen  des  normalen  Polyeders  berühren,  und  es  ist  ohne  weiteres 
klar,  daß  das  Polyeder  auch  vollständig  durch  disse  Kugel  Ton  dem 
Radius  7?  und  die  darauf  markierten  Berfihrungq>un1cte,  die  Pole 
der  Poiyederflachen .  rejirfisentiert  wird. 

0  \l  in  kann  die  Darstellung  auch  mittels  stereogra- 

phiscber  Projektion  von  der  Kugel  auf  die  Ebene  über- 
tragen. Dazu  hat  man  bekanntlich  eine  (etwa  liorizont«! 
gedachte j  Ebene  durch  den  Kugolm ittelpuukt  zu  legen  uinl 
dann  durch  Gerade  alle  lliichenpole  auf  der  ivugel  mit 
dem  ti^ten  Punkte  der  Kugel  su  verbinden;  die  Schnitt- 
punkte dieser  Chraden  mit  der  Ebene  liefern  die  Projek- 
_  tion  der  Pole  auf  diese  Ebene  (F,  K  Neumam  1823). 
ü  Um  für  diese  Darstellung  ein  einiMshes  Beispiel  sa 

geben,  ist  in  Figur  1  eine  dreiseitige  Säule  dargestelll^  die 
an  ihren  beiden  Enden  durch  zwei  verschieden  angesetzte  und  ver- 
schieden gestaltete  Pyramiden  abgestumpft  ist  —  eine  Form,  die 
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s.  B.  bei  Tunttalin  beabttchfeet  wiid.  Lt  Figur  2  ift  die  EooBtaruktions- 
kngcl  mit  den  darauf  befindlieheiL  Poleii  0  diese«  Polyeders  wieder 
gegeben.  Die  Pole  «  der  drei  Säulenföehen  0 
Hegen  im  Xqnator^  die  Pole  ß  und  y  der 
P^iamiden  resp.  um  den  oberen  und  im- 
teren  Eugelpol.    Zur  besseren  Veranschan- 
lichnni?  sind  noch  die  drei  Meridiane  ein- 
getragen, die  dnrcii  Projektion  der  Säolen- 
Jtauten  auf  die  Kugei  enlsteiieu. 

Figur  3  bringt  die  entsprechende  ebene 
Polfigar.  Der  eingetragene  Kreis  ist  das 
Bild  des  ÄquaiorkreiBeB  der  Kugel,  sein. 
Zentnim  0  dasjenige  des  obenten  Ponktee 
der  Kugel,  die  radialen  Geraden  entspre-  _ 
eben  ilen  S&nleDtaufiten,  und  man,  bat  sieih  n,.t. 
TOmstellen,  daB  sie  im  ünendliehen,  im 

Bild  des  untersten  Kugelpunktes  zusammenlaufen.  Die  Pole  a  der 
SSiüenflacben  liegen  im  Äquatorkreis^  die  Pole  ß  der  oberen  Pyramiden- 
Üiefafla  im  Innern  desselben,  die  Pole  y  der  unteren  Pyramide  liegen 
um  melirere  Radinslangen  entfernt  außer- 
halb de&  Kreises  in  den  mit  y  bezeichneten 
Richtungen;  sie  sind  des  beschränkten 
Baumes  wegen  hier  nicht  eingetragen. 

Die  ebene  Polfigur  wird  in  der  Kri- 
staiiographie  sehr  viel  benutzt;  »ie  hat  für  ^ 
den  Krietallphysiker  indesseu,  manelies  ün- 
beqneme.  Oleiehartige  Biehtnogen  ersehei- 
nen in  ihr  keineswegs  in  gleicher  Dax^ 
steUnng;  das  obere  Ende  0  des  Tertikalen 
Durchmessers  der  Kugel  ist  durch  einen 
Punkt  in  der  Mitte  der  Polfigur  wieder- 
gegeben, das  untere  (/durch  den  nneudlich 
großen  Kreis,  nnd  die  Umgebung  beider  stellt  sich  ganz  verschieden 
dar.  Demgemäß  ist  es  z.  B.  ohne  Ausmessung  der  Figur  (voraus- 
gesetzt, daß  sie  quantitativ  richtig  <r'*7eir}inet  ist)  und  Berechnung 
des  Resultats  gar  nicht  möglich,  zu  eaiscLeiden,  ob  die  Flächenpole  ß 
und  7  um  gleiche  oder  aber  um  wieviel  verschiedene  Winkelabstände 
von  den  Kugelpolen  entfernt  sind. 

Für  unsere  Zwecke,  bei  denen  es  sich  gerade  häufig  um  die 
IVsgen  von  01eieh-  oder  Yersehiedenartigkeit  Tefsehiedener  Biehiongen 
oder  Fliehenpols  handelt^  ist  es  daher  in  manehen  FUlen  Torteilhafter, 
die  Sonstmktion  auf  der  Kugel  beizubehalten,  irots  der  Anforderung, 
die  eine  solche  Datstellung  an  das  räumUche  YorsteUungmrmSgen 
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aielli  Daneben  werden  wir  nns  gelegentlich  einer  Modifikation  des 
NewnattnBckeii  Projektionsverfahrens  bedienen,  das  darin  besteht^  daß 
wir  die  obere  Häl^  der  Konstruktionskagel  vom  tiefsten  Punkt 
aii8|  die  untere  Hälfte  vom  höchsten  Pnnkt  aus  stereographisch 

|,)roji7ifrpn  mul  die  so  erhaltenen 
liiltler  der  bi  ideu  Halbkugelii  ueben- 
einander  legen,  ähnlich  wie  in  den 
Atlanten  die  Erde  durch  zwei  kreis- 
förmige Bilder  der  Erdhalbkugelu 
dargeiteUi  wiid.  Figur  4  gibt  das 
Beraliat  für  die  KriBtaUform  ans 
Figur  1  wieder.  Der  oberste  mi4 
der  untente  Punkt  0  und  U  dee  Kstallpolyeders  erscheinen  hier 
völlig  gleiehberechtigt;  ihre  Umgebong  stellt  sich  in  der  gleichen 
Yenemmg  dar  und  läßt  sich  daher  auch  leicht  vergleichen. 

Man  creluu<;t  zn  der  Polfigur  auf  der  Kugel,  indem  man  die 
beiden  Kreisflächen  zusammenklappt,  an  den  Rändern  gegenseitiV  ^»f- 
festigt  imfl  daranf  das  System  (etwa  in  der  Art  von  zwei  Gummi- 
menii  r  ini'n)  zu  Kugellorm  aufgeblasen  denkt. 

Diese  Darstellung  empfiehlt  sich  besonders  auch  deshalb,  weil 
die  ganz  überwiegende  Zahl  der  Kristalltypen  eine  ausgezeichnete 
(Haupt-)  Achse  umschließend  eracheint  imd  sich  normal  zu  dieser 
Achse  in  zwei  Hälften  zerlegen  läßt,  deien  gegenseitiges  Verhalten 
fftr  den  KziatsU  cbaiahteristisdi  isL  Die  beiden  Kreisbilder  in  Figor  4 
entsprechen  swei  solchen  HäUten  bei  dem  ^istalltjp  der  Figor  1;  sie 
geben  mis  nnmittelbar  Anftchlnfi  darttber,  wie  sich  die  KristaHfoim, 
Ton  der  einen  oder  Ton  der  andern  Seite  der  Hauptachse  gesehen, 
dem  Besehau«  r  1  irstellt  Dies  ist  ein  wesentlicher  Vozzug  der  modi> 
liaierfeen  Darateliiing. 

§  17.  Definition  der  Symmetrie  eines  Polyeders;  Deckbewegnngen. 
Di»'  normalen  Kristallpolyeder,  resp.  ihre  Polfiguren  auf  der  Kugel, 
lassen  nun  leicht  das  erkennen,  was  für  die  kristallphysikalische  Be- 
handlung an  ihnen  das  Wesentliche  bildet  und  was  S.  17  bereits  als  die 
An/ulil  und  die  Verteilung  der  im  l*olyeder  einajider  gleichwertigen  llich- 
tungen  bezeichnet  ist.  Diese  Gleichwertigkeit^  welche  die  Symmetrie 
der  CristaUform  anamacht,  geht  speaieller  dahin^  daß  die  KristaU* 
polyeder  dnrch  gewisse  geometrische  Operationen,  als  Bewegungen 
aoftofasaen,  in  Lagen  gelangen,  die  den  nrsprOngUchen  gleichwertig 
sind,  derart,  daß  an  Stelle  jeder  Fliehe  wieder  eine  (im  allgemeinen 
zuvor  anders  gelegene)  Flache  homml^  an  Stelle  jedes  Poles  also  auch 
wieder  ein  (im  allgemeinen  zuvor  anders  gelegoier)  Pol.  Man  nennt 
diese  Verandemngen  Deckbewegungen  und  betrachtet  ihre  Zahl 
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und  Art  bei  einem  normalen  Polyeder  als  okarakteriatiech 
fQr  dessen  Symmetrie,  als  die  exakte  Darstellung  Ton  dessen 
Sjmmetrieeigensekaften. 

Um  diese  Dedcbewegnngen  smiiobst  in  einem  mnfaehen  spesielleii 
FsDe  kennen  su  lernen,  wollen  wir  als  betKaehtetes  Polyeder  ein 
legtdBros  Okkeder  (Fig.  5)  wählen.  Wir  be-  a 
merken,  daß  eine  Dr^ang  am  die  Verbin- 
dui^Iinie  an  zweier  gegenüberliegender  Ecken 
nm  i  90®  oder  ±  180®  dieser  Gebilde  im 
Sinne  der  vorstehenden  Definition  mit  sioh  ^i 
zur  Defkurix  bringt.  Es  ist  dies  eine 
charnktt-nstische  Eigenschaft  nur  der  Ver- 
t  IM  luisgslinien  gegenüberliegender  Ecken, 
Wiilin-nd  eine  Drehuug  um  ^  natür- 
lich bei  jeder  Achse  di^  Anfangsl^e  wie- 
derkeiateUi^  also  keine  speeieUe  Symmetrie- 
dgensohsft  sor  Geltung  bringt  imd  daker  niemals  ansdrflcMick  er- 
wiknt  weiden  solL  Drehmageschseo  von  der  Art  ggT  nigt  das  Ok- 
iseder  drei,  nimlieh  aafier  aa'  noob  OgO^'  und  o^o,'. 

Die  Figur  I&fitjfoiner  eikennen,  daß  eine  Drehung  um  eine  der 
Yerbindungslinien  hh'  der  Mitten  gegenüberliegender  Kanten  im  Betrag 
Ton  ±  180*  eine  Deokbewegung  ist,  ebenso  eine  Drehung  um  eme 
der  Verbindungslinien  der  Kitten  zwei  gegenfiberliegender  lUohen  etf 
im  Betrage  ±  120*  oder  ±  240*.  Die  Zshl  der  Drehmigflachsen 
Ton  der  Art  hh'  ist  seohs,  die  der  Achsen  Ton  der  Art  Tier. 

Die  Torstebend  besprochenen  sind  gewöhnliche  meefaanische  Be- 
wegungen, die  an  einem  stanran  Mod^  wirUioh  ausführbar  sind. 
Aber  die  Ansekanung  lehrt,  daß  auch  noeh  t 
Bewegungen  anderer  Art  sur  Selbstdeekong 
das  Polyeders  führen. 

So  ent^toht  ein  mit  dem  gegebraon  7n- 
tamment'aüendes  Oktnedpr.  wenn  man  jed»*  vom 
Zentrum  aus  in  ihtii  konstruierte  iiichtuug 
nnj  klappt,  d.  h.  mit  der  eutgegeugesetzten  ver- 
tauscht. Gleiches  gUt,  wenn  man  einen  Zentral- 
schnitt {aß yd)  (s.  Fig.  5')  durch  vier  Kauten 
lagt  und  nun  jede  su  dieser  Ebene  normale 
Biehtung  mit  der  entgegengesetsten  Tertauseht. 
Und  analog  dieaer  Ebene  Terhftlt  sich  auch  eine  Ebene  (etv^) 
durch  die  jfittelliniaD  Ton  swet  FÜGbanpaaien.  Ebenen  Ton  der  Art 
(tcßyd)  existieren  beim  Oktaeder  insgesamt  drei,  TOn  dar  Art 
sechs. 
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Diese  letzteren  Deekbewegungen  fallen  sonach  außerhalb  des  Be- 
reiches mechanischer  Lagenänderong  des  Polyeders;  sie  Xunen  sich 
optisch,  durch  eine  Art  Spiegelung  an  dem  Zentrum  resp.  an  der  be- 
treffenden Ebene  deuten;  man  pflegt  sie  demgemäß  als  Deekbcnvonimgpn 
zweiter  Art  denen  erster  Art,  dio  unter  das  Schema  gewöhnlicher 
Drehungen  fallen,  gegenüberzusteiien. 


§  18.  Vergleichung  der  Symmetrien  verschiedener  speziuller 
Polyeder.  Wir  wollen  nuu  hervortreten  lassen,  wie  einerseits 
Kristallpol  jeder  Ton  ganz  Terschiedener  Gfestalt  dieselben  Deck- 
bewegungen gestatten,  also  dieselbe  Symmelrie  besiteen  kSnnen,  nnd 
wie  dagegen  andererseits  bei  leichten  Ver&nderungen  der  Gestalt 
eines  Polyeders  Zahl  und  Art  der  mGgliohen  Deokbewegnagen  und 
somit  seine  Symmetrieeigenschaften  wesentlich  wechseln  können. 

Für  ersteres  betrachten  wir  neben  dem 

Oktaeder  den  Würfel  (Fig.  6)  und  erkennen 
bei  Vergleichnng  leicht,  daß  demselben  die> 
selben  Deckbewegungen  eignen,  wie  dem  Ok- 
taeder. Eine  Drehung  um  ±  90",  ±  180* 
um  eine  Verbindungslinie  aa  der  Mitten  zweier 
gegenüberliegendor  Flüchen,  eine  ura  ±  liSO** 
um  eine  VerbiudungBlinie  bb'  der  Mitten  gegen- 
überliegender Kanten,  eine  um  ;t  120**,  4  240"  nni  oine  Verbindungs- 
linie cc  gegenüberliegender  Ecken,  bringen  je  den  Würfel  mit  sich 
zur  Deckung,  und  diese  Drehungsachsen  treten  iu  genau  derselben  Anzahl 
und  in  derselben  gegenseitigen  Lage  auf,  wie  bei  dem  Oktaeder;  beide 
Polyeder  besitzen  also  jedenfalls  dieselben  Deckbewegungen  erster  Art. 

Sie  stimmen  auch  bezüglich  derjenigen  zweiter  Art  überein 
(s.  Fig.  6').    Die  Spiegelung  im  Mittelpunkt  oder  Umklappung  aller 


^^^^^ 
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Badienvektoren,  ebenso  die  Spiegelung  in  einer 
Zentralebene,  die  einer  Wflrfelfliohe  parallel 
liegt  (afiyi)  oder  aber  dnrch  swei  gegenüber- 
liegende Kanten  geht  (£^1}^),  führt  zu  der  nr- 

^         sprünglichen  Gestalt  zurück,  und  die  Zahl  und 
Lage   der   Spiegelebenen   ist   hier  dieselbe, 
wie  bei  dem  Oktaeder.     Nach  dem  S.  28 
yij,^»  u.  29  Ausgesprochenen  besitzen  also  Würfel 

und  Oktaeder  bei  völlig  verschiedener  Ge* 
stalt  gleiche  S  y  m  m  e  t  r  i  . 

Nehmen  wir  jiun  nber  mit  dem  zuerst  betrachteten  Oktaeder 
emige  leichte  Veränderungen  vor,  so  wird  sich  ergeben,  daß  dieselben 
die  Symmetrie  Verhältnisse  durchgreifend  modifizieren. 
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Stoaektn  wir  mniehst  die  obere  Hfilfte  dee  Oktaeden  ein  wenig, 
eo  deA  ein  Gebilde  toh  der  Form  der  Figur  7  «nteiebt^  so  baben 
■Qe  diqeiiigen  Siebtnngen,  die  frOber  als 

Achten  von  Deckangsdrebangen  fungieren 
konnten,  ihre  Eigenschaft  Terlorm,  mit  ein- 
ziger Ausnahme  der  VertUnloi  oo'.  Es  gibt 
auch  kein  Zeninun  mehr,  an  dem  eine  Spie- 
gelung zu  einer  Deckung  ftihrt,  und  tou 
den  Spiegelungsebenen  sind  uur  die  durch  die 
Vprtikalachse  na'  gehenden  von  der  Art 
(aa^a'a^  )  und  (acac)  übrig  geblieben.  Die 
äjuimetrie  ist  also  eine  TöUig  andere  ge- 
worden. 

Dreht  man  die  obere  und  die  untere  Hälfte 
des  Oktaeders  Figur  5  nur  wenig  um  die  Achse  aa  in  entgegengesetz- 
ten Richtongen,  so  entsteht  die  Form  Figur  8.   Für  sie  ist  zwar  noch, 
wie  bei  dem  Oktaeder,  eine  Drebnng  vm  die 
Aebse  aa'  nm  ±  90*  und  ±  180*  eine  Deek- 
bewegungy  niebi  aber  mehr  für  die  beiden  m 
aa'  normalen  Riebtangen,  welche  ursprünglich 
dieee  Eigensdi^ken  isilien.   Fllr  dieae  Adieen 
OiO^  nnd  a^a^'  gibt  nur  noeh  die  Drebnng  um 
±  180*  0eckmig.   Ii^gendwelebe  Spiegelangen 
im  Zenbnm  oder  in  einer  Ebene  filbien  aber 
aksht  mehr  zur  Deckung. 

Neigen  wir  scbließlich  noch  die  zuvor 
vertikale  Aebee  aa'  in  der  Ebene  durch  eine 
Qoeraebae  a^o/  dee  Oktaeders,  so  daß  ein  ein£Mb  geschobenes  Ok- 
taeder  von  der  Form  der  Figur  9  entsteht,  so  geben  wiederum  eine 
Anzahl  von  Dffkbewpijnni^eTi  verloren.  Was 
allein  bleibt,  ist  eine  IhrUung  um  ^  180* 
um  die  Achse  (Uff/,  eine  iSpiegrlnii!:^  im  Zen- 
trum und  eine  ebensolche  in  der  zu  a^a^'  nor- 
malen Zentralebene  uaaia^. 

Derartige  t'berlegungen  sind  sehr  lehr- 
reich, weil  sie  den  Unterschied  hervortreten 
lassen,  der  zwischen  Polyedern  von  ähnlichen 
Formen  nnd  aoloben  yon  ibnÜfiben  oder 
aber  gleiehen  Symmetrien  beetebt  Die 
IMapiele  laam  rieb  natOrliob  beliebig  binfen;  es  mnß  bier  aber  an 
dn  wenigen  gegebenen  genfigen. 
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§  19.  AnalTtfaolM  DanrtellDiig  der  allgemeinsten  Deidcbewegiing. 

Nachdem  wir  im  vorstehenden  nns  nnr  dnigermafien  rekognoaaieraid 
in  dem  Gebiete  der  KristaUsymmetrien  nmgetan  haben,  wollen  wir 
nnnmehr  an  one  sjstemattsohe  Untersuchung  gehen.  Diese  Betrach- 
tiini^en  rein  geometrischer  Art  haben  auch  an  und  für  sich,  ganz  ohne 
liflcksicht  auf  ihre  fundamentale  Bedeutung  für  den  Aufbau  der 
Kristall  physik,  ein  gewisses  Interesse. 

Die  Ableitung  einiger  spezieller  Deckbewegungen  durch  Aa- 
schauiing  spezieller  Formen  normaler  Kristallpoljeder  in  §  17  und  18 
weckt  die  Frage,  auf  welche  Weise  man  zu  der  Gesamtheit  über- 
haupt möglicher  Deckbewegungeu  kommen  könne.  Diese 
Frage  boU  YOr  allen  Dingen  erledigt  werden. 

Die  Deokbewegu n  gen  werden  dnrcb  TraniUtionen  aller  Punkte 
dee  Polyeden  dargestellt,  derart,  daß  an  Stelle  der  arsprfingliolien  Eo- 
<yrdinBten  ff,  $  einea  jeden  tou  ihnen  gegen  ein  beliebiges  feetee 
Koordinatensjatem  neue  Koordinaten  x'^  y',  s'  treten.  Da  bei  der 
Deokbewegung  der  Znsammenhang  des  Polyedern  gewahrt  bleiben  soll, 
so  mflssen  Beziehungen  Ton  der  Form: 

oder 

a?'  -    (x,    z),       y'  -  il>,(a;,  y,  m\       #'  =  if^ix,  y,  m) 

gelten,  in  denen  die  rp,^  und  i>,^  stetige  Funktionen  bezeichnen. 

Damit  diese  Beziehungen  Deckbewegungen  darstellen  können, 
müssen  sie  offenbar  gewisse  allgemeine  Eigenschaften  besitzen. 

1.  Müssen  sie  Ebenen  wieder  in  Ebenen  überführen;  denn  im 
andern  Falle  würden  sie  die  normalen  Polyeder  m  krummtiächig  be- 
grenzte Gebilde  umwandeln ,  die  sich  in  keinem  Falle  mit  der  ur- 
sprünglichen Form  deeken  können. 

2.  Müssen  sie  paraUele  Ebenen  in  parallele  Ebenen  Terwandeln; 
demi  im  andern  Falle  wflrde  die  Form  des  neuen  Polyeders  Yon  seiner 
Größe  abhftngen  imd  dies  würde  offenbar  keinen  Sinn  haben. 

3.  Müssen  sie  die  AbstBnde  swisehen  zwei  beliebigen  Punkten 
des  Polyeders  ungeandert  lassen,  weil  sonst  das  durch  die  Umwand- 
lungen entstandene  Polyeder  andere  Kanten  und  andere  Winkel  haben 
würde  als  das  ursprüngliche,  während  die  Forderung  ist,  daß 
jedes  Formclement  durch  die  Deokbewegung  in  ein  anderes  gleich- 
artiges fallen  soll. 

4.  Dürfen  sie  den  Koordinatenanfangspunkt  n\<c\\\  bewegen,  da 
sich  auf  diesen  bei  unendlicher  Kleinheit  das  Polyeder  reduziert 

Die  Substitution 

x-gpi,  y-y„  « -  % 
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jüD.  oben,  Bo  spezialisierti  dafi  sie  diesen  allgemeiiiieii  Bedingungen 
genflgt,  fldlt  dmii,  für  em  bestimmtes  Puly>  der  toh  disr  QUiehnng 

(unter  dm  7^  Uneire  FmÜEtioiMn  Tentandtti)  m»  Deekbewegong  dar, 
wenn  dieselbe  diese  Gletdrang  auf  eine  Form  bringt: 

in  der  wieder  jedes  Glied  lineir  ist  und  —  eventuell  bis  a\if  einen 
konstantem  Falttor  ^  mit  einem  der  l,^  in  der  ersten  Fonn  überein- 
stimmtb 

§  20.  Analytische  Formulierung.  Die  allgemeinsti»  Substitution, 
welche  Ebenen  wietier  in  Ebenen  überführt^  ist  bekanntlich  diejenige 
der  Kollineation 

wobei 

ist|  und  dia  a^,  h^,  e^,  d„  beliebige  Konitanten  sind.  Sie  entsprioht 

dar  ersten  Bedingmig  nnd  bildet  somit 

Soll  die  Bewegung  den  Koordinatenanfang  nicht  verrQeken,  so 
mnß      <•  ^  0  sein.  Damit  ist  die  vierte  Bedingung  erfiUlt. 

Sollen  parallele  Ebenen  parallel  bleiben,  so  muß  eine  proportio- 
nale Änderung  von  x,  y,  e  eine  eben  solrlv"  von  x',  y%  z'  liefern;  dies 
verlangt  a  »  0,  6  —  0|  c  «•  0.  Wir  erhalten  so  die  Beauehnngen  der 
Affinität: 

y^a^x'-\-\y'-\-c^M\  (1) 

ein  Gleich uügssystem,  dessen  Determinante  d  heiüeu  möge.  Hierdurch 
ist  nun  auch  die  zweite  Bedingung  erfüllt. 

Sollen  endlich  alle  Abstände  ungeäudert  bleiben,  so  muß  für  zwei 
Koordinatentripel  x^,  y^,     nnd  x^^  y^, 

•em,  also  gelten 


34  L  Kapitel  Dia  SyvBMlriMigviudiallen  der  KmtaUe. 


Diwe  Formehi,  welolie  nuimfliir  allen  gesteiUtoii  BediagimgaL  ge- 
nügen» sind  dieBelbflii,  die  swisohen  den  Parametern  einer  Koordinaten» 
inuiflformation  tob  einem  System  X TZ  auf  eines  X'Y'Z'  mit  dem- 
selben Anfangspunkt  bestehen,  und  zwar  können  dabei  die  beiden 

Achsenkreuze  ebensowohl  gleichartig,  als  ungleichartig  sein.  Im 
ereten  Falle  läßt  sich  eine  Kreuz  durch  T^lnBe  Drehunpc  um  eine 
bestimmte  Af^hsf  flnrrli  (U  n  Anfangspunkt  mit  ilnn  niulfni  zur  Deckung 
bringen,  im  zweiten  beilurt  es  außerdem  noch  einer  inveröion,  d,  h.  der 
Umkehrung  der  drei  Achsenrichtungeu. 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  die  durch  (1)  und  (l'j  dargestellte  Sub- 
etitntion,  bei  der  das  Koordinatensystem  fe^tgehalt^  and  der  Körper 
bew^  wird,  entweder  eine  bloße  Drehung  desselben  oder  aber  eine 
Drehung  mit  Inversion  darstelll^  wpbei  nnter  Inversion  des  Polyeders 
di^emge  Bewegung  verstanden  ist,  die  alle  drei  Koordinaten  eines 
jeden  Panktes  mit  den  entgegengesetzten  yertansehi 

Wir  wollen  diese  Bewegungen  weiterhin  als  reine  Drehungen 
und  als  Inversionsdrehnngen  nnlerscheiden.  Analytisch  drückt 
sich  der  Unterschied  zwischen  beiden  Arten  nach  dem  bekannten  Ver- 
halten der  entsprechenden  Koordinatentrausformat innen  dadurch  aug, 
daß  für  die  erste  Art  von  Drehuugeu  die  Detern) uumte  z]  de»  Syste- 
men      den  Wert  -f  1,  für  die  zweite  Art  den  Wert  —  1  besitst. 

§21.  Zusammensetzung  mehrerer  Deokbewegungen.  Folgt  der 
durch  ^^1)  gegebenen  Bewegung  des  Polyeders  eine  zweite,  für  die  gilt 

jf'-a,V'+Vy''  +  cbV',  (2) 

«/«  +  a,"  +  V»  -  1,  V^i'  +        -  ^,  (2') 


nnd  deren  Determinante  J'  sei,  so  besteht  swischen  ^  M  und 
y%  m"  die  fieziehnngsreihe 


wobei  die  h^',  r"  neue  Bezeichnungen  sind.  Aus  der  Bedeutung 
dieser  (rröß  n  folgt  durch  eine  einütkche  Hechnong  das  (2')  entspre- 
chende Gieichungssystem 
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Aoßerdem  wird  die  Determinaote  ^"  you  uach  einem  bekannten 
Satae  gegeb^D  dnrch 

4d"^J'J\  (4) 

Berücksichtigt  man  das  oben  (Iber  die  BeterminAiiteiiwerfce  bei 
reinen  imd  bei  InversionsdreliaBgeii  6e8egie|  lo  ergeben  nch  am 
dieser  Beziebaiig  die  Sätae: 

Zwei  sakseBsiTe  reine  oder  «wei  sukieesire  Inversions- 
drehnngen  setzen  sich  snsammeu  zn  einer  reinen  Drehung; 
eine  reine  und  eine  Inyersionsdrehung  setzen  sich  hingegen 
za  einer  luTersionsdrehnng  ansammen. 

§  22.  Der  Bulerache  Sats.  Was  da«  Quantitative  der  (in  beiden 
Fallen)  resultierenden  Drehung  angeht^  so  gibt  hierüber  ein  wichtiger 

Satz  von  Evdcr  Auskunft,  der  die   ^-4/ 

Lage  der  Achse  und  die  Größe  der  J^t 
leanliievaideii  Drehung  vi  konatm- 
ierem  lehri 

Seien  in  der  nebenstehenden 
Daratdülmig  (Fig.  10)  anf  der  Kngel- 
oberflSdie  durch  und  swei 
im  Bamne  feste  Drehungsachsen  re- 
prSa^tier^  nnd  seien  V'j  und  die 
ihnen  entsprechenden  Winkel  der 
beiden  nacheiuander  vorgenommenen  Drehnngen.  Tragt  man  dann 
an  den  Bogen  A^  An  einfr^f  its  hni  im  negativen  Sinne  den  Winkel 
),  t>'^ ,  andf^rerseits  bti  im  positiven  bmue  den  Winkel  an  nnd 
v.-f  volisUindigt  das  sphärische  Dreieck  A^A^A,  dann  stellt  A  die  Achse 
der  resultierenden  Drehung  dar,  der  Außenwinkel  des  Dreiecks  die 
halbe  resultierende  Drehung         also  ist 

In  der  Tai:  maikiert  man  in  dem  Körper  die  Riehtang,  die  an- 
fangs mit  A  zusammenfallt,  und  führt  die  Drehung  +      um  die 

Achse  A^  ans,  so  wandert  diese  Richtung  nach  A'.  Schließt  man 
daran  die  Drebiing  +  um  .-f  ,,  so  bringt  die^e  die  betreffende  Rich- 
tung nach  A  zurück.  In  A  füllt  also  vor  und  luu  li  befd^^n  Drehungen 
dieselbe  liichtimg  des  Körpers j  A  muß  sonach  die  Achse  der  resul- 
ü^nden  Drehnng  sein. 

Würde  die  Drehung  um  A^  die  erste  sein,  so  wären  an  A^A^  in 
A^  der  Winkel  ^  ifj  im  negativen,  in  A^  der  Winkel  |  im  posi- 
ÜTen  Sinne  ansntragen,  und  die  Konstruktion  würde  die  Achse  A'  als 
leaaltlermde  liefern.  In  der  Tat  würde  hier  die  Drehung  +  l^t  °™ 
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diejenige  Biehtung,  die  BnfiuigB  in  Ä'  lag,  nach  Ä  filhron,  die 
Drehung  -^-if^  nm  nach  Ä'  zurflck.  Die  ente  Drahimg  würde 
dann     .an  seiner  Stelle  lassen,  die  zweite  nach  Ag'  ftthren, 

würde  liier  deu  resultierenden  Di elmiigswmiiel  darstellen. 

Es  ergibt  sich,  daß  bei  dieser  Operation  der  sukzessiven 
Drehung  um  zwei  im  Kaume  feste  Achsen  das  Resultat  durch- 
aus von  der  Keihenfoige  der  Drehungen  abhängt. 

§  33.  Zerlegung  von  Deofcbewegnngen  in  Komponenten.  Der 
am  Ende  von  §  21  ausgesprochene  Satz  gestattet  ohne  weiteres  eine 
Umkdirun^  dahin  gehend,  daß  jede  reine  Drehung  in  zwei  reine  oder 
zwei  Inversionsdrehnngen,  jede  InTenrionsdrehong  in  eine  reine  und 
eine  ^Tersionsdrehung  (oder  umgekehrt)  zerlegt  werden  kann.  Die 
Komponenten  ergeben  sich  nach  dem  am  Schluß  von  §  22  Hervor- 
gehobenen im  allgemeinen  von  der  Keihenfoige  abhäogig,  in  der  sie 
nacheinander  wirken  Rollon.  Doch  läßt  dies  ietitere  in  praktisch  wich- 
tigen Fällen  Ausnahmen  zu. 

Insbesondere  kann  man  jede  luversionsdrehung  zerlegen  iu  eine 
reine  Drehung  und  eine  reine  Inversion,  wobei  die  reiue  Inversion 
durch  eine  Umkehiung  der  Vorzeichen  aller  ivoordinateu  definiert  ist. 
Stellt  nämlich  das  System  (3)  eine  Inversionsdrehung  dar^  ist  also 
^"»t  — 1,  80  stellen  die  zwei  Fonndsyateme  (1)  und  (2)  mit  den 
Determinanten 


ft 

-v 

- 1 

0 

0  ! 

tf 

0 

- 1 

0 

-< 

0 

0 

-1| 

eine  reine  Drehung  und  eine  reine  Inversion  dar.  Das  Resultat  bleibt 

das  gleiche,  wenn  man  dem  System  (1)  die  Parameter  aus  d\  dem 
Syst(  in  (2)  diejenigen  aus  ^  gibt  und  somit  die  Reihenfolge  der 

Operationen  vertauscht. 

Es  sei  hervorgehoben,  daß  man  eine  jede  luve  rsionsdrehung  auch 
in  eine  reine  Drehung  und  eino  Teilinversion  nach  einer  Koordinaten- 
achse zerlegen  kann,  welche  letztere  durch  den  V'orzeichenwechsel  nur 
der  zu  einer  Achse  parallelen  Koordinate  —  d.  h.  Spiegelung  in  der 
zu  jeuer  Achse  normalen  Ebene  —  definiert  ist.  In  der  Tat  führt  die 
Kombination  von  zwei  Bewegungen  (1)  und  (2)  mit  den  Determinanten 
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wa  denuMlben  Beflultai,  wie  die  frfQi«re|  und  ist,  wie  jene,  um« 
kefarbeir. 

§  24.  Allgomoines  über  die  Methode  der  Konstaruktion  von 
Symmetrietypen.  Die  erste  gestellte  Fra'^f»  nar-li  der  Natnr  der  all- 
gemeinsteu  Deckbeweguugen  für  uonri  Llu  Polyeder  ist  im  vorstehen- 
den Abschnitt  erledigt  durch  den  Nachweis,  daß  nur  reine  Drehungen 
oder  aber  laversioiiBdrehimgen  den  gesttillten  Auforderongen  entspre- 
dien.  Dabei  war  nebenbei  gezeigt,  daß  mehrere  sukzessiTe  Deck- 
bewegungen  dieser  beiden  Arten  sich  jedezzeit  anf  eine  einzige  toh 
ihnen  rarfickführen  IssseB.  Die  weitere  sich  bietende  Frage,  welohe 
0röBen  die  Brefanngswinkel  heben  mflsseni  damit  diese  Drehongen 
zn  Deekbewegnngen  Ton  Eristallpolyedem  werden,  soll  hier  noeh  nidit 
in  Angriff  genommen  werden;  es  genllg^  dieselbe  Toriänfig  su  signsr 
liaiesren. 

Jedem  Pol  jeder  kommen  nur  ganz  bestimmte  Deckbewegungw 
10,  und  wir  haben  in  §  17  und  18  für  einige  einfache  Fälle  die  ent- 
sprechenden Deckbewegungen  nachgewiesen.  Dabei  hat  sich  gezeigt^ 
daß  Polyeder  mit  vollständifr  Tcrscluedenen  FlUclien  genau  die  gleichen 
Deck  beweg  un  gen  zulassen  kf  niien,  und  es  ergab  sich  die  Anregung 
einer  Gruppierung  der  Polyeder  nach  ihren  Deekbewegnngen  oder 
(was  dasselbe  ist)  nach  ihren  Symmetrien, 

Zu  diesem  Zwecke  scheint  es  zunächst  notwendig,  alle  überhaupt 
Torkommenden  Polyeder  nach  der  BeobachtTing  zu  sammehi  und  der 
bezüglichen  Betrachtung  zu  unterwerfen.  Es  iät  klar,  dai^  ein  solcher 
Weg  nicht  nur  Oberaus  mühsam,  sondern  auch  trügerisch  wäre,  in- 
eofem  man  niemals  sicher  sein  kann,  alle  Eristallpolyeder  eo  kemifin 
und  sn  berfiekaichtigen. 

Biese  Überlegung  lifit  den  großen  Wert  der  aoerat  Ton  /.  Our, 
IV.  Sestd^)  gemachten  JSntdeeknng  schStaen,  wonach  anter  Zuhilfe- 
nahme einer  einfachen  Regel  der  Erfahrung  die  obige  De^ 
finition  der  Eristalisymmetrie  nur  eine  bescbrSnkte  Anxahl 
(82)  nach  ihrer  Symmetrie  verschiedener  Typen  Ton  Poly- 
edern zuläßt  und  dieselben  vollständig  abzuleiten  gestattet. 

Man  ist  hierdurch  also  der  Aufgabe  des  Bammeins  und  Syste- 
matiaierens  aller  von  der  Natur  gebotenen  KhstaUformen  völlig  ent* 


1)  J.  Chr.  Fr.  Jle.ml,  Artikel  „Kristall-  in  Gehlers  Pli.vs  -Wörtfrljuch, 
Bd.  1880.  Spätere  Behandlungen  z.  B.  bei  A.  Bravais^  Journ.  de  Math.  T.  14, 
p.  141, 184S;  Jo«vii.  de  l'^eole  pd^  T.  84, 101, 1851,-  A,  QodoUi^  Acte  eoe.  sdeiit. 
fennicae,  T.  9,  p.  1,  1871;  P.  Curie,  Bull.  soc.  min  de  France,  T.  7,  p.  84  und 
418,  1884;  B.  Mhtnigerode,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Bcil.-B.  5,  p.  145,  1887;  Ä.  Schoenfliea, 
KriBtalU^ateme  und  KriBtallstruktur ,  Xieipzig  1891;  E.  v.  Fedorow^  Zeit«chr.  f. 
IlirtaDographie,  Bd.  88,  p.  891, 1808. 
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noben  und  Teimag  sogar,  ohne  eine  eiiuige  toh  ifanfln  gesehen  ea 
hab^,  durch  ein  strengee  mathematiBehes  Verehren,  gewiBaennaBen 
am  SehreibtiBGh,  alle  flberhaupt  möglichen  Typen  abzuleiten.  Voraus- 
setzung ist  nur  die  obige  allgemrine  Definition  der  Symmetrie  durch 
die  Deckbewegungen  uud  jene  später  zu  erörternde  allgemeine  Regel, 
die  wohl  als  das  Grundgesetz  <]^r  Kristjillo'jfraphie  bezeiclmet  wird; 
beide  sind  natürlich  ah  aus  der  Jiirfahrung,  aus  der  Anschauung  ge- 
wonnen zu  betrachteu.  — 

Wir  wollen  uns  nunmehr  der  Ableitung  der  32  nach  ihren  Sym- 
metrien versckiedeueu  Kristalltypeii  zuwenden.  Um  übersichtlich  zu 
▼er&hren  —  und  die  Übersichtlichkeit  ist  bei  der  durchzuführenden 
etwas  nmstindlichen  Untersaehung  dringend  erforderlich  —  werden 
wir  die  durch  das  Sdiema  (1)  definierten  allgemeinen  Deekbewegungen 
in  die  beiden  S.  34  hervorgehobenen  Arten:  reine  Drehnngen  und  In* 
versionsdrehungen  gruppieren. 

Wir  werden  sunäehst  die  Deekbewegungen  erster  Art^  aho  die 
reinen  Drehungen,  behandeln  und  die  Frage  erörtern,  weiche  Gat- 
tungen von  ihnen,  d.  h.  also  welche  Winkelgrößen  der  Drehung,  hei 
Kristallpolyedern  auftreten  können.  Jerle  Gattung  charakterisiert  dann 
bereits  einen  Kristalltyp,  nämlich  eui-  >  solchen,  der  keine  audere 
Deckbewegung  zuläßt,  als  eine  einzige  reme  Drehung. 

Wir  werden  dann  untersuchen,  ob  nach  rein  geometrischen  Ge- 
sichtspunkten mehrere  reine  Drehungen  nebeneinander  als  Deck- 
bewegungen auftreten  k6nnen,  und  welche.  Jede  solSssige  Kombi- 
nation stellt  dann  wiederum  einen  Kristalltyp  <lur,  der  nunmehr  eine 
Anzahl  von  reinen  Drehungen  nebeneinander  als  Deckbewegungen 
auläfii 

Sodann  werden  wir  uns  den  Deckbewegungen  zweiter  Art,  den 
Inversionsdrehungen,  zuwenden  und  auch  hier  zun&chst  die  fOr  sich 
allein  (einzeln)  möglichen  Gattungen,  d.  h.  die  zulässigen  Winkel- 
grüßen der  Drehung  aufsuchen.  Daran  anschließend  sind  die  ning- 
licben  Fälle  der  Kombination  mehrerer  Inversionsdrehungen,  sowii'  der 
Kombination  von  Inversion«-  und  reinen  Drehungen  aufzustellen.  Jede 
Kombination  eutsj)ri(  lit  wiederum  eineni  Kristalltyp,  der  die  verschie- 
denen Deckbewegungeu  uebeueiuander  zuläßt 

Es  mag  aber  im  voraus  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  daß 
es  im  Interesse  der  Einfachheit  und  Anschaulichkeit  nicht  opportun 
ist,  in  der  Behandlung  der  Deckbewegungen  zweiter  Art  einen  mög- 
lichst vollständigen  Parallelismus  zu  derjenigen  der  Bewegungen 
erster  Art  zu  erstreben.  Obgleich  den  beiden  Arten  analytisch  eine 
große  Ähnlichkeit  eigen  ist,  so  stellen  sie  sich  geometrisch  doch 
einigermaßen  verschieden  dai*.  Auch  wird  schon  dadurch  fOir  die  Be- 
handlung der  Inversionsdiehungen  ein  etwas  geänderter  Weg  vor* 
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gvflchriebfliiy  daß  die  BehancUimg  der  reinen  Drehungen  allein 
Belum  einen  betriehtiiehen  Stamm  von  Krieialltjpen  liefert,  yon  dem 
für  das  weitere  paasend  anBBugehen  ist  Das  Hinzutreten  einer  In- 
vereionsdrehung  zu  den  als  möglich,  erkannten  Symmetrien  der  ersten 
Art  liefert  eine  große  Zahl  von  neuen  Typen  und  erschöpft  bereit« 
Dahezu  die  ganze  Fülle  von  Möp^lirhkeiteu.  Die  Beriicksiehtigung  der 
Fälle  koexistierender  luversiousdrehungen  liefert  dazu  nur  eine  ganz 
geringe  il^rgaozung. 

§  25.  Bildung  der  Polyeder,  welche  gegebenen  Deckbewegungen 
entepreiilunk.  Mit  der  Anftoehnng  der  Genmth^t  mSglicber  Kristall- 
ijjfm  nnd  der  sie  charakteririerenden  Symmetrien  ist  eine  wichtige 
Gnmdlage  für  den  Anfbau  der  Kriitellphyiik  gewonnen.  Denn  naäi 
dem  NeumannaßbiUk  Prinrip  Ton  8.  20  ist  damit  anch  der  Libegriff 
aller  möglichoi  Symmetrien  f&r  jede  beliebige  physikalische 
Eigenschaft  gegeben. 

Immerhin  ist  es  im  Interesse  der  Anschaulielikeit  zu  empfehlen, 
auch  schon  bei  der  Ableitung  der  rerscbiedeiien  Arten  von  Kriatall- 
sym5T]ftrip  auf  die  Formen  hinzuweisen,  die  denselben  entsprechen. 
Lies  gcsclueiit  am  einfachsten  dadurch,  daß  man  untersucht,  welche 
Systeme  gleichartiger  Flächeu  durch  die  Symmetrien  eines  jeden  Typs 
gefordert  werden.  Dabei  suid  unter  gleichailigL-ji  Flächen  alle  die- 
jtiiigtu  veratanden,  mit  denen  eine  beliebige  von  ihnen  bei  AuS' 
fthrang  der  sämtlichen  den  Typ  charakterisierenden  Dedkbewegnngen 
sakzessive  zur  Deckung  gelangt.  Li  den  meisten  Fällen  vermag  ein 
•olches  System  gleichartiger  Flächen  für  sich  allein  einen  Ranmteil 
TöUig  ssu  begrenien,  bildet  also  für  sich  allein  ein  existenzfähiges 
Krisbdipolyeder.  In  anderen  Fallen  sind  mehrere  in  sich  gleich- 
artige Flächensysteme  nötig,  um  eine  rdllige  Begieosung  herzustellen; 
mitunter  ludarf  es  deren  anch,  um  zu  verhindern,  daß  höhere  Sym- 
metrien auftreten,  als  gefordert  sind. 

Der  Wi'tr  zur  Bildung  dieser  Fliichensysteme  ist  der,  daß  man  auf 
der  KuustrukLiüiiükugf  !  idor  in  der  e])enen  Darstellung  von  S.  27  u.  28 
einen  Pol  markiert,  der  im  iuteresse  der  Aiigemeinheit  jederzeit  mög- 
lichst unsymmetrisch  zu  etwaigen  ausgezeichneten  Achsensystemen  zu 
wählen  ist,  nnd  durch  Ausf&hrung  samtlicher  dem  Typ  eigentOmUchen 
Deekbewegungen  —  wie  dss  unten  im  einzelnen  gezeigt  weiden  wird  — 
zonaehst  die  sämtlichen  dadurch  gelieferten  gleichartigen  Pole  aufeuehi 
Legt  man  dann  in  jedem  Pol  eine  Tangentenebeue  an  die  Konstruktions- 
kugel, so  stellt  der  von  diesen  Ebenen  umschlossene  Raum  das  zu- 
gehörige normale  Polyeder  dar. 

Natürlich  ist  die  Ausführung  der  letzteren  Operation  (in  der  Vor- 
tteUung)  bei  komplizierteren  Gebilden  nicht  ganz  leicht   Etwas  be> 
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qaemer  ist  das  folgande  Yerfiihimi,  das  zwar  nicht  zu  dem  inrkliohdti 
normftlen  Polyeder,  sondern  nur  zn  seiner  Projektion  auf  die  Kon- 
stniktioiiflkagel  fuhrt,  aber  dooh  im  allgemeinen  eine  genügende  An- 
eekanunir  von  dem  Habitus  des  gesuchten  Polyeders  liefert. 

Sind  (Fig.  11)  P,  und  Pj  die  Pole  zweier  Flächen  uüd 
des  gesachten  Polyeders  und  konstruiert  man  den  größten  Kreis,  der 

die  Verbindungslinie  PiPj  in  deren  Mittel- 
punkt normal  sehneidet,  so  stellt  derselbe 
in  der  Ausdehnung  von  beiderseits  p^^  die 
aentrale  Projektion  der  Kante  zwischen  den 
beiden  an  nnd  P,  gehdrigen  Flachen  anf 
die  Kugel  dar.  Sind  noch  mehr  Pole  F^,  P4,  * . . 
Torhanden,  nnd  man  yeifahrt  ebmo,  wie  vor- 
atehead  gesagt,  mit  den  yerbindungalinien 
PjP,,  P,P4, .  .  .,  SO  erhält  man  die  Projek- 
tionen weiterer  Kanten,  welche  die  Fläche  l'\  bilden  kann.  Das  sphä- 
rische Polygon  ans  Stücken  aller  dieser  Projektionen,  welches  den  Pol 
direkt  umschließt  (hier  das  Dreieck  PiP.p^),  ist  dann  die  Projektion  der 
Fläche  7'j  dos  normalen  Polyeders  auf  die  Kugel.  In  vielen  Füllen, 
insbesondere  dann,  wenn  das  Polyeder  lauter  gleichartige  Flachen 
enthält,  «genügt  eine  einzige  derartige  Konstruktion,  um  sieli  mit  Zn- 
hilfenahmo  des  Polsystems  von  dem  ganzen  Polyeder  eine  Vorstellung 
zu  yerschaffen. 

Wir  werden  nnten  einige  Beispiele  für  die,  gegebenen  Symmetrien 
entsprechenden  Polyeder  geben.  Ea  mag  aber  nochmala  danuif  auf- 
merksam gemacht  werden,  daß  diese  Betrachtungen  ffir  den 
Anfban  der  Theorie  nicht  wesentlich  sind,  aondern  nur  die 
Anschauung  fördern  und  beleben  sollen. 


m,  Abschnitt 

Deckbewegnngen  erater  Art,  dnselii  und  mlteiaander  kombiniert 

§  20.  Sätze  über  einselne  Symmetrieachsen.  Wenn  ein  nor- 
males Polyeder  durch  eine  reine  Drehung  utn  einen  kleineren  Winkel, 
.ab  2;r,  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gelangt,  so  sagt  man,  es  besitze 
eine  Symmetrieachse,  die  in  die  Richtung  der  durch  den  Anfangs- 
punkt 0  gelegten  Drehachse  fällt  Wir  wollen  jetzt  die  Folgerungen 
aaehen,  die  sich  aus  der  Annahme  der  Existenz  einer  Symmetrieachse 
für  das  Polyeder  ergeben.  Der  kleinste  Diehungswinkel,  durch  den 
die  Deckung  hergestellt  werden  kann,  werde  mit  if  bezeichnet 
Drehungen  um  2//«  +  ^  (wobei  /<  =  i  Ij  ±  2, . . .)  haben  dann 
e}ion«r>wenig  neben  derjenigen  um  ilf  eine  selbständige  Bedeutung,  wie 
überhaupt  eine  Drehung  um  ^x. 
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HaiUeren  wir  auf  der  KugelflSehe  wom  Radin«  Eins  (Fig.  12) 
die  Spur  der  Aelife  Ä  und  den  Pol  irgendeiner  FUohe  des  Polj- 
ed«8  nnd  nuuslien  Pi^lPt  *  t  «md  AF^  «  AFi,  ä 
so  mnß  Ff  ein  zweiter  Pol  des  Polyede»  in  der 
QzaprfinglicbeQ  Position  sein.  Denn  nur  dann, 
wenn  jede  Ricbtoag  bei  der  Drehung  eine  gleich 
wertige  Position  erreicht,  kann  bei  derselben  eine 
Deckang  des  Polyeders  mit  sicli  selbst  eintreten. 

Dieselbe  Uberie«»;ung  zeigt,  daß  weitore  Polo 
Pj,  P^f ...  in  gleichtiu  Abständen  um  A  lirrura 
angeordnet  sein   müssen;  denn  die  betrachtete  TigTii. 
Drehung  führt  den  auf  anglichen  Pol  P,  nach  Pg, 
was  die  anfangliche  Anwesenheit  eines  Poles  ebenda  fordert,  ebenso 
wandert  P,  nach  P4  xat 

Es  eigi1>t  eieh  hiemadi  mit  der  Enstens  der  Symmeirieadue  A 
eine  Beihe  Ton  Sqnidistanten  Polen  ala  notwendig  Terbunden,  welohe 
die  Aebae  A  in  einem  Kreiskegel  nmgebeiL  Dieae  Reibe  -ron  Polen 
muß  sieb  in  P|  soUießen,  demi  im  andern  Falle  müßten  Drebnngs- 
Winkel  <^  existieren,  webbe  die  Deeknng  bewirken,  nnd  dies  ist 
ansdrücklich  ansgesehlossen  worden. 

Hieraus  folgt,  daß  die  zur  Deckung  fftbrende  Drehung  ^ 
notwendig  ein  ganssabliger  Teil  Ton  2x  sein  muß.  Ist 

so  beißt  die  Symmetrieachse  n-zählig. 

Wir  werden  fiberall,  z.  B.  in  Figuren,  wo  Symmetrieaebsen  dnrob 
ein  Symbol  an  beseicbnen  sind,  fOr  sie  den  Bnebstaben  A  wihlen 
nnd  deren  SOdif^rait  —  wo  dieselbe  von  Bedeutung  —  doreh  einen 
beigefilgten  oberen  Index  andeuten. 

A<fy 

bezeichnet  also  eliif  n  r-ählige  Achse. 

Noch  seien  einige  weitere  Eigenschaften  von  Symmetrieaclitjeu 
hervorgehoben.  Ist  eine*  Drehung  um  eine  Deckbeweg ung,  so  gilt 
Gleiches  für  eine  Drohung  um  h^j  wenn  //  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 
Hieraus  folgt,  daß  wenn  n  aicb  in  zwei  ganzzahlige  Faktoren  zer- 

ist,  die  fs-aiblige  Adise  zugleieb  ancb  h'  nnd  Jb-aiblig  ist.  Man 
diaiakterisiert  sie  aber  immer  dnreh  ibre  böobste  ZSbügkei^  d.  b. 
dmdi  den  kleinsten  Drebwinkel,  der  eine  Deckbewegung  darstelll 
Ist  eine  Biehtung  A  eine  Symmetrieacbse,  so  gilt  Gleiches  f&r 
die  «ntgegangesetEte  Bichtang.    Je  nach  Umsänden  fcwnn  es  sieb 
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sachgemäß  enreiaen,  die  beiden  Riehtnngen  einzeln  zu  tftUen  oder 

sie  als  zusammen  eine  einzige  Achse  charakterisierend  zn  behandeln. 
Man  bat  Sorge  zu  tragen,  die  beiden  Betrachtungsweisen  deutlich 
getramt  zu  halten. 

In  vielen  Fällen  ist  es  vorteilhaft,  einer  Symmetrieachse  eine 
positive  nnd  eine  iie^mtive  Seite  beizulegen  und  diese  mit  +  A^*^  und 
—  A^**'^  zu  untersciheideu. 

Uber  die  Werte,  welche  die  Zähligkeit  n  einer  Symmetrieachse 
annehmen  kann,  gibt  die  bisherige  Betrachtung  keinerlei  Aufschluß; 
w  kann  nach  dieser  alle  Werte  zwischen  Eius  (was  nacli  dem  oben 
Gesagten  keine  für  eine  Symmetrie  charakteristische  Deckbewegung 
liefert)  und  unendlich  (was  der  Symmetrie  eines  Rotationskörpers 
entspricht)  annehmen,  ^dessen  kommt  in  der  Katar  bei  Kristall» 
polyedem  faktisch  nur  eine  sehr  kleine  Zahl  von  Werten,  nämlich 

'  n  -  2,  3,  4,  6 

vor.  Man  wird  die  Krage  aufwerfen,  ob  man  die  Beschränkung  auf 
gerade  diese  Zahlwerte  aus  allgemiinen  Prinzipien  ableiten  kann. 
Dies  findet  nun  in  der  Tat  etatt,  und  wir  werden  uns  in  einem 
späteren  Abschnitt  mit  bezüglichen  Betrachtungeu  beach'äftigen. 
Vorerst  wollen  wir  aber  die  Tatsache,  daß  n  nur  die  genannten  vier 
Werte  annimmt,  als  feststehend  Terwerten,  ohne  anf  die  Methoden 
ihrer  Begründung  einzugehen. 

§  37.  Allgenoeine  PtinsipieA  für  die  DanteUmig  der  Krietall- 
typen.  Typen  mit  nnr  einer  Symmetrieaohae.  Die  verschiedenen 
Eristalltypen  sollen  nach  dem  S.  29  Gesagten  durch  ihre  Symmetrie- 
eigenschaften unterschieden  wenlen.  Die  vorstehenden  Betrachtungen 
werden  uns  also  bereits  eine  Keihe  von  Tvjien  Hefeni.  vorausgesetzt, 
daß  Polyeder  mit  nur  einer  Symmetrieachse  existieren  können.  Man 
ül)er/;eugt  nich  leicht,  daß  dem  so  ist,  und  wenn  für  diese  einfachsten 
bymiüctrieu  tlcr  betretlende  Nachweis  einmal  gt^lielert  ist,  so  braucht 
er  für  die  weiteren,  im  allgemeinen  zusammengesetzteren  Symmetrien 
nicht  erneut  beigebracht  zu  werden.  Meist  ergibt  sich  der  Nachweis 
aus  der  nachstehenden  Betrachtung  von  selbst,  in  anderen  Füllen  ist 
er  nach  ähnlicher  Metbode  leicht  ta  erbringen. 

Eine  «rsahlige  Symmetrieachse  Ä<*'^  ordnet  nach  dem  Inhalt  dee 
vorigen  Paragraphen  einem  jeden  Flächenpol  P,  auf  der  Konstruktions- 
kugel  n  —  1  weitere  zu,  die  auf  einem  Kreis  um  Ä'^"^  in  gleichen  Ab- 
standen voneinander  It^en.  Die  diesem  Polsystem  entsprechenden 
Flächen  bilden,  wenn  die  Bogen  ^^"^jP^  kleiner  al^  \  Umfang  sind, 
eine  regelniiißicre  «-seitige  Pyramide  um  ^^">;  im  entgegengeeeteten 
Falle  ebenso  um  die        entgegengesetzte  Richtung  —  A^^K 
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Ein  toleliet  Illclunflyatom  Ytmaag  iOx  sich  allain  das  Polyeder 
aielit  TOfletimdig  sa  begranMü;  ee  nnd  liiena  dao  jedenldlfl  nocli 
weitere  lierusaaelieni  die  ftber,  wenn  die  n-uUilige  Sjnunetrieeefaee 
*  erkalten  bleiben  soll,  die  glei<^e  ZaU  n  Ton  Polen  P,',  . . .  P/» 
und  zwar  auf  einem  sweiien  Kreil  um  Ä^"^  haben  müssen.  Damit 
das  Polyeder  geschlossen  sei,  müssen  jederzeit  die  beiden  Kreise  von 
Polen  auf  verschiedenen  Hemisphären  liegen.  Es  entstehen  so  zwei 
gegeueiuandergestülpte  ryraniiden,  welche  die  einfach-^te  Form  eines 
Polyeders  mit  einer  n-zäiiiigeu  Symmetrieachse  (iarsteüen. 

SoU  das  Polyeder  keine  andere  Symmetrie  besitzen.  üI-^  die 
«-zikhlige  Achst;,  so  dürfen  hierbei  die  neuen  Pole  (P,'}  keine  direkten 
Beziehungen  /u  den  alten  (P^)  haben;  sie  dürfen  weder  auf  denselben 
Meridianen;  noch  in  der  Mitte  zwischen  ihnen,  noch  auch  in  dem 
gleichen  Abetand  Tom  Äquator  liegen.  Au<di  dasf  keinea  der  beiden 
Peüayvteme  in  den  Endpunkt  Ton  +  oder  —  ui^)  rfioken,  wodnreb 
die  betreffonde  Pyramide  zn  einer  Ebene  normal  m  Ä^^,  einer  ao- 
genannten  Basia  degenerieren  wflr^e.  In  allen  den  genannten  FäUen 
würden  neue  Symmetrien  enkatehen,  die  bier  ja  anigeaebloaaen  aind. 

Immerhin  iat  ana  Vorstehendem  ersichtlich,  daß  es  Polyeder  gibt, 
die  als  mnsiges  Symmetrieelement  eine  zwei  ,  drei»,  vier-  oder  aedia- 
aUüige  Symmetrieachse  besitaen;  dieselben  liefern  nna  maammen  eine 
in  noh  einheitliche  Obergruppe  Ton  Eristalltypen. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  hervorgehoben,  läßt  sich  jeder 
Krifitalltyp  durch  ein  kurzes  Symbol  charakterisiorpTi ,  dns  «ich  als 
*;eine  ,.Symmef riet'ormel"  zn  der  ./'hemisehen  Formel*'  <  umm  Verbindung 
in  Parallele  setzen  läßt.  Doch  ist  ein  Unterschied  luhulern  vielleicht 
?orhanden.  nls  die  Syrametriefonuel,  wie  Hiliou  früher  bemerkt,  nicht 
alle  vorhandenen  Öymmetrieelemente  entiiuken  soll,  sondern  nur  die 
voneinander  unablumgigen  —  was  fär  später  noch  einmal  erwähnt 
werden  aofl. 

FOra  erate  bandelt  ea  aieh  nm  Typen  mit  nnr  einem  Symmetrie 
elementy  mit  nur  einer  i»4&hligen  Acbiee.  Für  eine  aolehe  beben  wir 

Ijereite  oben  das  Symbol  Ä^"^  eingeflibrt,  wobei  der  obere  Index  die 
Z&bligkeit  andeutei  Wir  wollen  nun  dem  Symbole  noch  einen 
utteren  Index  beisetzen  und  dnrch  dieeen  die  fiichtnng  anadrficken, 
in  welebe  die  Aohee  fällt 

bcceiehnet  alao  eine  neblige  Symmetrieaoliae  in  der  Eiebtong  r. 

Fener  wollen  wir  bereite  bier^  waa  ftlr  aUe  ap&teren  Anwendungen 
weeentlidi  iat,  ein  Hanptkoordlnateneyatem  dnreh  daa  Zentrum  dea 
P<^eder8  gelegt  doiken,  dessen  Achsen  mit  den  Torbandenen  Sym- 
metrieelementen  in  naher  nnd  Ar  die  Anwendung  beqnemer  Bwiehnng 


Digitized  by  Google 


44  !•  Kspitel.  Di«  8jiii]ii«triMig«Mii«ehAflen  Knatalle. 


stehen;  B.  eolleii  bei  allen  PolyederUi  welche  SymmetrieachBen  be- 
Bitzen,  nach  Mi^lichkeit  Eoordinatenaohsea  in  dei^leiehen  gelegt 
werden.  let  eine  aiasgezeichnete  Symmetrimchee  yorhimden  —  z.  B. 
nur  eine  einzige  Symmetrieachse  — ,  so  soll  dieselbe  stete  nur 

^f-Achse  des  HauptlcoorclinatensYsteras  gewählt  werden. 

Nach  dem  Gesagten  und  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes, 
daß  auch  Kristallpolyeder  ohue  alle  Symmetrien,  also  auch  ohne 
Symmetrieachse  denkbar  sind,  erhalten  wir  durch  die  bisherigen  Über- 
legungen fünf  Kristallgruppen,  die  wir  unter  Benutzung  einer  vor* 
läufigen  Numerierung  in  eine 

1.  Obergrnppe  mit  keiner  oder  einer  Symmetrieachse 

znsammenfMneiL 

Wir  schreiben  fttr  dieselben  gemäfi  den  Torstehmden  FestsetEongen 
ttber  Beseiehnnng  von  Symmetrieachsen  die  Symmetriefonneln: 

(1')  0;       (2')  ^/»;       (3')  ^,0;       (4')  A}*);       (5')  A^i'K 

Will  man  die  formale  Symmetrie  zwischen  diesen  ftJnf  Kristall- 
gmppen  möglichst  weit  treiben,  so  kann  mau  das  Symbol  der  Gruppe  (1') 
auch  .4/'^  schreiben,  insofern  bei  Drehung  ura  2;r/l  =  360**  um  jede 
Achse  jedes  Polyeder  mit  sich  zur  Deckung  gelangt.  Aber  dem  Symbol 
ist  dann  keine  tiefere  Beueutuug  eigen.  — 

Wie  schon  frfiher  bemerkt,  spielen  die  einzelnen  an  den  Kristall- 
polyedem  anftretenden  Flachensysieme  in  der  Eristallphysik  keine 
RoUe;  was  ans  interessiert^  ist  die  allen  Flächensystemen,  die  bei 
demselben  EristaU  Torkommen,  gemeinsame  Symmetrie.  Wenn  wir 
also  weiterhin  jedem  neuerkannten  Kristalltyp  eine  kurze  Bemerkung 
Aber  die  Eigenart  der  damit  vereinbaren  Flachensehareii  beifügen, 
so  geschieht  das  nur  zum  Zwecke  der  Anbahnung  einer  Verbindong 
mit  den  wirklich  in  der  Natur  auftretenden  Können.  Der  Raum  ge- 
stattet hierbei  nur  allein  die  Angabe  je  eines  Schemas  für  die  Pole 
desjenigen  einfachsten  Flächensystems,  welche»  der  Symmetrie  des 
Typs  entspricht  und  dabei  eine  vollständige  Begrenzung 
eines  Ruumteiles  ermöglicht. 

Wir  bedienen  uns  weiterhin  derjenigen  Darstellung  der  Polfigur 
in  der  Ebene,  die  S.  28  geschildert  worden  ist,  und  bei  der  die 
KristaUfbrm  in  zwei  Hälften  dargestellt  wird.  Jedeneit  stellen  wir 
den  Kristall  mit  der  einmal  gewählten  ^"Koordinatenachse  vertikal; 
die  XIT-Ebene  wird  hierdurch  zur  Äqnatorebene  der  Eonstmktions- 
kngel  und  damit  zugleich  der  Äquator  selbst  zur  Grenzlinie  der 
beiden  getrennten  Hälften  der  ebenen  Polfigur.  Die  obere,  um 
die  4-  Z-Achso  liegende  Hälfte  der  Konstruktionskugel  und  somit 
des  iu-istaUes  ist  jederzeit  in  der  links,  die  untere,  um  die  —  Z- 


Digitized  by  Google 


* 


§  27.  Allgemeine  Prinzipien  för  die  Dantellimg  der  KriBtallijpen  45 


Achse  liegende  Hftlfte  in  der  rechts  geMiehneten  Ereieflilohe  wieder- 

gegeben. 

Über  die  Gewinnung  der  l'olfignr  und  des  ihr  entsprechenden 
normalen  Polyeders  mag  folgendes  im  Ajiscldaß  an  früheres  allgemein 
bemerkt  werden. 

Es  ist  zu  gedachtem  Zweck  bei  jedem  Symmetrietyp  mit  einem 
willkürlicb,  und  zwar  möglichst  allgemein  gewühlten  Pol  die  ganze 
Reihe  Ton  Deckbewegungen  anssaführeii,  weleke  die  Symmetrieformel 
dee  Type  ftuedrfieki   In  vielen  FSUen  genügt  eine  einmalige  Aoe- 
fOhnrng  dieser  Ded^bewegungen,  um  alle  mit  dem  gegebenen  Pol  wer- 
knftpftm  Pole  anftufinden;  in  anderen  FUllra  gibt  eine  Wiederbolong 
weitere  Pole.    Diese  Wiederholung  ist  dann  flO  oft  auszafithren,  bis 
sie  anssehliefilich  auf  frQher  markierte  Pole  znrttckfUbrt. 

Als  spezielle  Lagen  des  Poles,  die  zu  vermeiden  sind,  erscheinen 
jederzeit  solche,  die  bei  der  vor/n  nehm  enden  Declc^^ewegnn^  ihren  Ort 
bewahren.  Ist  ein  in  sich  |i;leir bärtiges  Polsysteiii  durch  dione  Deck- 
beweguiigen  gewonnen,  so  ist  jedesmal  zu  untersuchen,  ob  das  ent- 
sprechende Flächensystem  ein  geschlossenes  Polyeder  liefert,  und  wenn 
ja,  ob  dasselbe  nicht  noch  andere  Symmetrieelemcnte,  als  die  ver- 
langten, besitzt,  z.  B.  andere  Symmetrieachsen  oder  Spiegelebenen.  In 
bezug  auf  letaleres  müssen  wir  in  manehen  F%Uen  späteren  geome- 
trisdien  Betraehtongen  etwas  Torgreifen. 

Die  Pole  sind  in  den  Figuren  allgemein  dnxeb  das  Symbol  0  be- 
zeichnet; sind  aar  vollen  Begrensni^  des  Polyeders  oder  aar  Ver- 
meidung von  höheren  Symmetrien  zwei  Arten  von  Flächen  nötig,  so 
ist  die  eine  wie  oben  bezeichnet,  die  andere  durch  ein  in  das  Symbol  O 
gezeichnetes  Kreuz  unterschieden.  Bei  mehr,  sxh  zwei  Polarten,  ist  die 
l'nt ergehe  idung  durch  beigesetzte  Buchstaben  a,  ß,  ...  vor- 
genommen. 

In  den  Figuren  18  bis  17  sind  Schemata  für  die  Polsysteme 
zusammengestellt,  die  den  Typen  (T)  bis  (5')  entsprechrn.  Da  min- 
destens vier  Flächen  nötig  sind,  um  ein  Polyeder  zu  begrenzen,  und 
da  der  Typ  (!')  kein  Symmetrieelement  beaftat,  des  Pole  miteinander 
verknflpft,  so  sind  hier  vier  voneinander  nnabbängige  Pole  ß,y,d 
onsofllhren  (Fig.  13). 

Fflr  die  Gruppen  (S*)  bis  kommen  die  Bemerkungen  von 
8.  43  in  Betnuslit;  es  graügt  die  Annahme  zweier  voneinander  un- 
abhängiger Pole,  mit  denen  die  für  den  Typ  charakteristische  Sym- 
metrieachse dann  je  1,  2,  3,  5  weitere  verknüpft.  So  entstehen  die 
Figuren  14  bis  17. 

Um  von  der  Polfirnir  zu  dem  Polyeder  überzu'^fheTi ,  hat  mun 
nach  8.  39  zunächst  durch  liückgüngiirmachen  der  stereograpliischen 
Projektion  die  Pole  aof  die  Konstruktionskugel  zu  übertragen  und 
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dann  aa  diese  in  den  Polen  TangentenelMiisn  in  legen.  ÜW  eme 
Meäiode^  hierbei  eoB  der  Verteiliing  der  Pole  uf  die  Begrensoog  der 
ihnen  entsprechenden  KrisUllfliehen  zu  schließen,  isi  8«  40  gesprochen. 
Auf  eiue  Heibringüng  der  Namen;  mit  denen  die  fontekenden  nor- 
malen Polyeder  in  der  KiistaUognphie  bezeichnet  werden,  daif  hier 
verzichtet  werden.  ^ 
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Die  Kri-t:i]ltypon  (2')  bis  (.Vi^  deren  Polschfnmta  in  Figur  14 
bis  17  vorliegen,  geben  zu  einer  aUgemeinen  Bemerkung  Yeran- 
lassuug. 

Die  beiden  Kreisflächen  dieser  Figuren  entsprechen  den  beiden 
Hälften  des  KristallindiYiduums  und  stellen  die  Umgebung  der  posi- 
tiTen  und  negatiTen  Seiten  der  Symmetrieaehee  A^"^  dar.  Die  Dar- 
stellung Mt  erkeimen,  daß  diese  beiden  Seiten  des  KiistaÜes  tou 
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durchaus  verschiedenen  Flächen  bet^renzt  werden,  aich  aUo  in  k* 
Weise  zur  Deckung  bringen  lassen.  Sjmnietrieachscii,  welche  diese 
EigenBchaft  baben,  madm  polar  genannt;  sie  spielen  in  der  Kristall- 
phjsik  eine  gewiMe  Rolle.  Die  Symmetrie  der  Oruppe  (1')  erscheint 
den  ttbrigen  niiMrer  Obergnippe  verwandt,  insofern  jede  Riobtong 
hei  ihr  die  Eigeuadiaft  hat,  an  beiden  Seiten  Ton  Tereehiedenen' 
Fläohen  amgeb«ii  sn  sein. 

§  2^.  Sätze  über  Ketten  von  Symmetrieachsen.  Wir  wollen  nun 
nntersuchen,  wieviel  gleichzählige  Sy mmetr i<'ach8en  neben- 
einander auftreten  können  und  welche  gegenseitige  Lage 
dieselben  Ijesitzeri  müssen. 

Es  seien  und  (l'ig.  18)  die  Spuren  zweier  w  zjüilü^er 
Adisen  auf  einer  Engel  vom  Radius  Eins  im  kleinsten  bei  dem 
Pol  jeder  Torkommenden  Abetaiid,'  nnd  sei 
sogleich  if^29t/n  der  ihnen  sngeihdrige 
planste)  DrebnngswinkeL  Dreht  man  das 
Polyeder  am  um  so  fallt  A^  nach 
J,;  da  nnn  die  neue  Lage  das  Polyeder 
mit  sich  zur  Deckung  bringt  so  muß  auch 
schon  ursprünglich  in  eine  n-zählige 
Symmetrieachse  gelegen  hahen,  und  -/.wur 
muß  dieselbe  zu  ylj  in  einer  hestimml'n 
niihoren  Beziehnng  stehen,  die  zwischen 
J.^  und  A^  nicht  notwendig  zu  bestehen 
braneht.   In  der  Tat,  wenn  man  -4,  nach  ««.m. 

bringt,  loBt  sieb  das  Polyeder  mit  sich  ' 
snr  Deckung  bringen,  aber  Gleiches  ist  nicht  notwendig  erfüllt,  wenn 
AiinA^  gelttadit  wird.   Achsen  ron  der  Art  von  A^  und  A^  nennt 
man  einander  gleichwertig. 

Da  in  ^8  eine  n-zählige  Achse  liegt,  so  bringt  eine  Drehung 
um  diese  Achse  um  das  Polyeder  abermals  mit  sich  zur  Deckung. 
Bei  dieser  Drehung  wandert  A^  in  die  Position  A^,  in  der  somit  ur- 
sprünglich ei?ie  mit  gleichwertige  n-zählige  Achse  gelegen  haben 
muß.  Wir  bemerken  nun,  daß  die  Drehnng  um  A^  die  Achsen  A^ 
und  A^  nach  A/  und  die  Drehung  um  A^  die  Achse  A^  nach 
A^"  bringt.  In  diesen  Richtungen  müssen  also  gleichfalls  je  den  hin- 
gelangenden gleichwertige  Achsen  gelegen  haben. 

Schreitet  man  in  dem  Sinne  der  Achsen  A^,  yl„  A^,  »» 
Tontahender  Weise  mit  Drehungen  um  i>  weiter  fort,  so  entsteht 
eine  Kette  TOn  n-zShligen,  Symmetrieaohsen,_d[e  jedenfalls  ab- 
weehsehid  gleidiwertige  Achsen  anfweisi  Wenn  A^A^  wirklich  der 
kleinste  vorkommende  Abstand  aweier  i»*zähhger  Achsen  war,  so 
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muß  die  Kette  nch  naeh  einmaligem  Umkiifeii  eines  FÜehemtÜokeB 
flcUieBen.  Denn  ne  Terlftiift  wegen  der  Konetons  dei  Winkele  ^  »uf 
einem  EreiBkegel,  and  daraus  folgt,  daß,  wenn  jenee  SolüieBeiL  nicihi 
snetande  kftme,  Üeinere  WinlceL  sirimheii  zwei  benaokbarten  Aehean 
m5glich  sein  müBteni  als  -^A^i        der  Annahme  widesaprichi 

Wir  wollen  annehmen,  daft  die  geschlossene  Kette  p  \ 
Achsen  enthalte.    Ist  p  ungerade,  so  sind  alle  Achsen  der  Kette 
"gleichwertig,  dn  die  Kette  sich  durch  das  Zusammenfallen  der  Achse 

mit  Aj^^i  schließt.  Ist  //  «rerade,  so  sind  im  aUgemeinen  die  Achsen  i 
einer  Kette  abwechselnd  verschiedenartig. 

An  jede  der  Achsen  Ä^^,  A^,  ...  schließen  sich  weitere  seitliche 
Ketten  an,  vuu  denen  die  ersten  Elemente  bei  und  A^  in 
AI  und  AI'  angedeutet  sind.  Auf  sie  finden  dieselben  Überlegungen 
Anwendung,  worans  sich  ergibt,  daft  die  ganse  Kngel  dnreh  die 
geechlossenen  Ketten  von  Symmetrieaeliaen  gleicher  Zfthlig- 
keit  in  identiscke  Felder  geteilt  werden  mnB.  — 

Jedes  dieser  Felder  stellt  ein  sphaxisohes  j)-Bek  dar;  hat  ein 
solches  die  Winkel  ß^y,,,,,  so  ist  seine  Flielie  F  gegeben  durch 
die  Oleiohnng 

 (p-2)«). 

In  nnserem  EaUe  ist  nnn 
wir  haben  also 

da  aber  i*' >  0  sein  muß,  so  ist  notwendig  ■— >(|)  — 2),  d.  h. 

2n>p{n^2),  (6) 

Die  FlSche  <P  der  ganaen  Kugel  ist  4«;  da  nnn  F  ein  gann^ 
ashliger  Teil  Ton  0  sein  mn0,  also  nnter  q  eine  weitere 

ganse  Zahl  verstanden,  so  ergibt  sich  ' 

An  die  beiden  Formeln  (5)  und  (6)  knüpfen  wir  die  weitere 
Betrachtung  an,  indem  wir  ffir  die  Zfthligkeiten  nun  die 
nach  S.  43  allein  mSglichen  Werte  2,  3,  4,  6  einsetsen. 

§  29.  Eine  Kette  sweisähliger  Achsen,  n  =■  2  liefert  aus  (5) 
2n  >  0,  was  keine  Bedingung  für  j?  enthält;  aus  (6)  folgt  dagegen 
fOr  die  Anzahl  q  der  Fläohenstaoke  F  auf  der  Kugel  die  Bestimmung: 
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Eine  Kette  zweizähliger  Achsen  teilt  hiernacli  stets  die 
Kngelfläche  in  zwei  gleiohe  Hälften;  eie  liegt  demgemSB  not- 
wendig in  einem  größten  Kreise  reep.  in  ein^^r  Piametralebene. 

Über  die  Zahl  p  der  darin  enthaltenen  Achsen  ergibt  die  vor- 

Htelieude  Betrachtung  zunächst  noch  nichts;  wir  werden  aber  jetzt 
nachweisen,  f^aß  für  eine  Kette  sweizahüger  Achsen  |7  notwendig  eine 
gerade  Zahl  si  in  muß. 

Wenn  nämlich  eine  Hi^htung  Symmetrieachfie  ist.  so  gilt  nnch 
S.  41  Gleiches  anch  von  der  entgegengesetzten  Ri<'lituntr  Hieraus 
folgt  nach  der  unmittelbaren  Anschauung,  daß  eine  Kette  mit  einer 
ungeraden  Zahl  von  (gleichwertigen)  zwei  zähligen  Symmetrieachsen 
nicht  möglich  it>tj  da  die  Kette  nämlich  in  einer  Ebene  verläuft,  so 
edhieben  lidi  bei  ungeradem  p  die  entgegengesetzten  Seiten  der 
Aeheen  als  aaderswertige  Adieen  immer  zwiMhen  Eirei  der  gleieh- 
wwrtiggn  ein;  eo  ist  also  in  der  ebenen  Kette  jederzeit  eine  gerade 
Znhl  Ton  sweiiftbligen  Aehsen,  abwecbsebd  gleichartig  und  oogleicb- 
artig  Torhanden;  p  mnB  somit  eine  gerade  Zahl  sein. 

Weiten»  AnfUSning  Aber  die  snlässigen  Werte  Ton  p  erhalten 
wir,  wenn  wir  auf  die  ebene  Kette  sweizShliger  Aehsen  den  in  §  S2 
abgeleiteten  Enlersdien  Satz  anwenden. 

Dieser  Satz  sagt  aua^  daß  zwei  Drehungen  um  zwei  Terscfaiedene 
im  Raum  feste  Achsen  Ä^  und  jederzeit  mit  einer  einzigen 
Drehung  um  eine  bestimmte  Achse  A  und  um  einen  bestimmten 

WinTvel  acjuivalent  sind:  er  gibt  auch  ffh-  die  Lage  dieser  Achse  und 
lür  die  Grüße  des  um  sie  nötigen  Drehui^winkels  eine  einfache 
Konstniktion. 

Der  Satz  gewinnt  in  unserem  Falle  unmittelbare  Anwendung, 
(  Lvijl' ich  die  Symmetrieachsen  der  Ketten  nicht  im  liaiiiiif, 
Bonuern  im  Polyeder  fest  sind,  und  zwar  deshalb,  wi  ii  l>ei 
einer  Drehung  um  A^^^  um  den  charalrteristischen  VVmkel  tc 
nach  A^'^  und  A^'^  nach  A^*"*  rückt;  es  befinden  sich  somit 
aneh  naeh  der  Drehung  in  den  Bichtungen,  wo  nnq^rtlnglieh  Achsen 
lagen,  wieder  dergleiehen.  Die  Yerblltnisse  sind  also  die 
gleichen y  als  wenn  die  sweis&hligen  Achsen  im  Banme 
fest  wftren. 

Da  die  Dreihnng  um.  jede  dieser  Achsen  nm  ±  «  das  Polyeder 
mit  sicii  aar  Dsekong  bringt,  so  mnA  eine  sukiessiTe  Diehong  um 
awei  beliebige  dieser  Achsen  das  Gleiche  bewirken.  Und  da  nach 
dem  Eokncben  Satie  xwei  solche  Drehungen  mit  einer  einzigen 
Drehung  um  eine  fernere  Achse  äquivalent  sind,  so  mu0  mit  der 
Existenz  der  Kette  zweizähliger  Achsen  zugleich  noch  die 
Bxistenz  anderer  Symmetrieachsen  gegeben  sein. 
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Betrachten  wir  die  Achsen         und  jI^^^,  wobei  Ä  —  2,  3,  ... , 
und  waiden  wir  die  Eiüersche  Konstruktion  an  (Fig.  19),  so  haben 
A  wir,  je  nachdem  die  Drehung  um         oder  um 

^4^^*^  zuerst  stattfindet,  nn  Ä^^P-  die  Winkel 
A:r  nach  oben  oder  uuteu  anzutragen;  wir  ge- 
langen ßo  zu  den  beiden  Seiten  A  und  A'  des 
auf  der  Ebene  der  zweizähligen  Achsen  normalen 
Durciimessers,  als  den  Richtungen  der  äquivalen- 
ten neuen  Achsen.  Diese  beiden  Richtungen 
geben  gnBimmen  nmr  eine  Drehanga-  resp.  Sjm- 
metrieaclue  Ä;  die  Reihenfolge^  in  der  die  Drdi- 
ungen  um  A^*^  und  ÄJ^  YOigenemmen  werden, 
lind  also  Hier  ohne  weeeniliehen  EinflnB  auf  des  Reenttei 

Was  den  der  Achse  A  sagdiörigen  Drehungswinkel  t  angeht, 
10  bestimmt  er  sich  durch  das  Doppelte  des  Außenwinkels  bei  A 
an  dem  Dreieck  AAjf^'^A^^'^.  Nach  der  Annehme  ist  ^^^'MV'^  =  2h:t/p 
und  jp  immer  eine   gende  Zahl  ^2r\  somit  ist  der  Winkel 

Da  h  eine  beliebige  Zahl  zwischen  —  r  und  r  oder  zwischen 
0  und  2r  dantellt,  so  ist  r  —  A  eine  beliebige  Zahl  h  zwischen  2r 
nnd  0  oder  swisehen  r  nnd  —  r,  und  wir  erhalten  daa  Resoltai,  da8 
das  Polyeder  durch  eine  Drehnng  yon  dem  Befange  2%hlr  nm  eine 
Achse  A  oder  A  mit  sich  aar  Deckung  gebn«sht  werden  kann.  Dies 
drückt  aber  ans,  daß  A  resp.  A  eine  r-sShlige  Symmefrieachae  ist 
Wir  sind  somit  zu  derOyBesultat  gelangt: 

Mit  einer  Kette  von  |?  —  2r  zweizähligen  Symmetrie- 
ach «?on  (die  nach  iliror  Definition  siinitlich  äquidistant  in  einer  Ebene 
liegen  und  um  r  voTirinrmder  rerscbipdene  repräsentieren)  ist  not- 
wendig verkuüptt  die  Existenz  einer  r-zähligen  Symmetrie- 
achse (oder  eines  Paares  entgegengesetzter^  in  der  Richtung 
normal  zu  der  Ebene  der  Kette. 

Wendet  man  den  LWer scheu  Suiz,  um  zu  sehen,  ob  mit  diesem 
System  noch  weitere  Aehsoi  notwendig  verknüpft  «iiid,  auf  Aff^  nnd 
ein  beliebigea  AJ^  au^  so  führt  deraelhe  auf  eine  andere  Achse 
der  Kette  anrfick.  Das  System  der  Symmetrieachsen  ist  mit  den 
beepiochenen  also  abgeschlossen;  die  Kette  fordert  keine  weitere 
Achse. 

Die  zur  zweizähligen  normale  r-zühlige  Achse  nininit  durch  ihre 
Eiosugartigkeit  eine  ausgezeichnete  Stelle  ein;  wir  bezeichnen  sie  ala 
die  Hauptachse  des  Systems  und  stellen  ihr  die  zweizähligen,  die  in 
der  Mehrzahl  auftreten  ukd  miteinander  yerknüpft  sind^  als  Neben- 
achseu  gegenüber. 
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§  80.  ZMiWU<gFP«n  mit  Ketten  sweisUiliger  ByrnmetrieeohaeiL. 
Am  Yonteliendeiii  folgte  dafi  mit  der  Kette  sweisShliger  Acliaea  mie 
mehreie  neae  Symmetrietypen  oder  'grnppen  tcmh  Krietallpoiyedem 
gegeben  sind.  Da  nach.  Früherem  andere,  ab  2-^  S-,  4-,  6- zäh! ige 
Achsen  nicht  Torkoomen,  eo  kann  aneh  r  nur  reap.  dieaen  Zahlen 
g^ch  sein. 

Somit  gelangen  wir  zu  vier  Gruppen  mit  einer  (eTeninell  aus- 
gezeichneten) 2-,      4-,  6-88hligen  Achse  und  reep.  S  X  2,  2  X  3^ 

2  X  4,  2  X  C)  dazu  normalen  zweizähligen,  von  denen  je  zwei  entgegen- 
gesetzte Richtung  haben,  n!so  für  uns  zusammenfallen  und  nicht  einzeln 
j/ezählt  zu  werden  brüucben.  Um  diese  Gnippr-ft  tu  chernkterisieren, 
genügen  die  voneinander  unabhängigen  bymmetrieacbseu,  also  zwei 
benachbarte  zweizählige  der  Kette  oder  eine  von  ihnen  und  die  dazu 
normale  ausgezeichnete.  Die  letztere  Kombination  eniphehit  sich  für 
unsere  Anwendung  mehr,  da  sie  zwei  zueinander  normale  Achaen 
gibt,  die  in  Achaen  dea  HaoptkoordinatenByatems  gelegt  werden  kdnnen. 
Wir  lasaan  die  JS'-'Aehae  dea  Haaptachsenajetema  ateti  mit  dar  n^aihligen 
HaapiMhae  anaammenfaUen,  die  X-Aohaa  mit  einer  der  sweizihligen 
Neibenaehaen. 

Demgemäß  echreiban  wir  die  Sjmmetrieformeln  dar  nanen  l^rpeo 
oder  Gruppen  in  Torl&nfigar  Anordnung  folgandermafiea: 

n.  Obergruppe  mit  einer  Kette  zweiz'ahliger  Achsen, 

(60  A»4,«5    (70  ^W4,»;    (80  (9^  A^AJ^'^. 


Zu  der  ersten  dieser  Gruppen  ist  zu  bemerken,  d?iß  sie  drei 
zuemauiier  uormale  zweizühlige  Achsen  enthält,  TOn  <lenrn,  um  den 
Zusammenhang  mit  Vorstehendem  zu  wahren,  eine  beliebige  als 


Magesalolmeta  Aehae  an  betndiien  iei  Die  swei  (oder^  bei  Einael- 
fÜilimg  der  beiden  Saitai,  vier)  in  der  zu  jener  noxmalen  Ebene 
licigamden  Aehaen  etaUan  dum  die  dem  System  sugeihdrige  Kette  dar. 

Die  obenttehenden  Figuren  20^  « — Ö,  Teranaohauliehen  die  Lage 
dar  sweiaihligau  Kebena«liae&  der  besflglicben  Ketten  bei  den  Chmppen 
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IK^Htei.  Dia  BynunafaieeigwudMrftoit  der  grirt^fle. 


(6')  bii  (9^  üm  die  swBi  Arten  toil  Achsen  za  nntencheideii,  sind 
die  End«!  der  m»  diftfeeUmden  Sfcraokat  mit  Pfeiltpitun  oder  JEUngpuL 
rersehen. 

Die  Polfiguren  für  Typen  der  zweiten  Obergroppe  sind  nach  den 
Grundsätzen  von  8.  27  lelclit  zu  bildeir,  die  Fif^ren  21  bis  24  sreben 
bezäjrliche  Scliemata  wioder,  \vo])ei  nur  die  voneiuandpr  iiiwibliüngigeu 
Syttimetrieelcmente  ÄJ'"^  AJ^'^  eingetragen  sind.  Bei  allen  Typm 
ditbei  Obergruppe  genügt  die  Einfiibrung  eines  unabhängigen  Poles, 
da  aus  ihm  durch  die  Symmetiieeleraente  ein  System  von  Polen  ent- 
steht, deren  i^  iuciieu  zur  Abgrenzung  eines  Uaumgebietes  ausreichen. 


»f.  lt.  K9.U. 


ohne  zu  unzulä^^^iVp)-,  fihorzähligen  Svmmetrien  zu  führen.  Abwei -hend 
von  der  I.  lassen  sich  also  in  der  IL  Obergrappe  Polyeder  dmch 
lauter  gleichartige  Flächen  begrenzen. 

Zu  den  Figun^n  21  bis  24  sei  noch  bemerkt,  daß,  zur  Ver- 
anschaulichung  der  zwischen  den  (gleichartigen)  Polen  herrschenden 
Beaehnngen,  diejenigen  Pole^  welche  niteutuider  dnvdi  eine  sweitiUilige 
Nebenachie  Terknflpft  werdräi,  dadnroih  ehazakfcerineirt  sind,  daß  punk- 
tierte Linien  de  mit  der  benachbarten  BweiiUiligen  Nebenaefafle 
Teibinden.  Diea  Yerfabren  erachemt  erwUnaoht,  da  diese  Achsen  in 
die  Gbenzlinien  der  swei  Fignrenhälften  fiülen,  ihre  Umgehung  also 
in  zwei  Teile  zerschnitten  ist.  Bei  späteren  Fignven  Terwandten 
Cbarakters  wird  die  gleiehe  Methode  beÄntat  werden. 
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BesOglieh  der  Kainr  der  TencluedeDem  in  den  bebrMhteftMk  Typ«» 
auftrateiidflii  SymmetrieMihfleik  leigen  die  Figuren  21  Ini  2^  T6rg^<tei 
mit  14  bis  11,  Folgendes: 

Die  Hauptaoheen  haben  doreb  dae  Hinfntreton  der  Neben- 
aohflen  ihren  polaren  Charakter  rerloren;  ihre  beiden  Enden 
sind  TOB  gleichartigen  Fliehen  in  identieeher  Anoidnang  nmgeben; 
eie  sind  ans  einseitigen  so  zweiseitigen  geworden.  Die  Nebenaehaen 
AJ^  haben  in  den  T^en  (C),  (80,  (9')  gemäß  den  Figuren  21,  23,  24 
analogen  Charakter;  sie  verhalten  sich  abweichend  nach  Figur  22  bei 
dem  Typ(7')-  Im  letzteren  Falle  liegen  in  der  Umgebung  von  -\-Äj*^ 
und  —  A}^  zwar  gleichiirtipe  Flachen,  aber  in  anderer  Anordnung, 
so  daß  eine  tTberdeckiinp;  der  lu  idcn  Arhsenenden  mi^n^pschlossen  ist. 
^Dem  Tjp  ÄJ-^^  AJ-'^^  entsprechen  somit  drei  polare  Nobenachseu; 
dieser  Umstand  bedingt  eine  starke  physikalische  Verschiedenartigkeit 
zwischen  diesem  Typ  und  den  übrigen  zur  II.  Obergruppe  gehörigen. 


§  31.  Kriatalltypen  mtt  Ketten  dieUUillger  AChaen«  Die  Chnnd- 
fbnneiln  (6)  und  (6)  für  die  bei  den  Ketten  Ton  fi-iShligen  Bynunetrie» 
aeheen  avftretenden  Zahlwerte  lauteten 

2n>p{n-2),  (b) 
+  (6) 

hierin  bezeichnete  p  die  Anzahl  der  Achsen  der  Kette,  q  die  Anzahl 
der  gleichen  Stücke  F,  in  welche  die  Kugelfläche  durch  die  aut  ihr 
ausgebreitet en  leichartigen  Ketten  zerlegt  wird.  Es  sei  in  Erinnerung 
gebracht,  daß  die  Flächenstücke  F  reguläre  sphärische  Polygone  mit 
1^  Seiten  und  den  Winkeln  2.t  /<  bilden. 

Wir  wenden  die  beiden  Eonnelii  jetzt  auf  den  Fall  /t  3,  d.  h. 
anf  die  Ketten  ane  dreizähligen  Achsen  an.   Hier  liefert  die  erete 

Ton  ihnen  ^  „ 

l»<6t 

wae,  da  p  eine  ganse  Zahl  und  giQBer  ala  eins  ist,  anf  die  Fülle 
pmm2,  3,  4,  b  ÜBhirt  Diese  Tier  Fälle  sind  einseln  an  anter- 
snehen. 

I  p    2  ergibt  nadi  (6)  q  —  S. 

Die  Flächenstücke  F  müsbeu  ako  sphärische  Zweiecke  mit  deu 
Winkrin  Zxß  sein,  die  je  ein  Drittel  der  Kugelfläche  bedeeken. 
Dies  kann  nnr  in  der  Weise  stattfinden,  daB  alle  drei  Zweieoke  ihre 
SdDsn  an  den  beiden  Enden  desseLben  Dnrehmossei'fl  haben.  Ee 
tntai  hier  slso  nur  swei  einander  entgegengesetate 
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Es  iet  sa  nnienniclifiny  ob  mit  dieMor  Kelte  ans  swei  Aohsea 
+        und  ^  ^(*>  etwa  andere  Symmetrieachsea  notwendig  yer- 

knflpft  sind. 

Wendet  man  auf  dieian  Fall  die  iT^/ar  sehe  Konstraktion  an,  die 
hier,  wie  S.  49,  herangeaogen  werden  darf,  so  hat  man  in  -f  A^^^  und 
—  A^^  an  denselben  Meridiankreis  Winkel  von  60"*  anzutragen;  die  be- 
treffenden Bogen  schneiden  sicli  aber  nicht,  sonflern  fallen  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  zusaranit  n  Somit  ist  mit  der  Kette  von  xwei 
dreizäliligen  Achsen  keine  weitere  Achse  notwendig  verknüpft:  das 
System  ist  mit  diesen  Achsen,  die  überdias  zusammen  nur  eine 
Symmetrieachse  repräsentieren,  abgeschlossen.  Die  betrachtete 
Kette  führt  auf  Gruppe  (3')  zurück  und  liefert  sonach  keiueu  neuen 
Tynas.  — 

II.  p  =-  3  liefert  nach  (6)  g  =-  4. 

Die  von  drei  dreizähligen  Achsen  gebihleten  Kotten  umschließen 
sonach  auf  der  Kugel  vier  sphärische  Dreiecke  mit  den  Winkeln  120*, 
die  je  ein  Viertel  der  Kugelfläche  bedecken.  Man  kann  diese  Gebilde 
sich  am  einfachsten  veranschaulichen,  indem  man  der  Kugel  ein  regu- 
läres Tetraeder  einbeschreibt  und  dessen  Kanten  durch  Kadien  auf  die 
Kugelfläche  projiziert.  Die  vier  sphärischen  Dreiecke  haben  ins- 
gesamt vier  Eckpunkte,  die  Gesamtaalil  der  diuroh  die  Ketten  Ter- 
bnndenen  dreisfthligen  Achsen  ist  .somit  anch  gleieli  vier. 

Wendet  man  hier  wiederum  die  Eideraohe  Konstruktion  an,  trigt 
slso  B.  B.  in  Figur  25  in  den  Ecken  Ji<*)  imd  AJ^  die  Winkel  ±  W 

m,  so  erhält  man  einen  Schnittpunkt  in  der 
Mitte  des  sphärischen  Dreiecks;  die  gleiche 
Operation  ist  in  jedem  der  vier  sphärischen 
Dreiecke  auSKufälü^n,  sie  liefert  daher,  als 
mit  der  Kette  notwendig  verknüpft,  noch 
vier  weitere  Symmetrieachsen  in  den  Mittel- 
riclituncrr-Ti  d^r  vier  Felder  F.  Der  zugehörige 
DrchuiigHwmkei  bestimmt  sich  in  früherer 
Weise  zu  120^;  die  neuen  Achsen  sind  so- 
mit auch  dreizähiig.  Man  erkeaat  ludesseu 
leicht,  daß  die  neuen  vier  Achsen  nichts 
weiter  sind  als  £e  negpitlTen  Seiten  der  alten,  somit  also  wesentUch 
Neues  nidht  darbieten. 

Kombiniert  man  nnnmehr  nach  dem  .^«Zerschen  Satae  awei  be- 
nachbarte ikchsen  nm  diesen  beiden  Arten^-  s.  B.  und  A^^  und 
tiigt  wie  BUTor  die  Winkel  ^  W  an  den  sie  yerbuBidenden  Bogen,  so 
geliuigt  man  zu  wesentlich  neuen  Achsen,  deren  Spuren  in  der  F^^nr 
auf  den  Mitten  der  Seiten  des  Bereiches  F  liegen.   Der  ihnen  ent- 
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■pfMhande  Wiakd  flndst  neh  g^ch  ISO**,  iiure  ZQiUgfcfiit  ist  aomit 
«-2.  Decgldiehoii  Adim  kommeii  Mclut  in  paarweise  eioante  ent- 
gegengeeetsEteE  BiehtoiigeD  T»r,  eo  daß  man  eie  auch  nur  als  drei 

aShIen  kann;  sie  stehen  senkrecht  zueinander. 

Weitere  Anwendungen  des  £'uZerschen  Satzes  führen  nicht  sn  neuem 
Achsen;  das  System  ist  mit  rier  (oder  viermal  zwei)  dreizähligen  und 
drei  (resp.  dreimal  zwei  entgegengesetzten)  zweizähligen  Achsen  ab- 
geschlossen. Wir  erhalten  dadurch  eine  neue  Gruppe,  die  dnrch 
eine  Kette  von  drei  drei/nhligen  Achsen  charakterisiert  werden  kann. 

Indessen  sind  diese  Achsen  nicht  zueinander  normal,  und  dies  ist 
f9r  die  Anwendungen  unbequem.  Man  verfährt  daher  besser  so,  daß 
üiaü  die  drei  zueinander  normalen  zweizähligen.  Achsen  AJ*\  A}^\ 
cur  Charakterisiening  der  Symmetrie  benutzt.  Allerdings  genügt  nicht 
die  bloße  Angabe  dreier  aueinander  normsler  sweiaükliger  Aehsen, 
denn  diese  treten  aneb  bei  Gruppe  (6')  auf,  die  sieb  doreh  das 
Mlen  aller  dreiaabligen  Achsen  TOn  der  bier  Torliegenden  nnier* 
aebeidei 

Wenn  wir  indessen  beachten,  daß  bei  Drehung  um  die  Achse 
um  120^  die  drei  mnliegenden  zweizähligen  Achsen  ineinander  ftber^ 
geehrt  werden,  so  ei|^bt  sieb,  daß  ein  Zusatz,  der  dieses  aussagt, 

dem  üntcr'jchied  gegen  Gruppe  (6')  TJeehnung  tragt.  Wir  wollen 
di^p  t'beriührbarkeit  der  drei  Achsen  Äj^^\  '^''^  -4j*'  durch  eine 
Drehung  um  ihre  MittoHinie  ihre  Gleichartigkeit  nennen  und 
durch  dae  Sjmbt)i  ~  bezeichnen,  also  die  Symmetrieformel  für  den 
neu  gewonnenen  Typus  schreiben 

Aus  der  Kostenz  der  drei  gleichartigen  zweizähligen  Achsen  paraUel 
den  Koordinatenachsen  folgt  dann  die  dreizahlige  AcIl  in  der  Mittel- 
richtung,  und  die  Anwendung  des  jGbilerscben  Sataes  liefert  aaeb  das 
System  der  andern  oben  beBprochenen  Achsen. 

HL  j>«-4  liefert  mit  Hilfe  von  (<V\  ij  6. 

Hier  zerfallt  also  die  Kugeloberfläche  in  sechs  sphärische  gleii^- 
'?eitige  Vierecke  mit  den  Winkeln  120®.  Man  erhält  dieselben  am 
anschaulichsten,  wpim  man  der  Kugel  einen  Würfel  einbeschreibt  und 
dessen  Kanten  radial  auf  die  Kugel  projiziert.  Die  Wfirfclecken  er- 
geben dabei  die  dreizähligen  Achsen  in  der  Gresamtzaki  acht,  )>ei  paar- 
weise entgegengesetzten  Richtungen.  Die  vier  in  den  Ecken  deaseiben 
Bereiches  F  liegenden  suitl  abwechselnd  gleichartig. 

Die  Anwendung  des  sehen  Satzes,  die  jetzt  im  einzelnen 
aiebt  ameiit  aaseinandergeseiak  an  wwdeo  bnneb^  lia&rt  in  der  Miile 
jedes  der  Yiereeke  F  eine  sweisSbli^e  Symraeirieaebse  —  slso  im 
gansen  sedu^  die  paarweise  entgegengesetzt  geriobtst  sind. 
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Eine  eonfuhe  ÜWlegimg  zeigt,  dad  das  so  «rhaltene  System  Ton 
SymmetrieacJiseii  mit  dem  munittelb&r  vorher  betrachteten  identiseh 
ist.  Der  schemhare  Unterschied  liegt  darin,  daß  Ton  den  2x4  drei- 
tahligen  Achsen  in  den  beiden  Fällen  Tenehiedene  zu  einer  Kette  aa- 
sammengefaßt  wurden:  oben  drei  üiitereinander  gleichartige,  jetzt  rier 
paarweise  gleichartige  nach  Figur  2ö  rtwu  oben  .4/'\  ÄJ^\  .4,/^',  jetzt 
.4,^,  Aj^*\  A^"^.  A^^'^K  woliei  Xj/*'  in  der  Mitte  des  an  den  Bogen 
A^^^^  AJ^^  angrenzenden  (xebit  t 's  F  hegt. 

Die  Betrachtung  liefert  uns  somit  keinen  neuen  Typ. 

IV.  7>  =  5  ergibt  aus  (6)  5—12;  die  zwölf  Bereiche  F  sind  re- 
guläre sphärische  Fünfecke  mit  den  Winkeln  2,t  *>:  ihre  Seiten  erhalt 
man  durch  Projektion  der  Kanten  eines  der  Kugel  einbeschriebenen 
regulären  Pentagondodekiieders.  Die  Enlet  Hche  Konstruktion  führt 
hier  aui  die  Anwesenheit  je  einer  fünUaMigen  Symmetrieachse  in  der 
Mittellinie  des  Bereiches  F.  Da  indessen  nach  S.  42  fünfzählige 
Achsen  kristallographisch  ausgt schlössen  sind,  so  kommt  die  fflnf- 
teilige  Kette  fOr  uis  nieht  in  Betneht 

§  32.  Ketten  vieav  und  sanliBsilillfer  Aohaen.  Wettere  Kristall- 
tjpen.   Wir  woiden  nnsere  Gnmdfonn^ 

2n>p{n-2\  (6) 
(•^-p  +  2)==A  (6) 

worin  p  die  All**^^  der  Achsen  einer  Kette  und  q  die  Anzahl  der 
Ton  Ketten  begrenzten  identischen  Flächenstücke  F  auf  der  Kugel  be- 
zeichnet, nunmehr  auf  den  Fall  n  ^  4,  also  auf  rienählige  Achsen  an. 
Hier  liefert  die  erste  Gnmdgleichimg 

J»<4, 

somit  die  beiden  Fälle  p  =  2  und  —  3. 

Im  ersten  FaUe  p  =  2  findet  sich  an«  (ß)  ^  =  4;  also  sind  die 
Gebiete  F  Zweiecke  mit  den  Winkeiu  -3i/4,  die  je  ein  Viertel  der 
Kugelfläche  bedecken,  ^s  ist  klar,  daB  liier  im  ganzni  nur  zwei  ent- 
gegengesetzt gerichtete  yiwzählige  Achsen  Torhanden  sind,  nnd  die 
Teilung  der  Kogeloberfliehe  dureh  rier  am  90*  gegeneuDsnder  geneigte 
MeridianbOgan  staltfindet  Doich  Anwendnsg  des  JEMerschen  Saäes 
laßt  sich,  wie  in  dem  Fall  I  des  §  32,  beweisen,  daß  das  System  der 
zwei  TieizahligML  entgegengesetzten  Achsen  ein  abgeschlossenes  ist. 
Diese  Symmetrie  stimmt  mit  der  in  (4')  bereits  berücksichtigten  nur 
einer  vierzahlin^en  Symmetrieachse  fiberein  und  biaaeht  also  nicht 
erneut  aufgeführt  zu  werden. 


■ 
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Der  Wert  />  «=  3  liefert  nach  (^)  g  —  8;  hier  soll  also  die  Kugel 
in  acht  gleiche  gleichseitige  »phäriscbe  Dreieeke  mit  den  Winkeln 
2ff/4  =  90^  zerfallen.    Man  erhält  diese  Zerlegung  anschaulich,  wenn 

man  der  Kogel  Pin  recfn];lres  Oktaeder  einbeecli reiht  nnd  dessen  Kan- 
ten raslin!  auf  (iie  Kucr*'!  jirojiziert  Die  sechH  Koken  des  Oktaeders 
liefeni  dabei  die  Symmetrieachsen,  die  sonach  zu  sechs,  resp.  zu  drei 
Paaren   einander  entgegengesetzter  auftreten  nnd  einander  sämtlich 

^^ieichürtig  sind. 

Der  EuUrsche  Satz  ergibt,  als  mit  diesen  Achsen  notwendig  ver- 
bimden,  je  eine  dranUige  in  der  Mitte  eines  jeden  Gebietes  jP(8.  Fig.  26). 
Dien  insgesamt  neht  oder  viennal  zwei  ein- 
ender entg^engesetRien  Aeheen  lind  aämtlich 
einander  gleidüirfcig. 

Weiter  liefert  deraelbe  Snts  in  der  Mitte 
xwieehen  je  zwei  benachhaitoi  ?ierzahligen 
Aeheen  eine  zweizählige  Achse.  Diese  ins- 
gesamt zwölf  oder  sechsTiml  /wei  entgegen-  ^ 
gesetzt  gerichtete  A<  h^ea  sind  gleichfails  samt- 
lieh  einander  gleichartig. 

AUe  diese  Syraraetrieelemente  fließen  aus  Fig.  96. 

der  Annahme  der  Kette  von  drei  vierzüliligen 

Achsen.  Statt  die  Zahl  von  drei  featBoatellen,  genügt  es,  zwei  vier^ 
äblige  Baeinaader  normale  Symmefarieneheen  va  fordern.  Ans  diesen 
folgt  dann  die  dritte  der  Kette,  nnd  damit  anoh  daa  ganze  System  der 
drei-  nnd  zweieiigen  Adisen.  Der  dnreh  die  Torstehanden  Betrach- 
tungen gewonnene  nene  Typ  wird  also  dnrch  daa  Symbol  Äj^\  AJ^^ 
▼oUig  charakteriaiert,  — 

Wir  haben  schließlich  noch  den  Fall  n  =  (i,  d.  h.  demjenigen  der 
Ketten  seehszahliger  Achsen  zu  erledigen.  Hier  ergibt  sich  p  =  2,  9  —  6; 
man  kommt  zu  dem  Fall,  daß  die  Kugel  in  sechs  identische  Zweiecke 
mit  den  Winkeln  2ä/6  =  60®  zerfallt.  Derselbe  verlangt,  analog 
wie  der  glpiclie  Fall  bei  n  =  4,  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  sechs- 
zflhlige  Achsen,  führt  also  anf  den  schon  in  (5')  berücksichtigten 
Tjp  zurück. 

Das  Resultat  der  beiden  letzten  Paragraphen  geht  somit  dahin, 
daß  die 

UL  Obergrnppe  mit  Ketten  mehrzähliger  Symmetrieachsen 

nur  die  beiden  Gruppen  enthält 

(lOO  A,^  ^  ^«  ~  A}%   (11  Ai*^A^^\ 

Polfiguren  für  diese  beiden  Kristall  tjpen  sind  in  der  S.  42  u.  f.  er- 
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driflrton  Waise  in  erhalten  und  uiAenstekend  (Fig.  27  und  38)  wieder- 
gegeben. Die  durch  zwei-  oder  nenihlige  Achsen  verknüpften  Pole 
sind  mit  den  benachbarten  Achaen,  wie  früher,  durch  punktierte 

Linien  Terbonden.  Eingetragen  sind  in  die  Figuren,  wie  immer,  nur 
die  voneinander  unabhängigen  Symmetrieachsen;  die  dreizühligen 
Achsen,  die  bei  beiden  Typen  durch  die  Mitten  jedes  Oktanten  gehen, 
die  zweizähligen,  die  in  Figur  28  die  Winkel  zwischen  den  Koordinaten- 
achsen halbieren,  sind  nicht  bezeichnet;  ebensowenig  ist  in  Figur  28 
hervorgehoben,  daß  die  i>  iiichtung  vierzählige  Achse  ist.  Es  genügt 
bei  den  Typen  (10 *)  und  (11'),  wie  die  Anschauung  lehrt,  ein  un- 
abhängiger Pol  zur  AUeitong  einee  gesoUoeseiieii  Polyedera;  auch 
froten  dabei,  wie  «rwihnt  werden  mag^  mutülasige  ttbenihlige  Sym^ 
metrien  nieht  aut 

WShrend  aber  bei  den  Typen  der  L  xoaA  II.  Obefgmppe  die  An- 
sahl  der  verknOpften  Pole  sich  direkt  durch  das  Produkt  der  in  der 


Pig.  27.  Fig.  SS. 


STinmetrieformel  JJf^  oder  .J^^'^JJ^  aiiflieteiiden  Zahli|^eiten  be- 
stimmte, gelten  hier  ähnlich  einfache  Znaamoneuhliige  nicht  mehr. 
Diea  iet  dadurch  bedingt,  daß,  während  firfiher  die  eiuBialige  Aus- 
führung der  durch  das  Symbol  geforderten  Deckbewegnngen  zur  Ab> 
leitung  der  sämtlichen,  mit  einem  gegebenen  Pol  verknüpften  Pole  ge- 
nügte, dies  jetzt  nicht  mehr  stattfindet.  Geht  man  z.  B.  im  Falle 
des  Typs  (10')  (Fig.  27)  von  einem  Pol  in  der  Nähe  der  +  Achse 
aus,  so  gibt  einen  von  ihm  abhängigen;  die  dreizählitje  Achse 

in  der  Mittellinie  des  ersten  Oktanten,  auf  welche  das  Syniljul  ~  hin- 
weist, fügt  dazu  diu  zwei  i'aare  nächst  der  -f  X  und  -f  l'-Achse. 
Wiederholt  man  nun  die  Deckbewegung,  die  durch  J/')  gefordert  ist, 
00  kommen  dazu  zwei  weitere  ]?tore  lüäiflt  der  —  X*  mid  —  F-Aehse^ 
wahrend  das  Paar  nSehst  der  +  Z-Äcthm  in  sieh  selbst  fibeigehi  Eine 
erneute  Anwendung  der  dreiadUiligen  Aehse  liefert  daa  Paar  nichst 
der  —  Z'Achse,  w&hiend  im  flbrigen  die  Pole  auf  schon  magerte 
fallen.  Die  Gesamtzahl  der  so  miteinander  verknüpften  Pole  ist  zwölf. 
Eine  analoge  wiederholte  AnsfÜhrong  der  DeekbewegongSD,  wulefae 


I 
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tei  Symbol  ÄJ^^f  AJ-^  der  Gmppe  (11')  eotspreehAiii  ist  nötig,  vbi 
für  si»  die  Qmbmkstid  der  verlmllj^iiii  Pole  —  liier  Tienrndswiiiisig 
—  sa  gewinneiL 

Bezüglich  des  Charakters  der  Symmetrieoidlieii  zeigen  die  Figuren, 
daß  die  zwei-  und  die  vienähligeii  Achsen  z^reiseitig  sind,  namlieh 
nach  beiden  Seiten  hin  Ton  den  gleichen  Flächen  in  der  gleichen 

Anordnung  umgeben  werden.  Beide  Arten  von  Achsen  sind  unter- 
einander gleichartig.  Die  dreizählif^on  Arhsnn  sind  in  Figur  28  zwei- 
seitig, in  Figur  27  aber  polar:  dem  einen  Oktantcn,  der  drei  Pole 
enthält,  liegt  ein  (iktant  gegenüber,  in  dem  die  Pole  gänzlich  fehlen. 
Der  Typ  (10')  mit  der  Syrametrieformel  A^^*^  ~  ^^(*>  ^  ^4/*)  besitzt 
also  vier  gleichartige  dreizählige  polare  Symmetrieachsen,  die  iu  die 
MitteUimeii  der  Oktotiteii  des  HaaptaeheeEnflystemee  hSkia. 

IV.  Abschnitt. 

DMklMwegDiigeii  zweit«r  Art,  alldB  eder  Bit  ftlcliei  «ntn*  AH 

TerbiBdea. 

8  3*1  Reine  Inversion.  SymmetrioEeutram.  Die  allgemeinen 
Trausl'ormatiouBforttM'lrf  (^^  stellten  Deckhf^\ve«j;ungeu  zweiter  Art  oder 
hrersionsdrehungeii  m  dem  lailo  dar,  dali  ihre  Determinante  den 
Wert  —  1  besaß.  Nach  dorn  S.  3G  Gezeigten  läßt  sich  jede  Inver- 
doiisdrehung  zerlegen  in  eine  reine  Drehting  und  eine  reine  Inversion, 
w«^Ghe  letetere  dnrch  die  Yertanaehung  aller  Koordinaten  mit  den 
entgegengeeetctan  definiert  ist 

Die  Inrernonadrelinngen  kommen  so  in  eine  enge  Finllete  so 
den  reinen  Drehungen.  In  der  Tat  gelten  einige  Sitae  für  die 
letzteren  aneh  für  sie,  und  es  ist  in  mancher  Bichtung  lehrreich,  die 
PsraUele  so  weit  zn  führen,  als  möglich,  wie  das  z.  B.  H.  A.  Lorentg^ 
in  deganter  Weise  getan  hat.  Immerhin  zeigen  die  Inversions- 
drehungen  auch  wieder  mancherlei  Spezifisches,  was  deutlicher  hervor- 
tiitl^  wenn  man  sich  nicht  zn  sehr  von  dem  Parallelismus  leiten  läßt. 

Das,  was  sogleich  ins  Auge  fallt  und  passend  vorweggenommen 
wird,  i.st,  daß  die  Invorsionsdrehung  mit  dem  Winkel  Nnll  (oder  2x) 
eine  charakteristische  Deckbewegui45  ist,  während  eirie  reine  JJreliung 
Null  (oder  2;r)  jedes  Gebilde  in  seine  Urlage  zurückfübrt,  also  keine 
spezielle  bvmmetrie  charukt^-risiert.  Wenn  ein  Polyeder  durch 
eine  Inversionsdrehung  vom  Winkel  Null  (oder  2a),  d.  h.  also 
dnreh  eine  reine  InTersion  mit  sieh  snr  Deckung  kommt, 
so  sagt  man,  dasselbe  besitse  ein  Zentrum  der  Symmetrie. 

1)  H.  A.  Lomag,  Gm.  Abh.  Bd.  I,  p.  M»;  Laqmg  1907. 
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Li  d«r  T«l  nniB  in  dMBom  FaJle  bd  Kngelkonflniktioii  jedem 
Pol  ein  diameinl  gegenfiberliegender  entopiecheiL 

Ein  Zentrum  der  Symmetrie  kann  sn  jedem  der  in  den  obigen 
elf  Gruppen  TorbandeDen  Sysieme  aadorar  Sjmmetneelemente  noch 
hinzutreten;  ©s  widerspricht  keinem  von  ihnen  ond  schafft  auch  nicht 
neue  Symmetrieachsen,  wpü  tmicIi  dem  S.  41  Gesagten  schon  an  nnd 
für  sich  Kpi'do  Spit<»n  pini-r  Hymmetriearhsf^  crlpichzäblige  Achsen  ^v.^r\. 

Wir  erhalten  demgemäü  ohne  weiteres^  zu  jedem  der  obigea 
Typen  einen  korrespondierenden  und  wollen  diese  neuen  Typen  in 
analoge  Obergruppen  zusammen&sseu,  wie  die  früheren.  Die  Anwesen- 
heit eine«  Symmetriezentrums  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol  C.  Wir 
edureiben  somit  in  weitergeführter  ▼<niSiifiger  Nnmerienmg  foigendeer 

IV.  ObergroppOf  Symraetriezentrum  mit  keiner  oder  ein^r 

Symmetrieachse. 

(12')  C7;   (13')0,^Wj   (140  C?,^«;   (16')  C?,A^*>;   (16')  C,  J,W. 

V.  Obergruppe,  Symmetriezentrum  und  eine  Kette  zwei- 

zähliger  Sy nuii ut ri euchsen. 

(17')  C,A,''>AJ'^;    (18')  C\^;^U;*);  (19') 

(SiX)  C,  AJ^'^A/l 

VL  Obeigiuppe,  Symmetriezentrum  und  eiue  Kette  mehr- 

E&hliger  SymmetrieftohBen. 

(»O  C,       ^  ä;*>    ^,(«)}   (22')  C,  AJ-'^A/K 

Durch  das  Hinzutreten  dee  SymmetrieBentnunB  wird  die  Amsehl 
der  miteinaiider  gleicbwertigen  FUbshenpole  gegenüber  den  Anegangs- 
formen  yerdoppelt.  Z.  B.  tritt  in  der  IV.  Obergruppe  zu  dem  Ring 
▼on  n  PdeDy  die  eich  bei  einer  n-zähligen  Achse  A^"^  um  deren  eine 
Seite  gruppieren,  ein  zweiter  gleicher  Bing,  der  im  gleichen  Winkel- 
abstand Ton  —  yl     liofrt,  wie  der  erstere  von 

Bei  «größerer  Ziihligkeit  als  2  ist  in  diesem  Falle  (falls  nicht  die 
Polringe  in  dem  Äquator  um  vi"'  selbst  liegen  oder  in  einen  Punkt 
zusammenfallen,  was  wir  nach  S.  4b  stets  ausschließen)  der  Flächen- 
komplex,  der  dem  Symbol  0,  A.^"'^  entspricht,  Pfir  sich  allein  au.s- 
reichend  ,  um  ein  geschlossenes  Polyeder  zu  liefern.  ludesHeu  hat  ein 
■olches  Polyeder  eine  höhere  Symmetrie,  als  dem  Symbol  entspricht 
(beeitrt  nfimlich  noch  doreh  die  Z-Aehee  gehende  Spiegelebenen,  die 
hier  noch  nicht  augelaesen  aind),  und  ea  giohSren  daher  immer  iwei 
Polgmppen,  die  nicht  gesetamifiig  gegeaeinander  Itegeni  daao,  um 
ein  Polyedor  an  Uefem,  daa  keine  anderen  Symmetrien  enthilt  als 
Terlangi 


lyui. 
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Aasnahiiiestelluiig  nunmtk  wi«  hfOiMt  der  Typ  (l'),  der  ans 
Olm  lieryorgehende  Typ  (13')  ein,  dft  eneli  swei  paniDele  Fliehen- 


ein  Bereich  nicht  ringsum  zu 
begreoifln  TermSgen*  Hier  sind  also 

drei  Toneinander  unabhnno^ge  Pole 
ic,  ß,  y  als  Ausgangspunkt  au  be- 
nutzen; da«  Zentrum  ordnet  einem 
jedeii  den  diametral  gegenüberliegen- 
den zu ,  und  es  entsteht  so  ein 
doppelt  8chiefwinklig«8  Tai^iliel- 
epipedon  als  einfachste  Begrenzung 
dieeea  Typs.  Figor  29  gibt  iche- 
tuMack  eine  derartige  PoUigor;  die  Pole  «c  und  a,  ß  und  ß^,  y  und 
/  in  den  beiden  Bildhülfton  liegen  einender  diametral  gegenttber. 


/  \» 

/  o 

r    f  \ 

/      ®  \ 

r  •  \ 

V  o  •/'' 

\  / 
/ 

^  •  Ä  •  / 

o  A  0 
•  ^      /  \  /• 

^  / 

\   o  / 

Die  den  Typen  (IB*)  bis  (16')  enisp rechenden  Polschemata  sind 
in  Fig.  30  bis  33  enthalten.  Die  beiden  bei  ihnen  benutzten  un- 
abhittigigen  Pole  sind  wie  früher  unterschieden.  Man  bemerkt;  daß 
hei  den  Typen  (IS'),  (16'),  (16')  die  beiden  Hälften  der  Polfigur  einander 
spiegelbildUch  eniapreeheii,  so  daB  die  ZF*Bbene  eine  Spiegelehene 
dee  betr.  Polyeders  darstellt.  Diese  Spiegelebene  TerMhfrindet  andh 
mdily  wenn  man  die  Amahl  der  nnabhangigen  Pole  beliebig  Ter- 
grSßert;  sie  ist,  wie  spUear  an  aeigen^  duzeh  die  Elemente  der  Sjm- 
metrieformeln  impliiiie  gefordert 
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Wm  dun  Chankter  dar  Synunefaneadifan  in  diMen  Typen  angehiy 
ho  sind  die  beiden  Enden  der  Hauptachsen  A^^"^  toh  gleichartigsn 
Polen  amgebeii|  clin  /war  nicht  unmittelbar,  wohl  aber  nach  Spiege- 
lung in  der  zur  1'- Achse  parallelen  Gferaden  durch  die  mit  X  be- 
zeichnete Stelle  der  Fifi^nren  tut  Declcnnfi;  t^ebnicht  werden  können. 
Die  beiden  Seiten  der  AJ'*'^  sind  also  nicht  absolut  gleichartig,  aber 


duroih  eiae  der  Iiier  benntsten  Dedkbewegungen  gleichartig  su 
maclieiL  Wir  wollen  de  \am  als  einaeitig  von  den  zweiseiiigeii 
Afiheen  eineneita^  den  polaren  Achsen  anderenwitB  nntoncheiden.  Der 
1^  (tB*)  ordnet  aieh  den  llbrigea  dadnrdi  nahe  an,  daß  jede  Rieh- 
tong  in  ihm  sich  einseitig  in  dem  charakterisierten  Sinne  Yenhält. 

Die  Nebenachaen  sind  bei  allen  Typen  dieaer  Obeigrappe 
aweiaeitig. 
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I S4.  Bfttia  über  fiinidlne  ^TsriioiifldTelniiigeii.  68  - 


B«i  dm  Typen  d«r  Y.  und  VI  Obeigruppe  genQgt  flbendl  ein 

Pol  als  Ausgang  fQr  die  Ableitung  der  mit  den  gegebenen  Symmetrie- 
elementen des  Typs  verträglichen  Polyeder.  Die  dabei  entstehenden 
Spi^elebenen  (z.B.  in  der  XT-  und  XZ-Ebene)  liegen,  wie  sieh  unten 

ergeben  wird,  in  der  Natnr  der  Sache;  sie  bleiben  bestehen,  wenn  man 
auch  dir  Anzahl  der  Au8gangspole  beliebig  steigert.  Die  sohema- 
tischen  Poliiguren  der  V.  Obergrujipe  sind  in  i^igur  34  bis  37  dar- 
gesteUt,  die  der  VI.  in  Figur  38  und  39. 

Die  in  diesen  Obergruppen  auftretenden  Symmetrieiichsen  sind 
sämtlich  zweiseitig.  Der  Tjp  (22')  in  Figur  39  ist  mit  48  sich  ent- 
iprechenden  Polen  der  kompliziertest  flberbaapt  Torkommende;  ihm 
feigen  mit  84  Tfiilaifipften  Polen  die  Typen  (21^)  in  Figur  38  nnd 
(12')  in  Figur  28. 

§  34.  Sitae  über  einaelne  luvenionadzehimgen.   Wir  wenden 

uns  nun  zu  Inversionsdrebongen  mit  einem  von  Knll  verschiedenen 
Drehungswinkel  und  nehmen  an,  das  Polyeder  kcnnme  mit  sich  selbst 
itir  Deckung  bei  dem  kleinsten  Drehungswinkel  tp.  Man  kuin  dann 
ttne  Schlußreihe  anwenden,  die  der  von  S.  41  ganz  analog  ist. 

Sei  auf  der  K  )7i^truktion8ki:^el  in  Figur  40  J  die  Spur  d^r 
Drehungsachse,  P,  ein  l*ol  im  Abstand  von  J.  Die  Drehung  um 
f  nnd  die  Inversion  bringen  Pj  in  die  —  Pg  ent-  j 
gegen  gesetzte  Lage  P,;  dort  muß  also,  da  Dek- 
kong  eintreten  soll,  anfangs  auch  ein  Pol  gelegen 
haben.  Dieser  ist  bei  der  jbiTwäonsdrehaog  nach 
P»  gerodet;  ee  muß  sieb  also  auofa  in  anflng- 
lidli  ein  Pol  befanden  kaben.  Der  Pol  P^  ist  famer 
naeh  der  <—  P4  dlametnd  gegenüberliegenden  Stelle 
P4  gerfickt^  was  die  anflngUehe  Anweeenbeit  eines 
Poles  dort  beweist,  oaf. 

So  gelangt  man  dazu,  daß  die  Inveroions- 
drehnng  mit  dem  Winkel  <p  als  Deckbewegnng  auf  zwei  Ringe  von 
Polen  führt,  die  res]),  um  ^  von  J  und  ~  J  entfernt  und  abwechselnd 
auf  enti!;egengeflet7ten  Hälften  von  Meridiankreisen  im  konstanten 
Winkeiabstand  liegen. 

Wie  bei  den  Symmetrieachsen,  so  muß  auch  jeder  dieser  Ringe 
•ich  schließen,  wenn  9p,  wie  angenommen,  der  kleinste  J  zugehörige 
Winkel  ist;  es  muß  also  2^/2 (p  »  x/tp  eine  ganze  Zahl  sein.  Ist 

9  2xjmf 

•0  nennen  wir  die  Aobse  der  Inrersionsdrebniig  m-sibllg  nnd  bezeichnen 
sie  mit  cT^^"*);  m  ist  nach  dem  Gesagten  notwendig  eine  gerade  Zahl. 
Ans  Vorstshendem  folgt,  daß  ein  Polyeder  mit  einer  eharak- 


Digitized  by  Google 


64 


L  Ka|»itoi  iHe  Sjmmetriawgoiw^haftwii  der  KxiateU«. 


teristischen  Inversionsdreliung  vom  Winkel  (p  =  ^Ttjm  auch  durch  eine 
reine  Drehung  wip  nnch  durch  eine  luveraionsdrehung  um 

i2h  +  l)ff  —  unter  h  eine  ^anze  Zahl  verstanden  —  mit  sich  zur 
Deckung  langt.  Das  erstere  ist  im  Einklang  mit  dem  allgemeinen 
Satz  von  S.  35  über  die  Zusammensetzung  zweier  luversionsdreliungen 
und  ergibt,  daß  jede  m-zahlige  Inversionsachse  zugleidi  anch  eine 
^ft»*ifi]üige  SymoMirieMdiM  ifi  D«  mm  nach  8.  43  and«»  Z&hlig- 
IcBitea  der  letateren  Achaen  ab  2,  S,  4,  G  anageaeUoaoen  amd,  ao 
aofaeineii  aneh  nur  Tier-,  aeeha-,  aoht-  und  zwdlMhlige  IiiTenioiia> 
drehachsen  KolSaiig  sa  aeiii. 

Hier/ii  i>t  erstens  zu  bemerken,  daß  bei  Inyersionsdiebiiiigeii 
der  FaU  der  Zweizabligkeit  eine  apeiielle  einfache  Bedeutung  ba^ 
während  dies  bei  den  reinen  Drehungen  mit  der  entsprechenden  Ein- 
sahligkeit  nicht  der  Fall  ist.    In  der  Tat:  eine  reine  Drehung  um 

2n'/l  führt  das  Polyeder  unter  allen  Umstnn'h  n  in  die  ursprüng- 
liche Lage  zurück,  sie  kann  also  keine  Symnieirieeigenschaft  charak- 
terisieren. Dagegen  bringt  eine  Drehung  um  cf  =  27r/2  und  folgende 
Inversion  das  Polyeder  in  eine  von  der  ursprünglichen  abweichende 
Lage,  kann  also,  wenn  dabei  Deckung  eintritt,  eine  Symmetrie  de- 
finieraii«  DemgemiB  eradieiiieii  meMuk  Zwei-,  Vier-,  Seehs-,  Aehi-, 
ZwOlMhligkeiiea  der  Inrenioiiaaehse  auliasig. 

Von  diesen  aebließt  aber,  wie  onien  zu  aeigen,  jenes  aUgemeine 
Prinzip  der  EristaUographie^  das  nach  S.  42  anoh  die  Begremning  der 
Zftkligkeiten  der  Symmetrieachsen  ergibt^  n  <  h  die  ZSUi^outa  adit 
und  zwölf  ans,  so  daß  als  kristallographisolk  sulSssig  nnr  di« 
F&Ue  m  —  2,  4,  6  fibrig  bleiben. 

§  35.  Verschiedene  geometrisolie  Bedeutung  der  vorkomm en- 
den ZähligkoiteiL.  Jeder  der  nach  Vorstehendem  vorkommenden  Werte 
der  Zähligkeit  einer  luversionsdrehung  liefert  nun  eine  Sy ni!ii*  trie  von 

wesentlich  anderem  geometrischen  Chainkter,  und 
hierin  li^  der  schon  S.  38  signalisierte  Grund 
daftr,  SU  nnserem  Zweek  die  Inrenionadrdiiiiigeii 
einras  anders  zn  verwerten,  als  die leinenDrehiingeii. 

Das  TorbaDdensein  einer  sweiaBlili^Fen  In- 
yersionsdrebaehse  J^*'  IbtdsrI,  daß  das  Polyeder 
durch  eine  Drehung  um  180^  um  diese  Adiae 
und  eine  anschließende  Inversion  mit  sich  anr 
Deckimg  gelangen  muß.  Der  erste  Teil  dieser 
Deckbewegu'^tr  ffihrt  in  Figur  41  den  Pol 
nach  p,  der  zweite  uach  P^.  Diese  Position  ist 
das  S|  1  r ' l  bild  von  P,  in  hezug  aul'  die  zu  J  ■"  normale  Ebene.  Lme 
zweizählige  Inversionsachäe  ordnet  also  jedem  Pole  einen  zweiten  zu, 
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dtt  zu  dem  enten  spiegelbildlich  liegt  in  bezug  auf  die  zu  «7*')  normale 
Ebene.  Men  drückt  dies  dehin  an»,  daß  man  ngt,  daa  Polyeder 
besitze  normal  zu  J^'^  eine  Sjmmetrieebene. 

Die  Existenz  einer  seehszähligen  Inversionsdrehachse  e/'*^'  ver- 
langt^ daß  eine  Dr^hnni^  nni  '^rrJCt  =  mit  fol^ndfr  Iiiversinn  das 
Polyeder  znr  Deckung  mit  si<:ii  eeibst  brini(i  Man  erkennt  aus  der 
Figur  4l?,  daß  diese  —  angemessen  wiederlmite 
—  Deckbewegung  dem  Pol  Pj  fünf  weitere  i^,, 
P„  P4,  P^,  ig  zuordnet,  Ton  denen  man  die 
twei  P,,  P(  auch  durch  eine  leine  Drehung  um 
1.  2sr/3  und  2.  2;r/3,  die  übrigen  P„  P^,  P, 
auch  dnxeh  eine  Spiegelung  Ton  P„  P,,  P,  in 
der  Ebene  normal  m  ableiten  kann.  Die 
aechszalilige  InTernonadrehachse  gibt  also  die- 
selbe Deckbewegung,  wie  die  Kombination  einw 
dreizähligen  Symmetrieachse  und  einer  dazu  nor- 
malen Syrametrieebene:  sie  kann  somit  nußer 
Betracht  bleiben,  wenn  man,  wie  wir  tun  werden,  die  Sym- 
metrie«l>cne  neben  den  Symmetrieachsen  als  ein  selb- 
standig^^s  S y iiimetrieelement  benutzt. 

Eine  vier  zählige  Inversionsdrehachse  verlangt,  daß  eine  Dreh- 
ung um  90^  mit  angeschlossener  Inversion  das  Polyeder  mit  sich  zur 
Deckung  bringe.  Diese  Deckbewegang  ordnet^ 
wie  Figur  43  Tenuuehaolicht,  dem  eiiien  Pole 
P,  drei  weiiere  Pf,  P,,  P«  an.  Man  erkennt, 
dafi  dieaelbe  Znordnnng  stattfindet,  wenn  man 
die  Inversion  mit  einer  Spiegelung  in  der  zu  J^*^ 
normalen  Ebene  rffliauscht,  also  die  Deck- 
bewegung aus  einer  Drehung  um  90**  und  einer 
fAlt^PHflpn  Spiegeliin^r  in  d^r  zur  Drehachse  nor- 
malen Ebene  zusamm»  i  ^ptzt. 

Obwohl  diese  Deckbewegung  aus  '/wei  (l^r 
früher  betrachteten  Deckbewoj^ungen  auti^ef  iLut 
ist,  liefert  uns  die  Tierz,ähiige  JLnversiuusdrebachse  doch  ein  neues 
Symmetrieelement.  £s  ist  nützlich,  auf  den  Unterschied  ausdrück- 
lidi  hinzoweisen,  der  swisdhen  diesem  nnd  dem  Torigen  Fall  der 
sechssShligen  InTcnionsaehse  besteht.  tf(*>  laBt  sidi  nicht  in  die 
Kombination  einer  Symmetrieachse  nnd  einer  Symmetrieebene  aaf- 
iOsen,  wie  dies  bei  möglieh  war.  Es  gibt  keinen  Drehungswinkel 
um  J^*\  der  einmal  für  sich  allein,  nnd  sodann  noch  nach  Spiege- 
lung in  der  zu  normalen  Ebene  aus  die  Pole  J\,  P,,  P4  ab- 
soleiten  frestattete.  Die  Position,  in  die  Pj  bei  der  bloßen  Drehung 
um  ±  90^  gelangt,  enthält  keinen  Pol;  man  gelaugt  zu  einem 

Volft,  KrIataUptajraUc.  6 
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solchen  erst  durch  die  Komhination  von  DrehuDg  tmd  Spiegelang. 
Hierin  liegt  der  Unterschied.  Wir  wollen  das  neue  Symmetrieelement, 
statt  mit  dem  nmstJindliclien  Namen  einer  Tierdhligeii  InvereioiMh 
drehachse,  kürzer  als  äpiegelachse  bezeiclmpn 

rJemaß  dem  Resultat  der  vorstehenden  Darstellung 
können  wir  alle  möglichen  Fälle  der  In versionüdrehu ngen 
für  die  Ableitung  von  Poly  edertvpen  ersetzen  durch 
die  zwei  Fälle  der  Existenz  einer  S jmnietrieebene  und 
der  Exiitens  einer  Spiegelaelme,  Bei  der  großen  Ansohan- 
lichkut  der  Symmefarieebene  ist  ee  «ngemeasen,  sick  dieser  Umdentiing 
dtt  zwei-  und  eeehnEähligen  hiTersionadrehadife  zu  bedienen,  wenn 
dadurch  auch  eine  gewisse  Einbuße  an  Systematik  der  Bntwicklnng 
eintritt.  Aber  schon  das  Symmetriezentrum  fiel  TOn  selbst  einiger« 
maßen  aus  dem  Rahmen  der  Inversionsdrehungen.  Letztere  bl^ben 
für  uns  in  ihrer  Reinheit  allein  ui  der  Spiegelachse  bestehen. 

Die  neuen  in  diesem  Paragraphen  eingeführten  Synimetrieelemente 
sollen  nun  auch  ihre  Symbole  zur  Einführung  in  die  für  die  Kristall- 
typen charakteristischen  „Symmetrieformeln"  erhalten.  Wir  wollen 
der  Symmetrieebeue  das  Symbol  i?p  geben,  wobei  der  Index  p  die 
Lage  ihrer  Normalen  andeutet.  Die  Spiegelachse  soll  durch  be- 
zeichnet werden,  wo  der  Index  r  sich  auf  ihre  Richtung  bezieht,  p  und 
r  werden  in  den  Symmslriefonneln  möglichst  einer  Koordinatsnaehse 
parallel  zu  wShlen  sein. 

§  86.  HHnftthmng  toh  Symmetrleelieiien  in  die  eiste  Obe^ 

gruppe.  Ebenso^  wie  in  §  33  das  Symmetriezentnun,  wollen  wir  nun 
die  Symmetrieebene  als  neues  Element  den  früher  eingef&hrten  supe]> 
ponieren.  Dabei  bietet  sich  die  Frage,  ob  die  Superposition  einer 
Symmetrieebene  in  derselben  Weise,  wie  die  eines  Zentrums» 
bei  allen  (Jen  früheren  Gruppen  zulässirr  i'^t. 

Damit  letzteres  stattfinde,  darf  die  Hinzufügung  der  Symmetrie- 
ebene jedenfalls  nicht  die  Anzahl  der  Symmetrieachsen  verändern, 
denn  alle  überhaupt  kristallogiaphisch  möglichen  Koml>iii;it innen  von 
solchen  sind  in  den  ersten  1 1  Gruppen,  denen  die  weiteren  1 1  genau 
sntspreehen,  bereits  erschöpfi.  Nun  fögt  aber  die  Annahme  einer 
Synunetrieebene  zu  jeder  Symmetrisaebse  die  ibr  spiegelbüdlicb  ent- 
sprecbende;  hieraus  folgte  daß  nnr  solcbe  Lagen  der  Symmetrieebene 
zulässig  sind,  bei  denen  diese  Spiegelbilder  in  ursprOngliche  Aohaen 
'hineinfallen.  Dies  sind  die  Lagen  parallel  oder  normal  an  den 
vorhandenen  Symmetrieachsen;  außerdem  solche  Lagen,  die 
Winkel  zwischen  gleichzähligen  Achsen  halbieren. 

Ferner  ist  zu  fragen,  oh  durch  Zufügimg  von  Symmetrieebenen 
zu  Symmetrieachsen  Typen  entstehen,  die  von  allen  den  früher  ge- 
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womifliien  22  abir^ioben.  SjmmMm,  die  in  d«r  frSherai  Anf- 
berriti  Tod^omvMn,  haben  j»  für  nne  kein  Intenesa  In  besag 
bieiauf  kommt  ia  Betracht  das  S.  64  bereits  enriUmte  ReenUat,  daß 
eine  reine  Drehung  um  180®  und  eine  Inrereion  zusammen  iquivalent 
sind  der  zweizuhl^eo  InyersionBdrehtmg  nm  dieselbe  Achse  und  damit 
der  Spieg^elung  in  der  zur  Drehachse  normalen  Ebene.  Dies  ergibt 
nämlich  den  Satz,  daß  eine  geradzähligo  Symmetrieachse  (die 
nach  S.  41  stets  zugleich  zwei7ählig  ist),  eine  dazu  normale  Sym- 
metrieebene und  ein  Symmetriezentrum  drei  Elemente  sind, 
von  denen  zwei  das  dritte  notwendig  zur  Folge  haben. 

Man  kaiiu  sich  die?»  leicht  rein  geometrisch  klar  nmchen.  In 
i:  igur  44  stellt  die  Symmetrieebene,  -4'-^  die  zu  ihr  normale  zwei- 
zählige  Symmetrieachse  dar.  Die  Kombination 
dieser  beiden  Elemente  liefert  zu  dem  Pol  zu- 
nichst  Pf  nnd  iodHin  P,,  P«;  die  Oeeamiheii 
dkeer  Tier  Pole  ist  Bentriedi  symmetriBch.  Zu 
dem  gleichen  System  fttbrt  die  Kombination  der 
Sjmiiietrieebflne  nnd  deeZentnims;  sie  eDtspriebi 
also  der  lehee  A^,  Endlieh  lUirt  die  Achse 
und  das  Zentrum  der  Symmetrie  ?on  P^  zu  P, 
tmd  dann  zu  P,,  P^;  dies  Sjstem  hat  die  Sym- 
metrieebene  EE. 

Dies    macht    erkennbar,    daß    durch  eine 
litiihe  von  Symmetrieformeln  der  Zusammensteilung  auf  S.  60  Sym- 
metrieebenen  bereits  implizite  gegeben  sind. 

Znrrh'irU  ergibt  sich  für  unsere  Aufgabe  der  Aufsuchung  neuer 
Symmetneiypeu  die  ßegel,  daß,  wenn  wir  zu  den  Elementen  irgend- 
einer der  früheren  Gruppen  (1')  bis  (IT)  eine  Syuiinetrieebene  fügen, 
dieselbe  nicht  uormai  zu  ciuer  geradzahligen  Achse  sein  darf, 
weil  sonst  ein  Zentrum  entsteht^  das  als  selbsHndigeB  Elemant  bereits 
in  den  Typen  (12  )  bis  (22")  berfleksichtigt  isi 

Gehen  wir  hiemach  die  Typen  der  ersten  Obergruppe  auf  8.  44 
dandi,  so  ist  mit  (!')  eine  Symmetrieebene  (als  einziges  Symmetrie- 
elemmii)  BelbstrerstSndlieh  Tereinbar.  Bei  allen  Gruppen  (2')  bis  (6^ 
ist  eine  Symmetrieebene  parallel  der  (einaigen)  Symmetrieachse  mQg- 
lieh;  bei  (S^)  ist  wegen  der  üngenidBabliglniit  aneh  eine  Ebene  nor- 
mal aar  Aehse  mJÜdg. 

Nach  den  8.  48  und  44  angestellten  Grondsätsen  werden  wir 
in  den  enteren  lUlen  die  Normale  der  Symmetrieebene  passend  stur 
X-Achse  wählen,  also  für  sie  die  Symmetrieformeln  A,^*^E^  bilden; 
fOr  den  letzten  Fall  ergibt  sieh  Ton  selbst  die  Formel  A^^*>E,*  So 
gelangen  wir  zu  einer 
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VII.  Obergruppe,  eine  Symmetrieebene  und  keine  oder 

eiue  Symmetrieachse  entiialtend, 

(23')         (24')  (25')  ^/»)^,-,    (26')  ^;*>£,; 

(27')  Ä,i^E,;   (28')  A,^*>£,. 

Zu  den  Symbolen  (24')  bis  (27')  ist  dabei  zu  bemerken,  daß  nach 
der  Definition  der  /i  ziihiigen  Symmetrieachse  mit  der  Annahme  einer 
durch  die  Achse  gehenden  Symmetrieebene  notwendig  die  Existenz 
weiterer  n  —  1  anftloger  Symmetrieebenen  Torbunden  ist,  die  im 
WinkeUbetand  2ig/n  TOneiiiAttder  abweichen.  Ist  dabei  n  eine  gerade 
Zahl,  so  fallen  die  so  gebildeten  Symmetrieebenen  paarweise  aosammen. 
Demgemäß  sprechen  die  obigen  Symbole  vorerst  den  Grappen  (24') 
eine,  (25')  drei,  (26^)  swei,  (27^)  ^brai  Symmetrieebenen  m. 

Indessen  erleiden  diese  Resultate  noch  Ändenmgen  infolge  der 


Gültigkeit  des  Satz.es,  daß  eine  2wf-zHhHge  Ach^  und  eine 
durch  sie  hindurchprehende  Symmetrieebene  weitere  2m  —  1 
Symmetrieebenen  bedingen,  die  ebenfalls  durch  die  Sym- 
metrieachse gehen  unter  relativen  Winkeln  von  2:tjm. 

In  Figur  45  bezeichnet  Ä^*^  eine  zweizählige  Achse,  und  P, 
zwei  nach  ihr  sich  entsprechende  Pole.  Tiiit  nun  zu  A^-^  noch  die 
Symmetrieebene  EJB,  so  liefert  sie  die  weiteren  Pole  P,  und  P^. 
Die  gleichen  Pole  würden  aber  durch  die  su  EE  normale  Symmetrie* 
ebene  E'E*  bedingt  werden,  womit  der  Sata  fttr  m  1  bewiesen  ist 
Ähnliehe  Schlösse  gelten  ftlr  m  —  2  und  S.  Auf  Grund  dieses  Satses 
gpLöi  on  zn  dem  Symbol  Ä^^^E,  fOr  alle  Werte  n  i-  2,  8, 4»  6  auch  » 
durch  die  iS^Achse  gehende  Symmetrieebenen. 

Fttr  die  Polfigaren  der  einfachsten  mit  den  Symmetrien  der 

VII.  Obergruppe  Tereinbaren  Polyeder  ergibt  sich  leicht,  daß  der 
Typ  (23')  drei  Ausgangspole  erfordert,  um  ein  geschlossenes  Polyeder 
zu  liefern,  a  und  «',  ß  und  ß\  y  und  y'  in  Figur  46  sind  je  durch 
die  Symmetrieebene      miteinander  TerknSipft. 
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Was  die  Natur  der  Symmetrieachsen  Ä^"^  in  dieser  Übergruppe 
angeht,  so  and  dieselben  nach  Figur  47  bia  60  in  den  Typen  {2^") 
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bis  (27*)  offenbar  polar;  bei  dem  Typ  (28')  ist  sie  nach  Figur  51 
fliiiMitig;  gleiches  gilt  im  Typ  (23')  Ton  der  Z-Achse,  während  alle 
m  der  XF- Ebene  liegenden  Biohtongen  sieh  polaren  Aehsen  aioalog 
▼artiaKrai. 


§  57.  Binifihnmg  Ton  Qjmmetrleebenen  in  die  sweite  Obor- 

Die  zweite  Obergruppe  war  an^peseiclmet  durch  Ketten  von 
2r  sweiiihligen  Adisen  in  der  XF- Ebene  und  eine  in  der  Z^Aehse 
liegende  r*iih]ige  Achse.  Zum  Zwecke  der  Einführung  einer  Sym- 
inetrieebene  müssen  wir  die  einzelnen  Gruppen  nacheinander  mustern, 
wobei  wieder  ni  benntMii  ist>  daß,  om  das  Entstehen  neuer  Symmetrie' 
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mIimii  auBiucUiefien,  Symmefeiieelieii^  paitüld  oder  Mokieeht  wo. 
SymmefarieidiBeD  U«geii  (nur  die  Lage  normal  in  eiiMr  gerftdsBhligeiL 
Afilue  ift  Mugesehloaien)  oder  aber  dea  Winkel  swieehen  iwei  fßekhr 
iShligen  lialbieren  mlifleeii. 

Dabei  kommt  außer  den  bereite  (Iber  SymmetrieebeneD  abgeLeiteteu 
8atzeD  noch  eU  weiterer  in  Betracht,  der  speoell  I9r  den  Fall  dee 
Auflretens  von  gewissen  Ketten  zweizahliger  Achsen  gilt.  Zählt 
die  (naeh  S.  49  stets  ebene)  Kette  3r  Achsen  nnd  eteht  demgemäß 
noniinl  zn  ihr  eine  r-sShlige  anegeseiohnete  Achse,  so  lautet  für 
r  —  25  der  Satz: 

Halbiert  eine  durch  die  geradzählige  Achse  A^*"^  gehende 
Sjmmetrieebene  den  Winkel  zwischen  swei  benachbarten 
zweizahligen  Achsen,  so  verwandelt  sie  die  r-zahlige  Sym- 
metrieachse in  eine  2r-zähiige  InTersionsdrehacbee» 

Den  Beweis  enthält  Figur  52.  Hier  stellen  AJ^,  A^^,  . . . 
Glieder  der  Kette  sweizähliger  Symmetrieachsen  dar;  von  ihnen  find 

^(*),  AJ'\  . . .  einerseits,  A^^*\  A^^y , . .  andeier- 
seits  untereinander  gleichartig.  A^''^  ist  die 
zu  ihrer  Ebene  normale  r  =^  2.^- zahlige  Achse. 
Einem  Pol  I\  korrespoudieren  nach  dieser  Sym- 
raetrie  die  Pole  P|,  I\,  P^,  ...  Die  hinzu- 
tretende Symmetrieebeue  J?j  (der  natllrlich 
weitere  J5^j,  i?,,  .  .  .  entsj)rechen)  fügt  ihnen 
die  Pole  P/,  Pj',  .  . .  hinzu.  Ks  liegen  nun- 
mehr auf  der  obern  Halbkugel  r  —  25  äqui- 
dielante  Polpaaxe,  in  deren  Lücken  analoge 
29  Polpaare  der  vntern  Halbkugel  foUen.  Für  diee  Polsyatem  iet 
eine  Dreliung  um  27t /As  nnd  darangesohloaeene  InTersion  eine  Deok- 
bewegnng.  Daa  reeoltierende  Syatem  ist  eomit  dnroh  eine  in 
fiülende  InTOreionedreliaehae  «T*'*)  und  eine  Symmetrieebene  (der  eich 
r  —  1  weitere  tob  selbst  anordnen)  ehaiakterisieri^  was  an  beireiaen  war. 

Die  Bedeutung  des  nenen  Sataes  (der  enichtlieh  anch  dne  üm* 
kehrung  gestattet)  liegt  einmal  darin,  daß  er  gewisse  an  sich  mög- 
liche Kombinationen  als  kristallographisch  onmöglioh  ansschließt. 
Denn  wenn  nach  S.  64  acht-  und  zwölfzählige  Inrersionsdrehaclisen. 
nicht  zulässig  sind,  so  gilt  gleiches  von  Kombinationen,  die  auf  der- 
gleichen führen.  Es  sind  also  Sym  motrie  ebenen,  welche  die 
Winkel  /\vis(;hcn  z \Vi>iziihligen  Achsen  einer  Kette  von  vier 
oder  sechs  Gliedern  halbieren,  ausgeschlossen. 

In  be/.ug  auf  die  übrigbleibenden  Möglichkeiten  r  ^  2  und  =  3 
ist  daran  zu  erinnern,  was  über  die  ^ durch  Zufügung  der  Symmetrie- 
ebene entstehenden)  vier-  und  sechszähligen  Inversionsdrehachson  in 


Digitized  by  Google 


S7.  Einftluiiiig  TOB  SymmetriaebeiM  in  die  nreite  Obergruppo.  71 


§  35  aufgeführt  ist.  Die  letztere  Achse  war  der  Kombination  einer 
paraUelen  dreinhligen  SjmmAtrieMlue  und  diMr  so  ihr  nozmalen 
S jmmetriMlMiie  iqmYakni.  Der  fikts  bmunt  hier  «ibo  dttranf  faiiiMii, 
da6  iBr  r«»8  die  neu  eingefllhrto  Symmetrieebene^  welche  die  Winkel 
swisehen  swei  sweinUigBii  Aehieii  helbieri^  eine  weitare  Symmeirie- 
eibene  lUMmiel  zu  der  dreisfthligen  Achse  snr  Folge  hei 

Die  Tierzahlige  IiiTersionsdrehachse  hatten  wir  als  ein  nenes  un- 
abhängiges SymmetrieeleiDent  (Spiegelaehfle)  eingeführt  und  werden 
deaeelbe  weiter  unten  systenmtisch  yerwerteiL  Es  erweist  sich  als 
Yorteilhaft,  den  Fall  r  =  2,  der  bei  Einführung  der  (den  Winkel 
zwischen  zwei  Synimetriea<'h?rn  halbierenden)  Sjmraetrieebene  auf 
eine  Spiegelacbse  führt,  auf  jenen  eptitoren  Abschnitt  zu  verschieben, 
da  die  Spieeelru  lise  der  einfachere  Ausdruck  der  TorliegMidan  Sym- 
metrie i.st.  als  die  Kette  zweizähliger  Achsen. 

Wir  uutcrwerfen  nunmehr  die  einzelnen  Typen  der  11  Ober- 
grappe der  gesonderten  Betrachtung. 

Die  Gruppe  (G')  besitzt  drei  sneinander  normale  zweiseitige  nnd 
swdxählige  SynunetrieedMwi.  Von  den  naeh  S.  66  im  allgemeinen 
mögliolien  Legen  der  Symmetrieebene  iUiieD  diejenigen  paraUel  einer 
Sboie  iweier  Aelisen  naoh  8.  67  sn  einem  Zentrum,  sind  also  au- 
nuchliefien.  Diejenige  doreh  eine  (s.  R  die  Z-)  Aehae  und  dnidi 
die  Halbierungdinie  des  Winkels  zwischen  den  beiden  anderen 
(die  X  und  Y)  ergibt  nach  dem  letzten  Satz  eine  vierzählige  In- 
yersionsdrehachse  oder  Spiegelachse  in  der  Z-Achse.  Nach  dem 
soeben  Bemerkten  soll  der  so  entirtehende  Typne  weiter  unten  be- 
sprochen werden. 

Die  (iruppe  (7')  hat  in  der  iY-Ebene  drei  um  120*^  äquidi- 
ftante  Achsen  von  dw  Zähiigkeit  zwei,  wahrend  die  ^-Aohse  drei- 
zählig  ist. 

Die  Symmetrieebene  kann  parallel  der  Z-  und  einer  der  Neben- 
achsen liegen  odüi  auch  in  die  X  F-Ebene  fallen.  Beide  Lagen  sind 
gleichwertig,  da  nach  S.  G8  die  eine  Ebene  aus  der  andern  folgt. 
Wegen  der  Dreu&hligkeit  der  Z- Achse  folgen  aus  einer  Symmetrie- 
elMM  dmeh  X  nnd  Z  noeh  iwei  gegen  sie  nm  ±  130*  geneigte.  Wir 
eiftalften  liier  aonaoh  eine  neue  Gfaroppe  ÄJ^^ÄJ^^E  oder  ji;""  J^^ /r,. 

Die  Gnippe  (8^  reep.  (9)  hat  in  der  Xr-Bbene  2x2  resp. 
9x8  iqnidistBnte  sweiiilüige  Aehaen;  die  Z- Achse  ist  yierriUüig 
teap.  eedhaiflhlig;  in  dieaen  heiden  FUlen  ist  keine  der  drei  im  all- 
gemeinen mdgUelMn  Lagen  inliaaig  —  ea  entatdit  kein  neuer  Sym- 
melnetyp^ 

Hiemach  ist  das  Resultat  der  Untersuchung  der  «weiten  Ober- 
gruppe sehr  einfach;  bei  Ausschluß  des  durch  eine  SpiegeLaohse  oh*- 
rakteriaierten  Typs  lieCiurt  sie  eine  neue 
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VUL  Obergruppe  mit  einer  S yinmetrieebene  und  einer  Kette 

zwcizaliiiger  Achöen, 

welche  nur  den  einzigen  Typ  enthält: 
(29')  ^«^WJS,  oder 

Die  edimiatitwihe  Polfignr  für  diesen  Typ  ist  in  Figur  &3  dar^ 
gestellt;  ein  unablifingiger  Pol  genügt  hier.    Die  Symmefarieaofaee 

ist  EweiBeitigy  die  A^^  sind 

polar. 

§  38.  BinlUlirung  von  Sym- 
metrieebenen in  die  Obergruppen 
HI  bis  VI.  W  ir  kornnien  jetzt  zur 
Iii.  Oberf^rnppe;  dieselbe  kaim  mit 
Hilfe  derselben  Sätze  erledigt  wer- 
den, die  för  die  II.  aufjgestellt  waren. 
Gruppe  (10')  weiafe  dtei  zwei« 
dhlige  Aehsen  naeh  den  EoordinalenaohaeD  auf,  die  infolge  der  An> 
woMoheit  einer  dreiBShligen  Achse  in  der  MitteUime  des  Oktanien 
einander  gleidhwertig  sind.  Die  Behandlang  geht  der  von  (6')  duroih- 
ans  paialieL  Sine  Symmetrieehene  parallel  einer  Achsenebene  ist 
ausgeschlossen;  eine  solche,  welche  eine  Achse  enthält  und  den  Winkel 
der  beiden  andern  halbiert,  macht  die  eistere  Achse  zur  Spieg:elachse, 
Die  Gleichwertigkeit  aller  drei  Achsen  führt  somit  auf  die  Symmetrie 
^^<^5^r^  .9  ;  wir  Tersehieben  aber  diesen  Typ  gemäß  dem  S.  71 
Gesagten  auf  später. 

Gruppe  (ll'  i  ontlvalt  vierzahlige  Achsuu  pa,rallel  don  Koordinaten- 
achsen, zweizählige  paiallel  den  üalbienmgsllnien  ilirer  Wjiikel,  droi- 
zähligp  in  den  Mittellinien  der  Oktanten.  Man  sieht  leicht,  daß  jede 
nacli  S.  66  allgemein  mögliche  Lage  einer  Symmetrieebene  auf  ein 
Zentrum  der  Symmetrie  führt,  das  hier  aasgeschlossen  bleiben  äoll, 
und  die  daher  liier  nicht  anllssig  ist 

Yersohiebsn  wir  also  den  Fall,  wo  Spiegelachsen  auftreten,  auf 
den  nächsten  Paragraphen,  so  liefert  uns  die  HL  Obergrappe  keinerlei 
Ausbeute. 

Die  Obergrappen  IV  Ina  TI  sind  mit  einem  Wort  zu  erledigen. 

Da  sie  sämtlich  ein  Zentrum  der  Symmetrie  haben,  so  würde  die  Zu- 
fBgung  einer  Symmetriecbeoe  normal  zu  einer  beliebigen  Richtung  2f 
wegen  S.  67  diese  Richtung  zu  einer  zweizähligen  Achse  machen. 
Fällt  iV  in  die  Richtung  einer  geradzahligen  Achse,  so  entsteht  da- 
durch nichts  Neues,  dort  hat  eine  Bymmetrieebcne  bereits  gelet^jen. 
Fällt  iV  in  eine  abweiciieude  Kiclitung,  so  entsteht  eine  neue  zwei- 
zäblige  Achse;  da  aber  alle  zulässigen  Arten  ron  Symmetrieachsen 
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und  iliieu  Kombinationea  bereits  berücksichtigt  sind,  so  ist  ein  solcher 
FaU  unzulässig.  0ie  Obergruppen  lY  bis  VI  geben  sonach  dorch 
Kambinaiioii  mü  einer  Symmetrieebene  keinterlei  neue  Ornppen. 

§  89,  ITtmTliitfinn  mehrerer  unnhhUngiger  Symmetrieebeiien. 
Wir  bnbfln  siun  SeUnß  dieeer  Belreehtnng  aodh  die  Hdgliohkeit  dee 

gleiehzeitigeii  Aaftretens  mehrerer  Symmetrieebenen  sa  erörtern. 

Hienm  berücksichtigen  wir,  daß  eine  Symmetrieebciie  ein  Spiegel- 
bild des  Polyeders  lieferte  Zwei  gleichzeitige  Syiiunetrieebenen  J?^ 
und       im  Winkel  %  ^1*^00  demgemäß  wie  ein  Winkelspiegel  ron 

der  Öffnniig  x-  rincm  Pol  P  fügt  T!^  das  Gegenbild  P';  die  An- 
wesenlieit  von  E  bnwii  kt  einen  Ring  weiterer  Paare  P^,  P^',  P.,,  P^'.. ., 
die  um  2//;^  von  h m  ersten  abstehen,  sie  wirkt  also  ebenso  wie  eine 
Drehungsachse  mit  dem  Winkel  ^  =  2i'    Wie  früher  gezieigt,  muß 

^  n  eine  g^nze  Zahl  sein,  es  können  also  S^  mmetrieebenen  nur 
in  Winkeln  %  ~  Tcjn  verbunden  auftroten;  ihre  Schnittlinie  ist  eine 
n-zahlige  Symmetrieachse,  und  das  Auftreten  von  zwei  Ebenen  im 
Winkel  «/n  bat  das  Anftraten  weiterar  im  Winkel  2;r/;i,  3»/m,  .  .  . 

\)ic/n  gegen  die  erste  cor  Folge. 

Hieraus  ergibt  ndL,  daß  das  gleichseitige  Auftreten 
mehrerer  Symmetrieebenen  fflr  die  Aufsnehung  neuer  Sym- 
metriegruppen  nicht  in  Frage  kommt.  Mehrere  Symmetrieebenen 
haben  jederzeit  in  ihrer  Schnittlinie  eine  Symmetrieachse,  und  die 
möglichen  Kombinationen  einer  Ebene  und  einer  Achse  find  oben 
beri^ta  aSmÜich  erledig! 

§  40.  Kristftlltypen  mit  einer  oder  mehreren  Spiegelachsen. 
Ejj  bleil)t  jetzt  nur  u  -di  dir»  Rehaiidluiig  der  vifrzähligen  Inversioni«^ 
drehachsen  oder  Spiegelachsen  übrig.  Die  zu  erledigenden  Fragen 
sind,  —  da  das  vereinzelte  Auftreten  ohne  jedes  weitere  begleitende 
£lemeTit  und  .-^omit  die  Existenz  eines  Kristalltvps 
von  der  Formel  von  voruiierein  zuzugeben  isii  — ^ 
welche  Koexistenzen  mit  gleichen  oder  an* 
deren  Sjmmetrieelementen  möglich  sind. 

Wir  begiunen  mit  der  üntersuchting,  unter 
welehen  Umatladea  mehrere  Spiegelachaen  koezi- 
itieieii  kdnooi.  Daan  nehmen  wir  an^  ea  seien 
von  ihiMn  die  swei  in  dem  Abefcand  (o  die  ein- 
ander naehsten  des  ganzen  Systemes  (Fig.  54). 
Xüch  der  Eig^ischaft  der  ^iegelachsen,  daa  Po- 
lyeder durch  eine  Drehung  um  90®  und  eine  daran  geechlosaene  In« 
Tersion  mit  sich  zur  Deckung  zn  bringen,  existieren  dann  in  dem 
Polyeder  noch  zwei  weitere  äpiegelaobseo,  in  die  lesp.  ^  bei  der  be- 
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sfigliehen  Deckbewegung  am  8f,  Sg  bei  der  besfl|^dhen  Bewegnng 
um  8^  fibeigeflihit  wird.  Eine  Drebimg  um  —  90*  um  5^  fiQurt  8^ 
nach  s^,  die  folgende  Inversion  nach  S^';  eine  Drehung  um  -|-  90°  um 
5,  fQhrt  8i  nach  die  folgende  Inversion  nach  S^.  Somit  siad  8g' 
und  8^'  resp.  mit  5^  und  iS,  gleichartige  Spief^lachsen.^) 

Hier  ist  aber  ersichtlich  der  Winkel  zwischen  und  S,'  not- 
wendig kleiner  als  a,  was  im  Widersprucli  steht  zu  der  Annahme, 
daß  keine  zwei  Spiegelachsen  einander  näher  sein  soUtcHj  als  und 

Der  Widerspruch  kann  auf  zwei  Weisen  verschwinden.  Entweder 
kttim  CO  =•  7t  sein:  dann  fällt  6','  in  »S, ,  *SV  in       oder  es  kann  o  = 
sein,  daun  fällt  ;S|'  mit  S^'  zusammen  in  die  auf  iS'^  und  <S|  normale 
Biehtung  N. 

Das  erstore  gibt  dar  eine  Spiegelachse,  deren  beide  HSIfken  8^ 
und  5,  danteUen.  Das  letxtere  gibt  drei  zueinander  normale  Aeheen, 


ng.  tt.  ng.  M. 


die  nun,  da  iS/sS^'  eine  einzige  Achae  8^  liefert,  die  Beziehung 
5}  <^  iS,  5,  befolgen.  Man  gelangt  so  zu  der  oben  (S.  72)  ans  dem 
Tjp  (10')  abgeleiteten  Symmetrie  zurflek.  Da  die  drei  Achsen  normal 
zneinander  stehen,  so  wählt  man  sie  paaaend  zu  Koordinatenacheen. 
Wir  gelangen  hiemach  zu  einer 

IX.  Obergruppe  mit  einer  oder  mehreren  Spiegelacheen, 

(30')  S\;    ßV)  S^^S^. 

Bei  dem  Typ  (30')  bedarf  es  zwovr  iiii;L}ih;in;^itj;e!  Pole,  uni  ein 
Polyeder  zu  erhalten,  das  nur  die  eine  verlangte  .Synimetrie  besitzt. 
Das  System,  das  aus  einem  Pol  infolge  der  durch  geforderten 
Deckbeweguug  entsteht,  be^iUt,  wie  man  leicht  erkennt,  unzuiasaige 
Symmetrieebeuen,  die  durch  die  S^- Achse  und  ein  Polpaar  gehen. 
Figur  55  gibt  die  einfachste,  dem  Typ  entsprechende  KombiMtion. 

Für  den  Typ  (31')  reicht  ein  unabhingiger  Pol  aus,  wie  Figur  56 
erkennen  laBt;  die  dreizlbligen  Achaen,  die  in  die  Mittellinien  der 
Oktanten  falleo,  aind  nach  S.  72  durch  die  Synunetrieformel  dea  Typ 

1)  lu  Fig.  bi  aiiiil  die  Uügeii  »iS^^  Sti>tt  um  ihre  beiUcu  Eudpuuktti  tucht- 
bar  n  maohen,  abnektiieh  eliraa  kttvser  gasaichnvt,  aia  richtig. 
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gefordert.  Diese  Achsen  sind  ersichtlich  polar:  der  Typ  (31')  beiuUi 
also  analog,  wie  (10'),  die  vier  polaren  drüizähligen  Achsen. 

§  41.  KoeziBteius  von  Spiegelaoluieii  mit  andern  Syxnmetrie- 

elementen.  Für  die  Frage  der  Koexistenz  von  Spiegelachsen  mit 
anflern  Symmotrit  olofnenteu  ist  wieder  zu  berücksichtigen,  daß  das 
Hmzutreteu  der  ]etzr(  ren  weder  andere  Fälle  mehrprer  Spip<»elur]isrn. 
ergeben  d&i"f,  als  die  vorstehenden  fwol  fi  die  beiden  liaitteu  ( mt^r 
Achse  selbständig  gerechnet  werden  können),  noch  auch  den  Charak- 
ter der  Spicgelachse  aufheben  darf. 

Aus  dem  letzteren  Grunde  ist  die  Kombination  üiuer  Spiegel- 
adue  mifc  einem  Zentrnm  tou  TDinherein  augeachlossen;  denn 
Wixtftns  Tenrandeli  die  Spiegelachse  in  eine  TienSlilige  Symmetrie- 
«ehee,  wae  Figur  4S  va£  S.  66  ohne  weitem  ergibt. 

Auch  die  Kombination  mit  einer  Symmetrieebene  ist  ans- 
geeehloesen,  frUs  letetere  normal  zur  Spiegelachse  steht  oder  schief 
gegen  me  liegt;  im  ersten  Falle  liefert  sie  nach  Figur  4S  ein  Zentmm, 
im  zweiten  eine  aweite  unzulässige  Spiegelachse.  Dagegen  ist  der 
Fall  eineir  I^age  parallel  der  Spiegelachse  möglich;  dieaer  Fall  ist 
71  besprochen  und  als  äquivalent  mit  dem  Auftreten  zweier  zwei- 
zähÜger  Symmetrieachsen  normal  zu  S  erwiesen. 

Was  endlich  die  Koexistenz  mit  einer  Symmpfrirarhse  jm^^eht, 

int 


Dpif'LTi'lachsü 


80  ist  der  Parallelismiis  beider  ausgeschlossen.  Die 
HU  und  für  sich  zugleich  eine  zweizähüge  Symmetrieachse,  aber  die 
Koinzidenz  mit  einer  3-,  4-,  6-zäh- 
hgen  Achse  würde  ihren  Charakter 
znstdren.  Andere  Lagen  geben  zu 
einer  Spiegelachse  jederzeit  meb- 
rare  de^gleichell,  nnd  da  sind  ge- 
mlB  den  Gnippen  (SC)  nnd  (31') 
nur  zwei  FftDe  mSgUch.  Oer  eine 
Fall  einer  drcizähligen  Achse  ist  in 
(31')  bereits  berdckaidiitigt^  der  an- 
dere einer  zu  S  normalen  zwei 
zahligen  Achse  ist  uns  bereits  S.  71  und  eben  jetzt  nochmals  begegnet^ 
«her  noch  nicht  registriert.  Da  aus  S  und  einer  dazu  normalen  zweizäh- 
lif/en  Achse  eine  zweite  normale  folgt,  so  genügt  die  Angabo  nur  einer 
von  ihnen.  Wir  haben  sonach  als  Schlußglied  der  ganzen  Entwicklung 

IL  Obergrnppe  mit  Spiegel-  und  Symmetrieachsen, 

(32')  S,,  ^  W. 

Bei  diesem  letzten  Typ  geaQgt  ein  unabhingiger  Pol  zur  Her- 
steDung  des  Polyeders  von  der  verlangten  Symmetrie:  die  ihm  en^ 
ipnchende  Polfigor  ist  in  Figur  57  dargestellt.    Die  erkennbaren 
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S ymmetrieebeuen ,  welche  die  Winkel  zwischen  den  X.Z-  und 
YZ-Waemm  halbtereii,  sind  naeh  8.  71  durch  die  Symmelrie- 
foimel  des  Typ  gefordert.  Die  SymmetneachBeiL  AJ^  und  Aj^*^ 
sind  Bwei8eii%. 

§42.  Abschließende  Bemerkungen.  Mit  Torstehendem  ist  die 
Ableitung  der  mit  den  Gnmdannahmen  ▼ereinbaren  Symmetriel^pen 

2U  Ende  geftthri 

Diese  Gnindnnnahmen  gintr*'?i  nach  zwei  Richtungen.  Cinmal 
wurden  abs  Dehnitiou  der  Symmetrieeij^enschaften  die  Deckbewogiincren 
eintrefülirt,  welche  sich  entweder  als  reine  Drehungen  oder  als  In- 
versionsdrehungeii  darstellten  Sodann  wurden  die  Winkel  dieser 
Drehungen,  resp.  die  Zuhhgkeiten  der  bzw.  Achsen  beschrankt, 
—  'Zunächst  ohne  Begründung,  einfach  nach  Anleitung  der  Erfaliruug; 
es  wurden  ein&che  allgemeine  Frinsipien  signalisiert^  irdche  jene 
zonSchst  znsanimenliangsloaen  BeschiHnkungen  ergeben  nnd  dadurch 
▼erknQpfen.  Diese  allgemeinen  Frinsipien  sollen  im  folgenden  Ab> 
sehnitt  besprochen  werden.  Hier  mdgen  nur  der  volleodeten  Ab- 
leitung der  möglichen  Symmetrietypen  noch  einige  allgemeine  Be- 
merkungen angefügt  werden. 

Einmal  mag  der  Zwang  und  die  Strenge  betont  werden,  mit  der 
sich  bei  der  Kombination  der  Synimetrieelemente  alle  Möglichkeiten  er- 
schöpfen lassen.  Wir  begannen  mit  den  reinen  Drehungen,  die  auf* 
den  Begriff  di^r  Symmetrieachsen  führten;  zwisdicn  den  verschieden- 
zähligen  Aclisen  ergab  sich  dabei  eine  bemerkenswerte  Analogie. 
Bei  den  Anwendungen  zur  Ableitung  von  Sjinmetrietypen  sind  zuerst 
einzelne  Symmetrieachsen  behandelt,  dann  ist  untersucht  worden, 
welche  Kombinationen  von  mehreren  geometrisch  möglich  sind. 
Dieser  erste  Teil  der  Entwicklung  lieferte  elf  TOTsehledene  ßym- 
metrietypen. 

Die  InTersionsdrehungen  stellten  sich  (im  Gegensatz-  zu  den 
reinen  Drehungen)  geometrisch  in  drei  wesentlich  verschiedenen 
Form  i  n  rl'ir:  wir  bezeichneten  die  ihnen  Mitsprechenden  Symmetrie- 
Zemente  als  Symmetriezentrum,  Symmetrieebene  nnd  Spiegel-* 

achse.  Diese  Elemente  sind  darauf  je  einzeln  behandelt  und  dann 
mit  den  früheren  resp.  unter  sich  kombiniert  wnrden. 

Die  Kombination  des  Zentrums  mit  den  Elementen  der  früheren 
elf  iypen  lieferte  allein  elf,  die  Einführnng  der  Symmetrieebeue  sieben 
neue  Typen,  so  daß  hiermit  die  Anzahl  von  22  resp.  29  erreicht  war. 
Eine  Kombination  mehrerer  Symmetrieebenen  führte  zu  keinen  neuen 
Typen.  Die  Spiegehichse  konnte  nur  entweder  allein,  zu  dreien  oder 
mit  einer  zweizShligen  Symmetrieachse  kombiniert  auftreten;  sie  fflgte 
den  vorigen  die  drei  letäten  Typen  zu. 
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Bei  d«r  Ablflitnng  der  Tjpen  ist  dia  Reihenfolge  der  ISiifllhmiig 
der  TendiiedeiieD  Symmetrieelemenie .  luttOrUcli  wlUküriieh;  die  oben 
bennisie  empfiehlt  nl<di  aber  dareh  eine  gewisse  innere  Logik. 

Das  Beeoltaity  m  welehem  die  Entwiskhuig  fOhr^  ist  gewiß 
Ubarmis  merkwürdige  einerseits  durch  die  streng  begrenzte  Zahl  der 
möglichen  l^pen,  die  gegenüber  der  Anzahl  der  möglichen  Sym- 
metrieelemente  (swet«^  drei-,  vier-,  sechszählige  Symmetrieachsen, 
Symmetriezentnim,  Symmetrieebene,  Spiegelachse)  nnd  der  Anzahl 
der  rein  äußerlich  aus  ihnen  zii  bildenden  Kombinationen  als  klein 
bezeichnet  werden  muß.  Sodann  aber  aix^h  durch  die  überaus«  ltoBo 
Mannigfaltigkeit  der  gefonHe^ffn  Typen,  dif"  f-rdrückend  genannt 
werden  müßte,  wenn  nicht  ^'b*  !!  <iie  iu  der  Ableitung  hervortreten- 
den verknüpfenden  und  untersciieidenden  Gesichtspunkte  bereits  eine 
erste  OrJuun^j:  und  Gesetzmäßigkeit  SLlüiliLen.  Es  mag  bemerkt 
werden,  daü  ilir  fast  sämtliche  oben  zusammengestellte  Typen  Ke- 
piasentanten  in  der  Natur  beobachtet  sind;  nur  fSr  zwei  oder  drei 
feUt  68  Boeh  flu  YertretonL  Dagegen  haben  si<dk  niemals  EUstaUe 
finden  lassen,  die  sich  nicht  der  obigen  Typra  angehSrig  er* 

wieaen  hfittsn. 

So  zwingend  sich  mm  die  Ableitong  der  S2  l^en  ans  den  ge- 
maehten  Yoranssetsnngen  gestalte!^  so  sind  doch  Anaeichen  Torbanden, 
dsß  die  hierbei  zonS^st  entstanden  (sehn)  Obergnippen  nicht  die 
angemessenste  Art  der  Anordnung  bieten.  Schon  der  Umstand,  dafi 
(gegen  Schluß  hin)  einige  Typen  mit  gleichem  Recht  mehreren 
Obergmppen  zugerechnet  werden  konnten,  ist  geeignet,  Bedenken  m 
amguau  Auch  ist  nicht  zn  leognen,  dafi  das  wiederholte  Znsammen* 
fassen  von  Typen  mit  verschiedenen,  nämlich  zwei-,  drei-,  vier-,  sechs- 
zäh ücipn  Hauptachsen  etwas  Mechanisches  hnt,  da  die  verschieden- 
zähiigen  Huiiptiichsen  doch  nicht  so  rr:m7  gleicliartig  erscheinen.  Ins- 
besondore  le^en  die  singulären  Eigenschaften,  welche  nur  bei  der 
dreizühligon  Ächso  und  bei  dieser  immer  wieder  auftreten,  *^inf  Grup- 
pierung nahe,  welche  die  Typen  mit  gleichzähliger  Hauptuchse 
möglichst  zusammenfaßt.  In  dei  Tat  gelingt  es,  auf  dieser  Grund- 
lage und  bei  passender  Behandlung  der  übrigen  Typen  eine  Gruppierung 
IQ  finden,  welche  auch  für  die  Zwecke  der  lE^staUphysik  weit  ge- 
eigneter ist,  als  die  Torstebende.  Wir  werden  uns  mit  derselben  im 
HX  Abschnitt  dieses  Kapitels  bescbiftigea  und  dabei  auch  durch  eine 
neue  Darstellung  der  ÜstaUpolyeder  den  Zusammenhang  der  Glieder 
in  den  neuen  Obergmppen,  den  sogenannten  Eristallsjrstemen,  dent- 
lidi  herfortreten  lassen. 


I 
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V.  Abschnitt. 

Die  Bescbränkang  der  ZHhli^keitfn  der  Symiuetrie-  und  Inversions- 
achsen  dnrch  das  Pi-iuzip  der  rationalen  Indizes. 

§  43.  Allgemeines  über  die  anzuwendende  Methode.  Es  erübrigt 
mm  noch  der  auf  S.  42  and  43  auL'eVündigte  Nachweis  der  Un- 
vereinbarkeit antlerer  Werte  der  Zähligkeiten  v  der  Symmetrieachsen, 
als  2,  3,  4,  6,  und  derjenigen  m  =  2k  der  Inversionsachflen,  als  2,  4,  6, 
mit  den  Grundgesetzen  der  Kristallographie.  Diese  Grundgesetze 
sind  Regeln,  die  nii  der  BeobaeLtung  der  Torkommendeii  Kriaiali- 
polyeder  deduziert  sind  und,  wie  andere  phjsikalieehe  Geeefxe,  bis 
sur  Auffindang  eines  Widerspruches  als  allgemeing&ltig  betnebtefe 
werden.  Sie  stellen  Zusemmenbange  zwiscben  eilen  bei  einer  kcistal' 
lisierten  Substanz  Torkommenden  Flächen  her,  derart,  daß  dieselbe 
nicht  mehr  als  zufällig  nebeneinander  auftretend,  sondern  als  gegen- 
seitig bedingt  erscheinen,  und  zwar  letzteres  in  einem  solchen  Grad, 
daß  ans  einer  gewissen  kleinen  Anzahl  Ton  an  einem  Polyeder  beliebig 
gewählten  Flächen  alle  übrigen  mit  ihnen  vereinbaren  durch  einfache 
Bechnungsoperuiiuiien  abgeleitet  werden  können. 

Es  ist  klar,  daß  diese  Regeln  auch  mit  den  möglichen  Symmetrien 
in  Beziehung  stehen  müssen,  und  darin  liegt  für  uns  ihre  Bedeutung, 
während  die  an  sich  wichtigen  Fragen  nach  einer  etwaigen  physi- 
kalischen B^prflndnng  jener  R^^ln  im  allgemeinen  und  den  Ur- 
aaehen  des  Auftretens  oder  des  Fehlens  bestimmter  mit  ihnen  Ter- 
einbaieD  Flächen  im  besonderen  gegenwartig  noch  beiseite  gelassen 
werden  m&sseiL 

Wegen  der  bisher  noch  sehr  bescbriüikten  Bedeutung  der  kiistallo- 
graphisohen  Gnmdgesetse  fttr  die  Entwicklung  der  Kristallphysik  soll 
über  diese  selbst  auch  nur  das  für  den  TSrfolgten  speziellen  Zweck 
Nötige  mitgeteilt  werden. 

Es  handelt  sich  um  drei  Regeln ,  das  Gesetz  der  rationalen  In- 
dizes, das  Gesetz  der  Zonen,  das  Gesetz  der  rationalen  Doppel  Verhält- 
nisse genannt,  die  miteinander  wesentlich  gleichwertig,  aber  för  ver- 
schiedene spezielle  Anwendungen  verschieden  geeignet  sind. 

Die  Ableitung  der  mit  einer  dieser  Regeln  vereinbaren  Zählig- 
keiten n  und  m  ist  auf  mehrfache  Weise  durchgef&brt  worden.  La 
jedem  Falle  etfotdert  die  Anwendung  der  Grundgesetze  die  Her- 
anziehung von  ffinf  Fliehen  des  Polyeders;  die  ünteisuehung  hat 
also  nur  fttr  die  Fftlle  n^5  und  m^5  Gültigkeit;  denn  bei  nied- 
rigeren ZShligkeiten  treten  eben  nicht  fünf  in  Zusammenhang  stehende 
Flächen  auf. 

Das  Resultat  der  Entwicklung  ist  die  Forderung  einer  gewissen 
Eigenschaft  der  Drehungswinkel  ift  —  2x/n,  ip  =  2a/m,  die  ihrerseits 
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nicht  T<Hi  den  fiedingongen  «»^5,  «vi  ^5  abhängt  Man  TerfShrt 
daim  soy  daB  man  dieie  Forderung  auch  anf  die  Fälle  n  <  6^  m  <  5 
fibertragt,  für  die  der  Naehweis  an  aidi  keine  Gültigkeit  beritat; 
dnrdi  diese  eiiiigermafien  nnbeftiedigende  VeraUguneinening  gelangt 
man  dann  an  der  TolUtftndigen  J^ledigang  des  Probiemea. 

Will  man  diesen  letzteren  Weg  nicht  gdien,  so  l:nnn  man  ftlr 
die  begrenzte  Zahl  der  Möglichkeiten  n  <  5,  i»  <  5  die  Erfahrung, 
welche  n  =  2,  3,  4  und  m  ^  2.  4  darbietet,  als  entscheidend  betrachten 
und  nur  für  die  unbegrenzte  Zahl  der  Mö^xliehkeiten  n  ^  5,  m  ^  5, 
wo  ein  Stützen  auf  die  Erfahrung  allein  Bed  iikeii  erregen  könnte,  die 
Ableitung  aas  einem  kristallographischen  üruudgetietz  gelten  lassen. 

§  44.  Das  Frinaip  der  rationalen  Indiaea  mit  aioh  selbst  im 
Bnklaiig.  Dae  Grandgesetz,  von  dem  wir  hier  ausgehen  wollen» 
isty  nachdem  Eäüy  1782  wichtige  Vorarbeiten  geliefert  hatte,  von 
Chr.  S.  Weifi  1804  aufgestellt  und  fahrt  den  Namen  des  Prinaipea 
der  rationalen  Indisea. 

Wählt  man  an  einem  ^istallpolyeder  drei  belieb!  ge^  nidit  in  einer 
£bene  liegende  Kanten,  legt  Parallele  dazu  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  0,  so  entsteht  dadurch  ein,  im  allgemeinen  schiefwink- 
liges Achsenkreuz  OA,  OB,  OC.  Eine  Ebene  des  Polyeders,  die 
keiner  der  «Ire!  Achsen  parallel  ist,  in  beliebigem  Abstand  vom 
Punkt  0  paniiiei  ihrer  wirklichen  Lage  konstruiert,  liefere  auf  den 
Achsen  Abschnitte  u,  v,  it?;  eine  zweite  Ebene  m  gleicher  Weise  be- 
bandelt, ergebe  die  Abschnitte  w',  v\  w'. 
Dann  sagt  das  Prinzip  der  rationalen  Indizes 
anSy  die  Quotienten  tt'/w,  v'jvj  w'/w,  die 
Ton  den  willkflrlich  gewftlilten  Lagen  beider 
Flädien  unabhSngig  aind,  stehen  fflr  alle 
Plftchen  deaaelben  Kristallpolyeders 
in  einem  ganzzahligen  Yerhältnis. 

Wir  wollen  zunächst  nachweisen,  daß 
dies  Prinzip  nicht  mit  sich  selbst  im  Wider- 
spruch steht,  d.  h,,  daß  wenn  es  für  ein 
Kanten Hvstem  OÄ,  OB.  ()('  erfüllt  ist,  seine 
Gültigkeit   tür   ein   anderes  System   damit  Wg.  m. 

vereinbar  ist,  resp.  daraus  folgt.') 

In  Figur  58  stellt  OÄ,  OB,  OC  das  primäre  Kante; s-  oder 
Achseittripel  dar;  OA  und  OB  sind  in  der  Ebene  der  Zeicluiuug 
liegend  zu  denken,  OC  nach  rückwärts  aus  derselben  heraustretend. 
ABC  und  A'B'C  sind   die  beiden  Ebenen,  so  gelegt,  daß  ihre 

1)  W,  Fo^  K.  Ac.  T.  Wei,  Amsteidam,  M.  Not.  190T. 
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Sehnittpnnkto  mit  der  OC-Aohae  sntammenfall^iL  Sagt  das  Prin- 
zip im  Mlg*>"**«"<>"  AUS,  dsfi  ' 

f  r  t 

U      V  tc 


«VW 


nnter  #|,  z^,      ganze  2UIilen  Terataiiden,  so  ergibt  sieh  bier,  wegeo 

tc'  jiV  —  1 , 

elso  aaeh 

wobei  r  ein  ganssabliger  Brneh  ist,  und  die  i»,  u%  v*  die  ans  der 
Figur  eniehüicbe  Bedeatong  haben. 

Als  zweites  Kanten-  odw  Aehseniripel  wählen  wir  die  Linien 
BOy  BAy  BC,  als  zweites  Ebenenpaar  OAC  und  Ä'B'C,  so  daß 
jet«t  die  Abschnitte  auf  der  jSC-Achse  für  beide  Ebenen  dieselbe 
Größe  haben.  £s  gilt  demgemikß  jetst  nach  dem  Frinsip  der  ratio- 
Halen  Indises 

falls  i,  i"f  v"  die  aus  der  Figur  eniehÜiche  Bedeutung  haben  und 
p  ein  gannahliger  Broch  ist. 

£s  soll  aadigewiesen  werdeT),  daß  dieser  letztere  Charakter  Ton  ^ 

ans  dem  angenommenen  gleichen  Charakter  von  r  folgt. 

Hienu  beachten  wir  unter  Uücksicht  auf  die  Figur,  daß 

14           _  r                 f  14*              v'             _  t" 

und 

Daraus  eigibt  sich 

^  v'  Bin  t/j'aini^F" 

^  :     —  r  —  Bi^'^^"  I 

t    ^  ff  Sin  1/)  Bin  t/> 

also 

«ia(y-f  y 08^(9  +  fp")  linCy-j-y')  flioCy  +  y")  ^qx 

I)en  Zusiinimenhiuig  zwischen  r  und  p  erkennt  man  am  leichtesten, 
%venn  man  aus  der  ersten  dieser  Formeln  den  Winkel  tp'  (der  zu 
beiden  Aclisenkrenzen  eino  symmetrische  La|^e  hat)  durch  und  q>" 
ausdrückt  und  den  so  erhaltenen  Wert  auf  der  linken  Seite  der 
zweiten  Formel  einfüiirt. 
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ZunBclut  gestaltet  sich  bei  Sinfthrang  Ton  r  sofort  der  ZlUer 
in  der  zweiten  Formel  (9)  um,  mud  man  erhalt 

(nn (9  -|-  9")  elg 9'+  cot (9  +  9")) ainy  "  ^' 

wahrend  die  erste  Formel  (0)  sich  sclireiben  läßt 

(sin  9>  ctg  9 '  -f  cos  97)  sin  (9p     9")  —  r  sin  qp". 
Somit  wird  bei  Elimination  Ton  9' 

r  «B  y"— nn  (9  +  9")  cot  9  +  «oi (9 +  9^^)     9  ^' 

d.h. 

r 

Dies  aeigt:  iat  r  ein  ganiBsahh'ger  Brach,  ao  ergibt  sich  das  Oleiehe 
für     nnd  hiennit  ist  der  angekOndigte  Beweis  erbracht 

§  45.  Gewinnung  der  Polyederflftohen  ans  dem  Priniip  der 

rationalen  Indixos,  Nachdem  hiermit  erwiesen  ist,  daß  das  Prinzip 
der  rationalen  Indizes  nicht  zu  einem  Widerspruche  mit  sich  selbst 
i.n  führen  vermag,  wollen  wir  kurz  darauf  hinweisen,  wie  nach  dem- 
s.  llien  nun  aus  vier  an  einem  Kristallpolyeder  beobachteten  Flächen 
alle  nach  dem  l'rinzip  mit  ihnen  vereinbaren  und  somit  kristallo- 
giaphisch  möglichen  abgeleitet  werden  können«  Diese  Bemerkung  ist 
nur  eine  beiläufige,  da  die  an  den  Eriatallen  möglichen  leap.  wirk- 
lich auftretenden  FlSehensysteme  bei  der  Entwicklung  der  physik»* 
liscfaen  Eigensohalten  der  Kiistallsubstanz  keine  Rolle  spielen.  Sie 
mag  aber,  wie  andere  auf  die  wiiklichen  Eristallformen  beaflgliche 
frfihere  Bemerknngeni  im  Interesse  der  Anschaulichkeit  hier  Plata 
finden. 

Die  Anwendung  der  Regel  geht  einfach  dahin,  daß  man  beliebige 
drei  Kanten  an  einem  Yorliegenden  Kristall,  wie  in  Figur  5*^  geschehen, 
KU  Fundamentalachson  O A,  OH,  OC  wühlt  'ind  ir.  ilnien  eine  be- 
liebige, keiner  din-^er  Kauten  parallele  Fläche  des  l'uiyedera  konstruiert, 
wodarch  <lrei  {undameutaie  Abschnitte  oder  Achseneinheiten  OÄ^u, 
OH  —  V,  OC  ^  u-  entstehen.  Trägt  man  dann  auf  den  Grundachsen 
beliebige  Vielfache  der  bezüglichen  Achseueinheiten  u,  v,  l.  B,  mt*, 
nVfpw  (wo  m,  n,p  ganze  Zahlen  sind)  yon  0  ans  auf  und  legt  durch 
die  drei  Endpunkte  eine  Ebene,  so  steÜt  diese  eine  mögliche  Kristall- 
fläche dar*  NatOrlich  kommt  man  zu  denselben  Hachen,  wenn  man 
ganazahlige  Bruchteile  n/a,  w/e  benutzt.  Dabei  ist,  um  die  den 
Orundkanten  parallelen  Flächen  mit  zu  umÜMsen,  bei  m,n,p  der 
Wert  apy  bei  o,  5,  c  der  Wert  NuU  zuzulassen. 
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Der  letssiere  Weg  ist  d«r  jetsi  gebi&uehliclkeve;  man  bamtict  die 
^dizei^  OthfC  direkt  cur  Chankteirieienmg  einer  bisteUflaclie  durch 
das  Symbol  (a,  b,  c). 

Die  Waiü  der  Örundkanten  OA,  OB,  OC  und  der  Einheiten 
Uf  V,  t€  ist  bei  diesem  Verfahrea  bis  zu  einem  gewiesen  Grade  will- 
kürlich. Man  y<?"\h]t  heidp  passend  so,  daß  die  am  häufigsten  aaf- 
treU'ndeu  Flächen  durch  möglichst  kleine  Indizes  a,  c  charakte- 
risiert sind. 

§  46.  Anwendung  des  PrinEipes  sur  Beschräukung  der  Zählig- 
keiteu  n  und  m.  Wir  gehen  nunmehr  zu  dem  Nachweis  über,  daß 
mit  dem  Prinzip  der  rationalen  Indiaes  Seligkeiten  n  und  m  >  4  nur 
vereinbar  sind  fSr  »  m  6.  Der  naefastehende  Beweis  dflrfte  der 
einfachate  Torbandene  sein.^) 

In  der  Figur  59,  die  wie  frOkere  auf  einer  Kugel  Tom  Radius 
Eint  entworfen  zu  denken  ist^  itelle  A  die  Aehae  dar,  denn  ZaUig- 

keit  SU  nntersuefaen  ist,  P,»  P|,  Pg,  P^, 
P5  seien  die  Pole  von  fünf  durch  die 
Achse  verknüpften  Flächen,  d.  h.,  die 
Winkel  P^ÄP^^i  seien  gleich  ^  resp.  <p. 
Dabei  macht  es  keinen  Unterschied,  ob 
f's  siol!  \im  eine  gewöhnliche  oder  um 
eine  iuversionsdrehachse  handelt;  im  Falle 
der  letzteren  liegen  die  sich  folgenden 
Pole  zwar  abwechselnd  an  entgegen« 
gesetzten  Enden  der  betreffenden  Durch- 
messer, z,  B.  Pj,  P3,  P^  auf  der  oberen, 
iff.»     '  ^  ^or  unteren  Seite  der  Kugel; 

aber  da  es  sieb  bei  Anwendung  dee  IVin- 
sipes  der  rationalen  Indizes  nur  um  die  Bichtnngen  der  SehniÜipvadeD 
der  zugehörigen  Polyederflichen  und  \im  die  Quotienten  der  Absobnitte 
handelt,  welche  die  Flächen  auf  einem  Achsenkreuz  bezeicbnen,  so 
kann  man  die  Flächen  beliebig  parallel  mit  sich  verlegen.  Unsere 
Beweisf&hrung  gilt  also  ebenso  für  Symmetrie-  wie  für  Inversiona* 
acbsen. 

Wir  konstruu  1  rn  nun  die  Schnittgeraden  der  drei  zu  Pj,  P«,  Pg 
gehörigen  Poljedertiächen,  indem  wir  drei  Ebenen  normal  zu  den 
Pülrudien  durch  da«  Kugelzentrum  legen;  wir  neimen  die  Schnitt- 
linien der  zu  P,  und  zu  1\  und  P,,  [zu  I\  und  ge- 
kdrigen  Ebenen  K^,  K^,  und  maritieren  ikre  Spuren  auf  der 
Ettgelfläcbe. 

1)  W,  V«i0,  L  c. 
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Sinti  letztere  iu  der  l^igur  duick  Aj,  /u,        ant^odeutet,  üu  13t 

Die  Kanten  K^y  K^,  nehmen  wir  als  Achsenkreaz,  die 
SQ  P4  und  P5  gehörigen  Ebenen  als  Eristalifläohen  für  die 
Anwendung  des  Priniipei  der  rationalen  Indizes,  nnd  haben 
nnn  nur  die  Abschnitte  u,     w  nnd  u,  v\  w'  zu  berechneaiy  die  die 

zu  P^,  P5  gehörigen  Polyederflächen  auf  ihnen  mnr"kicren; 
geben  wir  da/n  den  P'lächen  Lagen,  in  denen  j-ic  die 
Kugel  vom  iiadius  Eins  berülirt'ii,  so  sind  die  betretfen-  4< 
den  Abschnitte  6^-  für  Ä  =  4,  o,  i=  1,  2,  3,  indirekt, 
ihre  H^^iproken  direkt  proportional  mit  den  betreffen- 
den cos  (P^, 

Znr  Bevechnnng  der  Winkel  (P^,  iQ  sind  je  die  be- 
treffenden Dreieeke  ^-^-S^  in  Belnelit  tu  meiheu  (Fig.  60),     ^  ^ 
m  denen  die  Seiten  J.P^  je  dieselben  Größen  ^  besiiway 
die  Seiten  AK^ Yi       ^  Winkel  P^AKi »     aber  Terseliieden  nnd. 

Für  die  Seiten  erhält  man  sogleich  aus  den  Dreiecken  P^AK^j 
P^AK^j  P^AK^j  in  denen  je  die  Seiten  PgAj,  PjA^,  PjA,— |ä  sind, 

*gyi-*gn--e4^^^»    *8yt-^  (10) 

mid  Ar  die  Winkel      liofort  die  Figur  59  die  Tabelle 

Z«=-«-i<',   Z4»=3r-i^»  ^12) 

Nnn  gOt  ftr  die  Dreieeke  Yon  dem  in  Figur  60  dergeatelUen  Habitue 
die  Benehnng 

cos  (P^,  iQ  »  00«  ^  eos  7/^  -h  ein  ^  ein  ^1  OOS 

—  cos    cos  ^  (1  4-  tg  ^  tg    cos  jr^,),  (12) 

und  hierin  sind  unmittelbar  die  Werte  ^  tg^tg^i  und  jj^^  aus 
(10)  und  (11)  einzusetzen. 

FTiVniach  gelten  fHr  die  Abschnitte,  dip  auf  den  S(jhnittiinion 
i^,  A,,  A'3  durch  die  Flächen  (4)  nnd  (5)  normal  zu  P^  und  P^ 
markiert  werden,  d.  b.  für  die  Größen  d^,  Ö^,  d^,  . . die  Formeln: 

1  coB  2  ib\  1  «,         cos  8  tb\ 

-  cos  y,  COS  ^  (1  -  — ^-oosy,  cos^^l  -      ^  ), 

^-  -  CO.     cos  *  (1  -  ^  j;) ,      ^  -  cos  y.  cos  »  (1  -  ^  ^  J  • 
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Das  Prinzip  der  rationalen  Indiset  ▼«rlangt  somit,  daB 

cos        —  cos  l  Ij'  ^  C08  J:'  —  COS         ^  COB        —  OOS  ^       ^  /l  a\ 

iK)B~|^  —  COB      *  COB  ^  —  008  4 1p  '  00t  f  ^  —  COS  ^  V  *  ^  *  ^  *  ^  ' 

d.  b.  ein  ganzzahliges  Verhältnis  ist.    Dioa  gibt  zunächst  sogleich 

sin  4^  ^   sin  2  w  sin        sin        _  ,^  /|^\ 

Nehmen  wir  Ton  dieser  Doppelproportion  ssuniohst  das  erste  und 
das  letete  Glied,  so  ergibt  dies,  daß 

sin  ^  V.1     ein  2  f 

«in  gaonahliger  Brnoh  sein  moBw  Eine  ein&chie  Umibnniiiig  Us^Bri 
1  +  900«^  ,  1 


Hiernaeh  maB  also  eos^  selbst  rational  sein,  und  dies  gOi 
fOt       2«/»  und  n  >  4  allein  bei  »  —  6,  wo  dann  r  —  2. 

Es  ist  noch  su  nntanraduii,  ob  das  zweite  GEed  dar  Doppel- 
proportion dem  nieht  widetspric^ii  Das  Sinssteen  Ton  ^  —  2«/6 
Uefert  indessen  aus  (U): 

2:  f :  i  ^#it«,:i^; 

demgemäß  das  für  ^  erhaltene  Resultat  auch  mit  der  TollBtäudigen 
Gleichung  (14)  im  Einklang. 

Da  nun  die  Zäbligkeit  n  der  Symmetrieachsen  nach  obigem  der 
Zahligkeit  m  der  Spiegelaohsen  entsprieht,  so  kommen  wir  sn  dam 
8ata:  nnter  den  Z&bligkeiten  n  oder  ifi>4  ist  nnr  der  Fall 
n  oder  m  —  6  mit  dem  Prinaip  der  rationalen  Indises  Ter* 
tr&glieh.  Dehnt  man  nach  dem  in  §  43  aUgemsin  Bemerkten  die 
Fordenmg  eines  rationsilea  Wertes  Ton  oos^  (nnd  cos  9)  auf  die  1W»  n 
nnd  m  ^  4  aus  nnd  bedenkt,  daß  dem  nor  allein  d&e  Werte  9  und 

^     ~ ,  ^-^-^      entspreehen,  sowie  daß  nach  8.  6S  m  notwendig  eine 

gerade  Zahl  sein  muß,  so  gelaugt  man  zu  den  S.  42  und  64  aus- 
gesprochenen Sätzen,  daß  bei  Symmetrieachsen  allein  die  Zählig. 
keiten  2,  3,  4,  6,  bei  Spiegelachsen  allein  die  Zftbligkeiten 
m^2f4j$  kristallo  graphisch  mdglioh  sind. 

VL  Abschniti 
Defluitivi'  C^Toppierang  der  Kristalltypen. 

§  47.  Rekapitulation  der  früheren  Resultate.    Der  vorstehend 

erbrachte  Nachweis,  daß  die  früher  rein  als  Erfahrungstatsache  ein- 
geführte Beschränkong  der  Zähligkeiten  »  und  m  der  Symmetrie-  und 
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Invenioxiadrehachseii  itoli  aus  einem  aUgememen  Prinzip  gewinnoB 
]&ftty  Bchliefit  unsere  Ableitong  der  Qeaamilieit  der  mög^iehen  Sjm- 
nielrietypen  in  einer  gewisaen  HmBicht  bannoniseb  ab.  Wir  wollen 
die  erbalteneii  Reniltate  noch,  einmal  in  der  Form  sneammeDsteUen, 
vie  wir  sie  oben  gewonnen  babcn,  nnd  dann  in  einer  neuen  Weiee 
gmppteoren. 

Die  früheren  Resultate  lauteten  folgendermaßen: 

L  Obeigruppe  mit  keiner  oder  einer  Synimetrieaebae 

(l')05  (2')^«;   (S*)^.«^;  (^')Ä,^H  (ÖO^W. 

n.  Obergruppe  mit  Ketten  zweizähliger  SyiumetrieacbBen 

DX  Obergmppe  mit  einer  Kette  mebisüiliger  Symmetrieaehaen 

(10-)        ^  ä;*>  -  ^,(»);   (1 1')  .4;*),  Ai^, 

IV.  Obergruppe  mit  Symmetriezentrum  und  keiner  oder  einer 

Symmetrieachse 

U2')  C;    (13-)  C;^;»);   (U')  C,A<^>i    (15')  C,  ^        {IQ")  C,A}^, 

V.  Obergmppe  mit  Symmetrieaentrom  und  einer  Kette  awei> 
sabliger  Symmetrieachsen 

(170  O,^»,^»;  (ISOCilW,^  «;  (190  C,.l       »;  (2O0  C,^,(V.<^. 

VI.  Obergruppe  mit  Sjmmetriezentrum  und  emer  Kette  mehr- 
zähliger  Symmetrieachsen 

(21')  C,       ~       -  ^/*);   (22-)  C,  A^^*l 

YIL  Obergruppe  mit  einer  Symmetrieebene  und  keiner  oder 

einer  Symmetrieachse 

(2S0^.;  {2r)Ai'>,E,i  (250 (26V/\jEi;  (270ilW,JE.5 
(280  ^Z*^,  -ß?.. 

Vni.  Obergruppe  mit  einer  Symmetrieebeue  und  einer  Kette 

zweizähliger  Sjmmetncuchsen 

(29')         AJ'\  E,    oder  A^-\  E^. 

IX.  Obergmppe  mit  einer  oder  mehreren  Spiegelaeheen 
(SO-)«.!  (8l)S.~S,. 

X  Obergruppe  mit  Spiegel-  und  Symmetrieachsen 
(32')  S„  AJ". 

Dieae  ZuBammenstellung  ordnet  die  Tenohiedenen  Typen  eo,  wie 
•ie  lieh  nne  bei  der  Ableitung  geboten  haben.  Indessen  hat  sie  doch. 
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wie  schon  früher  bemerkt,  aneh  unleugbare  ÜbeMnde;  mebeeondttre 
&Bt  sie  keineewege  tMm  Tjpen  mit  Terwendten  Symmelrieeileinenien 
sosammen.  Die  eo  eigenartigen  dreidUüigen  Symmetrieaohs«!  treten 
s.  B.  ganz  isoliert  je  in  den  Gruppen  1,  IIv  IV,  V,  VII  «a£  Nidii 
nur  die  Bedürfhime  des  Kiistallographen ,  sondern  ebenso  diejenigen 
des  Eristallphysikers,  der  aus  den  Symmetrien  der  Form  Rückschlüsse 
auf  die  Symmetrien  der  physikalischen  Eigenschaften  der  Kristall- 
subsf-aii7,  ziehen  will,  gehen  aber  ofTfnhar  dahin,  im  Interesse  der 
Übersichtlichkeit  verwandte  Sjrmmetrieu  in  Obergrappen  oderXristall- 
klaasen  zu  Tereinigen. 

§  48.  Gosichtapunkte  für  die  Bildung  von  KriBtallHystemeii. 
Für  eine  solcLe  neuu  Gruppierung  bietet  sich  uuu  ein  wichtiger  Ge- 
sichtspunkt durch  die  Bemerkung,  daß  gewisse  Symmetrietypen 
ans  anderen  dnreh  Beseitigen  einselner  Symmetrieelemente 
entstehen.  Hierin  kommen  snnfiehst  insbesondere  Keihen  tob 
Gruppen  in  Betraeht^  die  je  nnr  eine  drei>  eine  Tier-  oder  eine  seeha- 
sihhge  Symmetrisaehse  besitsen. 

Indem  wir  den  Ssts  Ton  8.  67  heransiehen,  daB  nn  Symmetrie 
lentram,  eine  sweisählige  Sjmmetrieadhse  ond  eine  tn,  disser  normale 
Symmeirieebene  drei  Elemente  darstellen,  von  denen  je  zwei  das  dritte 
bedingen,  können  wir  die  Symbole  C,  -4/"^,  A^^*^  der  Gruppe  (18') 
bis  (20')  beliebig  mit  C,  A}'*\  JE,  yertausehen.  En  lassen  sich  dann 
zunächst  fQnfzehn  Typen  mit  je  einer  drei-,  yier-  oder  sechszähligen 
Symnaetrieachse  in  folgender  symmetrischer  Weise  zusammenfassen, 
wobei  die  Numerierung  und  Benennung  der  gebildeten  Klassen 
später  begründet  werden  wird. 

IV.  Trigonales  oder  rhomboedrisehss  System. 

(18')  0,  A,^'\  ^(*)  oder  0,  AJ^,  E,-, 

(7') 

(25')  ^/») 
(14')  CJIW; 
(8-) 

V.  Tetragonales  oder  (juadratiBches  System. 
(19')  C,  oder  C,A,(%£,', 

(ß^  A^\A^\ 

(160  c, 

(4')     A,^'>.  . 
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TL  Hezagonalas  Syitem. 

(200  Q  oder  C,  Ä^^, 

(9-)  ^/«U^W; 
(27-) 
(16') 

Von  den  Gliedern  dieser  KIümmwi  liabeii  je  die  eraten  die  höehete 
Symmetrie^  nSmlieli  die  grSBIe  TOn  tmabhingigen  Symmetrie- 
elementeD.  Die  drei  folgenden  haben  immer  je  ein  Element  weniger, 
als  das  erste  Glied;  das  letite  Glied  hat  dann  swei  weniger,  doch 

so,  daß  das  abrigbleibende  der  Klasse  charakteristisch  iai 
Das  Fortbleiben  Ton  C  und  -4/"^  oder  von  ^/"^  und  AJ-^  würde  näm- 
lich in  allen  drei  Fallen  das  gleiche  Resultat  AJ*^  oder  C  liefern; 

diese  Typen  entbehren  somit  jedes  filr  eine  der  aufgestellten  Klassen 
charaktf>ri5;t{f;(hpn  Symmetrieeiementes  und  widerstreben  der  £ia- 
Oidnung  in  eine  derselben. 

Mustert  man  die  noch  übrigen  Typen  der  Zusammenstelhmg  auf 
S.  85;  so  kann  man  zunächst  noch  drei  unYoilständige  Klassen  der 
•  vorstehenden  Art  bilden,  nämlich 

III-  Rhombisches  System, 

{II-)  C,A^^,Ai^  oder   0, il.<« 

(24')     Äi^,  E,. 
n.  Monoklines  System. 
(13  )  C?,^^*)  oder 

(2-) 
(23')  E,, 

I.  Triklines  System. 
(12')  C; 

(i')a 

Diese  Klaasen  aeigen  einen  fthnliehen,  wenn  auch  minder  reichen  Ban, 
wie  die  Torigen  drei. 

Von  den  noch  übrigen  Typen  bieten  sieh  in  ereter  Linie  diejenigen, 

welche  (infolge  einer  durch  die  Symmetrieformel  implizite  geforderten 
dreizähligen  Symmetrieachse  in  der  Mittellinie  jedes  Oktanton)  die 
drei  Koordinatenachsen  einander  gleichwertig  erscheinen 
lassen,  zur  Zusammenüusung.  Auf  Grund  der  Überlegung,  daß  nach 
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8.  66  eine  sweuahlige  Symmeirieftehse  em  niedrigwet  Syxnmefaie- 
dement  ist,  als  eine  Sinegelaohfe^  Imin  man  dann  die  folgende,  in 
mancher  Hinsiekt  den  enton  entsprechende  Anordnung  hilden. 

Vn.  ReguBiee  Bjstem. 

(22') 
(11') 
(31 ') 

(10-)  -  ^  », 

Um  den  Parallel ismns  zu  erlc^^nnon,  der  zwischen  den  Gliedern 
dieser  Klasse  und  denen  der  IV.,  V.,  VI.  Klasse  herrscht,  empfiehlt 
es  sich,  auf  die  chaiuktf^ris tischen  Polfignreu  der  Tjpen  {22'),  (11% 
(31'),  (21'),  (10')  zuruck/aigreifen. 

Der  Typ  (22'),  der  ersichtlich  die  höchste  Symmetrie  von  «liesen 
fünfen  aufweist,  besitzt  nach  Figur  39  Symmetrieebenen  Hü\vt)hl  in 
den  Koordinatenebenen,  als  in  denjenigen  Ebenen,  welche  die  Winkel 
zwischen  zwei  KoordiDatenebeuen  halbieren.  Diese  Symmetrieebencn 
fehlen  aimtlioli  bei  dem  Typ  (U'),  wie  dies  Figur  28  erkennen  läßt; 
eie  Tarsohwinden  hier  ebenso  dnräi  Fortfall  des  SymmetrieBentnuns^' 
wie  in  den  Klassen  IV,  V,  TL  Dagegen  sind  wenigstens  die  Symmetrie- 
ebenen  der  zweiten  Art  nach  Figur  56  bei  dem  Typ  (31')  wieder 
Torhanden,  der  dadnroh  und  dnreh  das  Fehlen  des  Zentrums  in  Pte<- 
allele  tritt  m  dem  dritten  Typ  der  Klassen  IV,  V,  VI.  Der  Typ 
(21')  ist,  außer  dem  ersten  der  Reibe,  der  einzige,  der  ein  Zentrum 
aufweist;  er  liiert  durch  FortfaU  dieses  Zentrums  den  Typ  (10 ')l 
Beide  treten  hierdurch  in  Parallele  zu  den  beiden  lotsten  Typen  der 
Kkssen  IV,  V,  VI. 

Der  hierdurch  nachgewiesene  Parallelismus  wird  weiter  natoi 
auch  noch  Ton  einer  neuen  Seite  beleuchtet  werden.  — 

Die  jetst  allein  noch  Obrigen  rier  Typen 

(28')  ^,(»),  E,;    (29')  ^,(»),  oder  ^;»)  ÄJ'\  E^; 

(30')  5,;    ^.i-;  ^,.t» 

lassen  sich  wegen  des  völlig  yerschiedenen  Charakters  der  Hauptachsen 
des  ersten  und  des  zweiten  Paares  nicht  zu  einer  neuen  Klasse  zu- 
sammenschließen; auch  erscheint  ihre  Gruppierung  in  zwei  neue 
Klassen  nicht  rationell,  da  ihr  physikf^lisohes  Verhalten  bei  einer  sehr 
allgemeinen  Gattunp:  physikalischer  j  j >•  iMMiiungeu  —  wie  in  §  53  zu 
zeigen  —  sie  durchaus  an  zwei  der  obt-ii  gebildeten  sieben  Klassen 
auäcliließt,  ja  mit  Gliedern  dieser  Klassen  identisch  werden  läßt 
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Ifaa  llBt  flieh  Ton  dieaam  physikaUBehon  CMchtspunkto  leltaii, 
indem  man  die  Typen  (28')  nnd  (SS')  der  VI,  die  Typen  (30^)  und 
(320  ^  ^*  KiMse  angtiedeii.  Auch  geometriseh  ist  ein  Zaeammen- 
hang  mit  den  besQgliehen  Klassen  erweisbar;  in  der  Tat  kann  man 
durch  ForÜassong  geeigneter  Polgnippen  in  dem  Schema  dee  Type 
(19')  (Fig.  86)  2U  demjenigen  des  Typs  (32')  (Fig.  57)  und  auch  (för 
die  Pole  einer  Art)  des  Typs  (30')  gelangen;  ähnlich  ist  ein  Über- 
gang von  der  Polfigur  des  Tyj^s  ('20')  (Fig.  37)  7.u  denjenigen  der 
Typen  (29')  (Fig.  52)  und  (für  eine  PoUrt)  (2ö')  (JFig.  Öl)  möglich. 
Wir  komtnen  hierauf  unten  zurück. 

Aul"  diese  Weise  sind  sieben  Klassen  gebildet,  weh'.he  alle  32  Sym- 
metrietypen  umfassen;  dieselben  werden  als  die  sieben  Kristall- 
ss  steme  bezeichnet,  und  die  Kristalle  desselben  Typs  als  Angehörige 
einer  einzelnen  Gruppe  des  betreffeuden  Systeme».  Die  Gruppierung, 
wie  raeh  die  Namen  der  einseinen  Syateme  sind  die  in  der  Kristallo- 
graphie gebrftnehlidieiiy  Ini  anf  den  einen  TJntenehied,  dafi  hier  daa 
trigonale  (IV)  nnd  das  heiagonale  (VI)  Syitem  getrenni  sind,  wUirend 
die  Kiiafcallographen  meiai  das  erstere  als  eine  ünteiahteilnng  dee  lete^ 
iem  anffamien,  Die  Begrilndnng  der  Namen  für  die  einaelnen  Systeme 
hat  geringes  Interesse,  da  ein  einheiÜiches  Prinzip  bei  der  Nam^- 
büdnng  nicht  verfolgt  ist.  Der  Name  ^regulftr"  ist  der  Qeometrie  enli- 
nommen.  Die  Beaeiohnungen  „trigonal",  ^^tetragonai'^,  i^ezagonal*'  han- 
gen mit  der  drei-,  vier-,  sechszähUgen  Symmetrieachse  zusammen,  welche 
die  bez.  Systeme  charakterisiert;  die  andern  „quadratisch^"',  ,,ihombisch", 
,,rhomb(>edriH*  h"  mit  den  Formen,  die  in  dem  Ixtr.  System  auftreten; 
„monoklin"  und  „triklin''  endlic  h  knüpfen  an  die  gegen.sieitige  Lage 
der  drei  Hauptachsen  an,  auf  \s  flehe  der  Kristallograph  unter  An- 
"wenduüg.  des  Prinzips  der  rationalen  Indizes  die  Formen  des  b«tre£Fen- 
den  Systeme«  bezieh  l,  uud  von  denen  im  ersten  Falle  zwei  zueinander 
geneigt  und  normal  ziu:  dritten  liegen,  während  im  dritten  Falle  alle 
drei  miteinander  Winkel  einschließen,  die  TOn  90*^  abweichen. 

§  49.  Holoadzie,  HemiedTie»  Tetairtoedrie.  Wir  wollen  die 
neuen  Gruppierungen  jetzt  Yon  einem  anderen  Gesichtspunkt  ans  be- 

traphten  und  fassen  dazu  zunächst  die  Klassen  oder  Systeme  IV  bis 
VI  ins  Auge,  die  nach  der  Darstellung  Yon  S.  86  unter  das  gemein- 
same Schema  fallen: 

«)  C,  a  W,  AJ^   oder   0,  J^W, 

d)  c,  ^C); 

«)      il,(«>,  —  für  »-3,4,6. 
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Gehen  wir  Ton  der  letzten  Ghnppe  c)  der  Klasse  aus,  so  entspreche 
ddnelben  nack  der  Natur  der  n  zähligen  Achse  n  gleichartiga  Flachen. 
In  den  Gruppen  ß),  y)^  6)  tritt  zu  der  n-zahligen  Achse  noch  je  ein 
Symraetrioclement  hinzu,  welches  die  Eij^enschnff  hat,  die  Anzahl  der 
gieiclinrtigen  Flächen  7u  verdoppeln.  In  drr  Tat  fügt  eine  zwei- 
zählige  Öymnietrieachse,  eine  Symmetrieebene  und  auch  ein  Sym- 
metriezeiitrum  zu  jeder  Fläche  eine,  und  nur  eine  gleichartige.  Von 
den  Gruppen  ß),  y),  d)  gelangen  wir  zu  uj  durch  Hinzufügen  je  eines 
zweiten  derartigen  Symmetrieelementes.  Die  Gruppe  cc)  hat  somit 
in  der  Klasse  die  größte  Anzahl  gleichartiger  FUUshen,  y),  ö) 
haben  ja  die  HXUle,  e)  den  Tieften  TeiL  Die  Formen  you  dar  Sym- 
metrie, a)  werden  demgemäß  als  YoUflftchnar  oder  holoedrisch, 
die  von  ß)f  y),  d)  als  Halbflächner  oder  hemie drisch,  die  yon  s) 
.als  Vierteln ächner  oder  tetartoedriaeh  beaeichnei 

Was  das  System  V  (n  =  4)  angeht,  so  hat  von  den  angehängten 
Gruppen  (30')  ebensoviel  gleichartige  Flächen,  wie  (4')  -4,^*^;  sie 
stellt  also  eine  zweite  Art  der  Tetartoedrie  dar.  Gruppe  (32')  S.,  ÄJ^> 
hat  die  doppelte  Anzahl,  sie  gibt  also  eine  vierte  Art  der  Hemiedrie. 
Analüg  gibt  bei  dem  System  VI  f w  6  i  die  angehüngte  Gruppe  (28') 
^f),  J?.  eine  zweite  Tetartoedrie,  Gruppe  (21')  Ä,^%  E,  eine 
vierte  Hemiedrie. 

Ganz  ühnliche  Verhiiltuibse  gelten  bei  den  übrigen  Kriötail- 
sjstemen.  Insbesondere  weist  das  reguläre  System  VII  ebenso,  vrie 
das  Schema  im  Eingang  dieses  Paragraphen,  neben  der  holoedrischen 
drei  hemiednsche  nnd  eine  tetartoedrische  Gruppe  auf.  Die  Systeme 
I,  II,  in  lassen  dagegen  nach  der  Ärmlichkeit  der  Symmetrieelemente 
ihrer  höchstsymefarisdien  holoedrischen  Gruppen  nur  honiedrische^ 
aber  keine  ietartoediischen  Abwandlungen  an. 

§  50.  Speaielle  Betraohtnng  der  trigonalen,  tetragonalen  und 
hexagonalen  Systeme.  Um  diese  Beziehungen  zwischen  den  Gruppen 
d(»ssen>''n  Krist  dhy^tem«'  bncht  übersichflieb  -/u  machen,  wollen  wir 
eine  neue  1 'cLrstclIuugsweiöe  der  bezügliciien  Kristalltyji 'ti  einführen. 
Das  oben  iiniriduutete  Verfahren  der  Zufügung  oder  iliawefffinhme 
von  i  im  hl  n  an  einem  Polyeder  ist  für  die  Vorstellung  häuhg  ziem- 
lich schwierig,  insofern  dadurch  der  ganze  Habitus  des  Kristalles  ge- 
legentlich radikal  geändert  wird;  auch  kommt  da:  Fall  vor,  daß  bei 
Wegnahme  einer  FBchenschar  die  fibrigen  nicht  mehr  zu  einer  Be< 
grensnng  des  Polyeders  ansreichen  nnd,  snr  Erreichung  einer  solchen, 
FlSchen  anderer  Art  hinaugenommen  werden  müssen. 

Wir  geh^  aus  von  der  Bemerkung,  daß  bei  spezieller  Wahl  der 
unabhängigen  Pole  die  PoJfiguren  für  alle  Typen  eines  und  desselben 
Kristallsystemes  identisch  werden  kdnnen.  Kiaflpfen  wir  a.  B.  an  das 
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y.  (fcetragouale)  System  an,  lo  laasen  rioh  ftUe  die  Poüfigareii  ibzer 
Typen  in  Figur  36,  23,  49,  32,  15,  57,  56  auf  die  Form  der  neben- 
etehenden  Figur  61  bringen,  indem  man 
die  Pole  jedea  Okiantoi  in  die  Hal- 

biernngsebenen  der  ±  'KZ-  nnd  ±  YZ- 
Ebene  bringt  Bei  einigen  Gruppen 
fedlen  hierbei  mehrere  Pole  zasammen, 
bei  andern  muß  man  zwei  Arten  unab- 
hängiger Pole  zulassen.  Es  gibt  also 
Formen,  die  (eventuell  mit  nicht  durch- 
las gleichwertii?en  Fläclien)  allen  Tv]>eü  desselben  Sy-t 
sprechen;  in  im, so  im  Falk'  ist  es  das  nach  der  ;i  Z- Achse  geötreckte 
oder  veikiirzte  sugeuanute  quiuli atiscli*-  (Iktaeder. 

Wir  wollen  nun  Kristaiiturmen  betrachten,  die  im  wesent- 
lieben  eine  solche,  für  das  ganze  System  charakteristische  Gestalt 
liaben,  nnd  an  denen  die  fttr  die  einzelnen  Gruppen  ehaiakteriitiaehen 
TTnfcenehiede  nnr  in  kletnereD,  den  Symmetrien  dee  einaelnen  Typa 
eniapreehenden  (Znaeliirftug8-)F]ie]ieD  snr  Geltnng  kommen.  Bei 
dieaer  Dantellnng  aind  die  ZvaanunenhSnge  swiaehen  den  Gliedern 
desselben  Syalema  aeihr  leieht  sn  fiberaebeni  auch  ist  dafür  gesoigt» 
d«6  bei  Fortnahme  von  Syatemen  dieaer  kleinen  Flächen  daa  Polyeder 
geachlossen  bleibtw 

Dies  bequeme  Verfahren  der  Darstellung  ist  auch  dadurch  emp- 
fohlen, daß  in  sehr  vielen  Fallen  die  von  der  Natur  gebotenen  Kristalle 
wirklich  den  hier  vormisigesetzten  Habitus  boaif-zfn,  nämlich  im 
großen  die  dem  ganzen  System  charakteristische  Form 
7^ igen  und  die  Gruppe  nur  an  kleinen  Zusohärfungsfiächen 
erkennen  lassen. 

Wir  knüpfen  unsere  weiteren  Betrachtungen  au  die  Formen  des 
V.  Systems  an  und  schlagen  dabei  den  Weg  ein,  der  oben  bereits  an- 
gedeutet wurde  und  von  der  vollflächigen  Figur  zu 
den  flSehenSmierett  ftthri 

Die  apeaielle  Symmefane  der  An&ngagmppe  (19"), 
^jeren  PolaolMma  in  Figmr  d6  daigestellt  iat,  wird  er- 
kaltaiy  wenn  wir  die  jenem  Sehems  entapreohenden 
Fl&dian  noeh  an  denen  dea  quadratischen  Oktaeders 
hinzufügen.  Das  Resultat  ist  in  flgor  62  in  der  Weise 
daigoatellt,  daß  an  jeder  äquatorialen  Fcke  vier  Drei- 
ecke markiert  sind,  welche  durch  Ii  Auftreten  der 
neuen  Flachen  nach  der  bezHglicheu  Ecke  hin  in 
gleicher  Weise  abgeschrägt  werden.  Diese  schemn- 
tische  Darstellun»;  or!äc!iieü  deshalb  besonders  übersichtlich,  weil 
bei  ihr  die  Qrundibrm  des  quadratischen  Oktaeders  nicht  tangiert 
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wird,  wSlirend  bei  wiiUicher  Wiedergabe  der  Zmchiriaiig  die  Ken- 
ten  s&dui  den  Ecken  TerSodert  erscheinen  würden.  Die  aoiebirfinir 
den  Flächen  sind  so  numeriert,  daß  bei  einer  Drehung  am  die  yer> 
tikale  yierzählige  Symmetrieachee  mit  den  Flächen  aneh  die  Zahlen 

zur  Deckung  kommen. 

Um  Ton  diesem  holoedrischen  Typus  zu  dem  hemiedrischeu  zu  ge- 
langen, sind  je  die  Hälften  der  an  jeder  Ecke  befindlichen  kleinen 

Flüchen  7iim  Verschwinden  zu  bringen.  Kommen  die  Flächen  1.  B 
oder  2,  4  in  Wegfall,  so  verschwinden  dntint  zugleich  alle  Symmetrie- 
ebenen, es  hlpihpn  mir  dio  Elemente  der  (xriippe  (8')  A}*\  AJ^^K  Je 
nachdem  mnn  la-  «mr  oder  das  andere  Flächenpaar  beseitigt,  erhält 
man  zwei  gleichartige,  aber  doch  völlig  verschiedene  Polyeder  (Fig.  G3, 
tt  und  ß),  die  sich  wie  rechte  und  linke  Hand  verhalten,  insofern  sie 
durch  j^e'me  reine  Drehung,  wohl  aber  durch  eine  Spiegelung  zur 
Deckmig  gebracht  werden  können.  Diese  Qegens&tiliclikeii  wird  dueh 


den  Namen  „Enaiitiomorphe  liemiedrie"  zum  Ausdruck  gebrach^ 
der  diesem,  wie  den  verwandten  Typen  beigelegt  wird. 

L&ßt  man  an  allen  Aquatorecken  die  zuschärfenden  Flächcupoare 
1,  2  oder  3,  4  Terschwindeni  so  fallen  ssngleich  die  zweizahligen 
Symmebieaehien  iort,  wfthrend  die  Symmefaieebenen  durch  die  Hanpt- 
achse  bestehen  bleiböi  (Fig.  64).  Die  swei  hierdurch  erhaltenen,  dem 
Schema  Aj^\  E„  enteprechendea  Polyeder  sind  nicht  Toneinander  Tcr- 
schieden;  durch  Drehen  um  die  X-  oder  die  JT-Achse  um  180*  gelangt 
das  eine  von  ihnen  mit  dem  andern  zur  Deckung.  Es  ist  daher  nur 
des  eine  in  der  Figur  wiedergegeben.  Bei  diesen  Polyedern  sind  die 
nach  den  beiden  Seiten  der  Hauptachse  gelegenen  H&lften  wesentlich  von- 
einander verschieden,  die  Z-  Hauptachse  ist  polar.  Diese  Verschiedenheit 
der  beiden  Hälften  soll  in  dem  Xamen  ,.Hemimorphe  nemiedrie*' 
ausgedriicld  werdfn.  den  dieser  Typ  und  die  ihm  verwandt^^n  führen. 

Verschwmdeji  an  allen  Aquatorecken  die  abstumpfenden  Flächen- 
paare 2  und  B  oder  1  und  4,  so  resultieren  abermals  zwei  durch 
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Drehnng  um  dia  oder  T-AtshM  ineinander  1l1>eiflQlirbaire  Polyeder. 
Wm  iind  die  Symmetrieebenen  dardh  die  Z-Achee  und  aueh  die  swei* 
xShligen  SymmetrieadiMn  in  WegfiEJl  gekommesi,  dagegen  irt  die  Sym- 
melrie  des  Schemas  (Id*)  C,  AJ^  erliallai  geblieben  (Fig.  65).  Das 
Poil^ader  besitst  naeh  der  +  ^-  tmd  —  ^*  Achse  zwei  spiegelbildlich 
flieh  entsprechende  Hüften;  in  der  Tat  ist  mit  C  und  nach  dem 
Saiz  Ton  S.  67  eine  zur  Z-Aclise  nonnale  Symmetrieebeue  notwendig 
Terbonden.  Der  Typ  und  die  ihm  Terwandten  flihran  den  Namen 
der  „Paramorphen  Hemiedrie''. 

Bleibt  schließlieh  Tonden  Tier  abstmnpfenden  Flächen  nur  je  eine, 
2.  B.  1  oder  2,  erhalten,  so  ergeben  Bich  zwei  wesentlich  verschiedene  (en- 
antiomorphe)  PolTpdpr  mit  der  Symmetrie  des  Typs  (4')  .4/*'.  Der  Typ 
wird  oinfach  duü  li  den  allgemeinen  Namen  der  Tetartoedrie  charak- 
teriäidrt.    (Fig-  Ob.j 


■le-it-  »«.if.  1IS.MI 


Für  die  bislK  rigen  Übergänge  ist  charakteristiseb.  daß  die  Unter- 
drQckung  einer  Anzahl  abstumpfender  Flachen  m  allen  Äqimtoret  kori 
in  derselben  Weise  stattfand.  Gibt  man  diese  Beschränkung  auf,  so 
gelangt  man  dadurch  zu  den  beiden  dem  System  V  angehängten 
Typen  und  (30'),  die  sich  aui  diese  Weise  mit  dem  System  in 

innediehe  Beziehung  setzen  lassen. 

In  der  Tat^  beseitigt  man  an  den  Ecken  ±x  die  Flächen  2  uiid  4, 
an  den  Eciken  ±y  ^Sß  Fttdien  1  und  3,  so  entsteht  eine  hemiedrische 
Penn  (Fig.  67)  mit  den  Sy mmekieelementen  S^,  AJ-\  die  für  den 
Typ  (32^)  ehavakteristiseh  sind.  Yerlaaseht  man  die  BoUen  der  X- 
und  der  Z-Aoliae^  so  entstehen  gleiche  Polyeder,  die  nnr  durch  eine 
Drehung  um  90^  um  die  Z- Achse  yerschieden  gestellt  sind. 

üut^rdrQofct  man  hingegen  an  den  Ecken  ±  x  alle  Flachen  außer  1, 
an  den  Ecken  ±  y  alle  Flächen  außer  4,  so  erhält  man  ein  tetarto- 
edrisches  Gebilde  (Fig.  68  a)  von  der  Symmetrie  /S„  die  dem  Typ 
(30')  eigen  ist.  Die  Vertauschung  der  X-  und  der  Z- Achse  gibt 
wiederom  ntehts  wesenilieh  Neues;  dagegen  entsteht  eine  neue  Form 
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(Fig.  68  ß),  wenn  man,  tbitt  dar  IlSehen  1  und  4,  die  Fttehen  2 
und  S  aUetn  beibaliilL  IKe  beiden  Qeebdten  entqpieclieii  emaader 
spiegelbildUchy  sie  iind  ensntiomorph. 

Die  I  i«  T  init  durchgefQhrte  Abldtong  der  hemiedriscli  und  teter- 
toedrischea  Formoi  des  Sjstmns  Y  aus  der  holoedrischen  Form  UAt 
eich  genau  ebenao  bei  der  Gruppe  VI  vomebmen  und  führt  hier  auch 
in  derselben  Weise  auf  die  beiden  mtg^hi^g^  Tjp^  (29')  und  (28') 

mit  drei/ähliger  Symmetrieachse. 

Bei  dem  System  IV  liegt  die  Sacke  ein  wenig  Terscbieden.  Dio 


Bei  diesem  Polyeder  iet 

^e  Verschiedraartigkeit  swiechen  den  sechs  äquatorialen  Ecken  ron 

vornherein  gegeben;  daher  sind  die  Operationen,  welclie  in  dem  V. 
und  VI.  System  zu  den  beiden  angehringtcn  Typen  führten,  hier  gar 
niclit  ausgezeichnete.  Infolge  davon  fehlen  auch  im  IV.  System  die 
angehängttn  Tvpen  mit  nliwrn  hendem  Charakter  der  Hauptachse. 
Fig.  69  a  bis  £  stellt  (ohne  doppelte  Darstellung  der  enantiomorphen 
Formen)  die  dem  Schema  auf  S.  89  bei  dem  trigonalen  System  ent- 
sprechenden Typen  dai". 

§  61.  Bpeil^  Beteaeiitiuig  dee  reguiaion  Bf^btam,  In  einer 
anderen  Riditiing  abweiehend  Terhilt  neb  daa  YIL  ^egnlire)  System, 
und  eben  deahalb  iat  ein  konee  Eingehen  anf  dasselbe,  nun  Zweek 
aneh  der  dentUcheran  ParaJleliaiening  seiner  Gmppen  mit  den  Haopi- 
gmppen  der  Systeme  IV,  Y,  VI,  aDgeaeigt. 

Alle  Gruppen  des  regulären  Systems  führen,  wie  die  Figoren 
S9,  38, 56,  38,  27  lehren,  auf  die  Form  des  regulären  Oktaeders,  wann 
man  die  TmabhUngigen  Pole  in  die  Mitte  eines  Oktanten  legt  und  in 
der  Qrappe  (31')  einen  sweiten  unabhängigen  Pol  einfährt;  daher  ist 
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M  angeiii«nen,  dieiefl  Okteadtr  als  gemeinnme  Foim  sn  bohandtfaDu 
IKe  Hinsnfllguiig  emea  weitoren  imaUkSngigeii  Poles  liflfflrt  fOr  die 
lioloedriaehe  Gnippe  gemäß  Figur  89  ringanni  daa  Ende  dar  ±  X-, 
±  T',  ^  Z- Aehsa  ja  aebi  BnaohSrfende  BlSeh^;  es  entsteht  das  für 
die  Qrappe  (22  )  diarakteristieche  Polyeder  (Fig.  10),  daa  den  Ble- 
BMOten  r,  .1/),  ^/*)  entspricht 

Gtemäß  den  bei  dem  Systetii  VII  überall  vorhandenen  draiuhligen 
Achsen  in  den  Mittellinien  der  Oktanten  sind  diese  Flächen  so  nnme- 
lier^  daß  bei  einer  Drehnng  um  eine  solche  Adise  im  1.  Oktanten 


4.  6,  ^  ori«-;  1,  3,  0.  7  «f.».  m§.n. 


verschwiudeii, so  gelangt 

man  zu  den  beiden  in  Figur  71  a,  ß  dargestellt'  u  Gebilden,  die  er- 
sichtlich beide  der  Symmetrie  AJ*\  AJ^*^  von  Gi  u|  1*6(11')  entsprechen 
und  zueinander  enantiomorph  sind.  Die  Güippe  (11')  entspricht 
also  sehr  nahe  den  früheren  enantiomorphen  Gruppen  (T'  i,  (8'),  (1)'). 

üniflidrQokt  man  die  Flächen  d,  4,  1,  6  oder  1,  2,  b,  (},  so  ge- 
langi  man  sa  awei  identiBoheii  Fomen  Ton  der  Art  der  in  Fignr  72 
wiedergegebenflDy  welflhe  aieb  der  Symmetrie  8^<^S^  der  Gruppe  (dl') 
imterordnen.  Bei  Omen  aind  die  dreisShligen  Aehaen  polar;  ea  iai 
also  eine  Yerwandiechaft  an  den  bemimorphen  Chroppen  {2b%{2ß\ 
(270  der  Sytteme  IV,  V,  VI  vorhanden. 

Läßt  man  weiter  die  Fliefaen  1,  4,  5,  8  oder  2,  3,  6,  7  ver- 
schwinden,  so  eDtatehen  iwei  wesentlich  identische  Formen  der  Art 
fva  Figur  73  Ton  den  ^ymmeirleelementen  C,  AJ^  ~  AJ^*>  ~  AJ^  ditr 


Digitized  by  Google 


96 


L  KapiteL   Die  SynimrtneeigeniichafteD  der  Kristalle. 


Gruppe  (21'),  die  Iii.  r  lur  Ii  den  paramorphen  Orappen  (14*),  (15*) 
(16')  der  Systeme  IV,  V,  VI  analog  wird. 

Endlieh  liefert  die  Untordrückimg  Ton  sechs  FUchen  an  jeder  Ecke 

■»  *  die  einzigeTetartoed  rie 

des  Systems;  je  nachdem 
man  1  und  o  resp.  3  und 
7  oder  2  und  3  resp.  4 
y  und  8  beibehalt,  gewinnt 
man  die  beiden  in  Fig.  74 
wiedergigebenen,  zuein- 
ander  aumtiomorpliea 
Fonnen.  — 

In  dem  I.  Sjttem 
ist  nur  eine  Gattung  Halbflichner  Torhaiidfln,  man  kann  also  die 
beiden  Gruppen  (12')  und  (f)  durch  die  Namen  der  Holoedrie  und 
der  Hemiecbrie  vöUig  eharakterisierea.  Ln  den  Systemen  II  nnd  III 
sind  je  zwei  Arten  von  Halbfläohnern  vorhanden,  für  die  man  die 
Namen  Hcmiedrie  und  Hemimorpbie  anwendet,  und  zwar  gibt  man 
den  letzteren  Xamen  den  Gebilden  der  Orupp»"i  (?')  und  (24 'l  die 
am  meisten  ab  aus  zwei  verschiedenen  Hälften  i>esteiiend  erscheinen. 

Natürlich  kann  man  im  Bereiche  der  Symmetrien  des  J.  ijts 
III.  Systems  ähnliehe  Betrach tu nj^en  anstellen,  wie  sie  oben  an  die 
Systeme  IV  bis  VI  angeknüpft  sind.  Für  das  III.  (Rhombische) 
Systm  wire  i.  B.  als  holoedrische  Grundform^  Gruppe  (IT},  ein  Ok- 
taeder mit  drei  Terschiedenen  Hauptaclraen  m  wählen,  bei  dem 
zwei  gegenftherliegende  Ecken  (s.  B.  ±  x)  durch  vier  gleichwertige 
Fliehen  1,  2,  3,  4,  die  deiyenigen  in  Fignr  62  entsprechen,  ab- 
gestumpft sind.  Durch  Beseitignog  der  Flächen  1,  3  oder  2,  4 
gelangt  man  ron  hier  aus  zu  der  hemiedrischen  Gruppe  (6'), 
durch  Beseitigung  Ton  1,  2  oder  3,  4  zu  der  hemimorphen 
Gruppe  f24').  Ähnlich  wäre  für  das  II.  (Monokline)  System  mit 
einf'Tu  einfach  gescliobeuen  Oktaeder  {a.  Fig.  0 ,  S.  31)  zu  ver- 
fahren. Die  Verhältnisse  liegen  aber  hier  durch  die  im  all- 
gemeinen geringe  Zahl  der  niit(?inander  verknüpften  Flächen  so 
einfach,  daß  ein  Hinweis  auf  die  Polfiguren  29  für  das  erste, 
30,  14,  4G  für  das  zweite,  34,  21,  47  für  da«  dritte  System  ge- 
nügen dürfte. 


§  52.  DeflnitlTe  Anordnung  und  Benennung  Tj^m*  Baupt- 
aehsensyateme.  Naeh  diesen  Bemerkungen  woUen  wir  die  samtlichen 

32  Symmetriefypen  oder  Kristallgruppen  in  einer  neuen  Anordnung 
zusammenstellen ,  dabei  auch  die  Namen  einführen,  die  naeh  den 
.Darlegungen  der  lotsten  Paragraphen  den  einaelnen  Gnippeu  bei- 
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sulegen  sinä.*)  Ferner  wollen  wir  neben  die  Sjmbole  f&r  die  ein- 
seinen  Groppen*),  nm  die  ToreteUnngen  sa  beleben  nnd  epeter  dttnraf 
sarflekgreifea  zu  kennen,  die  Kamen  einiger  der  beketuiteeten  Mine- 
ralien setzen,  deren  KrietaUe  dem  betreffenden  Typ  angeboren*  Der 
hier  eingefOhrton  Beeeiohniuig  und  Numerierong  der  yerschiedeneiL 
Orappen  werden  wir  un^  nnch.  weiterhin  konspqnent  bedienen.  Um 
die  Anwendung  der  Tabelle  zu  erleichtem,  ist  dieselbe  ein  zweites 
Mal  abf^ednickt  und  am  Schluß  dea  Bandes  herau8kl;M»|>^'»ir  eingfheftet; 

kauu  auf  diese  Weise,  wo  nur  immer  nötig,  zugäugiich  gemaobt 
und  befragt  werden. 

I.  Triklines  Syaiem. 
(1)  Holoedrie  0  (Knpferenl&i,  Azinit); 
Hemiedxie  0. 


II.  Monoklines  System. 

(3)  Holoedrie  0,  A;^>  oder  C,      (Gips,  Epidot,  Soda); 

(4)  Hemiedrie  E/^ 

(5)  Hemimoiphie  Ä,^*^  (Zuck^,  Weineteineanre), 

ÜL  Rkombieckes  System. 

(6)  Holoedrie  C,  J  W,  ÄJ^^  oder  C,  yl,  -,  7.;  (Topas,  Baryt); 

(7)  Hemiedrie      %  AJ^^^  (Ditteraak,  Seignettesalz); 

(8)  Hemimorpbie  -4/%  (Kieselzinkerz). 

IV,  Trigonales  System. 

(9)  Holoedrie  C,  A^i%  AJj^  oder  0,  Ai>\  (Kalkspat, 
Eisenglanz); 

(10)  Euaatiomorphe  Hemiedrie  A,^\  AJ^>  (Quarz); 

(11)  Hemimorphe  Hemiedrie  A}-^j  (Turmalin); 

(12)  Paramorphe  Hemiedrie  C,  ^/"^  (Dolomit); 

(13)  Tetartoedne  A^*^  (Natriompeijodat). 

T.  Tetragonales  System. 

(14)  Holoedrie  C,        J,^»'  oder  C,  Ay\  E^  (Zirkon,  Rutü); 

(15)  Enantiomorpbe  Hemiedrie  A^^\A^''^  (Nickelsulfut j ; 

1)  Diese  Namen  Mtsprechen,  Mw»it  sie  niohi  mit  den  ia  der  Siistallo- 

^rapbic  ^chrfluchh'clu  n  ill  tn-einetimmcn,  den  7oTSCllUgeB  TOn  SdlA^lMW  (EristaU* 
Systeme  und  Kriatallistriiktur,  F.eipzig,  1891,  p.  ft66). 

2)  l>ab  S^sitiui  der  unabhängigen  Syouuetrieelümente  der  obigen  Tabelle 
kalie  leb  lasMk  im  AnsohlnB  aa  ^e  &ltwe  Systematik  der  KristallogTaphaa  mit- 
geteilt in  meiner  Abhandlung  fiber  die  Theorie  der  Piezoelektrizität  (GOtIb  AUi. 
Bd.  86,  p.  14.  1890);  mit  olis^em  he  rein  stimmend  findet  sich  dasselbe  in 
Kompendiom  det  theoretischen  Physik  (^üd.  L  Leipzig  1896,  p.  193). 

▼oigt,  IrliUUplgriik.  7 
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(16)  Hemimoiplie  Hemiedrie  A,^^,Eg*j 

(17)  Ptoimorphe  Hemiedrie     Ä}*^  (Scheelit); 

(18)  Tctartoedrie  Ä^. 

(19)  Hemiedrie  mit  Spiegelachse  /S„  (Kupferkiefl); 

(20)  Tefcartoedrie  mit  Spiegeiachse  jS,. 

VI.  Hexagonalea  Syatem. 

(21)  Holoedrie  C,A}^\AJ^  od«  C,A^%E^  (Beryll); 
Euautiomorphe  Hemiedrie  AJ-,  AJ'^; 

(23)  Hemimorphe  Hemiedrie  A}^\  (Jodsilber); 
(iM)  Paramorphe  Hemieilne  (\  A^^  (Apatit); 

(25)  Tetftrtoedrie  (Kephelin). 

(26)  Hemiedrie  mit  dieizaUiger  Hauptachse  A}"^, 

(27 )  Tetartoedrie  mit  dreizSUiger  Haaptachie  A^,  E^. 

VIL  Reguläres  System. 

(28)  Holoedrie  C,A}%A^*^^  (Steinsalz,  Flußspat): 

(29)  Enantiomorphe  Hemiedrie  A}^\  A^^*'^  (Sylvin); 

(30)  Hemimorphe  Hemiedrie  S^'^S^  (Zinkblende); 

(31)  Fanimorphe  Hemiedrie  0,  ÄJ^  ~ ^  (F>rit); 

(32)  Tetartoedrie  A/i  ^  A^^  ~  ^1/^  (Natrinmchlorat). 

Die  Torstehende  Zusammenstellung,  erläutert  durch  die  Betrach- 
tungen der  Torhergehenden  Paragraphen,  ordnet  die  FfiUe  verschieden- 
artiger tiebilde,  die  uns  die  Kristallwelt  zeigt,  in  einer  Weise,  die 
nicht  nur  durch  ihre  Klarheit  und  Folgerichtigkeit  d?ip  Verständnis 
und  die  Auwenduug  erleichtert,  sondern  auch  eines  ästhetischen  Reizes 
nicht  entbehrt.  Wie  sitben  Pflanzen  sprossen  die  sieben  Systeme  je 
aus  einem  Samenkorn  und  entfalten  sieh  nach  den  Kräften,  die  dieses 
Korn  enthält  —  aüe  eiuauder  verwaudt,  in  deu  einzelnen  Gliedern 
einander  entsprechend,  aber  keines  genau  dem  andern  gleich;  manche 
in  geringer  Venweigong,  andere  in  reichster  Entwicklung. 

Das  System  der  unabhängigen  Symmetrieelemente  (der  „Sym- 
matrieformeln'')  läßt  Yerbindeudes  imd  Unterscheidendes  beaflglidi  der 
formellen  Eigenart  der  Gruppen  und  Systeme  auf  einfachste  Weise 
erkennen^)  imd  tragt  damit  dasn  bei,  die  eigenartige  Schönheit  des 

1)  Die  SSjnmnetrieformtiln  scheinen  in  unwideriogUcher  Weise  die  Treonung 
und  Koordiniemng  des  trigonalen  nnd  des  hexagonalen  Systems  zu  fordern,  wiesle 
hier  TOrgenommen  iit,  und  gegen  den  Gebrauch  der  meisten  KristaUographen  m 
•pMoheDf  welche  dM  exstexe  System  als  Unterabteilung  dee  letiteieii  auGTaeieii. 
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Gebietes  herrortreten  zu  lassen^  auf  die  icli  bereite  in  der  Einleitung 
aufinerksam  gtemacbt  habe,  und  die  sieh  hier,  bernte  bei  der  Grop 
pierang  dee  Materiales  fOr  tuuere  weiteren  ünterBaehoiigien,  yer- 

nehmlich  ankündigt. 

Die  Bedeutung  der  Torstehenden  Tab  Ih»  für  den  Aufbau  der 
Kristallphysik  liegt,  wie  schon  wiederholt  Im  merkt,  darin,  daß  von  den 
Symmetrien  der  Kristallform  rückwärts  auf  die  Symmetrien 
der  physikalischen  Eigenschaften  der  Kristallsubstanz  ge- 
schlossen werden  soll.  Für  diese  Verweiulung  siiul  die  voneinander 
nnabhängigen  Symmetrieelemente  überall  in  der  Weise  eingeführt,  daß 
ihre  analytische  Verwertung  möglichst  vorbereitet  ist.  Es  ist  daran 
m  erinnern,  daB  dabei  ein  epezieUee  ala  Hanptkoordinateneyatem 
m  beieiehnendes  Eoordinaieukreus  ToraosgeBetst  ist. 

Dieses  Hanpfkoordinatensystera  ist  in  den  meisten  EriBtellsystemeu 
dnreb  die  festgeeeteten  Symmetrieformehi  ydüig  definiert.  Unbestimmt- 
beiten  sind  aber  noch  in  den  Systemen  I  bis  III  vorhanden. 

Das  in.  (Rhombische)  System  weist  in  Gruppe  (6)  und  (7)  zwei 
ineinander  normale  zweizählige  Symmetrieachsen  (AJ*\  "^"^j 
denen  nach  S.  50  eine  dritte,  zu  diesen  beiden  normale  Achse  {A^^*^) 
entspricht.  Diese  Achsen  werden  in  der  Kristallographie  nach  ge- 
wissen hier  nicht  zu  erörternden  Gesichtspunkten  unterschieden  und 
demgemäß  mit  a,  h,  c  bezeichnet.  Bei  figürlichen  Darstellungen  ptiegt 
die  c- Achse  vertikal,  die  fe-Achse  in  die  Zeicluiungsebene,  die  a-Achse 
normui  />u  dieser  gelegt  zu  werden. 

Die  c-Achse  ist  diejenige,  die  in  Qrappe  (8)  als  Symmetrieachse 
aüein  übrig  bleibt  und  polann  Charakter  annimmt.  Da  nnn  dort  schon 
frfiher  die  Symmetrieachse  zur  J?- Hauptachse  geprahlt  ist,  so  sollen 
w^terhiu  ffir  die  Ghrappen  (6)  und  (7)  stets  die  X-,  Y-,  Z-Acbsen 
mit  den  kristallographischen  a-,  C'^Richtungen  zusammen- 
fallend gedacht  werden. 

Bei  den  Kristallen  des  II.  (Mouokliueü)  Systems  bezeichnet  der 
Kristallograph  die  ausgezeichnete  Achse  mit  h  \md  bezieht  den  Kristall 
im  übrigen  auf  zwei  der  ö-Achse  normale,  aber  gegeneinander  ge- 
neigte Achsen  a  und  c,  die  so  gewählt  werden ^  daß  die  Ebenen  nh 
und  6c  häufig  vorkommenden  Kristaiitiächen  parallel  liegen,  und  die 
sonst  VDikommenden  zur  ?>- Achse  parallelen  KristaMiichen  klein- 
zahligo  Indizes  erhalten.  Die  Ki'istallliäche  parallel  hc  bezeichnet  der 
KhstaUograph  mit  a,  die  parallel  ah  mit  c.  Bei  den  AbbOdungen 
Ton  Kxiatallen  legt  er  im  allgemeinen  die  ausgezeichnete  ^-Acbse 
borisontal  in  die  Bigurenebene,  die  c* Achse  vertikaly  die  «»-Achse  nach 
Tom  geneigt  ans  äm  Figoxenebene  austretend. 

Kaeh  der  Darlegung  in  dem  früheren  Abschnitt  ist  es  für  uns 
natnrgemiB,  die  ausgeseichnete  5-Adise  zur      Achse  des  Haupte 

7* 


Digitized  by  Google 


100  I«  Kapitel.   Die  Symmetrieeigensehaften  der  Kristalle. 


Ii«.  TS. 


koordinatensystems  zu  wählen.  Wir  lassen  dann  noch  weiter  die 
X-Aehae  mit  dex  «-Achse  der  Kristallographen  zusammenfallen  und 

legen  ihre  positiTe  Seite  in  der  kristallograplii- 
schen  Darstellung  d(>r  betreffenden  Formen  nach 
oben,  die  +  -^-Richtung  nach  recht 8.  Es 
tritt,  dann  (bei  dem  benutzten  direkten  Koordi- 
natensystem) die  -f  F- Achse  nach  vorn,  in 
dem  stampfen  Winkel  zwischen  o-  und  c-Hich- 
tung  au  dar  Figurenebene  ans.  (S.  Fig.  75.) 

Da  Bich  im  monoklinen  System  nicht  (wie 
im  ihombisehen)  eine  direkte  Beiiebnng  zwi- 
sdien  den  a-,  h-,  e-Athim  und  nnaem  X-,  Y-, 
i^Riohtnngen  herstellen  läßt,  so  war  es  nötig»  sich  zu  bequemer  Ver- 
knüpfung beider  Darsteilungs weisen  auf  einen  Parallelismus 
zwischen  der  zyklischen  Folge  a,  h  und  X,  Y,  Z  za  be^ 
schlanken. 

Die  Untersuchung  d^r  physikalischen  Eigenschaften  von  Kristallen 
des  I.  ^'Triklinen)  Systems  spielt  hisher  noch  eine  so  gmrifTf^  Rolle,  daß 
auf  eine  Festlegung  des  Hauptkoordinatenfijstems  für  sie  nicht  ein- 
gegangen zu  werden  braucht. 

§  53.  VereinfacliteB  Schema  fOr  sentciacli-symmetrisclie  Yoi^ 
gänge.  FOr  eine  große  Zahl  epesieller  Vorlage  gestattet  unsere 
Tabelle  eine  wesentliche  Verein^hnng.  Es  gibt  physikalische  Er^ 
schenmngen;  die  ihrer  Natur  nach  stets  zentrisch-symmetrisch  Ter^ 
laufen.  Ein  einfaches  Beispiel  bietet  die  thermische  Dilatation,  bei 
der  eine  imgerichtete  Einwirkung  jederzeit  eine  Veränderung,  eine  Di- 
latation hervorrui^j  die  nach  ihrer  Natur  für  je  zwei  entgegen- 
gesetzte Richtungen  gleich  ist. 

Bei  derartigen  Vorgängen  kommt  also  oiiie  etwa  vorhandene 
azentrische  Symmetrie  d'^'s  Kristalles  nicht  zur  Geltung;  die  Sache 
verhält  sich  eiicnso,  ai.s  wenn  durch  die  Natur  des  Vorganges  zu 
den  wirklichen  Symmetrien  des  Kristalles  noch  ein  Sym- 
metriezentrum  hinzuträte. 

Hierdurch  ziehen  sieh  eine  betrachtliche  Anzahl  Yon  Gruppen 
der  obigen  Tabelle  in  Obergruppen  zusammen.  Daß  z.  B.  (2)  mit  (1), 
(4)  und  (5)  mit  (3),  (7)  und  (8)  mit  (6)  identisch  weiden,  fSUt  so- 
gleich in  die  Augen.  AhoUcfa  ergibt  sich  das  Zusammenfließen  anderer 
Gruppen  ohne  weiteres. 

Für  die  Gruppen,  in  denen  Spiegelachsen  aufbraten,  ist  die  Be- 
merkung heranzuziehen,  daß  das  Hinzutreten  eines  Symmetriezentnims 
zu  einer  Spiegelachse  die  letztere  in  eine  vierziUilige  Symmetrie- 
achse verwandeli 
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Bei  den  Gruppen  (26)  imcl  (27)  ist  zu  beachten,  daß  die  Korn« 
binfttion  C,  E,  nach  S.  67  die  Achse  J/'^  verlangti  imd  daft  die  Kom- 
bination  A}-'  mit  ^1/*^  äquivalent  ist. 

Unter  Rücksicht  auf  diese  BeiiHrkungen  kaun  man  nun  leicht 
die  für  zentrisch-synuin  trische  Vorgänge  vereinfachte  Tabelle  uul- 
atellen,  bei  der  das  Syiiil>ol  C  in  der  Charakteristik  der  Gruppen  (als 
allen  gemeinsam)  eiaiach  fortgelassen  werden  kann. 

I.  Triklinea  System. 

(1),  (2)  - 
II.  Monoklines  System. 
(8),  (4),  (6) 

IIL  Rhombisches  System. 
(6),  (7),  (8) 

lY.  Trigonales  System. 

1.  Abt  (9),  (10),  (11) 

2.  Abt  (12),  (13)   ^  «. 

V.  Tetragonalee  Sjfltem. 

1.  Abt  (14),  (15),  (16),  (19)    A,^'\  A}'^^ 

2.  Abt  (17),  (18),  (20)   ^  W. 

TL  Hexagonales  System. 

1.  Abt  (21),  (22),  (23),  (26)  A^\A}'>; 

2.  Abt  (24),  (25),  (27)    ^  W. 

"VU.  Reguläres  System. 

1.  Abt.  {2^),  ^^ij,  (30)  ^A^/); 

2.  Abt.  (31),  (32)   .4,(«^  -  A^*)  - 

Diese  (gleichfalls  am  Ende  dr-^  Buches  reproduzifTt*  )  Znsammen- 
stelltiiiir  erbringt  nachträglich  ein«'  gewichtige  Rechtferti<_!;uii^  für  das 
Veriahren,  die  Einzelgruppen  (10  )  und  (20)  dem  V.,  di  >ji  n  gea  (26) 
und  r27)  dem  VI.  System  unzuglieticrn.  Man  erkennt,  daü  sich  im 
vurliegendeu  aein-  allgemeinen  Falle  zeutrisch  symmetrischer  Vorgiluge 
jenen  Klassen  auf  das  Tollkommenste  einfügen,  abw  in  jeder  anderen 
Klasse  fremd  dastehen  wSrden.  Man  kann  in  ihr  aiieh  dne  erneute 
BeehtfertiguTig  fOr  die  Trennung  und  Koordination  des  trigonaleu  nnd 
des  hexagOBalen  Systems  sehen,  insofern  deren  Gruppen  anch  bei  der 
YoianssetzuDg  aentrisch-Byrnmetriseher  Yorg&nge  TöUig  voneinander 
getrennt  bleiben. 

§  54.  Folgerungen  für  asentrische  Vorgänge.  Der  vorstehend 
in  ihren  Konßeqvienz'  n  verfolgten  Bemerkimg,  daß  ein  seiner  Natur 
nach  sentrisch  symmetrischer  physikalischer  Vorgang  das  Fehleu  eines 
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kristallographiseheii  Sjmmefarieseoiiuins  nieht  zur  Geltung  kommen 
laftty  oder,  »ndoTB  gespToebeHy  «in  SymmetrieEontram  (wo  daesdbe 
fehlt)  zu  den  Übrigen  Elementen  hinzutreten  VSAif  kann  man  eine 
zweite  allgemeine  Bemerkung  von  ihnlicher  Tragweite  gegenflber- 
stellen. 

Es  p:ibt  in  der  Natur  Vorgänge,  die  wesentlich  zentrisch- 
(lissy  inmetris  ch  sind.  Das  einfachste  Beispiel  liefert  die  gewöhn- 
liche Pyroelektrizität,  d.  h.  die  Erregung  eines  elektrischen  Momentes, 
und  somit  eines  gerichteten  Zustandes  mit  einem  ausgezeichucten 
Richtungasinn  diu  oh  eine  Temperaturänderimg.  d.  h.  durch  eine  un- 
gerichtete Einwirkung.  Ein  solcher  Effekt  (der  nach  S.  16  spezilisch 
kriBtallphyaikaliach  ist)  kann  olfenbar  nur  in  Körpern  auftreten,  bei 
denen  entgegengesetzte  Bichtungen  ungleichwertig  sind,  d.  h.  die  kein 
Zentrum  der  Symmetrie  besitaen.  Denn  eine  Temperatorinderung 
zeichnet  keine  Bichtung  jor  der  andern  ans,  eine  dielektrische  Er- 
regung aber  untersdieidet  eine  Bichtung  Ton  allen  andern ,  auch  von 
der  entgegengesetzten;  der  eine  Zustand  kann  somit  den  andern  nur 
dann  hervorrufen,  wenn  im  Körper  von  vornherein  eine  Ungleich- 
werticjkeit  zwischen  zwei  entgegengcBetzten  Richtungen  stattfindet. 

Hieraus  folgt,  daß  für  alle  physikalischen  A  ori^rmge,  die 
eines  Zentrums  der  Symmetrie  ermangeln,  sämtliche  K'ristall- 
gruppeu,  zu  deren  Symmetrieelemeuten  ein  Zentrum  gehört, 
ausfallen  müssen. 

Wir  werden  weitei-*  unten  wiederholt  Gelegenheit  haben ,  von 
diesem  Sats  speziellen  Gebrauch  zu  machra.  Im  voitius  muß  aber  be- 
tont werden,  daß  eine  Entscheidung  darüber,  ob  ein  Vorgang  zen- 
trisch-symmetrisch  oder  dissymmetrisch  ist^  keineswegs  immer  so  anf 
der  Hand  liegt,  wie  bei  dem  obigen  Beispiele  der  Erregung  eines 
elektrischen  Momentes  durch  eine  Temperaturänderung. 

Es  sei  hierzu  auf  den  Vorgang  der  Elektrostriktion  hingewiesen, 
d.  h.  auf  die  Hervorbringung  einer  Deformation  durch  ein  elektrisches 
Feld.  Eine  Deformation  ist  ein  wesentlich  zentrisch-symm  etrisehe  r 
Vorgant;,  denn  der  BegritV  der  Dehnung  einer  Strecke  unterscheidet 
in  nichts  den  einen  Ri*  lituugssiun  der  Strecke  von  dem  entgegen- 
gesetzten. Ein  elektrisches  leid  ist  hingegen  ein  wesentlich  dis- 
symmetrischer Zustand;  bei  der  Richtung  der  Feldstärke  ist  der 
eine  Richtungssinn  dem  eutgegeugesetzleu  durchaus  ungleichartig; 
der  eine  tritt  «i  die  Stelle  des  andern,  wenn  die  Bichtung  der  Feld- 
atarke  umgekehrt  wird. 

Trotzdem  kann  die  Elektrostriktion,  d.  h.  die  Erregung  des  ersten 
durch  den  zweiten  Zustand,  ebensowohl  ein  zentrisch-symmetriacher, 
wie  ein  dissymmetrischer  Vorgang  sein.  Es  hängt  dies  daTon  ah, 
wie  der  funktionelle  Zusammenhang  zwischen  den  beiden 
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Zufltanden  geitsltet  ist  Um  ^ieb  die  wiehtigrten  apeuoUen 
Fälle  hervonEnheben,  so  macht  es  einoi  wMoiiliehen  Unteraohiedy  ob 
die  Beati mmungss t n cke  (Komponenten)  der  Defonnation  uk  linearem 
oder  in  quadratischem  Ztuammenhang  mit  den  Bestimmongsstücken 
(Komponenten)  des  wirkenden  elektrischen  Feldes  stehen.  Im  ersten 
Falle  kommt  die  azentrische  Natur  des  elektrischen  Feldes  zur  Gel- 
tung: eine  der  Größe  nach  mit  der  Feldstarke  proportionale  Defor- 
mation kann  nur  bei  Kristallen  ohno  Symmetrie/enfrum  stattfinden. 
Im  letzteren  Falle  i-t  nne  Umkehning  der  Feldstarke  oliue  Einfluß, 
ihre  azentrische  Natur  übt  keine  Wirkung,  der  Vorganji;  ist  zeutnsch- 
symmctrisch  und  kann  demgemäß  bei  allen  Typen  von  Kristallen  and 
auch  bei  isotropen  Körpern  anftreten. 

Das  Vorstehende  läßt  erkenneu,  daß  die  Symmetrieverhältnistie 
der  Einwirkimg  nnd  dee  £«ffekt8  fflr  sieh  allein  keineswegs  immer 
ausreichen,  um  in  entscheiden,  ob  ee  sich  um  einen  een^sch-sym- 
metrischen  oder  dissymmeirischen  Yoigang  handelt. 

§  55.  Torbemerknncen  über  die  Verwegtong  der  Symmetele- 
formein  der  Kristallgruppen  in  der  Kristallphyaik.  In  den  letzten 
beiden  Paragraphen  sind  bereits  in  speziellen  Fallen  Verbindangoi 
hergestellt  zwischen  den  .Symmetrien  einer  Kristallform  und  den  Sym- 
metrieTi  ein»^s  physikalischen  Vorganges.  Wir  schließen  hieran  die 
Darlegung  des  Weges,  den  wir  bei  dem  all L'«Miieinen  Problem 
der  Anpassung  allgemeiner  Gesetzmäßigkeiten  an  die  den 
einzelnen  Kristallgruppen  eigentüm licheu  Symmetrien  ein- 
schlagen  werden. 

Aiiü  Symnictrieelemente  drückten  aus,  daß  die  (normalen)  Kristall- 
polyeder  durch  gewisse  rsine  nnd  InTersionsdrehnngen  mit  sich  selbst 
2or  Deckung  gelangen,  und  die  (Neiimam9eb»)  Grundhypothese  der 
Kristallphysik  ging  dabin,  daß  dnreh  diese  Deckbewegungen  die  Poly* 
eder  niebi  nnr  nach  ihrer  Form,  sondern  aneh  nach  den  samtlichen 
physikalischen  Eigenschaften  ihrer  Substanz  in  mit  der  ursprfingiich«! 
gleiehwertige  Lagen  gelangen. 

Diese  physikalische  Gleichwertigkeit  drückt  sich  darin  aus,  daß 
alle  Systeme  yon  Einwirkungen,  die  durch  diese  Deck« 
bewegungcn  der  Kr;  ^^tallform  gleichfalls  zur  Deckung  kom- 
men, Systeme  von  Effekten  liefern  müssen,  von  denen  das- 
selbe gilt. 

Hat  z.  B.  ein  Kristallpolyeder  in  der  Z-Kuordinatenachse  eine 
»  zählige  Symmetrieachse,  so  müssen  alle  Systeme  von  Einwirkungen, 

die  durch  eine  Drehung  um  —  (A  1, 2 . n  —  1)  ineinander  über- 
gehen,  Synieme  von  Effokten  liefern,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben. 
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Die  aUgemeiuen  AnaUse,  durch  welche  die  yenchiedeaea  kxiitall- 

phytikalischen  Vorgänge  beschrieben  werden^  haben  zunächst  detartige 
Symmetrieeigenschaften  der  Regel  nach  nicht  £s  ist  die  erste. und 
fondamentaUte  Aufgabe  der  Kristallphjsik,  diese  allgemeinea  Anifitee 
den  Symmetrien  der  32  Kristallgruppen  entsprechend  zu  spezialisieren. 

Din  hi«>r  weitorhiTi  hauptsächlich  anzuwendende  Methode  knüpft 
daran  an,  daß  jed.-  J  )eckbeweguug  ein  beliebig  im  Kristall  gewähltes 
Koordinatensysteiü  in  ein  gleichwertiges  überführt;  denn  bei  einer 
Deckbewegung  kommen  alle  Hichtungen  im  Kribtall  mit  gleichwertigen 
zur  Deckung,  also  auch  die  Koardinatenachsen.  DaU  die  Deck- 
beweguugen  auch  fllr  das  physikaltadie  Verhalten  des  Kristalles  Be- 
deutung haben,  kommt  nun  daraof  hiaeus,  daß  das  Geiets  des  phy- 
sikalischen Vorganges,  anf  alle  gleichwertigen  Koordinaten- 
systeme transformiert,  dieselbe  Form  mit  denselben  Para- 
metern annimmt  Denn  nur  in  diesem  Falle  geben  alle  System» 
Ton  Einwirkungen,  die  gleichwertig  zum  Kristall  Hegen,  auch  unter- 
einander gleichwertige  Effekte. 

Transformiert  man  eine  allgemeine  Gesetzmäßigkeit  von  einem 
ursprünglich  benutzten  Koordiuntcn<Tsteni  auf  (  in  anderes,  so  nimmt 
sie  im  allgemeinen  eine  abweicli«  d*!-;  i  onii  au,  udcr.  wenn  die  Form 
die  gleiche  bleibt,  haben  die  emander  entsprechenden  Parameter  ab- 
weichende Werte.  Für  gleichwertige  Achsenkreuze  müssen  nun  stets 
die  beiderseitigen  Formen  und  auch  deren  Parameter  übereinstimmen. 
Diese  Forderung  gibt  in  jedem  Falle  Relationen,  welche  die  ursprüng- 
liche Form  der  Gesetzmäßigkeit  spezialisieren. 

Dies  mag  zur  vorläufigen  Schilderung  des  einznschlagettden  Wege» 
genügen.  Vollkommen  klar  wird  detselbe  bei  den  wiederholten  unten 
zu  machenden  Anwendungen  werden. 

Vn.  Abschnitt 

Die  Symnetriererhllltnfsse  der  Knsfallfl Sehen  und  ihre  Verwendung. 

§  oG.  AUgemeincB  iibur  Fläehensymmetxie.  Nachdem  die  sünit- 
lichen,  kristallographißch  möglichen  Kristalltypen  abgeleitet  sind,  ist 
auch  (las  i'roblem  der  Bestimmung  der  SymmetrieverhilltuiBse  eines 
bestimmteu,  von  der  Natur  gebotenen  Kristalls  in  eine  engere  Bahn 
gelenkt;  denn  dasselbe  kommt  nunmehr  nnr  noch  darauf  hinaas,  zu 
untersuchen,  welcher  der  vorstehend  aufgestellten  32  Ghruppen  der 
Kristall  sich  einordnen  laßt  Dabei  muß  noch  einmal  auf  die  Sdiwierig- 
keit  Bezug  genommen  werden,  die  daraus  entstehen  kann,  dafi  ge- 
legentlich bei  den  in  det  Natur  vorkommenden  Individuen  nicht  iJle 
zur  Charnkterisierung  seiner  wirklichen  Symmetrie  erfordedichen 
Flächen  auftreten. 
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Es  isfc  in  §  14  ein  KontroUrer&hren  erwähnt  word«ii|  das  sich 
geeignet  erwuem  hat  mr  FflototeUimg,  ob  die 
Bingftllifcll  nMih  BufSUig  TOihfindenen  Ilädienkomplexen  angenom- 
mene Symmetrie  auch  wirklich  die  physilEaliBche  Symmetrie  des 
betreffenden  ErialaUs  darstellt  Das  Verfiäiren  unterwirft  die  einzelnen 
Kristallflächen  einem  angemessenen  AuflSanngs-  oder  Ätzrerfidiren 
nnd  beobachtet  einmal^  ob  die  Teile  einer  anscheinend  homogenen 
Flache  oder  oh  verschiedene  anscheinend  gieiehartige  Flächen  gleiche 
und  gleichartig  gelegene  Ätziiguren  liefern;  zweitens,  ob  die  Sym- 
meti'ieTi  der  Ätzfiguren  mit  den  an  scheinend  vorhandenen  Synunetriwi 
dar  Kristallflächcn  übcreiDstimmen 

Die  zwei  vorstehend  heran^ezo^^eneu  ßegriÖe:  die  Grleichnrligkeii 
mehrerer  Flüchen  und  die  kristallographiscLie  S^^mmetrie  einer  ein- 
seinen Flache  siod  durch  die  Entwickluugen  der  letzten  Abschnitte 
ini^ii/-ii('  itiäzis  definiert,  und  daa  gibt  die  Mittel,  die  ilamliiabung 
der  Methode  der  At^guren  jetzt  genauer  zu  schildern,  als  früher 
möglich  war. 

Oleioliaiiige  FlSehen  Bind  aolehe^  die  durch  eine  der  für  die  Sym* 
metrie  des  Kriatallpolyedera  chaandcteriBtiBehen  Deokbewegungeu  mr 
einaiider  IlbeigefBhrt  werden.  Sie  sind  nicht  nnr  scheinbar,  sondern 
wirküdi,  reep.  physikaliseh  gleidiattig,  wenn  jene  Deekbewegung  aneb 
die  GeslÄlten  der  Ätafigoren  zur  Deckung  brüigi 

Was  die  Symmetrien  einer  Kristallfläche  angeht,  so  ist  wohl  za 
nntfliicheiden  die  geometrische  Symmetrie,  die  dnrch  die  mein  oder 
weniger  zufälligen  Begrenzungen  der  Flaehe  —  verursacht  (liirth  die 
Lage  und  Größe  der  Naclibarflächen  —  bedingt  wird,  und  die 
kristaliographi-^che  oder  ph ysikaliscli  e  Symmetrie,  die  durch 
die  Deckbe\veir;;nL,o  11  des  normalen  Polyeders  definiert  ist,  dem  die 
Fläche  zugeiiort.  ISur  die  letztere  ist  für  nnseni  Zweck  von  Bedeu- 
tung, denn  nur  die  letztere  läßt  sich  durch  eine  physikalische  Methode 
bestimmen  und  zur  Kontrolle  der  vermuixiieu  physikalischen  Sym- 
metrie des  Polyeders  verwerten. 

Deekbewegnngen  des  Polyeders,  weLofae  eine  seiner  FSeben  mit 
sieb  selbst  nar  Deckung  bringen^  bestimmen  biemaeh  die  kristallo- 
graphiscbe  Symmetrie  der  betreffimden  Flache;  aber  es  sind  nnr  ge- 
wisse ^ymmetrieelemsnte  in  bestimmten  Lsgen  aar  Flache,  welche 
letztere  in  sieb  seihet  flberfQhren,  xdmlich  eine  Symmetrieachse,  eine 
Symmetrieebene  und  eine  Spiegelachse,  und  zwar  nur  dann,  wenn  sie 
normal  zu  der  betreffenden  Fläche  liegen. 

Die  Symmetrien  einer  Kristallfläche  bestimmen  sich  im  übrigen 
ans  der  Symmetrie  des  Polyeders.  Steht  eine  n-zählijje  Symmetrieachse 
normal  zu  einer  Pol vo.]»»?-nriche,  so  besitzt  diese  Achse  die  genannte 
Kigepschaft  aach  iür  diese  i^'iäche.  Wenn  also  das  Polyeder  nicht  nur 
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flchembar  die  betraffende  Achse  beutst?,  eo  müssen  auch  die  ÄjbBfigttzem 
«ine  Gestalt  haben,  die  durch  eine  Drehung  am  einen  ihier  Punkte 
um  2% In  mit  sich  zur  Deckung  gelangt. 

Steht  eine  Symmetrieebene  noniial  an  einer  Polyederflaidtis^  so 

muß  die  Fläche  durch  Spiegelung  in  dieser  Ebene,  resp.  in  deren 
Schnittliuie  mit  der  Fläche,  mit  sich  zur  Deckung  gelangen.  Eine 
Kontrolle  dafür,  daß  dies  im  konkreten  Falle  nicht  nur  der  Effekt 
«iner  zufälligen  (unvollstäudigeu )  Ausbildung  der  rulyederriächen  ist, 
wird  geliefert  sein,  wenn  die  Beobachtung  bei  den  Atzfiguren  eine  zu 
<ler  angenomnieurii  Öynuiietrieebeiie  parallele  Sjmmetrielinie  ergibt, 

Ein  Zentrum  der  Symmetrie  besitzt  eine  Polyederfiäche  notwendig 
^ann,  wenn  auf  ihr  sowohl  eine  geradzahlige  Symmetrieaehse,  als 
anch  eine  Symmetrieebene  senkrecht  steht  Man  erkennt  dies  sogleiok 
dnrch  Übertimgang  der  Betrachtung  von  S.  67  Tom  Raum  in  die  EbenSk 
Ebenso  tritt  ein  Zentrnm  auf,  wenn  normal  aar  FlSche  swei  unter 
t)0'^  gegeneinander  geneigte  Symmetrieebenen  stehen.  Zentrisch-sym» 
metrische  Bildung  des  Polyeders  hat  aber  nicht  fttr  sich  allein  sdion 
eine  zentrische  Symmetrie  einer  Kristallfiäche  zur  Folge. 

Eine  Spiegelachse  normal  zu  einer  Polyedertiäche  hat  für  diese 
nur  dieselbe  Konsequenz,  wie  eine  normale  zweizahlige  Symmetrie- 
achse. 

Dies  sind  die  einfachen  Regeln,  welche  die  phyisikalischen  Sym- 
metrien der  Flächen  mit  denen  des  ganzen  Polyeders  verknüpfen. 

Noch  sei  ein  einfaches  Beisniel  zur  Illustration  des  Unterschiedes 
Ton  geometriseber  und  kristallographischer  Symmetrie  einer  Kristall- 
flache  beigebracht 

Das  Rhomboeder,  das  (bei  Weglassung  der  angedeuteten  Zu- 
seh&rfungen)  in  Figur  69  dacgestellt  ist,  entspricht  der  Symmetrie- 
formel  CA^^^'^A}^  oder  CAJ^^E^,  Gnippe  (9).  Normal  zu  jeder  seiner 
Flüchen  steht  nach  dieser  Formel  eine  Symmetrieebene,  die  durch  die 
^-Hauptachse  geht.  Ihre  Schnittlinie  mit  der  betreffenden  Fläche 
gibt  fflr  jede  derselben  flne  Synimetrielinie,  dip  in  die  kurze  Diago- 
nal«' des  die  Fläche  begrenzenden  Rhomlnis  nnd  somit  in  eine  geo- 
ni.  trixclu'  Syiuuietrieliuie  fällt.  Geometrisch  ist  auch  die  lange  Dia- 
gtUialc  eine  Symmetrielinie  des  Khombns;  wir  sehen  nbor,  daß  diese 
keine  kristailographische  oder  physikalische  Symmetiicimie  darstellt. 
Demgemäß  ist  auch  die  rhombische  Fläche  zwar  im  geometrischen, 
aber  nicht  im  kristallographisehen  Sinne  sentrisch-symmetrisch. 

§  57.  Kontrolle  der  Binheitiiolikeit  von  XzlstaUtndivldaen  mit 
Hilfe  TOB  Atallgnren.  GemSfi  dem  hier  Tertretenen  Standpunkt^  daß 
die  Feststellung  der  Symmetrie  Verhältnisse  einer  kristallisierten  Sub- 
stanz eine  Vorarbeit  ist^  welche  der  Kristallphysiker  dem  Mineralogen 
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-ebenao  fiberiaaM  mnß,  wie  gelegenilieli  nötige  cliemiMihAFeBtBtelliiiigen 
dem  beslli^ohai  Fatihmmn,  binn  hier  die  Anwendimg  der  Ifetiiode 
der  Ätefigureu  nur  dureh  einige  Beispiele  älneirieit  werden. 

Eine  der  ein&oheten  sich  bietenden  Angaben  Jet  die  ünter- 

-euchang,  ob  ein  ansdbeinend  einfaches  KristulliadiTiduum  in  Wahrheit 
-eine  Verwachsung  yon  mdireren  Individuen  in  yenehiedenen  (s.  B. 
geeeimniAigen)  OrientieraDgen  darstellt. 

Es  sei  Torweg  bemerkt,  daß  hier  Fälle  vorkommen,  die  selbst 
dann,  wenn  der  bezügliche  Kristall  durchsichtig  isf,  auf  optischem 
Wege  nicht  entschieden  werden  können.  Dies  hängt  mit  der  hohen 
Symmetrie  der  kristalloptischen  Phänomene  zn<;ammen,  die  nicht  nur 
uls  zentrisch-syraraetrisch  dem  vereinfachten  ?)chema  von  S.  101  unter 
worltü  sind,  sondern  aucli  noch  üherdies  Gesetzen  folgen,  die  mit 
Hilfe  dreiachsiger  EUipsoide  darstellbar  sind.  Für  die  Systeme  IV, 
V,  VI  werden  diese  Ellipsoide  zu  Rotationsellipsoiden,  d.  h.  eine 
Drehnng  dei  KriefcoUi  nm  die  Hauptachse  mteht  lidi  optisch  niehi 
geltMidt  DemgemAfi  ist  anoh  s.  B.  eine  Verwuebemig  sweier  gleicher 
Krisialle  einet  dieser  Systeme  in  nm  die  Haaptaehse  Terdrehten  Po- 
mtionen  optisch  nicht  nachweisbar.  Da  nun  aber  anderen  als  op- 
tischen  Vorgängen  gegenüber  eine  solche  Drehung  nnd  eine  anf  ihr 
beruhende  Inhomogenität  wesentlich  ist,  so  entsieht  die  praktisch 
wichtige  Aü%abfl^  festenstellen,  ob  ein  nach  Form  und  optischem  Ver* 
halten  anscheinend  einfacher  Kristall,  der  das  Material  für  andere 
(t.  E.  einstische  oder  piezoelektrische)  Beobachtungen  liefern  soll^  wirk- 
lich j)hy sikalisch  einheitlich  ißt. 

Die  Lösung  dieser  und  ähnlicher  Aufgaben  mit  Hilfe  der  Ätz- 
methoiieu  ist  deswegen  rplativ  einlach,  weil  es  sich  dabei  nicht  um 
die  Anfklänmg  der  wirkiichen  geometrischen  \  orhältnißse  der  Atz- 
figuren handelt,  sondern  nur  um  die  Frage,  ob  diese  Figuren  auf 
■allen  Teilen  einer  natürlichen  oder  augeschiiHeneu  Flüche  gleich  und 
gleichorientiert  sind.  Hierzu  bedarf  es  meist  gar  nicht  der  sonst 
fldordedielien  mikroshoplschsn  üniemchnng  der  einseinen  (meist  sehr 
feinen)  Figuren;  es  genügt  oft  die  blofie  Betrachtung  der  gleich- 
mlBig  g^taten  Flache  im  reflektierten  Himmelslicht^  dessen  diffuse 
Keflerion  Ton  der  Art  nnd  Orientierung  der  feinen  Ätsgruben  abhingt 
Bedeckt  die  Fliehe  Stücke  von  verediieden  orientierten  Individuen, 
eo  haben  diese  Teile  bei  dieser  Art  der  Beobachtung  verschiedenes 
Aussehen.  Diese  Metbode  hat  u.  a.  große  praktische  Bedeutung  bei 
der  Erkennung  der  Einheitlichkeit  von  Quarskrifitallen,  die  ja  fttr 
physikalische  Untersuchungen  ein  kostbares  Material  darstellen. 

Liegt  hier  ein  praktisch  wichtiges  Problem  ror,  ko  bieten  sich 
in  andern  Fällen  auch  wissenschaftlich  bedtMitnngsvoUc,  nämlich 
dann^  wenn  ein  Kristall  nur  allein  in  einer  Form  gefunden  wird,  von 
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der  man  flirehieii  moBy  dafl  de  trUgerueh  irt,  und  es  ttoh  denmaeh 
dämm  handelt,  die  wahre  kristaUographieehe  und  phyeilralische  Sym- 
metrie des  Körpers  auf  einem  andern  Wege  feslBUstellen.  Ein  soldier 
Fall  liegt,  beilinfig  bemerkt^  bei  Qnars  nicht  vor,  da  hier  einfache 
LuÜTidoen  neben  TersehiedeDen  Arten  von  Verwach suii«;en  beobachtet 
-werden.  In  einer  Beihe  Ton  FUlen  der  geschilderten  Art  bat  die 
Methode  der  Ätzfiguren  die  Zn^mmensetzung  anscheinend  einheitUcher 
holoedrischer  Kristalle  ans  mehreren  heniiedrischen  nachzuweisen  ge^ 
stattet  lind  damit  die  Substanz  derjeuigen  Sjminetri^p'uppe  ein- 
georduet^  der  sie  iu  \N'abrbeit  aivj"f^bört. 

Ein  klassisches  lioispiel  hitiriur  ibt  der  in  der  Zu«ammeustellung 
anf  S.  bei  der  Gruppe  (25)  (Tetartoedrie  des  hcxagoiiuleu  Systems) 
genannte  Xej)belin,  dessen  Vorkommen  die  Symmetrie  der  (irnppe  (21) 
(üuioeJrie)  vuitünsclit.  Die  Beobachtung  der  Atzfigureu  hat  in  allen 
ItUIeu  festgestellt,  daß  diese  anscheinend  ein&chen  Kristalle  Zwillings 
gehilde  aind^  uuofem  bei  ihrer  Anwendung  anscheinend  einheitliche 
Fliehen  in  swei  oder  mehr  physikalisch  nn^idiwertige  Stddce  ser- 
Helen.  Das  Stadium  der  SymmetriererhSltiiisBe  der  besflj^iehen  ÄtK- 
figoren  gestattete  dann  raob  weiter  die  Erkenntnis  der  physikaliaehea 
Symmetrie  der  Einzelindividuen.  Wir  kommen  hiermit  bereits  zu  der 
andern  oben  signalisierten  Art  ren  Aufgaben,  die  im  nächsten  Para- 
graphen Erörterung  finden  solL 

§  b^.  Kontrolle  der  Symmetrie  form  oln  cinfachior  IndiTidnen. 
Die  zwi'ite  <jbca  augedeutete  Aufgabe,  die  Kontrolle,  ob  die  nach  den 
auftretenden  Flächen  anzniichniende  Symmetrie  e'mf^  Kristulljs  wirklich 
die  allgemeine  ist,  die  dem  physik  iliH*  lim  A'erbalten  entspricht,  ist 
die  schwieriger*^,  insofcru  hier  die  luikruskopisclie  Untersuchung  der 
geumetribcheii  Veraai Luisse  der  Atzhgureii  nicht  umgangen  werden 
kann.  Je  nach  Linständeu  tritt  dabei  die  eine  oder  die  andere  der 
oben  farmnlierten  und  in  mancher  Hinsicht  äquivalenten  Fragen: 
folgen  die  Figuren  beim  Übergang  ron  einer  xu  einer  anscheinend 
^eiehartigan  Fliehe  den  Deckbewegungen?  entspricht  bei  einer  und 
derselben  Fläche  die  Figur  der  Symmetrie  der  Fläche?  mehr  in  den 
Vordergrund. 

Ein  überaus  lehrreiches  Beispiel  bildet  hier  die  Gegenüberstellnng 
der  beiden  Minerale  Kalkspat  und  Dolomit    Beide  Körper  spalten 

nach  demselben  Bhomboeder  und  sind  einander  in  einer  Anzahl 
physikalischer  Eigenschaften  so  ähnlich,  daß  ihre  Unterscheidung 
Mühe  macht.  Die  Spaltiinj^fläehen  sind,  wie  das  im  nächsten  Ab- 
schnitt nocb  besonders  zur  Sprjicbe  konimon  wird,  gleichzeitig  mög- 
liche Kristailliächoii.  Nacb  der  Ubereinstimniuijg  der  Forni  nr\<\  nach 
den  äjmmetrieelementen  eines  ithomboeders  würden  also  beide  der 
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Gruppe  (9)  (Holoedne  dM  trigonalen  Syst«»»)  Bozareclui«!  sein. 
Wim  di«e  richtig  io  mflßtan  die  Ätzfigoren  bei  den  der  Gruppe 
entiprechendflii  DeckbewegungeD  mit  den  Flächen  selbst  aaeh  zur 
Bedbuig  gebungen  und  aöf  jeder  eiDiehieii  Fliolie  deren  Symmetrie 
entoprecheiL 

Die  Formen  der  Ätzfignren  bei  Kalkspat,  die  in  Figur  76a  wieder- 
gegeben sind,  erfüllen  diese  Anforderungeai  alle  die  DeokbewegODgen^ 
welche  durch  die  Symmetrie- 
formel C,  Ä}^,  /L^^'  resp. 
P,  A  j'^j  ausgtciriickt  werden, 
tuhrcTi  auch  das  in  der  Figur 
echematisch  ^\  iedergegebene  Kur- 
Tendreieck  der  Atzfigur  auf  der 
«ioea  Fliehe  Aber  in  daqenige 
auf  der  anden.  Anch  findet  noih 
die  Symmetriellnie^  weldie  nach 
S.  106  die  Fliehen  pa»Qel  deren 
kmser  Diagonale  durchsetd^  in 
der  Ätzfigur  wieder.  Dagegen 
iit  die  lange  Diageoak^  welehe 
nach  S.  106  zwar  eine  geome- 
trische, aber  keine  kristallo- 
grapbisi'be  Symmetriebnic  dor 
Fläche  darstellt,  keine  üyui- 
metrieiinie  der  Atztif^ir. 

Die  in  Fignr  7Gb  dargeätell-  ng-TSb. 
ten  Atzfigureu  für  Dolomit  ent- 

{»precheu  nur  den  beiden  Symmetrieelementeu  C  und  Äj'^'j  dagegen  geht 
bei  einer  Spiegelung  in  der  zu  X  normalen  Ebene  (Üe  Figur  auf  der 
FBehe  a  nicht  in  jUe  «nf  der  Fliehe  ß  ftber,  und  entspreehend  beutst 
die  einitelne  Figor  leine  xnr  kozseii  Flichendiagonale  parallele  Sym- 
melrielinie. 

Die  echeiBbare  Symmetrie  dea  Dolomit  naeh  den  Slemeniett  der 
Gmi^  (9)  itt  also  nicht  wirUieh;  die  tatsächliche  Symmetrie  iat  die 
der  Gmppe  (12)  mit  den  Elementen  O,  A}^\  Letztere  Symmetrie 
wfirde  sidi  an  der  Ej^stallform  z.  B.  dadnrdbi  betätigen  können,  daß 
Rhomboeder  mit  znschärfenden  Flächen  1  und  4  oder  2  und  3 
gemäß  Figur  G9  d  auf  S.  94  auftreten. 

Die  Methode  der  Atzüguren  hat  in  der  Hand  erfifthreuer  Forscher 
der  Wissensf.haft  sehr  bedeutenden  Nutzen  gebnicht  Tnimerhin  srbeint 
sie  nicht  ohne  Schwierigkeiten  zu  sein;  über  die  I>euiung  marieher 
zarter  (iebilde  sind  MeinungsTerHcbiedenbeiten  zwischen  Fiichbiuten 
vorhanden.    Es  int  auch  klar,  daß  eine  Method^  die  auf  der  Be- 
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obaehtung  kleinster  Bereiche  der  KrislaUflSchen  beruht,  der  TSu- 
scbong  infolge  lokaler  Störungen,  S[>riliige,  Poren  u.  dgl.  herromgend 
ausgesetzt  ist.  Weitgehende  Schlflsse  mancher  Forscher  aus  Ätz- 
tigurcn,  dahingehend,  daß  nahezu  rt  1 1  e  hochsymmetrischen,  insbegondcre 
huioedrischen  Formen  durch  \  erwachsungen  von  mt  hroron  nipdriir 
symmetrischen  Individuen  vorgetäuscht  würden,  worden  IcuigeniiiÜ 
von  anrl«M  t  n  Forschern  beanstandet  und  sind  mit  Vorsicht  aul^anehmen. 
Die  Beobachtungen  anderer  physikalischer  Vorgänge  an  Kristallen,  als 
deijenigen  des  Wachstums  und  der  Auflösung,  geben  jedenfalls  bisher 
keine  Yeraolassnng  zn  Slmlichen  Seblflssen,  nnd  wir  werden  dem- 
gemäß weiterbin  mbig  mit  der  Annahme  arbeiten,  dafi  allen  den  Z2 
kristallographifleh  möglichen  Gruppen  in  der  Natur  ancb  wirklieb 
Kristalle  oitspreehen. 

VIIL  Abschnitt. 

Struktui  tlieoi'ien. 

§  b[}.  AUgemeines  über  Ziele  und  Iieistungcn  der  Struktur- 
theoricn.  Alle  die  bisher  dargestellten  Betrachtungen  gehen  von 
einigen  durch  die  Beobachtung  der  Kristallforraen  gewonnenen 
ünindregeln  aus.  Die  Übereinstimmunsr  der  schließlichen  Resultate 
mit  der  Erfahrung,  das  Auftreten  keiner  anderen,  als  der  auf  dieaeui 
Wege  gewonnenen  Typen,  wie  auch  der  fast  lückenlos  gelungene  Be- 
weis des  Voikommens  aller  der  theoretisch  gewonnenen  Typen  in 
der  Natur  bestätigt  nachtiagltch  die  Richtigkeit  des  Ausgangspunktes 
der  Deduktion. 

Das  hierdurch  nochmals  charakterisierte  Verfahren  findet  in  vielen 

andern  Gebieten  der  Physik  Analoga.  Ihni  stellt  sich  aber  in  jenen 
Gebieten  meiat  der  Versuch  eines  zweiten  Verfahrens  gegenllber^  das 
die  Grundlage  allgemeiner,  aus  der  Erfahrung  fließender  Sätze  7u  ver- 
meiden, nämlich  durch  eine  spezielle  Vorstellung  über  den  Me 
fhanisnius  des  Vorganges  zu  ersetzen  sucht.  In  vielen  Fallen  sind 
es  iuolekulnr()i!M>rctische  Vorstellungen,  welche  herangezogen  werden. 

Ahnliche  Bestrebungen  sind  auch  in  unserm  Gebiete  von  mehreren 
Seite»  verfolgt  worden.  Es  handelt  sich  dabei  um  den  Versuch. 
Bilder  von  der  Konstitution  der  kristallisierten  Substanz 
an  konstruieren  nnd  aus  ihnen  die  fiberhaupt  möglichen 
Symmetrietypen,  wie  auch  die  Gesetze  der  in  ihnen  auf- 
tretenden Flachen  absuleiten.  Derartige  Vorsuche  könnten  an 
sich  offenbar  noch  viel  weiter  reichende  Bedeutung  gewinnen;  denn  ans 
der  als  bekannt  vorausgesetzten  Konstitution  mOBten  sich  schlieBlicb 
die  Gesetze  aller  physikaliachen  Eigenschaften  ableiten  lassen,  welche 
kristallisierte  Substanz  zn  zeigen  Termag. 
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IndeMen  sind  nach  dieser  letzteren  Richtung  die  Erfolge  der  so- 
genannten Strukturtbeorien  bisher  nicht  ebiO  weitreichend.  Die  vor« 
handeneo  Theorien  beschäftigen  sich  kaum  mit  der  Fnge,  wie  denn 
eine  der  hypothetisch  eingefiihrten  Molekularanordnungen  sich  auch 
nur  in  dem  nötigen  stabilen  üleichg«'wioht  lu  erhalten  vermag,  ge- 
schweige denn  mit  der  weitergehcTirlRii,  zu  welchen  physikalischea 
Eigenschaften  sie  führt.  Es  handelt  sich  im  alltremeiueü  in  der  Tat 
nur  um  den  Nachweis,  daß  bei  Einföhrung  gewisser  Vorstellungen 
über  die  den  Kristall  koiiätituierendeii  Korpuskeln  (die  nicht  not- 
wendig mit  den  chemischen  Molekülen  üb^insiutimmen  branchen) 
rieh  ziimiliehe  AnoFdnnngen  derselben  finden  lasseui  welche  genaa 
den  oben  abgeleiteten  33  Symmetrietypen  entsprechen.  Duich  Hinza- 
nahme  der  plausiblen  Hypothese»  d^  Ebenen,  die  sieh  zur  Begr^- 
lang  eines  so  konstituierten  Kristalls  eignen»  in  dem  System  der  Kor- 
puskehi  eine  ausgezeichnete  Lage  haben,  etwa  von  Korpuskeln  in 
einer  gewissen  Dichtheit  erfflUt  sein  müssen,  kann  man  dann  Scharen 
möglicher  kristallinischer  Begrenzung^ flächen  festlegen  und  für  diese 
das  Gesetz  der  rationalen  Indizes  ableiten.  Aber  diircbgroifende 
Gesichtspunkte,  welche  etwa  diV  stärkere  ÄTisbildung  der  einen  oder 
der  anderen  Fliicheuart,  sowie  tius  konsequente  Fehlen  an  sich  mög- 
licher verytoben  lassen,  sind  bisher  nicbt  gewonnen.  Ansätze  zur 
Ableitung  der  Gesetze  physikalischer  Erscheinungen  auf  Grund  einer 
speziellen  Strukturhjpothese  fehlen  fast  ganz,  und  was  davon, 
bisher  Torliegt,  benutzt  wenig  mehr,  als  die  aus  den  Kristallfomen 
gssdilossenen  SymmetrieYerhaltnisse. 

Wegen  dieser  Sachlage  ist  bisher  keine  Veranlassung,  in  einer 
DarsteUnng  der  Kristallphysik  den  Stmkturtheorien  sehr  nel  Raum 
10  gew&hren.  Immerhin  dflifen  sie  nicht  ganz  übergangen  werden, 
lehon  wegen  ihrer  Beziehungen  zu  den  allgemeinen  Sjmmetriebetrach- 
tungen,  bei  denen  sie  das  in  §  43  u.  f.  benutzte  Erfahrungsprinzip  der 
ratiooaleii  Indizes  in  interessanter  Weise  %u  ersetzen  yermögen. 

§  60.  Die  Bramiasohen  Baumgitter.  Die  denkbar  einlaohste- 
Hjpotheee,  die  man  Uber  die  molekulare  Konstitution  eines  Kristalls- 
machen  kann^  und  Ton  der  (nach  einem  früheren  Versuch  Ton  Franhen- 
heim  l835)  Bravaig*')  1850  bei  seinen  bahnbrechenden  Überlegungen 
ausging,  ist  die,  ihn  aus  lauter  gleichartigen  Massenpunkteii  von 
kugeliger  Symmetrie  zusammengesetet  au  denken,  die  so  angeordnet 
sind,  daß  im  Innern  des  Kristalls  ein  jeder  MasBcnpunkt  (innerhalb 
der  Wirkun«;^' weite  der  Molekularkräfte)  in  identischer  Weise  von  den 
übrigen  umgeben  wird.  Hiermit  würde  der  Anforderung  einer  struk- 
torellen  Homogenität  am  einfachsten  entsprochen  sein. 

1)  Swaig,  Joum.  de  r^col«  polyt.  T.  19,  Hdt  88,  p.  1;  18ft0. 
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Die  Konzeption  Teriaogt,  daß  in  jeder  Richtung,  in  der  man,  ron 
einem  Massenponkt      aoBgehendi  in  einer  kleinsten  Entfernung  a 

einen  anderen  trifft,  die- 
sem Punkt  in  immer  glei- 
chen Abständen  a  weitere 
Piinktf  Jh.,  p^,  ...  folgen 
müssen.  Gelangt  man  in 
einer  anderen  Richtung  von 
jpb  in  einer  kkinsten  Eiit- 
fernnng  b  su  einem  weiteren 
Punkt  p^'f  80  mfissen  sich 
dieeem  nicht  nnr  in  der- 
selben Riehtong  in  gleichen 
Abständen  weitere  Punkte 

Po  f  Po  f  ■  •  '  anreihen,  — 
jedor  di<>ser  Punkte  muß, 
nach  der  Annahme  gleich- 
artiger Umgebung,  auch  Aus- 
gnngspunkt  für  eine  der 
ersten  Reihe  p^,  pj,  p^,  .  .  .  srleiche  und  parallele  sein. 

So  entsteht  zuniicbat  in  der  Ebene  der  YerbnidungHÜnien  p^^p^ 
und  PqPq  ein  Punktgitter  aus  zwei  Systemen  von  Punktreihen:  inner- 
halb desselben  liegen  aber  ersiehtlieh  unendlich  viele  Punktreihen  von 
verschiedener  Richtung,  insofern  die  Verbindungslinie  irgend  zweier 
Punkte  Pq  und  ^^^^^  in  ihrer  Verlängerung  in  immer  gleichen  Abständen 
weitere  Punkte  tnflt. 

Verbinden  wir  schließlich  p^  mit  einem  Punkt  außerhalb  der 
Zeiehenebene  (derart,  dafi  zwischen  jpo  ^nd  go  kein  weiterer  Punkt 
liegt),  so  lilBt  sich  an  die  Richtung  von  7^^^^^  dieselbe  Überlegung  an- 
knüpfen, wie  an  die  Riebtungen  von  p^p^  und  p^pj.  Auf  der  Ver- 
lingenmg  ron  p^q^  mfissen  sich  in  den  gleichen  Abstanden  p^q^  ^  e 
weitere  Punkte  r«,  8^^  ^01  •  • '  finden,  nnd  gleiche  und  ]>arallele  Rethen 
rj^%  Sji<*),  t^^% . . .  mfissen  in  jedem  Punkt  pjf*'^  der  Zeichenebene  ihren 
Ausgang  nehmen. 

« 

Drei  derartige  Reihen  von  beliebiger  Richtung  und  beliebigem 
Abstand  ihrer  Punkte  sind  mit  der  Anforden«^  gleicher  V(  rteilung 
um  jeden  Massenpunkt  vereinbar:  jede  vierte  unabhängige  würde  damit 

in  Widerspruch  treten.  Die  vorstehend  charakterisierten  „einfachen 
Rauraj^itti  r"  sin«!  (h»her  die  allgemeinste  Lösung  der  Aufgabe  der 
Strukturtheorie  auf  der  gegebenen  Grundlage. 

Diese  Raumgitter  besitzen  nun  bezüirlirh  jedes  einzelnen  ihrer 
Massenpunkte  Sjmmetrien,  die  je  nach  Richtung  und  Größe  der  Ele- 
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mniiUwlreefcen  a,  hj  e  mü  denen  gewisser  Ensisllgruppen  flberein- 
stimmeiiy  und  sie  können  demnach  als  einfachste  hypothetische  Bilder 
ftr  die  StraUnr  eben  dieser  Kristalle  gelten. 

Brami»  hat  gezeigt,  daB  es  vienehn,  und  ntir  vierzehn  nach  ihrer 
Symmetrie  yerschiedene  einfache  Raumgitter  gibt,  die  sich  den  siehen 
Kristallsystemen  in  verschiedener  Anzahl  anordnen.  Diese  Gitter  sind 
nachstehend  dadurch  beschrieben,  dafi  einmal  die  elementaren  Ab- 
stände a,  h.  c  lind  hierdurch  drei  Punktreihen  mit  kleinsten  Abständen 
angegeben  sind,  weiche  nach  dem  nbi^jon  das  Gitter  konstituieren, 
und  sodann  die  Gestalt  eines  der  charakteristischen  Elementarbereiche^ 
in  welche  die  Gitterebenen  den  Baum  zerlegen: 

I.  Trildiner  Typus. 

1.  a,  h,  c  beliebig  gegeneinander  geneigt  und 
von  beliebiger  Länge.  Das  Elemrntarbereich  ist 
ein  doppelt -schiefes  PaniUelepiptdou  mit  Massen- 
punkten  in  seinen  Ecken.  fFig.  78.)  fi«.78. 

II.  Monokliner  Typns. 

9.  a  gegen  (  beliebig  geoeigl^  e  nonnal  auf  o  nnd  h\  a^h^e  Ton 
belieinger  relativer  Linge.  Das  Mementarbereich  ist  eine  gnade  S&ole 

von  rbomboidischotn  Querschnitt  mit 
Maaecnpnnkten  in  den  Ecken.   (Fig.  79.) 

3.  a  gegen  h  beliebig  geneigt  und 

von  beliebiger  relativer  Lnnrre;  c  von  sol- 
cher Länge  und  Neigung,  daß  seine  dop- 
pelte Projektion  auf  die  Ebene  von  a 
und  h  in  die  Diagonale  d  des  Parallelo- 
gramms aus  a  mid  h  fällt.  Als  Elementarbereich  kann  eine  gerade 
rhomboidische  Säule  mit  den  Kanton  a,  h,  |/4c*  — rf'  und  mit  Massen- 
punkten in  den  Ecken  und  in  dem  Zentrum  angesehen  werden.  (Fig.  80.) 

HL  Bhombiseher  Typus. 

4.  ajh,  €  nonnal  saeiiiaiider  nnd  Ton  beliebiger  LSnge.  Ele- 
mentarbereiehe in  rechtwinkliges  PkuraUelepiped  mit  den  Kanten 
Of^fC  and  mit  Msssenpunkten  in  den  Ecken.  (Fig.  81.) 

5.  c  normal  zu  //  und  6;  die  Pro- 
jektion von  2h  auf  die  Ebene  ac  gleich  jc: 
im  ftbrigen  a,  h,  c  beliebig.  Elementar- 
bereieh  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped 
mit  den  Kanten  a,  y'46'  — a*  c  mit 
Massenpunkten  in  den  Ecken  nnd  im  Zen- 
trum der  Jiaseu.   i  Fig.  82.) 

Voigt,  KrictoUpIviik- 


Vlff.Tt. 


llf  M. 


HS- 81. 


Digitized  by  Google 


114 


L  KapiteL   Die  Symmetrieeigenachaften  der  Kriatalle. 


6.  a  normal  zu  5,  die  Diagonala  ▼<m  «  imd  6  f/LMt  dar  PhH 
jektion  Ton        im  fllirigeii  die  GrÖfiea  Ton  a,  h,  e  beliebig.  Ele- 

mentarbereich  ein  recktwinkliges 
rallelepiped   mit  Massenpnnkten  in 
den  £dlräii  und  im  Zenkom.  (Fig.  83.) 

7.  a,  h,  c  in  drei  soeinander  nor* 
malen  Ebenen  gegen  deren  Sehnitt- 
linien  ä,  y,  jr  derart  gele^ui,  daß 

im  übrigen  beliebig.  Elemeutarbereich  ein  reohtwinkligee  ParaUele- 
piped  von  den  Euiten  2aoo8(a,  o:),  26eos(&,  y),  2«ooe((Ty«)  mil 
Maeaenpnnkten  in  den  Eeken  mid  in  der  Mitte  jeder  F]lei&e.  (Fig.  84) 

IV.  Tiigonaler  oder  rlkomboediiadier  Tjpos. 

8.  a  »  (  »  c  in  drei  Tertikakn  EVenen  dnith  0 
gelegen,  die  nm  120*  gegeneinander  geneigt  sind, 
nnd  Bwar  nm  gleiehe  Winkel  Ton  der  Vertikalen 
abwdehend.  Das  Elementarbereiek  iat  ein  Bhom- 
boeder  mit  den  Kanten  "b,  e  und  Maeaenponkten 
m«,t5.         in  allen  Eeken.  (Fig.  85.) 


V.  Tetzagonaler  oder  qnadratiaelier  Typus.. 

9.     fr,  c  normal  aneipander;  a    fr.   Das  Elementarbereich  ist 

ein  gerades  quadratisches  Prisma  mit  Maaaen- 
ponkten  in  den  Ecken.  (Fig.  8d.) 

10.  a  «  fr  nnd  a  normal  zu  h\  die  Dia- 
gonale Ton  a  nnd  fr  gMcb  der  Phijektioii 
Ton  2c)  im  flbrigen  c  beliebig.  Das  £le- 
meniarbereieh  ist  ein  gerades  qnadiatisdlies 
Prisma  mit  MasBenpankten  in  den  Eeken 
nnd  im  Zentram.   (Fig.  87.) 


Fff.  87. 


\  1,  llexagoiialer  Typus. 

11.  a  ='  h,  ifi,h^f>0'^  r  bpliebii;  und  normal  zu 
a  und  h.    Als  Elementarborticli  kann  ein  g<'rades, 
gleichseiiif^  theiscitigeB  Prisma  mit  den  Kauten  a, 
a  und  e  und  ^ffu^sen punkten  in  den  Ecken,  oder  aber 
^  ein  gerades  irleiL-hseitig"  sechsseitiges  Prisma  mit  den 

 -J^-'''    Kauten  a,  a  und  c  und  mit  Massenpunkten  in  den 

Vif.  88.  Ecken  und  den  Zentren  der  Busen  gelten.  (Fig.  88.) 
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VII.  Regulärer  Typus. 

12.  a,  b,  c  einander  gleich  und  normal  zueinander.  Elemcntar- 
bereich  ein  Würfel  mit  den  Kanten  a  und  mit  Maaaenponkten  in  den 
Ecken.  (Fig.  89  i 

1.^  a  ^  b  nurmal  zueinander;  2  c  nach  Lage  und  Große  durch 
die  I'Kiijonale  des  aus  a  und  h  vervollständigten  Würfels  pt^^ehen. 
Elementarbereich  ein  Würfel  von  den  Kanten  a  mit  Massenpunkten 
in  den  Ecken  und  im  Zentrum.  (Fig.  90.) 


Fig.  89. 


Fig.  90. 


Fig.  91. 


.  14.  —  0  doreh  die  halbui  Diagonalen  der  SeiteoflSeheii  eines 
Wtlifelfi  gegeben,  dessen  eine  Ecke  in  0  liegt.  Elementarbereieh  ein 
Oktaeder  von  den  Kanten  a  mit  Massenpnnkten  in  den  Eeken  oder 
ein  Wfiifel  von  den  Kanten  aV^  mit  Massenpnnkten  in  den  Ecken 
und  in  den  llitten  seiner  Flächen.  (Fig.  91.) 

Diese  .BromiMsehen  Raumgitter  haben  die  Symmetrien  der  holo- 
edrischen Typen  der  sieben  oben  eingeführten  Kristallsysteme; 
andere,  als  die  bei  diesen  auftretenden  Symmetrieachsen  werden  durch 

die  zugrunde  liegende  Stnikturliypothese  also  nicht  zugelassen.  Letzteres 
hii^gt  damit  zusammen,  daß  die  Ebene  zwar  in  identische  Parailelo- 
grsmme,  in  gleichseitige  Dreiecke  oder  reguläre  Sechsecke  zerlegbar 
ist,  nicht  aber  in  identische  reguläre  Fünf-,  Sieben-,  Acht-  usw.  Ecke, 
wie  man  leicht  beweisen  kann.  Die  Strukturtheorie  liefert  also  bei 
holoedrischen  Formen  als  eine  Konsequenz  ihrer 
'irundanaabme  die  Beschränkunf?  der  Zählig- 
keiten  der  Symmetrieachsen  auf  '2,  Ii,  4,  B,  die 
bet  den  frühereu  Betrachtungen  auB  einem 
allgemeinen  ChfahrnngssatK  deduziert  werden 
miiBte.  Sie  liefert  auch,  wenn  man  die  Hypo-  #< 
these  hinznnimmt^  daft  mögliche  Kristallfiicben 
mit  Ebenen  zusammenfallen  mUssen,  welche 
Gitter  der  Massen  punkte  entiialten,  diirekt  das 
Prinzip  der  rationalen  Indizes,  von  dem  im 
V.  Abschnitt  ausgegangen  ist. 

In  der  Tat,  wenn  in  Figur  92  die  drei  Geraden  Punktreihen  in 
den  elementaren  Abständen  a,  h,  c  enthalten,  so  lassen  sich  alle 

b* 


i'ig.  92. 
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Ebnen,  velohe  Gitter  toh  Maaeenpnnkten  enthaltehy  dadnreli  de- 
finieren, dafi  ne  auf  diesen  Geraden  Abeelmitfce  marUereni  welche 
ganzsaUige  YielfMshe  von  afh,e  sind;  und  liierin  isfc  eben  das  Priniip 
der  rationalen  Indime  enthalten. 

§  61.  0le  BiaTBlaaelie  Stnüctoxtheoile.  Da  die  vorstehend  in- 
sammengestellten  vierzehn  ein&ehen  Raumgitter  nur  dm  Synoietneii 
der  holoedri  sehen  Gruppen  entspreehen,  so  kann  ein  nach  ihnen 
geordnetes  System  von  Massenpnnkten  ale  ein  den  Anfordenungen 
der  Erfahrung  entsprechendes  Bild  der  Eristalistniktur  nicht  gelten. 
Bravais  hat  die  notige  Erweiterimg  der  Konzeption  in  der  Rieh 
tung  gesncht,  daß  er  die  mit  Kncrf Isvmmt^trie  behafteten  Massen- 
punkte  durpli  Massen  s y  s  t  e m  e  (  Elementarnmssen")  ersetzte,  die 
ihrerseits  niedrigere  Symmetrien  von  der  Art  der  andern 
(hemiedrischen  und  tetartoedrischen )  Kri5?tall ty pen  ihres  Systems 
besitzen,  und  die  em.imler  \mrdilti,  und  zwar  so  gegen  die 
Gitter  orientiert  sind,  daü  korrespondierende  Symmetrieachsen  oder 
-ebenen  des  Gitters  nnd  der  ElemeDtarmassen  einander  parallel 
liegen. 

Bei  einer  sokhen  Anordnung  bleiben  die  dem  Ranmgitter  nnd 
den  Elementarmassen  gemeinsamen  Symmetrieelemente  erhalten,  die- 
jenigen Elemente,  wdehe  den  Elementarmaasen  fiahlen,  gehen  dem 
gesamten  System  yerloren.  Elementarmassen  mit  Symmetrieelemenien, 
die  denen  des  Gitters  dnrchans  tnmd  sind,  würden  dessen  Symmetrie 
ySllig  aufheben;  sie  können  also  in  Kristallen  nicht  auftreten,  — 
was  auch  Ton  TOmherein  einleuchtt^t,  da  die  Anordnung  der  Maftfffin 
durch  die  Ton  ihnen  ausgehenden  Kräfte  bestimmt  wird. 

Wenn  man  z.  B.  in  eines  der  Raumgitter,  welche  die  Symmetrien 
C,  ^.("),  Aß  resp.  C,  W,  Jg,  der  Boloedrien  des  IV.  bis  VL  Systems 
besitaen,  Elementannassm  Ton  einer  der  Symmetrien 

einfiBgt^  so  kommt  dies  so  ausgestaltete  Ramngitter  bei  allen  den  B6> 
wegungen,  welche  den  letzteren  vier  Symmebieformelu  ratsprechen, 
bis  in  die  Elementacmassen  hinein  mit  sich  zur  Decknng,  aber  bei 
keinen  anderen  davon  unabhängigen  Bewegungen. 

Bei  dieser  Erweiterung  der  Theorie  bleibt  natürlich  die  Be- 
schränkung der  Zähligkeiten  der  Symmetrie-  und  der  Inversiona- 
achsen  auf  3,  4,  6  resp.  2,  4,  6  erhalten,  auch  folgen  die  fOr 
Kristalltlächen  gcei(,meten  (ritterebenen  dem  Gesetz  der  rationalen 
Indizes,  während  zugleicli  durch  die  gcrii^L''<»ro  Sviumetrie  der  Ele- 
mentarmassen Jb'iächeu  ungleichartig  werden  können,  die  nach 
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der  geometrischen  Symmetrie  des  Gitters  einander  gleichartig 
tnwihiiuwii. 

Um  ein  Beispiel  so  geben,  bekacliteaii  wir  einefl  der  Banmgiiter, 
die  dem  V.  (Teiragonalen)  System  entopreohen  imd  in  Figur  86  und 
87  dngwteltt  sind.  Mit  ihnen  ist  bei  yonniflsetnmg  kngelsymme- 
btisehier  Heasenpmikte  die  Eriaiallfonn  einer  quadratischen  Doppel» 
Pyramide  mit  acht  gleichartigen  Uftohen  Tereinbar,  derai  PoUtgor 
61  auf  S.  91  leigt 

Werden  nun  aber  in  das  Raumgitter  statt  der  Massenpnnkte 
Eleraentarmassen  Ton  der  Symmetrie  A}*^E^  eingeführt,  etwa  Gebilde 
Ton  der  in  Figur  64  auf  S.  02  dargeetellten  Form,  so  "kehren  diese 
den  Flachen  der  bei<lf»n  quadratischen  Pyranmlcn  in  der  Kristallform 
Terschiedenartige  Seiten  zu;  die  Pole  in  den  beiden  Hälften  der  Pol- 
figur 61  und  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  werden  hierdorch  ein- 
ander ungleichartig. 

Dies  kann  sich  iu  der  Natui  darin  kundgeben,  daß  der  eine 
Flächeukümplex  sich  schwieriger,  in  kleinerer  Ausdehnung  oder  mit 
anderem  Ai^^hen  (matt^  gesMft)  bildet^  als  der  andere;  der  Unter- 
sdiied  knnn  ancih  in  der  natürlüdien  Ausbildong  der  JBlSehea  nnmeik'* 
lieb  sein  und  nur  durob  Anitt«en  derselben  berrortreten. 

Ebenso  wird  natfirlicib  bei  phyailcaliiQbeny  s.  pjxo-  und  pieao- 
«lektrieebsn  Vorg^bigen,  die  nur  bei  asentrisehsr  Symmetrie  der  Kristall* 
ilniktQr  «nfkreten,  die  Eigenart  der  im  Gitter  b^düeben  lUementar- 
masssn  wirksam  werden. 

Es  ist  klar,  daß  die  so  ausgebildete  JSrawnssobe  Theorie  in  quali- 
tativer Hinsicht  weitgehenden  Ansprüchen  genügt  und  schon  allein 
in  der  Verstandlichmachung  und  BegrinKhing  des  Prinzips  der  ratio- 
nalen Indizes  und  der  besrhninkten  Ziihiigkeit  der  Symmetrie-  und 
lüversionsarhseii  Im  tr-u  Ktliche  Leistungen  aufweist.  Freilich  kommt 
das  letztere  iiesuitat  in  einer  eigentümlich  komplizierten  Weise  zu- 
stande, wie  noch  einmal  betont  werden  mag.  Bezüglich  der  Raum- 
gitter liegt  ja  aUe.s  einfach;  aus  lein  geometrischen  Gründen  sind  nur 

14  Typen  mit  resp.  zwei-,  drei-,  Tier-  und  sechszahligen  Sym- 
nefarieaditen  mOgludi.  Aber  die  Elementarmaasen,  welche  nun  in  die 
Gitter  geeetet  wevdeni  kSnnten  an  sieb  alle  mSglidien  Symmetrie- 
eleomte^  s.  B.  anob  ftnf-  und  siebenzSUige  Symmetrieacbsen  besitaen. 
Nur  die  plausibk  Erwigung^  dafi  die  Gitter  duieh  die  Wecbsel> 
wbkongen  der  Elementarm  aesen  im  stabilen  Gleiebgewieht  besteben 
sollen,  daß  hiersa  Elementarmassen  nii^t  fähig  sind,  deren  Sym- 
metrien im  Widerspruch  mit  denen  der  Gitter  aind,  daß  die  Sym- 
metrieelemente  der  Elementarmassen  also  keine  andern  sein  können^ 
als  die  den  hezQglichen  Gittern  eigenen  —  allerdings  eyentuell  in 
reduzierter  Zahl  —  awingt  den  ElementanDassen  ihre  besaglichen 
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Symmetrien  auf.  St  ist  von  Nutseiiy  lidi  dies  '^erbSltnis  Usr 
zo  msehen. 

Was  die  Bedelrangeo  der  BramnSB^va  StrnktnriJieorie  tu  pliysi- 
kalisdieii  Fragen  angeht,  so  gfll  das  im  Eingang  dieses  Abschniita 
generell  Gesagte  atteh  fllr  sie.  üntersaefanngen  Uber  das  stabile  Gleiche 
gewieht  eines  Systems  derartiger  Elementarmassen  in  derartiger  An- 
ordnnng  fehlen  bisher  und  sind  am  so  schwieriger,  da  hierbei  un 
zweifelhaft  das  smguläre  Verhalten  der  Teile,  die  einer  Grenzflach« 
nahelien^en  und  dort  also  zentrisch  dissymmetrische  Wirkungen  von 
den  umrrehenden  Teilen  erfnhren,  speziell  in  Betracht  zu  ziehen  ist. 
Lord  Kelvin^)  hat  sich  in  seinen  letzten  Lebensjahren  wiederholt  mit 
einem  Problem  beschäftigt,  das  als  elementare  Vorstudie  zu  dem  hier 
Torliegendeii  geiteu  kann,  mit  dem  Gleichgewicht  einer  in  einer  Ge- 
raden angeordneten  Reihe  Ton  Hassenpnnkten,  die  anf  der  einen  Seite 
begrenzt  ist,  anf  der  andern  sieh  ins  Unendliche  erstreckt,  bei  ge- 
eigneten Annahmen  Uber  die  cwisehen  ihnen  wirkenden  KrSfte.  Die 
analytische  Behandlung  derartiger  Anfjo;aben  ist  sehr  umstandUch;  ihre 
Resultate  weisen  auf  betrSehtliche  Unregelmäßigkeiten  der  Stroktnr 
in  der  Nähe  der  Begrenzung  hin. 

Eine  allgemeine  Frage,  die  mit  dem  Problem  des  Gleichgewichtes 
eines  Systems  von  Elementarmassen  von  gegebener  Symmetrie  zu- 
sammenhängt und  ein  gewisses  priii^ipipües  Interesse  besitzt,  mag 
hier  noch  kurz  berührt  werden,  nämlich  die,  ob  es  physikalisch 
denkbar  ist,  daß  Elementarmassen  von  niedriger  Symmetrie  sich  in 
einer  Rnuingitteranordnung  von  Löher  er  Symmetrie  im  Gleich- 
gewicht befinden.  Es  erscheint  z.  B.  nicht  sofort  einleuchtend,  daß 
bei  einer  Eleraentarmssse  von  der  Symmetrie  AJ^^^E^  die  in  der 
Richtung  der  +  2-  und  der  ^  Z-Aehse  direkt  boiaohfoarten  Massoi  in 
gleichen  Abständen  Ton  ihr  im  Gleiehgewieht  Tcrharren  können,  da 
ja  das  Feld  dieser  Elementannasse  auf  der  Seite  der  +  Z-Aöhse  einem 
anderen  Gesetz  folgt^  als  auf  der  Seite  der  —  if- Achse. 

Der  Umstand,  der  hier  ins  Spiel  tritt,  ist,  daß  fQr  das  Gleich- 
gewicht in  dem  Massensystem  nicht  das  Feld  oder  die  Potential- 
funktion der  einzelnen  Elementarmasse  mnßgebend  ist.  sondern  das 
Potential  d  er  Wechsel  Wirkung  zwischen  je  /'vrien  von  ihnen 
bei  paralleler  Orientierung"  THes  Potential  hat  ganz  andpr<^ 
Symraetrieeigenschaften,  als  die  Potentiailunktion  der  einzelnen  Ele- 
mentarmaase. Es  besitzt  z.  B.  jederzeit  ein  Symraetriezentnim, 
d.  h.  behält  seinen  Wert,  wenu  man  m  den  beiden  in  Wechsel- 
wirkung befindlichen  Blementannuäseu  Inversion  je  in  bezug  auf 


1)  8.  B.  B.  Lord  Kelvin,  Baltiiuore  Leciure^,  Appeudlx  J.  Loudoti  1^04, 
DentMdie  Obeisalmiig  Toa  S.  ITe^Mfe^,  Leipsig  n.  Beriin  1909. 
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«iiiAii  homologen  Ptankt  in  ihrem  Imiflni  Torniiiimt^  wilmnd  6a» 
Analoge  für  die  PotentialfDnktion  einer  einidnen  ElementiniMiae 
keineswegs  etete  stattfindet  In  der  Tat  Meiben  im  eraten  Fblle 
bei  der  gleiclmit^en  Inversion  in  beiden  Maasen  die  Abstände  der- 
selbwi  Massenelemente  beider  Systeme  xuigModer^  während  im  lets- 
teren  Falle  die  Abstände  der  Massenelemente  TOn  dem  Punkt,  auf 
den  die  Potentialfanktion  sich  besieh^  durch  die  InTeraion  im  all- 
gemeinen geändert  werden. 

Es  mufi  genflgen,  anf  diesen  Punkt  hingewiesen  zu  haben. 

§  62.  Neuere  Strukturthcorion.  Wenn  nun  nnrh  d'\f  vnrstf^hend 
auseinandcrgt  sft/te  liravaisBche  Theorie  in  bk  Ii  abgeseklüöBeu  er- 
gelieint,  so  kann  man  doch  an  der  TTnbestim ai  theit  der  bei  ihr  ein- 
geführten Elementannassen  von  (verglichen  mit  derjenigen  des  Raum- 
gitters) niedrigerer  Symmetrie  einigen  Anstoß  nehmen  und  die  Er- 
klärung und  Deutung  dieser  Massen  Terlangen.  Ihie  Zurllekflihnmg 
snf  Systeme  von  Maasen  (Partikeln),  deren  Symmetrie  entweder  kngel- 
:förmig  ist  oder  infolge  der  Anordnung  deraelbsn  nioht  zur  Geltung 
kommt  —  ein  Ausweg  den  JBhuMiflS  selbst  bsreita  als  mSglieh  erkannt 
lintte  —  ist  das  Ziel  derjenigen  Fofsoher,  die  sich  nach  Bravais  mit 
Strukturtheorie  beschäftigt  haben,  wie  Wien^",  Sohncke,  Fedormi\ 
ßehoen flies.  Besonders  ist  die  scharf  begrenzte  Aufgabe  Terfolgt 
worden,  Systeme  von  gleichartigen  Partikeln  anfznsuchen,  welche 
den  Symmetrien  der  32  Kristallgruppen  entsprechen  und  demgemäß 
die  llolle  der  uubestiniinteren  I Irarnisschen  Elementamia.sseu  vertreten 
können.  Die  Lösung,  die  Schneußtcs^)  nach  strengen  nnalytisehen 
Metlioden  gegeben  hat,  weist  die  erdrückend  hohe  Zahl  vuji  230  mög- 
Uchen  Anordnungen  auf,  welche  sich  auf  die  32  Symmetrietypün  in 
sehr  ungleich  reicher  Weise  Terteflen. 

Über  den  physiksliscSien  Wsrt  dsrart^r  Betrachtungen  zu  ur* 
teilen,  wäre  durchaus  Terfirdht  Es  ist  sehr  wohl  möglich,  dafl 
^  Psitikefai  dieser  Maasensysteme  wirklich  mit  den  chemischen 
MolekfUen  identisch  sind,  und  daß  die  Ton  Schomflies  u.  «.  ab- 
geleiteten Komplexe  die  letzten  Bausteine  des  Kristalls  darstellen. 
Die  Partikeln  oder  Moleküle  besitzen  natflrlich  wegen  ihrer  Zu- 
sammensetzung aus  Yerachiedenartigcn  Atomtti  gewisse,  meist  sehr 
niedrige  Symmetrien;  sie  mflßten  dann  in  den  Eiern eniirraasseu 
öder  Kristall baustemen  ?n  orientiert  sein,  daß  diese  letzteren  trotz- 
dem die  verlangten  Deckbewegungen  gestatten,  —  was  immer  mög- 
lich zu  sein  scheint 

Natürlich  kompliziert  sich  bei  dieser  Konzeption  die  Behandlung 

1)  SAoemfikB,  1.  e. 
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aller  pliyaikaliMshen  Fngeiiy  x.  B.  «ush  derjenigen  naeh  der  ICdg^küi- 
keit  einet  stabilen  Gleiefagewiehisi^  Mßeierdentlioli. 

Unter  dieeen  Umetinden  sdicdnt  es,  als  ob  Erfolge  dar  neoiteii 
StroktaTtlieorien,  insbesondere  aaeb  eine  Yerwertong  der  230  Ton 
8«hoenpM8  aufgestellten,  Typen  für  die  Kristallbaosteine  am  ersten  auf 
rein  geometrisebem  Wege  zu  gewinnen  son  möchten^  etwa  dorcb 
eine  Sjstematisierung  der  bekannten  Kristalle  einer  Gruppe  nach  den 
an  ihnen  hauptsucLlieh  auflretpndeu  Formen,  und  Get^enOberstellunj^ 
dieser  Hauptformen  mit  den  der  Uruppe  nacb  SrJiom flies  entsprechen- 
den Terschiedenen  Typen  von  Bausteinen.  Möglich,  daß  sich  hier- 
durch Beziehungen  zwischen  beiden  finden  ließen,  die  s  blußlich  za 
der  Zuordnung  eines  bestimmten  Bausiemtyps  zu  jedem  i  ormentyp 
fuiuen  könnten. 

Freilich  fehlt  es  für  derartige  Untersuchungen  noch  sehr  an  deu 
fim&mentalen  Yorarbeiten.  Insbeeondere  wlxe  in  systematisoher  Weiae 
m  unterstehen,  welebe  RoUe  kleine  tende  Beimengungen  za  der 
SriatalliabstaDB  oder  su  der  L5snng  bei  der  ExistaUiaaition  spielen* 
Daß  der^eban  Temnreuugangen  in  weitem  Maße  die  Art  der  aof- 
tretenden  FIScben  sn  bestimmen  vermSgen,  dflrfte  die  Yenehiedeik- 
heit  der  Formen  erweisen,  welche  in  der  Natur  mitunter  dieselbe 
kristallisierte  Snbstana  in  Terschiedenen  Gegenden  der  Erde  aufweistb 
Ehe  an  Arbeiten  der  obenbezeichneten  Art  berangegang^  werden 
kann,  müßten  also  systematische  Züchtungen  Ton  ^««««11^  ans  cbe- 
niisch  reinem  Material  Torgenommen  werden. 

Immerhin  ist  zu  erwähnen,  daß  die  bis  jetzt  vorhandenen  An 
sätze  zu  molekularen  Theorien  physikalischer  Vorgänge  in  Kristallen 
nach  einer  anderen  Richtung  liegen,  als  durch  diese  Strukturltyjjo- 
thesen  bezeichnet  ist.  Die  Struktur  der  Kristallbausteine  kouimt 
ja  bei  den  physikalischen  \' orgäugen  nicht  direkt  zur  Geltung, 
sondern  nur  indirekt  durch  die  Gesetzmäßigkeiten  der  auf  ihnen 
berobenden  molekularen  Er&fte,  nnd  disse  Oesetamißigkeiten 
gestatten  keinen  eindeutigen  SeUuß  anf  die  Stroktoren.  Ei  scbmt 
daber  vom  physikalischen  Standpunkt  aus  im  Orunde  rationstUsr,  von 
Ansitwin  f&r  die  molekularen  Er&fts^  d.  b.  f&r  die  Potentialfnnktionen 
der  Elementannassen  ansBugehen,  als  tou  Hypothesen  Uber  deren 
Struktur. 

•  Zu  diesem  Zwecke  bietet  sich  als  ein  methodisches  Hilftmittel 
die  Entwicklung  der  Potentialfonktion  eines  Massensjstenui  nach 

symmetrischen  Kugelfunktionen,  von  denen  unten  gezeigt  werden 
wird,  daß  (mit  Ausnahme  der  ersten,  welche  der  Wirkung  eines 
einzigen  Massenpunktes  entspricht)  jede  eiir/ebie  als  die  Potential- 
funktion eines  Systems  von  positiven  und  negativen  elektrischen 
Massenpuukten  oder  Polen  von  der  Gesamtladung  Null  aufgefaßt 
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werden  kann.  Dieser  ZoBammeiiliang  darf,  aogesichts  der  neueren 
(elekIriMilieii)  YonteUimgeii  tob.  der  Eonttiiaiion  der  Ifateiie^  und 
tomifc  der  Ifolekfile,  alt  bedeataDgeroU  belnwliiet  werden. 

Jede  Kngelfimlüon  einer  beetimmten  Ordnung  beeifat  nun  eine 
gewieee  Symmetrie^  und  num  kenn  sn  jeder  der  Symmetrieformeln 
der  Zosaminenstellimg  auf  S.  97  eine  Kugelfunktion  mit  entspreehender 
Eigenschaft  bilden/)  Die  Ordnung  dieser  Kngelfonktionen  ist  bei 
komplizierten  Symmetrien  sehr  hoeh.  Man  kann  aber  dea  i^eiehe 
Ziel  anch  stets  durch  eine  Summe  von  Eugelfunktionen  Yerschie» 
dener,  sehr  niedriger  Ordnungen  erreichen.  Es  ist  nicht  unwahrschein- 
lich, daß  wirkliche  Erfolge  der  Brarats sahen  Struktui-theorie  auf 
physikalischem  Gebiet«  eben  durch  Einführung  (if'rartit»'er  Ansätze 
för  die  })ei  Bramis  unbestimmt  bleibenden  Elementariii  i-s^n,  mit 
Symuielrien,  die  denjenigen  der  Baumgitter  angepaßt  mnd;  eimoht 
werden  möchten. 


1)  W.  Voiyt,  Vfitd.  Ann.  Bd.  61,  p.  688,  1894. 
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L  AbBchnitt. 
Systemitik  der  geriektetes  QriAen. 

§  6S.  Binwirktmgen  und  Bfbkte;  Beslproiitiltoii.  Wie  echon 
früher  beiläufig  bemerkt;  kommen  die  physikalischen  EigenschafUfii  der 
Körper  im  allgemeinen  dadurch  zur  Geltung,  daß  auf  die  Körper  aus- 

gettbte  Einwirkungen  an  ihnen  bestimmte  Efffktp  hervorrufen.  Das 
Gesetz,  welches  die  Bestimmungsstücke  der  Kinwirkung  mit  den  Be- 
stimmnngsstücken  des  durch  sie  hervorgerufenen  Effekts  verknüpft^ 
kann  man  als  die  exakte  Darstellung  der  bezüglichen  Eigen- 
schaft betrachten.  Zur  Illustration  mag  etwa  auf  die  schon  wieder- 
holt herangezogeneu  Vorgänge  der  thermischen  Dilatetion  und  der 
dielektrischen  Infiueos  luDgewieaea  werden. 

Der  einfifichste,  und  zur  Definition  einer  physikalischen  Bigen- 
sohaft  doch  zugleich  aiureichende  Fall  ist  der,  dafi  sowohl  die  Ein- 
wirkung wie  deren  Eflekt  in  allen  Punkten  des  Körpers  gldek  find, 
der  Fall  also  des  homogenen  Vorganges«  Aus  homogenen  Vor- 
gingen lassen  sich  diuin  mehr  oder  weniger  einffKsh  die  inhomogenen^ 
wo  Kinwirkung  und  Effekt  in  dem  Kr>rper  von  Ort  zu  Ort  Tanieren, 
zusammentetsen  oder  aufbauen.  Es  gehört  hierher  bei  den  genann- 
ten Beispielen  der  Fall  der  Deformation  iiifolge  ungleich fonniger 
Temperaturänderuug ,  wie  auch  deijonige  der  dielektrischen  Er- 
regung durch  eine  mit  dem  Ort  wechselnde  Feldstärke.  Es  muß 
indessen  sciion  hier  benit'ikt  werden,  daß  nicht  nnter  allen  Um- 
ständen eine  räumlich  konstante  Einwirkung  einen  räumlich  konstan 
teu  Eüekt  hervorruft;  es  können,  namentlich  durch  die  Einwirkung 
dar  Begrenzung  des  Körpers,  nnter  VnMliaden  kompliziertere  FSU» 
auftreten. 

Bereits  hier  mag  auch  auf  gewisse  Reslprozit&ten  aufmerksam 
gemadht  werden,  die  swisehen  Einwirkungen  und  Effekten  bestehen 
können,  und  die  uns  weiter  unten  ausfohrlich  beschäftigen  werden. 
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Weckt  eine  EmwirkuDg  von  einer  Art  Ä  einen  Eflfokt  von  einer 
Art  B,  so  findet  sich  nicht  selten  in  der  Natur  ein  nnigekehrter  Vor- 
gang, bei  dem  eine  Einwirkung  von  einer  Art  i>  einen  Eifekt  von 
«bur  Art  A  nur  Folge  hal. 

Um  eio  BeUpieL  zu  geben,  sei  an  die  folgende  bekuuiie  derartige 
Reziprozitti  erixmeri  Ein  Eöi-per,  erwirmi^  dehnt  rieh  ans,  abgekühlt, 
lieht'  er  rieh  8aaHmnie&.  Eine  kOnsHidhek  (meehamsch  enwungene) 
DUataticm  wirkt  rnngekehit  abUhletidy  eine  kOnstliehe  Eompteerion 
wirkt  erwärmend. 

Derartige  Reziprozitäten  legen  nahe,  die  Einwirkungen  und  ihre 
Effekte  so  weit  ale  mdglich  in  analoger  Weise  darzustellen,  um 
jene  Wechselwirkungen  möglichst  einfach  auszudrücken.  Es  ist  dem- 
gemäß im  folgenden  verfahren  worden,  wo  das  geometrische  Ver- 
halten der  verschiedenartigen  Einwirkungen  und  Effekte  von  all- 
gemeinen Gesichtspunkten  aus  erörtert  ist.  Um  von  vornherein  den 
allgemeinsten  Standjumkt  einzunehmen,  ist  dabei  weder  von  Ein- 
wirkungen noch  vou  Etltkten  die  Rede;  der  Betrachtung  werden 
„physikalische  Funktionen"  unterworfen,  die  ebensowohl  das  eine,  als 
das  andere  sein  können. 

Was  die  naohateD  Paragraphen  geben,  sind  zum  größten  Teile 
hehannte  und  Tiel*  angewandte  Betraehtongen,  die  hier  aber  der  Voll- 
fltiiidigkrit  halber  nidit  fehlen  durften,  um  eo  mehr,  als  dabri  Be- 
Miflhnasgen  eingeftthrt  werden,  die  writerhin  immer  wieder  vor  An- 
wendung kommen  werden.  Dimeben  finden  rieh  aber  aneohliefiende 
und  weitergehende  Überlegungen,  die  ganz  speriell  üi  nnaerm  Arbrita> 
gebiet  der  KristaUphyaik  zor  Anwendong  kommen. 

§  64.  Skalare  Größen  und  skalare  Felder.  Physikalische  Funk- 
tionen, die  zur  erschöpfenden  Charakterisierung  nur  einen  Zahlwert  er- 
fordern, nennt  man  Skalare.  Von  ihnen  i?ibt  es  solche,  die  einem 
Korper  im  ganzen  angehören,  wie  Volumen  und  Masse,  und  auch 
solche,  die  sich  auf  die  einzelnen  Punkte  des  Körpers  beziehen,  wie  * 
Temperatur  und  Dichte.  Skalare  können  im  allgemeinen  positive  und 
negative  Werte  besitzen,  wenn  auch  bei  gewissen  vou  ihnen  der 
letatere  Fall  ausgeschlossen  ist 

Naeh  ihrer  Definition  sdieinen  die  Werte  der  Skakre  not- 
wendig Ton  der  Lage  und  Orientierung  des  etwa  eingeftthrten  Ko- 
«■dinalensjrsteme  nnribhingtg  sein  sn  mOsflen.  Indeaaen  gibt  es,  wie 
wir  wriierhin  lehen  werden,  gewiaae  aperielle  Skalare,  die  ihr  Tor- 
xeieh^  weohsefai,  wenn  man  (a.  B.  doreh  InTeraion)  Ton  einem  rechten 
n  einem  linken  K<K»^inatenBystem  übergeht.  Man  nennt  dieae  ge- 
legentlich  (wenn  es  auf  eine  ünteracheidung  beider  Arten  ankommt) 
Paendoakalare.  Sie  eifordem  zor  rolletindigen  Charakteriatik  nSm- 
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lieh  anfier  msAm  Zablwert  noch  die  Angabe  über  das  dabei  yozana- 

gesetzie  Koordinatensystem,  die  nur  dann  fehlen  kann,  wenn  der 
Charakter  des  Koordinatensystems  ein  für  alle  Male  ÜBstgesetzt  ist. 

Da  ein  Skalar  keine  Richtung  im  Räume  vor  einer  andern  aus- 
zeichnet, 80  kann  man  ihm  eine  Punkt  Symmetrie  beilegen.  Dabei 
kommt  natürlich  der  Zalilwert  nicht  zum  Ausdruck.  Die  Repräsen- 
tation durch  eine  Kugel  würde  der  Unterschiedslosigkeit  aller  Rich- 
tungen lleclinuug  tragen  und  daneben  den  absoluten  Wert  des  Skalars 
zum  Ausdruck  bringen.  Das  Vorzeichen  müßte  dabei  allerdings  noch 
ausdrücklich  vermerkt  werden. 

Eine  andere  DarateUiing  ist  die  durch  eine  Stvecke,  die  anf  einer 
nnTerSnderlicb  yorgegebenen  Riehtung  von  einem  NaUpnnkt  ans 
nach  der  einen  (+)  oder  der  andern  (—)  Seite  bin  aufgetragen  wird. 
Diese  Darstellnng,  die  nnmitteLbar  an  die  Theimometerskala  erinnert^ 
bat  mancbe  Vorzüge;  man  hat  sich  dabei  nur  zu  erinnern,  daß  die 
Biclitnn!|  der  Strecke  bei  dieser  Darstellong  willkürlieb  gewählt  ist 
und  mit  dem  Voi^ang  selbst  nichts  zu  tun  hat 

Auf  Grund  der  letzten  Bemerkungen  haben  Cartfsiselie  Koordi- 
naten nach  einem  recht-  oder  schiefwinkligen  Aohseasystem  als  Ökalare 
zu  gelten. 

Wenn  in  einem  Räume  jedem  Punkt  der  ZalilweH  einer  skalaren 
Funktion  zugeordnet  ist,  so  nennt  man  diesen  Raum  ein  skalares 
Feld.  In  der  Physik  kommen  aussehLießlich  Felder  vor,  für  die  in 
endlichen  Bereichen  der  Skalar  stetig  und  düferaisi^rbar  irt;  ünstetig- 
keitm  finden  sieb  nur  in  den  Qrenzflädien  solcher  Bereidie,  resp.  in 
einzelnen  Punkten  oder  Polen. 

Bei  allgemeinen  Betroebtnngen  sollen  skalare  Funktionen  durch 
die  Symbole  Sj  Z  bezeichnet  werden. 

Ist  B  eine  Funktion  der  Koordinaten  ff,  m,  so  steUt  eine 
Obiehug  g  _  ^^^^ 

bei  wechselnden  Werten  der  rechten  Seite  eine  Schar  von  Flächen 
dar.  auf  deren  jeder  *S'  seinen  Wert  bewahrt.  Wir  nennen  sie  die 
Niveaui'lächen  von  S  oder  des  Feldes  von  S. 


§  65.  Veräciiiebuagsvektoren,  Vektorkompouenten.  Physika- 
lische Funktionen,  die  au  «vchöpfender  Cbaiakteiisierung  außer  einer 
ZablgrÖße  nodi.  die  Angabe  einer  einseitigen  Bichtosg  yerlangen, 
nennt  man  Vektoren.  Die  betreflende  Zablgröße  wird  bei  all- 
gemeinen  Überlegungen  passend  als  stets  positiT  betiaehtet  Die 
Einseitigkeit  der  Richtung  ist  dabei  so  zu  verstehen,  daß  nur  die  eine 
Seite  der  Richtung  für  den  Vektor  in  Betracht  kommt. 

Diese  Verhältnisse  treten  bei  der  ein£scbsten  und  ansehaulicbsten 
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Vold;orgröße,  die  flberliAapt  zur  Bfldimg  d^a  Namena  TennlaflsoDg 
gegeboi  ha^  nSmlicih  bei  der  Yerscliiebiing  emes  (lfaflseii-)Ptaxikte8, 
ebne  weiteree  bervor.  Der  Zablwert  dieses  Yektors  iat  der  Abstaiad 
unseheik  AnÜmgB-  und  Endpunkt  der  yeraebiebmigy  die  Biobtnng 
cU^eDige  TOm  Aa&ngB-  mm  Endpunkt  bin;  eraterer  wesenttich  positiT, 
letztere  wesentlich  einseitig,  insofern  die  entg^^gesetste  Rkihtmig 
mit  der  Verschiehnng  direkt  niohis  an  tun  hat. 

Gemäß  diesen  Eigenschaften  kann  man  den  Yerschiebnngsrektor 
durch  einen  einseitig  mit  Spitze  verselienen  Pfeil  — ^  repräsentieren, 
wobei  die  Lange  des  Pfeiles  dem  Zahlwert  des  Voktors  entspricht, 
und  seine  durch  die  Pfeibpitze  herroigehobene  Bichtoog  in  die  iüch- 
tong  des  Vektors  füllt 

Eine  symmetrische  Bestimmnng  eines  Vektors  liefert  die  Angabe 
seiner  Projektionen  oder  Komponenten  nach  drei  beliebig  gerichteten, 
üur  nicht  in  derselben  Ebene  gelegenen  Achsen,  am  einfachsten  nach 
den  zueinander  normalen  Achsen  eines  Koordinatensystems.  Bezeißhaet 
man  den  Vektor  mit  V,  seine  Somponenten  naeh  jenen  Aehsen  mit 

y».  so  güt 

7|—  K cos  ( P'',  a:),    F,  =  V  cos  (  V,  y),    F,  =     cos  (F,  £), 

also 

F»«.F,«+F,»  +  n«  (1) 

Ans  letzterer  Gleichung  bestimmt  siVh  V  pindeutig,  wenn  man  sein 
positives  \'or7,eichen  ein  für  alle  Male  lestsetzt. 

Im  übrigen  Tseigen  die  Formeln,  daß  eine  gewollte  ITmkehrung 
des  Vorzeichens  des  Zahiwertes  von  V  mit  einer  Uuikehrung  seiner 
Uichtung  gleichwertig  ist;  hieraus  erhellt,  in  Übereinstimmung  mit 

unmittelbaren  Anschauung,  daß  eine  Beschrankung  auf  nur  posi- 
tife  Zählwerke  V  ftktisoh  eine  Spezialisierung  nieht  enthSli  Immer- 
Mq  ist  es  in  spesiellen  FSUen,  wo  ein  Vektor  in  eine  Raehtung  fällt, 
an  der  ein  Bic&tangssiBn  schon  aas  andern  QrOnden  ansgeseiohnet  ist, 
beqnemi  aoeh  negative  Werte  des  Vektors  snaolassen  und  seinen 
Biehtnngssinn  festznliAlten.  — 

Kehren  wir  alle  Koordinatenachsen  um,  wodurch  ein  rechtes 
Achsenkreuz  in  ein  linkes  verwandelt  wird^),  so  kehren  sieh  nach  (1) 
auch  die  Voizeichen  aller  Komponenten  um,  —  es  sei  denn,  daß 
bei  dieser  „Inversion"  des  Achsensystems  der  Zahlwert  Ton  V  sein 
Vorzeichen  änderte.  Dieser  letztere  Fall  liegt  aber  jedenfalls  bei  einer 
Verschiebung  in  keiner  Weise  Tor.   Es  besteht  zwischen  dem  Ab- 

1)  Eiu  rechtes  Kooidinaieu»jatem  neaueo  wir  ein  solches,  bei  dem  die 
+  X-,  -I-  Y't  +  i^AdiMii  g^geneiiUHidar  liegen,  wi»  Tsehie  Hand,  linke  Hand, 
Eopf  c-iiicr  menschlichen  Figos,  ein  linkei,  wo  ia  dieeer  Regel  die  linke 
Htod  voc  der  rechten  steht 
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staod  der  End  und  Anfuigslage  eines  Punktes  und  dem  Charakter 
eines  Koordinatensystems  keinerlei  Beziehung,  die  eine  Umkehrung 
des  Vor/eichens  bei  ersterem  als  Folge  einer  Inversion  des  Achsen- 
kreuzes forderte. 

Die  Komponenten  einer  Verschiebung  kehren  hiernach  jedenfalls 
bei  einer  Inversion  des  Koordinatensystems,  ohne  sonstige  Ändemng 
2U  erleiden,  ihr  Vorzeichen  um. 

Einip;e  andere  Vektorgrößen  stehen  mit  einer  Verschiebung  in 
direktem  Zusammenhang  und   gestatten  demgemäß  immittelbar  die 

T^herinvLnini;  der  obigen  Bemerknngon.  Nehmen  wir  an,  die  Verschie- 
bung sei  unendlich  klein  und  führe  den  Massenpunkt  über  eine 
Strecke  ds;  ferner  geschehe  die  Verscliiebuug  nicht  momentan,  son- 
dern erfordere  eine  unendlich  kleine  Zeit  dt.  Dann  stellt  Ü  —  d^  dt 
die  Geschwindigkeit  dar. 

Nach  der  Definition  wird  man  die  Geschwindigkeit  als  eine 
Vektorgröße  von  derselben  Art  wie  die  Verschiebung  betrachten;  der 
Nemier  dt  ist  jft  riohtungslos,  ist  eine  skalue  GfrÖBe,  und  derm  Hiazn- 
treten  kazm  den  gerichteten  Clwrakter  des  Zählen  tiieht  aufheben. 
Man  kann  die  Geschwindigkeit  U  oiFenbar  bei  geeignet  gewählten 
Einheiten  ebensowohl  durch  eine  Strecke  von  bestimmter  Ijünge  und 
markiertem  Biehtunggeinn  darstellen,  wie  die  Yerschiebung. 

DemgemiS  werden  nnnmehr  andi  die  Komponenten  der  Ge- 
schwindigkeit die  Eigenschaft  besitaen,  bei  einer  Inversion  des  Ko- 
ordinateneystems  ihre  Vorzeichen  umzukehren,  wie  dies  oben  von  den 
Komponenten  einer  Yerschiebnng  gezeigt  isL 

§  HP).  Koordinntontransformationcn  von  Vektorkomponenten. 
Da  die  Komponenten  eines  Vcr^^chiebniigsvektors  durch  dessen  Pro- 
jektionen gegeben  sind,  so  bestehen  zwischen  den  Komponenten  nach 
verschiedenen  Achsenkreuzen  dieselben  Beziehungen,  wie  zwischen  den 
Koordinaten  des  &eien  Endpunktes  jener  vom  Koordinatenanfang  aus 
konetniierten  Strecke,  welche  den  Vektor  darstellt  Eine  Verlegung 
des  Anlalig^nnktes  ist  dabei  ohne  Einflufi.  Bez^chnet  man  also  die 
nenn  Richtongskosinngy  die  die  Lage  des  neuen  Systeme  X'Y'Z' 
g^n  das  alte  X  YZ  festlegen,  durch  «j^,  /S^^,  wobei  ^  1,  2,  d, 
und  schreibt  man  die  Tran^oimationeformeln  in  dem  bekannten 
Schema 


X  1  a,  /J, 


y 
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§  67.  Drehimgt<vektoren. 


■O  gilt  dies  Schema  sacb  für  die  Komponenten  Vi,  F,,  F,,  statt 
s,1f,M,  and       V^,  V^,  itatt  x',  ff',  0',  wai  man  aosdraeken  kann  dorohi 


Daß  die  Transformation  der  F^  in  die  F^'  uiid  diejenige  der  }\'  in 
die  Vf^  nach  diesem  Schema  durch  dieselben  Koef&zienten  vermittelt 
wird,  ist  ain  Auadmok  der  sog.  Orthogonalitit  der  Transfonnation. 

Öfter  treten  in  der  Pbyaik  Qiößentripd  auf,  die  in  besag  anf 
ein  Koordinatenajetem  definiert^  Werte  F^,  Pf,  P^,  in  besag  anf  ein 
anderes  Werte  P^%  P^,  P,"  annehmen.  Folgen  diese  Größen  für 
alle  Koordinatenajateme  denselben  Transformatiünsgleieliungen  (2),  wie 
Koordinaten,  ao  kann  man  sie  jederzeit  ab  die  £oniponenten  einer  im 
Banme  feeten  Strecke  mit  Bichtangsainn  und  aomit  als  Vektorkom- 
ponenten nnffnssen. 

Um  eiueu  speziellen  Fall  hervorzuheben ,  so  mttflSen  nach  dem 
Gesagten  die  Produkte  von  V  ektorkomponeulen  F, ,  F„,  \\  in  dem- 
selben skalaren  Faktor  5  wieder  VekU>rkomponenten  sein,  denn  S\\, 
<SF,,  S  V\  iiabeu  diospllien  Transibrmationseigensehaften  wie  \\, 
\\f  Fg.  Diese  Überkgung  erweist  von  einer  andern  Seite  her  die 
Oeaehwindigkeit  ü  ala  einen  VeraoliiebnngBTektor,  und  daaaelbe 
gilt  von  der  Besohlennigung,  deren  Komponenten  bekanntlieli 
düjäi,  dUJät,  düt/di  laaten.  Femer  achliefit  «ich  daran  die 
Kraft  die  auf  einen  Maaaenpankt  1»  wirkt,  da  deren  Komponen- 
ten durch  mdüjdt,  mdUJdt,  mdUJdt  gegeben  sind;  nicht  minder 
auch  die  mi^etische  und  elektrische  Feldstärke,  die  ja  aus  der  mag- 
netischen oder  elektrischen  Kraft  F  dadurch  folgen,  daß  man  dieselbe 
durch  (He  Lndnn^  oder  Polstlirk*^  dividiert,  welche  in  dem  Ton  der 
Kraft  ange^ritleneu  Punkt  konzeiitrit  i  f  ist 

Aber  nicht  alle  mit  der  oben  gegebenen  erweiterten  Definition 
der  Vektoren  vereinbaren  gerichteten  Größen  besitzen  cenau  die 
Eigenschaften,  die  wir  oben  am  Verschiebungsvektor  uatiigewiepen 
haben.    Ein  einfaches  Beispiel  wird  dies  hervortreten  lassen. 

§  67.  Drelinngsvektoren.    Wir  wollen  den  Massenpunkt,  dessen 

Verschiebung  wir  bisher  betrachteten,  mit  einem  festen  Punkt,  am 
einfachsten  dem  Koordinatenanlaug,  durch  eine  (ierade  r  verbinden 
und  ans  dieser  und  der  Verschiebung  V^ds  das  Parallel(^ramm 
bilden,  Ut»äsen  üröße  durch 


r-  v;  K.' 


r. 


«1  A  fi 
«t  ß»  r* 


(») 
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gegeben  wird.  Diea  PanülelognuBin  Mli,  wie  BMUi  iB  BemtniBg 
einer  im  sweiten  Kepler  sehen  Geeets  enihaltenen  Ansdmcks  weise  ngl^ 
das  Doppelte  der  bei  der  Verschiebung  V  Ton  dem  Radius-Vektor  r 
bestrichenen  Fläche  dar.  Führt  num  wieder  die  GeBohwindigkeit 
V/dt  "ds;  dt  ein,  so  ist 

f^^rU9m(r,  ü) 

das,  was  mau  als  die  Fiächengescliwindigkeit  des  Punktes  be* 

zeichnet. 

Es  erweist  sich  bei  den  Anwendungen  nützlich,  den  Größen  W 
resp.  f  «rleiclifalls  N'ektfirfbarakter  beizulegeo.  Man  gelangt  dazu 
durch  die  Bemerkung,  daß  iu  zahlreichen  Fällen  Größe,  Laije  und 
Richtung  von  r  und  V  im  einzelnen  physikalisch  gar  nicht  zur  (Gel- 
tung kommen,  sondern  nur  die  Richtung  der  Nor* 
malen  auf  der  Ebene,  in  der  sie  liegen,  und  die 
Größe  des  ans  ihnen  gebildeten  FkrallelograinmB. 
Damit  sind  aber  dieselben  swei  Bestiminungsstlieke 
gegeben,  die  oben  zur  Ghankterisienmg  einer  Vek- 
torgrößo  eingeführt  waren,  nnd  man  kann  jene  bestrkshenen  Flaeben 
ftlr  die  betroflbnden  Anwendungen  erschöpfend  dmeh  eine  Strecke 
normal  zur  Ebene  dnrch  V  und  r  repräsentieren. 

Einzig  erübrigt  noch  die  Festlegung  des  KichtungSBinnes,  den 
man  jener  Strecke  zu  geben  hat.  Hierzu  dient  die  Bemerkm^,  daß 
bei  der  Verschiebung  T  —  .<?  der  Kadius  r  eine  Drehung  uro  die 
im  festen  Pnnkt  errichteten  Normale  auf  V  und  r  ausführt.  Man  ist 
übereiugekomiiien,  dem  Vektor  den  Richtnngssinn  derjenigen  Seite 
der  Normalen  beizulegen,  um  welche  diese  Drehung  iu  dem  gemein- 
hin als  positiv  bezeichneten  Sinne  statttindet. 

Für  diesen  Sinn  wollen  wir  die  Regel  benutzen,  daß  in  bezog 
auf  die  +  ^Acbse  derjenige  DrehungsBinn  positiv  ist,  der  von  der 
+  2-  mr  +  r-Achse  flhrt  Diese  Regel  bringt  den  Biohtnngs- 
sinn  des  Vektors  W  oder  f  in  eine  Besiebung  snm  Koordi- 
natensytem;  denn  bei  dem  rechten  KoordioatensTstem  veriftuft  (ron 
der  Seite  der  +  Z>Aehse  gesehen)  die  positive  Drehung  deijenigen  dee 
Uhrzeigers  eni^egengesetzt,  bei  dem  linken  Koordinatensystem  stimmt 
sie  mit  der  letzteren  überein.  Figur  9H  stellt  die  g^enseitige  Lage  Ton 
r,  F,  W  bei  Annahme  eines  rechten  Koordinatensystems  dar 

Hiermit  ist  bereits  ein  eigentümlich  abweiehendes  Verhalten  der 
neuen  VektnrLrroßen  gegenüber  den  alten  signalisiert  Dasselbe  tritt 
noch  plastischer  hervor,  wenn  wir  die  Komponenten  des  neuen 
„Drehungs"- Vektors  lietrachten.  Wir  erhalten  leicht,  wenn  .r,  (/,  z 
die  Koordinaten  des  bewegten  Punktes  bedeuten,  für  ein  rechtes  Ko- 
ordinatensystem 
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W.^ifV.-iV,,    W,^zV,^xV,,    W^^xV,-y}\.  (4) 

In  der  Tat^  liegt  der  Punkt  auf  der  +  X-Achse,  und  ist  die  Verschie- 
bnng  paraUel  der  +  y-Achse,  so  wird 

diese  Verschipbnn^  entspricht  hier  einer  positiven  Dreliuug  um  die 
-j-Z-Achse,  wie  dies  der  positive  Wert  von   H'-i  uubdrückt. 

Nehiiien  wir  mm  eine  LnverHiou  des  Kuordiuatensj steiiis  vor.  hO 
ändern  r.  y,  2  und  Fj,  \\  ilire  Vorzeichen,  l-V,,  \\\,  be- 
wahren die  ihri«^en.    Es  erklärt  sich  dies  gemüß  den  Formeln 

W^^WeoB{W,x),    W^^WcM{W,y),    VT,  -  >rco8  (Ii»  (ö) 

nach  dem  oben  Gesagten  dadnreh,  daß  bei  der  Inversion  nicfai  nur 
F,  Z,  sondern  aud^  W  seine  Bichtang  nmkehrt^  da  derselben  Be- 
iragang  bei  einem  rechten  und  einem  linken  Koordinatensystem  ent- 
gegengesetate  Drehnngsschsen  zugeordnet  werdoi. 

Hierbei  ist,  wie  sich  das  bei  allgemeinen  Betrachtungen  immer 
Torteilbaft  erweist^  der  Zahlwert  dos  Drehnngsvektors  als  wesentlich 
positiv  angenommen.  Die  Formeln  (5)  zeigen  aber,  daß  man  die  ent- 
gegengesetzte Drehung,  wie  sie  durch  Um  kehrung  der  Vorzeichen  von 
:  f?pp:oben  ist,  eluTiso  durch  eine  Umkehrung  der  Drehungs- 
achse wie  «iurcli  einen  eutgegenge'^etzten  Wert  von  W  zum  Ausdruck 
bringen  könnte.  J.st  der  eine  liichtuugssinn  der  Drehachse  aus  irgend 
einem  Grunde  von  vornherein  ausgezeichnet,  so  ist  der  letztere  Weg 
dem  erstcren  vorzuziehen. 

Eb  mag  schließlich  hervorgehoben  werden,  daß  die  AosdrQcke 
für  die  Komponentoi  von  W  dem  S.  127  eingeführten  anslytisehen 
Kriterium  der  Vektorkomponenten  genügen,  ^  was  nach  der  Ablei- 
tung ja  auch  SU  erwarten  war. 

§  68.  Kriterien  für  polare  und  axiale  Vektoren.  Auf  (irund 
der  Resultate  des  letzten  Paragraphen  können  wir  jenes  Kriterium 
des  Vektorcharakters  noch  etwas  erweitern.  Funktionen  Pj,  P,,  Pj, 
welche  demselben  genOgen,  können,  so  pehlossen  wir,  uIb  Vektor- 
komponenten  aufgefaßt  winden.  r)i<'sc  I'iiiiktionen  können  nun  noch 
bei  einer  Inversion  des  ivoordinateusysteius  sieb  verschieden  verhalten, 
nämlich  entweder  alle  drei  ihre  Vorzeielieu  umkehren  oder  aber  be- 
wahren. Im  ersten  1  alle  hat  der  bezügliche  Vektor  Verschiubungs- 
iffl  zweiten  Falle  Drehungscharakter.  Dies  gibt  Veranlassung  zur 
Eiafthrnng  zweier  Gattungen  Ton  Vektoren.  Die  ersten  sotten 
weiterhin  ab  polar^  die  zweiten  als  axial  bezeichnet  werden. 

üm  die  hier  vorliegenden  Unterschiede  noch  klarer  zu  machen, 

Tel  ff  t,  KvlMtUphTiik.  9 
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seien  drei  Funktionen  W^,  W^,  betmchtet,  die  atu  swei  Tripeln 
Vektorkomponenten  Ui,  üf,       nnd        V^,      naeh  dem  Schöna 

W,^U,V,-U,V,,    W,=  U,V,--U,V,,    W,^Ü,V,-U,V,  (6> 

gebildet  sind. 

Eine  einfache  RecLnnni^  ''''igt?  daß  dierte  drei  Funktionen,  die 
nach  ihrem  Bau  von  vorniiereiu  den  drei  Koordinatenachsen  zu- 
geordnet erscheinen,  sich  wie  Koordinaten  transformieren,  also  Vektor- 
komponenten darstellen. 

Der  resultierende  Vektor  W  steht  normal  zu  der  Ebene  durch 
ü  and  V  in  einer  eolehen  Biehinng,  daß  U,  V,  W  gegeneinander 
liegen,  wie  die  X-,  Y-,  Z'Acksen  des  Koordinatensysteme.  Seine  GrSfie 
ist  gleich  UF8in(Cr,  F),  eeine  Natur  ist  eine  yersehiedene,  je  nach 
dem  Charakter  der  sie  konstituierenden  Vektoren  ü  und  V, 

Sind  ü  nnd  V  gleichartig,  also  entweder  beide  polar  oder 
beide  axial,  so  ändern  die  TTj,  W^,  bei  einer  Inyersion  ihr  Vor- 
zeichen nicht;  W  ist  in  diesem  Faüe  axinL  Sind  umgekehrt  [I  und 
V  ungleichartig,  so  kehren  >F,,  IT,,  bei  Inversion  ihr  Vor- 
zeichen um,  W  ist  hier  polar. 

Unter  dns  erste  Schema  fällt  7..  B.  das  Drehnngsmomen t  einer 
mecbauischen  Kralt  um  den  Koordinatenanfang.  U^,  smd  hier 
die  Koordinaten  des  Angriflspunktes,  F, ,  F,,  ]3  die  Komponenten 
der  Kraft^  beide  Vektoren  U  und  V  sind  polar,   W  ist  also  axial. 

Ferner  sei  daran  erinnert,  daß,  wie  S.  127  ausgeführt,  die  Pro- 
dukte Ton  drei  Vektorkomponenten  in  dieselbe  skal&re  Funktion 
wieder  Vektorkomponenten  sind.  Die  Natur  dea  resultierenden  Vektors 
hangt  dabei  aber  ebensowohl  Ton  der  Natur  des  primftren  Vektors, 
als  Ton,  deijenigui  des  Skalars  ab.  In  bezug  auf  letzteres  ist  daran 
zu  erinnern,  daß  es  Skalare  gibt,  die  bei  Inversion  des  Koordinaten- 
systems ihr  Vorzeichen  bewahren  (gew(")hnliche  Skalare),  und  auch 
solche,  die  es  hierbei  wechseln  (Pseudoskalare).  Es  leuchtet  nn- 
mittelbrir  ein,  daß  das  Produkt  aus  einem  Vektor  in  einem  gewöhn- 
lichen Skalar  die  Natur  dieses  Vektors,  das  Produkt  in  einem  Pseudo- 
skaiar  die  entgegengesetzte  Natur  besitzen  muß. 

Die  Unterscheidung  der  zwei  Arten  von  ^  ektoren  spielt  speziell 
in  der  Kristallphysik  eine  sehr  bedeutende  UoUej  denn  beide  Arten 
besitzen  wesenÜioh  Terschiedene  Symmetrieeigensehaften,  und  TOn  der 
Bedeutung  der  letzteren  in  der  Kristallphysik  zeugt  ja  bereits  das 
Yorstehende  1.  Kapitel  der  Vorlesung  auf  das  eindringlichste. 

Die  Symmetrieeigensohaften  der  beiden  Vektorarten  treten  am 
ausdiaulichsten  bei  den  beiden  zu  ihrer  Einführung  benutzten  Bei 
spielen,  der  Verschiebnng  und  der  Drehungsfiäche,  hervor.  Erstere  laßt 
sich  durch  eine  Stvecke  von  der  Größe  und  Richtung  der  Verschiebung 
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dintdleiii  wobei  der  Richtimgniim  dorcb  eine  entsprechende  Pfeil» 
spitze  angenigt  werden  kann.  Letastexe  kann  durch  eine  Streeke  xe- 

präsentiert  werden,  deren  Lage  die  Drehungsachse,  deren 
Langp  die  Größe  der  Fläcliendrehung  wiederiribt     Dor  Dreh 
tuigssinn  krnm  (hibei  durch  einen  die  Ach^e  umschlingenden 
Pfeil  angeiieutet  werden.    (Fig.  94.) 

Daä  erstere  Gebilde  besitzt  eine  imendliclizaiiiige  Sym- 
metrieachse iu  der  Vektorrichtimg,  durch  welche  unendlich 
Tiele  Sjmmetrieebenen  hindurchgehen;  das  letztere  hat  eine  analoge 
Sjmffletriefteliee,  daneben  aber  nur  eine  sn  dieeer  normale  Sjm- 
metrieebene. 

§  69.  Wooheelbeiiehuiigen  awlwdieii  akalaxea  und  vaklorlellen 
Wdem.  Sei  ein  Skalar  S  in  einem  Gebiei  ab  stetige  und  differentüer- 
bare  Funktion  der  Koordinaten  gegeben.  Dann  erfüllen  bdunntUcb 
die  Differentialqaotientea 

TT  TT  f»t\ 

dae  allgemeine  Eriteriam  der  Vektorkomponenten.  Der  resnltiereiide 
Vektor  fSlli  in  die  Richtung  der  Normalen  n  auf  den  Niyeanflftchen 

(§  »Uj  von  S  und  hat  den  Wert  U  ^  j^,  wobei  roelits  der  absolute 

Wert  zu  nehmen  ist,  wenn  U  nls  wesentlich  positiv  geführt  werden 
soll.   Man  nennt  U  den  Gradieuteu  von  8  und  schreibt  kurz 

Der  nähere  Charakter  Ton  ü  hingt  ron  der  Nator  von  ab. 
Ift  £f  ein  gewöhnlicher  Bkalar,  der  bei  Inversion  des  Koordinaten- 
systems sein  Vorzeichen  bewahrt,  so  hat  U  polaren  Charakter.  Ist 
8  ein  Psendoskalar,  der  bei  Invereion  sein  Voraeichen  umkehrt,  so 

hat  U  axialen  rihjirakter. 

Hiemach  ist  mit  dem  Feld  ;f  f^-  ndeiiies  Skalars  odor  Pseudo- 
skalarH  jedenseit  ein  Vektorfeld  l'i'izi  1  i  n.  Aber  dies  Vektorleid  hat 
die  spezielle  Eigenschaft,  dab  die  Beziehungen  bestehen 

Es  ist  alao  keineswegs  jedes  Yektoifald  auf  ein  skalaces  zurQckflIhrbar, 
Geht  man  von  dem  Vektorfeld  U  nua,  erfüllt  dabei  ü  die  Be- 
dingungen  (9),  und  haben  somit  auch  Ui,  U,,  die  Fornion  (7),  so 
beieichnet  man  S  (oder  gelegentlich  auch  —  S)  als  da»  Potential 
▼on      den  Vektor  U  selbst  und  auch  sein  Feld  als  potentiell. 
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Igt  Tonteliend  ans  einem  BkaUren  ein  Vektorfeld  abgel«^ 
kann  man  umgekehrt  aus  einem  vektoriellen  ein  skalaies/ 
Bezeiehnet  n&miich  ü  einen  beliebigen  Vektor,  so  itt 

Tom  Koordinatenflystem  nnablwngig,  also  skalar.   £'  -'^ 
entspricht  dabei  ein  gewönUcher  Skalar^  einem  ax 
skalar.   Dieser  Skalar  S  wird  allgemein  als  die  Dive^^ 
bezeichnet  und  kars  gesetat 

5- dir  17. 

Mit  dcLu  Feld  von  ü  ist  ferner  zugleich  ein  zweites  Vektorfeld 
gegeben,  denn 

^     vU^^cV^  IK.-^Sl-^  (12) 

^      dy       dt  *        ^  ,  de       dx  *        *     ax       dy    ^  ^ 

erfüllen  das  nllgenieine  Kriterium  von  Vektorkoraponenteii.  Man 
nennt  W  die  VVirbeUtärke  oder  die  Rotation  Ton  ü  und  schreibt 
symbolisch  ir-rotK  (13) 

Je  nach  dem  Charakter  von  U  kann  W  sowohl  polar  als  axial  seiu. 

Ist  U  ein  Potential  Vektor,  so  ist  nach  (7)  dessen  Rotation 
gleich  Null. 

§  70.  Polare  und  axiale  Tenaoren.  PhyBikaliscbB  Funktionen, 
die  zu  erschöpfender  Charakterieierung  die  Angabe  eines  Zahlwertes 
und  einer  zwdieitigen  Richtung  ralangen,  nennen  wir  Tensoren. 

Die  Zwoiseitigkeit  der  Richtung  ist  so  au  irerstehen,  daß  an  der  Rich- 
tung kein  Richtuugssinu  vor  dem  andern  ausgezeichnet  ist. 

Das  einfachste  Beispiel,  Ton  dem  auch  der  Name  abgeleitet  ist, 
o;ibt  gleichförmige  Dehnung  eines  Körpers,  z.  eines  Zrlinder^i 
oder  einer  Kugel,  bei  der  alle  Strecken  parallel  einer  und  derselben 
Richtung  nra  den  gleichen  Bruchteil  verlängert,  alle  zu  jener  Rich- 
tung nürmaleu  aber  unverändert  sind. 

Dies  lieispiol  läßt  sogleich  hervortreten,  daß  den  Tensoren  sowohl 
positive  als  negative  Werte  beigelegt  werden  können.  ZähU  man 
eine  Deimnug  poäitiv^  so  muß  eine  Verkürzung  negativ  gerechnet 
werden,  und  wegen  der  Zweiseitigkeit  der  Richtung  des  Tensors  kann 
man  den  Vonseiehenwechsel  nicht  (wie  bei  den  Vektoren)  durch  eine 
Umkehrung  der  Richtung  ersetzen. 

Ein  Tensor  Ton  der  Art  einer  Dehnung  lafit  sich  durch  einen 
zweiseitig  zugespitzten  Pfeil  wiedergeben^  dessen  Länge  dem  Zahlwert, 
dessen  Richtung  der  Richtung  des  Tensors  entspricht   Dabei  l&ßt 
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sich  em  positiver  Wert  durch  die  Richtung  der  Pfeilspitzen  nach 
außen,  ein  negativer  durch  die  Richtung  nach  innen  wiedergeben. 
(Fig.  9banad  ß.) 

Die  Dehnung  gibt  eine  ente  Tenaonack,  welche  der  Yer- 
eehielrang  unter  den  Yekioren  entepiiehi  Wir  nennen  derartige 
Teneoven  polar.  Der  sweiten  Art  Ton  Vektoren,  die  man 
•Ii  Drehuttgsvektoren  bezeichnet,  entspricht  eine  Teneorarty 
deren  geometrische  VerhältniBae  durch  einen  in  sich  gedrillten  *  ß 
Kreiszjlinder  wiedergegeben  werden,  und  die  als  axial  be- 
leichnet  werden  kann. 

Die  geometrißche  Darstellung  dieser  axialen  Tensoren  kann  durch 
eine  Strerke  geschehen,  welehe  den  Zahlwert  wi>f]*^r(Tibt,  und  zwei 
um  die  Eu  len  in  (absolut  )  entgegengesetzten  Richtuniri n  j^eschlungene 
Pleile,  wi^lche  för  jedes  Ende  eine  Drehungsrichtuüg  an-  ^^ 
geben  und  das  Vorzeichen  des  betreffenden  Tensors  zum 
Aasdrucke  bringen.  (Fig.  96.)    Diese  Darstellung  ents})richt 
der  Zweiseitigkeit  der  Richtung,  insofern  von  der  betref- 
fenden Seite  ans  betrachtet  jedes  Ende  der  Strecke    ^  ^ 
in  gloiehem  Sinne  umlaufen  wird.  Die  beiden  Typen  a'  f 
md  ß'  find  Toneinander  wesentlich  yenehieden.   Welcher  mg.H. 
ab  ponÜT,  welcher  als  negatiy  za  beseichnen  isti  h&ngt  nach 
im  8. 128  SrOrtertoi  Ton  dem  Oiarakter  des  henutsten  EooidiBaten- 
■jitems  ab.   Bei  dem  gew^uüichen,  rechten  Syetem  wird  «'  poeitiT, 
ß'  negativ  zu  rechnen  sein. 

Wae  die  SymmetiieeigeiiiBchaften  der  beiden  Teneorarten  angeht^ 
80  laßt  Rgnr  06  erkennen,  daB  in  dem  polaren  Tensor  eine  unend- 
lichzahlige  Symmetrieachse  liegt,  durch  welche  unendlich  viele  Sym- 
inetrieel)enen  gehen.  Da  außerdem  ein  Symmetri«»zentruin  vorhanden 
ist,  so  folgt  aus  diesen  Elementen  eine  Symmctneelj  ne  normal  zum 
iensor  ^in  dessen  Mifte^  nnd  in  ihr  liegend  <  ric  unendliche  Vielheit 
zwei?^liiiger  Symmelneaehsen  normal  zum  Tensor. 

Der  axiak  Tensor  besitzt  nach  Figur  '.H3  nur  eine  in  seine  Rich- 
tung fallende  unentlluii/!,älilige  Achse  und  unendlich  viele  zu  ihr  nor- 
BBale  zweizahlige  Achsen;  er  entbehrt  des  Symmetriezentroms  nnd 
hoüA  der  l^miBetrieebenen. 

Zn  der  Einfthmng  des  Tenaorbegrifibe^)  hat  in  erster  Linie  die 
Behaadlnng  der  Krisiallphysik  Anlaß  gegeben,  bei  der,  infolge  der 
hier  nlH^^  sdhaiüm  ünierscheidiing  yersehiedener  Sjmmetrieyerhfili- 
oisse,  die  früher  Tielfech  geübte  Yermischiing  ein-  und  zweiseitiger  ge- 
richteter QfdBen  nnd  ZnsammenfMSiing  aller  nnier  den  Vektorbegriff  auf 

1)  W.  Voigt  f  Die  elemeotaien  pbjsikalisdieD  Eigeuechafteu  der  Kristalle, 
U^rig  ins.  Kiwabts  hiMtlMT  Gehflcv«  bereiti  bei  P.  Omtm,  Jouil  de  phys. 
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ünklarlieiteii  führte.  Der  Begriff  hat  sich  »her  auch  in  TemchiedeDen 
Gebieten  der  allgemeinen  Physik  sur  geometriechen  AnfU&rung  and 
VeraaeohanU«shnng  dort  Torliegender  Verhaltnisee  nnd  Vorginge  nfits- 
lich  erwiesen. 

§  71.  Tensorkomponenten.  Die  Zweiseitigkeit  der  Richtung 
eines  Tensors  laßt  es  nicht  nn^rmgig  erscheiiipn,  als  STramotrisohp 
Bestimmungsstücke  eines  Tensors  T  seine  (geometrischen)  Projektionen 
zu  wählen.  Letztere  dn'ifken,  wie  8,  125  nnssroführt^  durch  das  lineare 
Auftreten  der  Kichtuugskosinus  vielmehr  umgekehrt  ©ine  Einseitig- 
keit VL\i».  Der  Zweiseitigkeit  tragt  man  Rechnung,  indem  man  Be- 
stiinmungsstücke  bildet,  welche  gerade,  also  im  einfachsten  Falle 
B weite  Potemen  der  Riditungskosinns  entiudten. 

So  kommt  man  zu  swei  Arten  von  Komponenten,  die  wir  folgender- 
maßen schreiben 

A^Tm*{T,x),   5  -  r cos»  (T, y),   C=rcos«(2;^)  (14) 

nnd 

D-»  7oos(7;y)eos(2;ir),  £  *  2*  cos  (7,  #)  oos  (7,  dp), 

F-  Tcos  (T,  X)  cos  (T,  y).  (^^) 

Sowohl  (las  erste  wie  da.s  /.weite  Tripel  vermögen  den  Tensor  nach 
(iruüe  uiid  Richtung  im  allgemeinen  völlig  zu  bestimmen.  Es  gilt 
nämlich  einerseits 

cos*  (T,  X)  :  cos-      y)  :  cos"-  (T,  e)  =  A  :  B :  C,  (16) 

andererseits 

JSF  ,  FD  ,  DE  m 

10"^  ~E  Jf« 

coö  (T,  x)  :  cos  i^l)  y)  =  cos  ^J  ,  z)  =       :       :  ~,  •  (17) 

Die  beiden  Komponentenarten  sind  flbrigens  ihrer  Natur  nach 
wesentlich  verschieden,  insofern,  wenn  der  Tensor  in  eine  Koordinaten- 
achse fällt,  die  bezügliche  Komponente  erster  Art  dem  Tensor  selbst 
gleich  wird,  während  zugleich  die  entsprechende  Komponente  «weiter 

Art  verschwindet.  Die  zur  Achse  normalen  Komponenten  sind  in 
dem  genannten  Fall  fiir  beide  Arfrn  übereinstimmend  gleich  Null 

FjS  ist  klar,  daß  in  rl^ni  bemerkttni  .si>e7,iellen  Fall  die  Komponen- 
ten zweiter  Art  aufhören,  bequeme  Bestimniungs.stücke  des  Tensors 
zn  sein;  man  wird  eines  Grenzüberganges  bedürfen,  um  sie  als  solche 
benutzen  zu  können. 

Da  nach  dem  oben  Erörterten  das  Vorzeichen  eines  polaren 
Tensors  nnabhangig  Ton  dem  Charakter  des  Koordinatensystems  ist^ 
so  ergibt  sich  aus  (14)  nnd  (15),  dafi  die  sämtlichen  Komponenten 
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«Ibm  lohdieii  Tenao»  bei  eiiier  LiTernon  ies  KooidinaiemyBtenu  ihie 
Yoneidien  1>ew»lireii  mfisien.  DagegeD  mfiBsen  die  KomponaiteB 
«inef  axialen  Tensora  Tuiter  den  gleiten  UmstindcD  Our  Yoneidieii 
vinkehTeii. 

§  72.  Tensortripel  und  Tensorfl&ohe.    Die  Tensoren  'treten  in 

Wirklichkeit  der  Regel  nach  zn  dreien  von  gleicher  Art  und 

von  zueinander  normalen  Richtnnrrpn  kombiniert  auf.  Wir 
noanen  tün  solches  System  ein  Teneortripel  1 7']  und  bezeichnen 
Sijiae  Konstituenten  durch  römische  Indizes  als  2j,  Tji,  Tj^j,  analog 
deren  Komponenten  erster  und  zweiter  Art  durch  Ay,  .  .  .,  7)j,  . . . 

Es  ist  wichtig,  daß  ein  solches  Tripel  durch  die  sechs  Summen 
gleichartiger  Komponenten  Töllig  bestimmt  wird.  Für  diese  Summen 
schreiben  wir  bei  Ä  =  I,  II,  III: 

r«  «x^  (2"., »)....  n  8) 

cos  (y.,  ,j)  cos  (T„  z),...; 

es  deuten  dann  die  Indizes  an  dem  Buchstaben  T  die  beiden  Koordi- 
nat^nrichtnngen  nn,  welche  rechts  in  dem  Kosinosprodukt  des  dae 
einzelne  l\^  deünierenden  Ausdrucks  auttreten. 

Zum  Nachweis  der  obigen  Ausäage  betrachten  wir  die  ITunktion 

+  2  {T^  cos  {q, y)  cos  (g,  s)  +  T^i  (^oüiq.äj co9(q,x) -f  Ti,  cos (q,x) C08(5,y)), 

in  der  q  eine  beliebige  R: 'httmg  bezeichnet,  und  konstruieren  in  der 
Bichtong  q  Tom  KoordinatenaufiEing  aus  die  Strecke 

r~l/V±Q,  (19) 

WO  das  Vorzeichen  so  zu  wählen  ist,  daß  r  reell  wird.  Variieren 
irir  die  Richtung  q  beliebig,  so  beecbieibt  der  Endpunkt  {x^  y,  z)  von 
r  die  Mntriidie  OberflSche  sweiten  Grades  Ton  der  Oleiehung 

±  1  -  T,^x^  +         +  T^£r»  +  2{T^yz  +  I^^ex  -f-  T,^xy),  (20) 

Die  Koordinatenachsen  fallen  in  die  Haaptaehaan  afh,c  dieaer  Ober- 
üiehe,  wenn  die  Beaiehoiigen 

^Bt-o,  r„-o 

«riuUt  sind)  zugleich  gilt  dann 

Nach  dem  S.  l.'H  (TPsa^xb'n  folgt  aus  der  ersten  Reihe  flic^  T  Be- 
diagongen,  daß  die  Hauptachsen  der  i^laobe  (20)  in  die  Richtungen 
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der  Tenflomi  T,,  r,,,  des  Tripels  fallen;  ebendeshalb  folgt  aus 
der  zweiten  Reihe  Bedingungen,  daß  die  Acbsenlangen  der  Oberfläche 
(20)  mit  den  Werten  der  Tenaoren  in  den  Beziehnngeu  stehen 

Die  Adiaen  der  zentriidien  Oberfl&ehe  von  der  Gleiehiing  (20) 
bestimmen  sonach  die  Konstituenten  Tj,  T^,  des  Tensortripeis 
nach  Größe  nnd  Riehtong,  und  da  diese  Qleidbnng  keine  anderen  Para- 
meter enthalt,  als  eben  die  sechs  Eomponentensnnunen  T^i*  ^ 

auch  das  Tensortripel  \T\  durch  diese  Größen  TüUig  bestimmt  Man 
darf  deshalb  in  Benutzung  des  sonst  gebräucUiehai  Namens  die  sechs 
Funktionen  I'n,  ...  Tit  eis  die  Komponenten  des  Tensor- 
tripels  bezeichnen. 

Da  aber  der  in  der  Regel  auftretende  Fall  derjenige  des  Tri- 
pels, nicht  derjenige  des  fin/nlnen  Tensors  ist,  so  können  wir  die 
2\f  auch  kürzer  nur  Ten  or k omponenten  nennen. 

Die  durch  die  Gleichung  fl^Of  ai!S(^e<Irnckte  und  durch  die  Kom- 
ponenten T^^,  .  .  .  T„  bestimmte  Uberriäche,  die,  wie  «ich  zeigen  wird, 
für  die  Verauschaulichung  des  ganzen  tensoriellen  Voi^anges  eine 
wesentliche  Bedeutung  hat,  mag  als  Tensort  iuche  [  J  |  bezeichnet 
werden.  Sie  hat  je  nach  den  Werten  der  Komponenten  die  B'orm 
eines  Ellipsoides  oder  der  Kombination  aus  den  lich  entsprechenden 

ein-  und  sweischaligen  Hyperboloiden. 

Die  8ymmetrieeigenschaften  der 
Tensortripel  ergeben  sich  unmittelbar 
aus  denjenigen  der  einzelnen  Tensoren. 
ij,^  Figur  97  zeigt^  daß  ein  Tripel  polarer 
Tensoren  ein  Symmetriezentrura  hesita^ 
außerdem  drei  in  die  Tensoren  T,, 
rig.n.  ncM.         Tj,,  fallende    zweizahlige  Sym- 

metrieachsen, mit  denen  drei  zu  ihnen 
normale  Symmetrieebenen  nach  JS.  67  notwendig  verknüpft  sind.  Das 
axiale  Tensortripel  (Fig.  08)  besitzt  dieselben  drei  Symmetrieachbeu, 
aber  kein  Symjueiriezentrum  uiid  demgemäß  keine  zu  den  Achsen  nor- 
malen Symnu^eebenen. 

§  73.  Tianaformaltonaeigensohaflen  der  Tensorkomponenten. 
Speai^e  Symmetiieii.  Die  Art  und  Weise,  -wie  sieh  Tensorkom- 
ponenten auf  ein  neues  Koordinatensystem  transformieren,  ergibt  sich 
unmittelbar  aus  ihrer  Definition  (14),  (15)  resp.  (18).  Setzt  man  in 
(14)  und  (16)  T  ^  :^r'^f  wobei  das  Vorzeichen  so  zu  wählen  ist,  daß 
r  reell  wird,  und  denkt  sich  r  als  Strecke  Tom  Koordinatenanfang 
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ans  atnf  der  Bichtnng  toh  T  in  einem  beliebigen  Biohiungpeinn  auf- 
getragen, so  liefert  (14) 

JL-±a?*,  B^±y\        ±z\  D^±yg,  E^±zx,  F=±xy,  (21) 

unter  x,  y,  e  die  Koordinaten  des  Endpunktes  von  r  verstanden. 

Tlieraiis  ergibt  sich,  daß  dip  Komponenten  A,  B.  .  .  F  sich 
ebenso  transformieren,  wie  die  Quadrate  und  die  Produkte  der  be- 
yflplichen  Koordinaten;  eine  Versehicbung  des  Autaujirspuiikt«  kommt 
dabtüi  nicht  zur  (ieltung.  Geimu  wie  die  Kom[)üiienten  des  emzeliien 
Tensors  verhalten  sich  nach  (18)  die  Kiirapouenten  ^\^  eines  Tensor- 
tripelü,  da  sie  durch  die  Summen  der  betreÖ'enden  Eins&elkomponenten 
definiert  sind. 

Vfiiglioben  mit  den  Komponenten  dnes  Vektors,  die  sich  naob 
8. 127  wie  die  Koordinaten  y,  e  selbst  tnmsfomiereiik,  ersobeinan 
also  die  Teosorkomponenten  ala  kompludertere  Funktionen.  Man  kann, 
nm  das  Yerbalten  ibrer  Komponanten  bei  einer  Tranafonnation  des 
Koordinatensystems  ansudenten,  die  Tensoren  als  gericbtete  GrSfien 
zweiter  Ordnung  den  dnrah  die  Vektoren  gebildeten  geriebteten 
Gideon  erster  Ordnung  gegenüberstellen. 

Banntet  man  nnn  das  System  der  RiebtongskosinnB  ans  (2),  so 
ergeben  sich  zwischen  den  auf  die  beiden  Achsenkreuae  äs^  y>  /  vnd 
s\  y\  g'  besQgbcben  Komponenten  die  Beziehangen 

W+ + 2^i«iA, 


oder  aach 


Diese  Transfonnattonseigensobaften  stellen  ein  ebarakteri- 
atiachea  Merkmal  dar  Tansorkomponanteii  in  derselben  Weise  daiy 
wie  die  analogen  (einfaciheran)  Eigenschaften  nach  8. 127  Vektorkom^ 

ponenten  charakterisieren.  — 

£e  ist  schon  oben  bemerkt,  daß  die  Tensorfläche,  deren  Glei« 
chung  in  (20)  enthalten  ist,  für  die  Vfrft"»^b^'!^*'^**""g  des  durch  das 
Tensortripel  [T]  ausgedrückten  Vorganges  mannigfaltige  Vorteile  be- 
sitzt. Wir  sind  jetet  in  der  Lage,  dergleichen  zu  erkennen. 
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FäUt  das  EoordinateDSjstem  0  mit  den  Tenfloren  Tj,  Tq, 
2*221  zusammoi,  so  nehmen  die  Traoeformationsfonneln  (23)  die  Ge- 


Diea  zeigt,  daß,  wenn  Tj     2\i  ^  T  ist,  dann  fUr  jede 

Lage  des  AehBenkreuzee  Xj  ff,  g 

T'  .     7     _  7 "       T     7"  =s  T*  ^  T*  0 

wird.  In  diesem  Falle  sind  also  alle  Achsenkreuze  eioander  gleich- 
wertig. 

Das  System  (24j  nimmt,  wenn  mau  die  Z'-Acii«e  mit  der  Achse 
zueammenfailen  läßt,  die  einfachere  I'orm  an 

T'  ^  T        T'  =0     7  '  =  0 

r;,  -  r,«2  A  +  ^'n«iA, 

wobei  +  o^*  —  1,  /i,-  +  /i^^  1,  A  +  erkennt, 
daß,  wenn  in  diesem  Falle  Tj  ^  Tjj  ist,  dann  ancb  gilt 

Hier  Bind  dann  alle  durch  Drehung  nm  die  Z-  reep.  Z'-Achae  in» 
«inander  flbeigehenden  Achsenkrenze  einander  gleichwertig. 

Diese  hier  ans  den  Transformationsformeln  al^^iteten  VerhSltnisse 

ergeben  sich  nun  aus  der  Tensorfläche  aber  ganz  direkt.  Im  ersten 
Falle  nimmt  dieselbe  nämlich  Kugelgestalt  an,  in  dem  letzteren  rota- 
torische Symmetrie  um  die  J^-Achse. 

Der  erste  l'nll  7\  T,,  T^^^  lüßt  alle  Richtungen  einander 
gleichwertig  erseheinen;  es  erjj^ibt  sich  hieraus  die  wichtige  Folgerung, 
daß  tensorielle  \'ürgüijge  von  dieser  Eigenart  sich  gemäß  64  als 
äkalare  antTuysen  lassen. 

Wir  bemerkeii  scliiirlilich,  ilaß  aus  den  l'ormeln  (22)  resp.  (24) 
folgt)  daß  die  Summe  der  drei  Komponenten  erster  Art  Tom  Eocardi- 
natensjstem  ganz  unabhängig,  nämlich  der  Summe  der  drei  Eonsti- 
tuenten       r^,        des  Tripels  gleich  ist.   Es  ist  somit 

^i'i  +  ^«  +  -  J„-i-  r„+  J,  +  Jn  +  ^  (26) 
jedeneit  eine  skalare  Funktion. 
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^  74.  Orthogonalo  Tonsorkomponenteii.  Schiofwinklige  Tenflor- 
tripel.  Die  TraiistuiinaUunsformeln  (22)  resp,  (2'd)  für  Teasorkom- 
ponoiiteu  sind  —  im  ücgenbatz  zu  den  für  Vektorkomp onenten  gelten- 
den (3)  —  nicht  orthogonal,  und  das  ist  für  gewisse  allgemeine  Be- 
trafshtongeii  ein  Übektand.  Man  kann  nun  aber  leicht  ein  System 
modi filierter  Teneorkomponenten  bilden,  die  eidi  bei  Tnmafor- 
mation  in  der  Tai  orthogonal  rerhalten.   Seist  man  nftmllch 

T„]r2-%„.   Tnj/ä-Sn,  T„y-i-%„, 

10  tnuaformiereii  sich  dieee  neaen  Komponenten  wie 

a^,  y«,         yMV2,  zx^^Z,  xyy2, 

welehe  Aggregate  sieh  orthogonal  Terhalten. 

Wir  k&nnen  demgemifi  für  swet  Eoordinateoeysteme  XTZ  nnd 
X*  TZ*,  die,  wie  frflheri  durch  das  System  (2)  der  Richtangskosinns 
Terknüpft  sind,  das  System  der  Tranaformationskoefifisienten  folgender- 
maßen  aehreiben: 


^11  ^f»  ^^1»  ^«9  -^»1 


«i*  ßtnV^      ri<^  «lAVS 

«.*      A»      y,*      ß,Y,V^      y,«*y§  «,Ay2 


V      A*      V      AriV^      n«iV^  «tAl^^ 
%n  «t^hV^  AAV^  y.ysV^  (Ay.H-y»Ä)  (yt«»+«ty«)  («tA+A%)  ^^^^ 

X,,  «j,ai/2  AAV2  y^y^2  {^^n+Yt^i,}  iy^ih^         ithißi-^  ß»^i) 

St^S<^y2  ß,fi,y2  ny,y2  (/J,y,+ytA)  (yi«t+«iy«)  («iA+A«t> 

Dies  Schema  ist  ebenso  zu  verHielien  wi«  das  Bchema  (2);  in  den 
Horizontalreihen  liefert  es  die  den  Formeln  (22  )  entsprechenden  Aus 
drücke  der  durch  die  in  den  Vertikalieihou  analog  den  For- 
meb  (38)  die  Ausdrücke  der  X^^  durch  die  X^^.  Eben  der  Umstand, 
daB  diese  beiden  Ansdrfioke  dieselben  Fonktionen  der  Riehtunga- 
keainiia  enthalten,  maeht  die  orthogonalen  Tensorkomponenten 
ftr  manche  Zwedke  geeigneter!  als  die  gewöhnlichen  T^f,  Dem- 
gOgenfiber  sind  freilich  die  durch  sie  in  viele  Fonnehi  eiageftthrten 
Faktosen  Y2  listig^  nnd  so  werden  wir  es  anmeist  TortsOhafter 
iaden,  mit  den  gewöhnlichen  Tensorkomponenten  eu  operieren. 

Wir  werden  weiter  nnten  gerichtete  GrÖfien  von  noch  höherer  Ord- 
mmg  als  Tensoren  kennen  lernen  und  sehen,  daß  bei  ihnen  gleichfalls 
gewöhnliehe  und  orthogonale  Komponenten  zu  unterscheiden  sind.  Es 
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sollen  auch  dort  die  ersteren  durch  lateinigidw,  die  letzteren  durch 
deutsche  Buchstaben  charakterisiert  werden.  Bei  den  gerichteten 
Größen  erster  Ordnung,  den  Vektoren,  fallt  dieser  Untersehied  fort; 
die  gewöhnlichen  Komponenten  von  diesen  verhalten  sich  von  selbst 
orthogonal.  Wir  hätten  hier  also  bei  Benutzung  der  festgesetzten  Be- 
zeichnungs weise  fOr  einen  Vektor  V  in  Analogie  zu  (27)  zu  schreiben; 

F,  —  Ct»   y%  "  öf»   Fg  —  — 

Es  mag  hier  am  Schluß  der  Zusammenstellung  der  Tensoreigen- 
8chafteu  einuü  V  erwuchs  gedacht  werden,  den  in  neuster  Zeit  IL  Weber^) 
an  einer  VeraUgemeineniiig  des  Tensorhegriffs  gemacht  ha^  indem  er 
Tripel  TOn  gegeneinander  heliehig  geneigten  allgemeineren 
zweiseitigen  gerichteten  Gr d Ben  Pj,  Pjj,  Pjn  einführt.  Ein 
typisches  Beispiel  hieifür  wird  nicht  durch  drei  gewöhnliche ,  unr 
schief  gegeneinander  Upende  Dilatationen  gegeben,  bei  deren  jeder 
alle  Dimensionen  normal  zur  Dilatation srichtui^  ungeSndert  bleiben; 
denn  drei  solche  Dilatationen  sind,  wie  später  zu  zeigen,  jederzeit  auf 
drei  zueinander  normale  zurückführbar.  Zur  Illustration  muß  man 
vielmehr  drei  mit  Schiebungen  kombinierte  Dilatationen  längs 
P,,  Pyj,  von  der  speziellen  Art  einfüliren,  daß  bei  der  ersten 
die  Dimensionen  paraUel  Pjj  und  Pm,  hei  der  zweiten  die  paiiiUel 
Pjn  und  Pj,  bei  der  dritten  die  parallel  1\  und  Pjj  ungeandert 
bleiben.  Ein  solches  System  hat  nicht  sechs,  sondern  nenn  Bestim« 
mangsstacke,  nnd  da  in  gewissen  Gebieten,  andr  in  der  EristaUphysik, 
gelegentlich  nenn  snsammengehdrige  Funktionen  von  der  jenen  ent- 
sprechenden Art  anftreten,  so  hat  die  Md|^ohkei^  dieselben  durch  drei 
gegeneinander  geneigte  zweiseitige  Größen  anssndrQcken,  unzweifslhsft 
ein  gewisses  Interesse. 

Diesem  Vorteil  stehen  aber  mannig£sche  Nachteile  gegenttber. 
Wir  werden  sehen,  welchen  Nutzen  zur  Veranschanlichimg  gewisser 
physikalischer  Verhältnisse  die  Tensort'lii  <"he  j  7'l  von  der  Gleichung 
(20)  hietot,  die  sich  durch  die  sechs  Komponenten  der  zueinauder 
noiuialen  Tensoren  bestimmt.  Ein  Analo^on  dazu  kann  es  natürlich 
bei  den  schiefwinkligen  Tensoren  nicht  geben,  da  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  der  drei  Koordinaten  nur  sechs  Parameter 
besitzt 

Weiter  kommt  in  Betracht,  daS  vcm  den  schiefwinkligen  Ten- 
soren ein  einzelner  nicht  durch  einen  Zshlwert  nnd  eine  Biditnng 
allein  de&uert  isi>  sondern  zur  Definition  noch  die  Angabe  zweier 
weiterer  Biditnngen  verlangt  Ein  solcher  Tensor  fallt  hierdurch  im 
Grunde  aus  dem  Gebiet  der  gerichteten  Größen  ganz  heraus. 

1)  B.  Weber,  Odtt.  Nachr.  190»,  Nr.  4. 


Digitized  by  Google 


9  76.  Spesielle  Arten    TsDioien.  §  76.  Gerichtete  OrOBen  dritter  Oidunng.  1^1 


Da  sieh  Qbezdi«»  weiter  unten  ergeben  wird^  daß  die  Einführung 
der  «chiefwiDkligen  Tensoren  bei  daijenigra  Problemen  der  Krietall- 
pbyei^  wo  Tensoren  eine  Hauptrolle  spielen,  keinen  ersichiliclien  Vorteil 
biingty  sondern  bezflglioh  der  Veran&cbaiilichung  der  spesieUen  Vor- 
gSi^e  erheblich  Geringeres  leistet,  als  das  Operieren  mit  rechtwink- 
ligen Tensoren,  so  wollen  wir  auf  die  erateren  nicht  näher  eingehen. 

§  7;'.    Spezielle  Arten   von  Tensoren.     Die  Transforraations 
eigcnschafteii  der  Tensorkomponenten,  d.  h.  das  Verhaltpn  wir  :r-,  y^, 
yz,  zx,  xy  rejsp.  wie  x',  y',  z-,  i/zY-,  zxY^,  ./'//V '"li  imch  S.  137 
u.  1^>9  als  Kennzeichen  der  gewölinlicheu  und  tlcr  (»rthogoualeu  Tensor- 
konipon enteil  ähnlich  zu  verwenden,  wie  das  in  i>  t3i)  bezti^lich  der 
Yektorkomponenten  auseinander  gesetzt  ibt.     Verhalten  sich  bechs 
Funktionell  demgem&ß,  und  behalten  sie  überdies  bei  Inversion  des 
Koordinatetisjstems  ihr  Vorzeichen,  so  werden  sie  als  polare,  wech- 
seln sie  bei  Inversion  ihr  Vorzeieben,  so  werden  sie  als  axiale  Tensor- 
komponenten  zu  gelten  haben. 

Spesielle  Arten  von  Tensorkomponenten  lassen  sich  hiemach  aus 
Skaiaren  oder  Vektoren  lacht  ableiten.   So  sind 

a-«- 1,,-  gp, . . .  3r„-  x,jy2  -  ^  (29) 

sehr  spezielle  Tensui koiiiponunitn .  die  aus  einer  ♦'inzigen  skaiaren 
Funktion  S  gewonnen  sind.  Etwas  allgemeineren  Charakter  besitzen 
die  von  drei  Vektorkomponenton  l\,  l',,  1,  gebildeten  Differential- 
ansdiQeke  - 

rtf  CT-  7'    T  fp    CJ» 

Ob  diese  Komponenten  einem  axialen  oder  polaren  Teusortripel  au- 
gehdren,  hängt  in  leicht  erkennbarer  Weise  von  der  Natur  des  Ska- 
la» 8  resp.  des  Vektors  V  ab. 

§  76.  Gtoilohtete  GzQBen  dxltter  Ordnung.   Trivektoven.  Wir 
haben  im  vorstehenden  die  Transformationseigeoschaften  der  Vektor 
komponenten,  wie  auch  der  gewöhnlichen  resp.  der  orthogonalen 

Tensorkomponenten  in  solchen  Fällen  als  Kriterium  angewandt,  wo 
drei  oder  sechs  kombiniert  auftretende  und  einzeln  oder  paarweise 
je  einer  Koordinatenachse  zuzuordnende  Funktionen  nicht  ohne  weiteres 
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ab  Vektor-  oder  Temorkomponaiiteii  eAenaW  wami.  I]ir  Vcrlialiaii 
wie  Xf  y,  ä  oder  wie 

a;-,   i^-,   ir«,   yir,  aJy, 

Teep.  wie 

««,  y»,  j«,  sr#VS,  *«v^,  «yys 

legt  nun  nahe,  in  der  durch  diese  Zusammenstellung  eingeschlagenen 

Richtimg  noch  einige  Schritte  weiter  zu  gehen.  In  der  T«it  ist  ein 
solches  Verfahre«,  wie  wir  weiter  unten  zeigen  werden,  zur  Illustra- 
tion gewisser  Verhältnisse'  in  der  Kn8t!tllf>}iysik  sehr  nützlich.^) 

An  die  gerichteten  liröüen  erster  und  zweiter  Ordnung^  die  wir 
bisher  betraehtet  haben,  reihen  wir  zunächst  solche  dritter  Ordnung. 
Gewöhnliche  Komponenten  eines  Systems  solcher  Größen  werden 
zehn  Funktionen  sein,  die  sich  bei  der  Transformation  Terhalteu,  wie 

ä',   y»,    z\   x^y,   3?Zy   y^8y   y*Xj   e^x,   #*y,  xyM\ 
orthogonale  Komponenten  aolche,  die  eich  tnuuformiereiL  wie 

x\  x'yV^,   x'^zy^,    y»^]/3,  y^xy^, 

if*a?]/3,  z^yYl,  a?y*]/6. 

Wir  wollen  die  zehn  Fanktionen  ron  einem  derartigen  Verhalten  hier 
dnroh  drei  Indisee  bezeidmen,  die  auf  die  Koordinatenaggregate  hin- 
weieen,  mit  denen  die  Funktionen  eich  ^eicbartig  transformieren. 

Der  centrischen  FlSehe  aweiten  Grades,  die  mr  aaeehawlichen 
Darstellung  der  Bedeutung  eines  Tensortripels  herangezogen  wurde^ 
lassen  wir  jetzt  eine  Oberfläche  entsprechen,  deren  Gleichung  die  Ko- 
ordinaten nur  in  Aggregaten  dritten  Grades  enthalt.   Sind  i/ni,  • .  •  H,^ 

gewöhnliche  Komponenten  eines  Systems  gerichteter  Größen  dritter 
Ordnung,  ro  werden  wir  als  H(  Präsentanten  dieses  Systems  die  Flache 
betrachten,  deren  Gleichung  lautet 

-h  H^^,z^x  -f-  H^,ry  -f  2  Ih^xye)  -  ±  1.  (31) 

Die  orthogonalen  Komponenten  des  betreffenden  Systems 
stehen  mit  den  gewöhnlichen  Komponenten       in  den  Beziehangea 

^111  =    -SluVS  —  $>a8>    ^ixiV^  "  feil*    •  •  • 

^»1/6  =  «1«-  (32) 

Man  kann  demgemäß  die  vorstehende  Qleiohmig  sofort  aaeh  in  den 
orthogonalen  Größen  ansdrfioken. 

1)  W.  Voigt,  Ann.  d.  Pbys.  Bd.     p.  1801« 
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143. 


I  Bei  der  zentriBchfln  Obfliflfiehe  sweiten  Ghrades,  wdehe  wir  frOlier' 

I  Wtraehieteo,  konnten  dnreli  Wahl  emee  (Haupt-)  Aohflenayaiems  drei 
dar  Paiameter  sinn  Versohwuiden  gebradit  weiden.  Die  hierdurok 
gewoBnene  Nomalfonn  der  GUeachnng  lieft  erkennen,  daB  die  flicke 
durch  drei  geeignet  gew&hlte  Radien,  die  (Halb-)  Adisen  der  Ober- 
ffiehe,  charakteiiaiert  werden  konoteb  Diese  Halbaehaen  standen  in 
I  enger  Beziehung  zu  den  drei  Tensoren  des  Tripels. 
'  Übertragen  wir  diese  Operation  auf  die  Gleichung  (31),  so  kommen 

i     wir  m  dem  Resultat,  daß  die  neue  Oberfläche  durch  sieben  geeignet 
■     gewählte  iladien  clvarakterisiert  werdeu  kaim,  die  mit  sieben  für  das 
ganze  System  individuellen  gerichteten  Größen  in  einen:  engren  'An- 
samineniiaiisj;   stehen.     Für  die  Wahl  derselben  scbeint   eine  ziem- 
liehe Freiheit  zu  bestehen.    Wir  werden  daher  gut  tun,  so,  wie  wir 
ein  Tensortripel  schließlich  am  passendsten  durch  eine  zentrische  über- 
I     flache  zweiten  Gi'ades  repräsentiert  £EUiden,  auch  daä  äyätem  der 
geriekleten  Größen  dritter  Ordnung  als  durch  die  Ober- 
fläche dritten  Grades  Yon  der  Gleichung  (31)  reprEseniiert 
I     tu  betrachten. 

i  £c  ist  klar,  daß  der  ungerade  Grad,  der  in  den  TransförmatioDe' 
eigeDsdiaften  der  nenen  geridiieten  Größen  sich  ausdrttckt^  einen  Zih 
sttiUDenhang  zwischen  diesen  und  den  Vektoren  hexstellt.  Wir  nennen 
demgemäß  die  durch  zehn  Funktionen  der  betrachteten  Art  definierten 
gerichteten  Größen  ein  System  yon  Trivektoren. 

§  77.  Geriohtete  Größen  vierter  Ordnung.    Bitensoren.  Die 

Anwendungen,  die  wir  weiter  unten  verfolgen  werdtMi.  inarhf-n  ps  er- 
wünscht,   auch    noch    gerichtete    <4röBen    vifrter   Ordnung  iieran- 
I     zuziehen.    Als  eiu  für  diese  charakterihtisielieb  gewöhnliches  Korn- 
j     poneiiten System  werden  wir  fönfzelm  koordinierte  Funktionen  zu  be- 
tiBchteu  haben,  die  sich  transformieren  wie 

4^,   y*,    e*,   x^y,   x*e,    y^g,   y^x,   jf^x,  0^y, 

yV,  #*af*,  ^ffM,  f^MX,  s'ajy; 

ib  orthogonal  werden  wir  die  Komponenten  beaei^en,  wenn  sie 
■idi  Terbalten  wie 

<         ^,    2x*y,   2aj»if,    2y^e,    2y'x,   2#»fl?,  2f»y, 
I       yVVö,  s^x^V^»  s^y^V^,  '^x^y»Ti,  2^Bxy^,  2e^xyyl, 

I  Die  orthogonalen  Komponenten  bezeichnen  wir  hier  durch  vier  In- 
dtiei^  die  auf  das  Koordinatenprodakt  hinweisen,  dem  analog  sich  die 
Kcnponeiite  transformiert. 

Als  charakteristisch  für  ein  System  gerichteter  Größen  vierter 
Ordnung  erscheint  eine  falsche  TierteD  Grades,  die  die  Koordinaten. 
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nur  in  den  obigen  Eombination«n  «ntiiSlI^  und  deren  Panuneter  die 
besQ^chen  Eomponeoien  sind.   Wir  eehreiben  ein  solohe  Gleichnng 

+  Q(L^fi^  +  •  0  +  12(i„„a;*yf  +  •  •)  -  ±  L  (8») 

Die  orthogouuleu  Kompoueut^a  ^kijk  betracbteteu  Systems 
gericbteter  Größen  sieben  mit  den  gewOhnlicben  in  den  Beziebuagen 

An  <lie  Gleichnnsf  (8H)  lassen  sich  «ranz  ähnliche  lii'iuerkungen 
knüpfen,  wib  au  i^.'W  i;  dicselhfii  8()!lr>n  aber  hier  unterbleiben. 

Es  genügt  hervorzuheben,  daß  die  (hirch  die  (ileichnDs:;  ißdi)  dnr- 
güstcUte  Oberfläche  selbei  als  die  anschaulichste  Darstellung  eines 
Systems  gericbteter  Ghrdfien  vierter  Ordnung  gelten  darf. 

Diese  CböBen  rnttisen  in  ibren  Eigensebaften  Tiel&elie  Yerwandt- 
tcbaft  in  den  Tensoren  besitzeD.  Um  dies  nnd  sngleieh  den  doppelt 
boben  Grad  anzudenten,  mögen  sie  als  ein  System  TOn  Biteneoren 
beaBMobnet  werden. 

n.  Absobnitt 
Kembinatioa  mehrerer  gerichteter  Größen. 

§  78.  Swoi  Vektoren.  Bin  eigenartiges  Interesse  besitzen  all- 
gemein nnd  ^>esieil  für  unsere  Zwecke  Kombinationen  aus  Kom- 
ponenten von  zwei  oder  mehr  gerichteten  Großen,  die  wiederum  Kom 
ponenten  geriehteter  Größen  od-  r  aber  Skalare  liefern.  Ks  erweist 
sieh  vorteilhaft,  bei  dt-r  Betrachtuiiir  derartiger  Funktionen  stets  von 
der  Ivüinbination  von  N'ektorkoniponeiiteu  auszugehen,  und  wir  wollen 
im  uaehtiteheuden  deniiremäß  verfala^en. 

Wir  beginnen  mit  Kombinationen  aus  Komponenten  zweier 
Vektoren. 

Das  Aggregat 

^4^1+  Ut^»- UVao»(U,  V) 

ist,  obwohl  jeder  einzelne  Term  Ton  dem  Koordinatensystem  abhängt 
nadb  der  rechtsstehenden  Bedeutung  von  dem  Koordinatensystem  un- 
abhängig.   Es  gestattet  also  jedenfalls  eine  Anffiuisung  als  Sknlar. 

An  sich  stände  natürlich  nichts  dem  entgegen,  der  Funktion  die 
Richtung  der  Normalen  auf  der  Ebene  durch  f"  und  V  zuzuordnen, 
sie  also  als  den  Zahlwert  einer  gerichteten  Größe  aufzufassen,  wie  das 
ähnUch  in  §  07  mit  dem  Produkt  UVsm  {U,  V)  geschehen  isi  Aber 
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die  fonatigea  EigenBohaften  dei  obigen  Aggregates,  die  zum  Teil  bei 
Aveiieren  geometriscbon  Überlegnngeiiy  cnm.  Teil  bei  seinem  Yorkommen 
in  der  Phydk  betrortretea,  iasBeo  es  natoigemißer  enobeiiiea,  die 
JHmktion 

£4    -f        +  t7,F,  -  Ä  ißü) 

als  SkaUr  sn  fQhren.  Eb  ist  dies  eine  YerfÜgDiig  Ton  fbndainentakr 
Bedeotnng^  derm  Folgen  weiterhin  hervortreten  werden. 

Heu  erkennt,  daß  S  ein  gewöhnlicher  Sknlar  ist,  wenn  Ü  und 
V  Vektoren  gleicher  Art  sind,  ein  Psendoskalar,  wenn  sie  Tersohie- 
4eiie  Art  haben.  — 

Daß  mch  auch  ein  Vektor  hu.s  zwei  Vektoren  U  und  V  auf- 
bauen läßt,  ht  bprpit*^  S.  130  erörtert,  mag  hier  aber  der  VoliatUndig- 
keit  halber  noch  emmai  in  Erinnerung  gebracht  werden.  Die  Ag- 
ffrecrate 

*  ...  (36) 

erfüllen  das  allgemeine  Kriterium  der  Vektorkomponenten  und  re- 
prilsentieren  demnach  solche. 

Bind  U  und  V  gleicher  Art,  so  ist  IF  axial,  sind  sie  Tersohie- 

dener  Art,  so  ist  W  polar. 

Vau  Tensortripel  laßt  sich  aus  zwei  Vektoren  17  und  V  nach 
dem  folgenden  Schema  für  seine  Komponenten  gewinnen 

ln=U,V,,    r,,=  C/,n,    T,,^ü,V,,  (37) 

Tn'hW\+ü.v,),  T^-HU.n-^u.v,),  r„-Kt^,F.+i^,r,). 

In  der  Tai  transforaieren  sieb  diese  Grdfien  wie  a^,  y*,  #*,  jfM,  mx,  Xjf* 
sie  steOen  also  gewöhnliche  Tensorkomponenkm  d^ff.  Orthogonale 
£ompo&eaten  erlnlt  man  nach  S.  129,  indem  man  nnr  in  den  Aus- 
drücken  fOr        T^,  Ty^  die  Nenner  2  mit  Vf  vertansoht. 

Sind  die  Vektoren  ü  und  V  gleichartig,  so  ist  des  Tensortripel 
polar,  im  andern  Falle  axial. 

Diese  Darstellung  Ton  Tensorkomponeuten  ist  eine  sehr  all* 
gemeine,  insofern  die  zwei  Vektoren  die  gleiche  Zahl  von  BestimmtingS' 
sfcäcken  haben,  wie  ein  Tensortripel.  nämlich  sechs. 

Ein  Tensor  ;-|ie/iellerer  Art  ergibt  sicii,  wenn  in  den  Foniirbi 
4^37)  U  uuA  V  identifiziert  werden j  es  resultiert  dann  das  Kom- 
ponenteusjstem 

In  der  Tat  können  vorhandene  Transformationsei ^ensch afte n 
von  Funktionen,  die  aus  Vektorkomponenten  auf^^ebaut  sind, 
nicht  dadurch  verloren  gehen,  daß  mehrere  dieser  Vektoren 
identifiziert  werden.  Voraussetzung  ist  dabei  natürlich,  daß  jene 
Funktionen  sich  bei  dieser  Operation  nicht  identisch  auf  Null  reduzieren, 

T«igt,  KdsuUpb/iik.  10 
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§  79.  Drei  Vektoren.  Die  Eesultate  des  vorigeii  Par^aphea 
bieten  die  Mittel,  auch  aus  drei  und  mehr  Vektoren  andere  Funk- 
tionen  ausbauen.  Sind  %.B,  J  und  K  weitere  Vektoren,  so  sind 
nach  (36) 

F]^  *"  tfi^jK^  —  c/yü^}  * « « 

yektorkomponeilen.  Seist  man  diese  Werte  in  (35)  und  (36)  etn,. 
so  erfailt  man 

S  =-  ü^iJ^K,  -  +  U^iJ^K,  -  J^K,)  i-  Ü,(J^K^  -  J,K,)  (39) 
«la  Skalar, 

r.-  i7.(j;js;  -      -  Ut(j,K,- j,k,),  (40) 


ab  ein  System  Ton  Vektorkomponenten. 

Dabei  kann  man  ü  beliebig  mit  J  und  K  identifizieren,  ohne 
dftft  die  Ausdrücke  IF]^  Tetsehwinden.  Man  erhalt  so  spesieUe  ElUe 
abgeleiteter  Funktionen,  die  ein  gewisaes  Interesse  haben,  aber  hier 
nidit  erSrtert  werden  sollen. 

Zn  einer  EonatmkÜon  Ton  (gewöhalieihen)  TensoikomponenteA 
am  drei  Vektoren  fOhren  die  Formeln  (S7),  wenn  man  dann  V  naoh 
obigem  dnrek  die  zwei  Vektoren  J  und  Jt  ausdrückt  Man  eihSlt  so 

Auch  hier  kann  man  U  mit  J  oder  K  identifizieren,  ohne  daB  die 
Ausdrücke  Teraehwinden,  und  hierdurch  apesiellere  Formen  eriialten* 
Die  Besiehungen  (39)  bis  (41)  können  als  Ausgangspunkte  dienen 
fOr  den  Aufbau  yon  Skalaren,  VelUoien  und  Tensortripdn  aus  einem 
Vektor  und  einem  TensortripeL  Man  hat  dazu  nur  je  zu  den 
rechten  Seiten  dieser  Formeln  den  dort  stehenden  Ausdruck  mit  rer* 
tau  schien  U  und  K  (oder  ü  und  J)  zn  addieren.  Die  Resultate, 
welche  mit  '2S\  2  TT/,  2P^^  bezeichnet  werden  mögen,  haben  dann 
dieselben  Transformationseigenschaften ,  wie  die  ursprünglich  rechts- 
stehenden Ausdrücke,  und  enthalten  ü  und  K  (resp.  U  imd  J)  direkt 
in  den  Verbindungen,  die  nach  (37)  Tensorkomponenten  darstollen. 
Bezeichnet  man  das  gemäß  (37)  aus  TJ  und  K  konstruierte  Tensor- 
tripel  durch  \T\  so  ergibt  sich  S'  ^0, 

ferner 


(42) 

(43) 
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Sehrabt  muk  die  Fonnelik  (42) 

und  bedenkt,  daß  -|-  T„  +  nach  (28)  ein  Skalar  8%  Bomit 
aleo  JiS"f  JfS",  J^S"  Vektorkomponenten  sind,  so  erkennt  man,  daß 
die  sweiten  Glieder  der  AuadrtLcke  rechts  fQr  sich  auch  Vektorkom- 
ponenten sind.  In  der  '^t,  wenn  TT/,  TT,',  W^'  nnd  J^S",  J^S'^J^S" 
sich  wie  Vektorkomponenten  transformieren,  so  gUt  gleiches  fSat 
Wi  —  J^S",  ...   Demgemäß  können  wir  echreihen 

Fl"-  ^i^V,  +  ^.^,1  +  J,T„,  ...  (44) 

Man  kann  zu  den  Formeln  (42)  und  (43)  etwas  kürzer  kommen, 
weuu  mau  in  (39)  bis  (41)  U  mit  K  identifiziert  und  dann  direkt 
die  Formeln  (38)  fÖr  den  speziellen  Teneor  eintülu  t.  So  lange  es  sich 
nur  um  Transtoimationseigensi  btiiteii  handelt,  kann  man  eonach  statt 
mit  den  allgemeinen  B^iehuiigeii  (37)  auch  mit  den  spezieUerffli  (38) 
operiflEren.  Diese  Bemerkung  ist  in  kompliaierteceii  FUlen  ron  ¥oiteil 
md  mag  weiieibin  benatat  wezdeii. 

Aneh  die  (gewShnUefaea)  Komponenien  eines  Trivektorsystems 
kssen  sieh  dnrek  drei  Tektoren  Inldem  nadi  dem  Sofaema 

^  -       V,J,  +  17,  Fi VM,  ...  (^) 

Die  Rechnung  zeigt,  daß  diese  Funktionen  wirklich  die  beaflg- 
lieken  ekaimkteristischen  Transformationseigenschaften  bedtasen. 

Daraus  ergibt  sieh  ohne  weiteres,  daß  ein  TriTsktorsystem  auch 
aus  einem  Vektor  und  einem  Tensorthpel  an  gewinnen  ist;  denn  die 
FomiiiB  (37)  führen  hier  sogleich  an: 

JS^ji  —  JiTj^if  . . . 

Die  Gleichiingeü  dieses  Paragrftphcn  buimizen  die  gewcihnlichen 
Komponenten  der  gerichteten  Größen  verschiedener  Ordnung;  der 
Übergang  zu  orthogonalen  Komponenten  vollzieht  sich  ohne  Schwierig- 
keit mit  üiiiu  der  Beziehungen  (2~i)  und  i^32). 

§  80.  Vier  Vektoren.  Wegen  später  zu  machender  Anwendungen 
g^Ni  wir  noch  einen  Schritt  weiter  und  ziehen  die  aus  vier  Vek> 

10* 
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toren  ftiii^baitciideii  QfOBen  in  Betmhi  VeiiuuMhetL  wir  in  (89) 
bis  (41)  Ui  mit  Z^F,  —  27,7;  niC,  m  erhalten  wir 

(17,F,  -  r.r,)  (J,     -         +  8  (47) 

als  SkaUuTy 

{U,}\-L\  ).X^A  -  J.Ä,) -  (tr, i/. l\)iJ,K,-^JA)  -  W  (48) 

als  Yektorkompooeuteja,  ^ 

1     |■.-ü.F,)«Ä,-.7,^:,)+(l^.>'t-^^.^^.)«^^.-^.Ä■,)]-.T,  "^^^^ 


2^ 


als  Tejj- irkomponenten. 

\Vir(l.'r  kann  man  in  diesen  Ausdrücken  \  ektorkomponenten  zu 
Teiisorkomponenten  zusanimeufassen.  Identifiziert  man  in  (47)  ü  und 
J,  V  und  K,  so  ei  gibt  sieh  bei  Einführung  zweier  Sjsteme  Tensor- 
komponenteu  nach  dem  Schema 

smükihst 

ll-„<^„  +  F„Q„  -  2P„Ö„]  +  [...]  +  [...]_  S.  (50) 
Da  nun 

nach  Bedeutung  der  Kiammeni  notwendig  «in  Skidar  ist,  fo  ergibt 
liohi  daB  anch 

Qn  -r       Qn  +  ^  w  (^.5  +  2  (P«  Qn  r  -f-  P,,  Qt,)  -  (51) 

ein  Skalar  sein  muB. 

Eine  analoge  ümgeitaltang  ftüurt  ron  (49)  ans  an  den  Besiehungni 

(Ö2) 


wülcho  ans  zwei  Systemen  Ton  Tensorkomponenten  ein  drittes  auf- 
zubauen lehren. 

Die  Ausdrficke  (48j  erhalten  bei  der  Vertu<^ung  V^J,  F=  Ä'  den 
^\  ort  Null,  und  gleiches  resultiert^  wenn  man  mit  ihnen  Hie  Operation 
vonS.14<)  vornimmt:  es  laHsen  sich  somit  Vektor  koinpouenten 
aus  zwei  Systemen  von  Tensorkomponenten  nicht  aufbauen. 
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Schließlieh  mag  noch  auf  Folgernngen  aufinerkBun  gemacht  wier- 
den,  za  «toien  die  DanteQimg  der  Eomponenten  «inee  BitttUKasjetems 
dnidk  Yektorkomponsstaii  Wut  Nach  den  Tfansformationmigen- 
•duften  der  ecafceren  erkennt  man  leidit  die  ZnlSaaigkeit  der  folgen- 
dtt  Zerlegongen 

■■  UiV^WiJiy  . . . 
Am  -  WtJi  +  UtV^W^J^  +  IT, Fl +  ÜJ^WM,  •  •  • 

IdeiititiziL-rt  luau  liier  mit  W,  V  mit  J  und  führt  wieder  die 
Tensorkomponenten  P^^  uud  (^^^  ein,  so  folgt  leicht 


Aiti    ■'ii  Qu* 

Ai»-«i*u«B+i'iieii+3(i'ii««+i'i.«iJ].  ••• 

Di'  Komimnentf^n  eines  Bit^nsorsjBtemä  sind  hiemach  durch  Korn* 
binatiou  der  Komponenten  zweier  Tensortripel  zn  gewinnen. 

Es  mag  ausdrücklich  bemerkt  werden,  daß  man  in  den  Formeln 
(50;,  (51),  (521.  fo4)  die  TenaorkompoTienten  P^^.  und  identi- 
fizieren kann,  oiiiii  dnß  die  aus  ihnen  gebildeten  Funktionen  ver- 
sehv\uiden.  Man  kann  sonach  Skalare,  Bitensor-  und  auch  neue 
Tensorkompouenten  aus  einem  System  von  Tensorkomponenten 
bilden. 

Wiederum  sind  vorstehend  die  gewöhnlichen  Komponenten  der 
gerichteten  Größen  verschiedener  Ordnung  benutzt;  der  Ubergang  zu 
den  orthogonalen  geeohieht  leiehft  mit  Hilfe  der  Benehnngen  (27), 
(32)  imd  (33). 

8  81.  Btma»  ttber  akalaire  Fniiktloiien  tob  KomtpoiMiiteii  ge- 
fMrteter  GMMen.  Sind  im  Yotstehenden  Sttae  angegeben,  die  sich 
je  auf  beetunmte  Arten  gerichteter  GrdBen  beziehen,  so  mögen  jetiA 
einige  Resultate  Ton  allgemeinerem  Charakter  abgeleitet  wer- 
den, die  für  oneeie  kristfülphyaikaliflchen  Entwicklungen  Ton  Be- 
dentong  aind. 

Ba  mögen  3Ei,  3^^,  . . .  X,  die  orthogonalen  Komponenten  eines 
Systems  gericliteter  Größen  von  einer  beliebigen  Ordnung  nacli  einom 
£ooirdinAtena;8tem       Y,  Z  bes^chnen.   Dann  gelten  für  die  Truns- 
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4«nelb«ii  auf  ein  anderee  Bjatem  Z'  Y'Z*  QtoiehiingaB  von 
der  Pom  ^«  ^« 

<  i 
wobei       4, 1;    1,  2, . . .  M. 

Die  Parameter  a  sind  wegen  der  Toranagesetzten  Ortho* 
gonalitftt  in  beiden  Qleiohnngiijatemen  die  gleichen. 

Sei  non  8  eine  akalare  Funktion  der  S^,  die  bei  Transformation 
auf  das  System  X'Y  Z*  doreh  8'  beieiebnet  werden  mag.  Dann  gOt 
ersiohtUch 

Diese  Formein  haUeu  dieöülbe  Gestalt  wie  die  Formeln  (55);  die 
Diü'erentialquotienten  dSfc'&f^  resp.  dS' j'  X^'  transformieren  sich  also 
ebenso  wie  die  und  i^'  selbst,  und  da  die  Transforumtionseigen- 
schalten  die  gerichteten  Cbößen  definieren,  so  ergil)t  sich  der  Satz: 

Üie  ersten  Ablpitnniipn  (>iner  skalareu  Funktion  der 
orthogonalen  Koin  poneutt^u  eines  Systems  von  gerichteten 
Größen  irgendwelcher  Ordnung  sind  je  mit  den  Kom|>ouen- 
ten,  nach  welchen  differentiiert  ist,  gleichartig. 

Wir  vermerken  uns  noch  eine  nahp]i«'ir^nrio  spezielle  Anwendung 
dieses  Sntzes,  die  sich  ergibt,  wenn  die  betreffende  Funktion  eine 
lineare  ist    Setzen  wir  etwa 

S->'«Ä,  (67) 

k 

80  wird  ^  —      und  ea  folgt  der  weitere  Sata: 

Ist  ein  Skalar  eine  lineare  Funktion  der  orthogonalen 
Komponenten  eines  Systems  gerichteter  (iroßen  von  irgend- 
welcher Ordnung,  so  ist  jeder  ihrer  Parameter  der  darein 
multiplizierten  Komponente  gleicharug. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  umkehren  und  behaupten: 

Eine  bilineare  Funktion,  gebildet  aus  den  orthogonalen 
Komponenten       di^^  ...      und  >•  •  9i«  zweier  Syatene 

gerichteter  Größen  gleicher  Ordnung  nach  dem  Schema 

d.  h.  auBSchließlich  aus  den  Produkten  gleichartiger  Kom- 
poneuteni  ist  Tom  Koordinatensystem  unabhängig,  also  ein 
Skalar.  • 
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Man  gelangt  liierdurch  zu  eineai  Satz,  der  die  Beziekungen  (3ö) 
und  (51)  als  spezieile  Fälle  enthält. 

In  der  Tat  ergibt  sich  aus  vorstehendem  Satz  zunächst  för  Vek- 
toren U  uud  V  die  Aussage,  daß  das  Aggregat  der  orthogonalen  Kom- 
ponenten „ 

U,«, +  11,«, +  11,0, 

Skalar  ist,  imd  dies  stimmt  mit  (35)  überein,  da  bei  Vektoren 
die  gewöhnlichen  Komponenten  zugleich  orthogonal  sind. 

Man  kann  im  Vorstehenden  eine  Stütze  für  die  S.  144  getroffene 
Verfügunff  sehen;  ein  Beweis  ihrer  Notwendigkeit  ist  damit  nicht 
geliefert,  denn  der  Zahl  wert  einer  gerichteten  Grulie  lat  auch  ein 
Skalar.  8o  ist  z.  B.  auf  den  Zahlwert  £7  F  sin  (6,  V)  des  Vektors 
W  aus  §  67  die  in  (56)  ausgedrüekte  Operation  anwendbar;  die 
Differeniialqnotienteii  iweh  17^,  ü^,  oder  nach  F^,  F,,  F^  liefem 
«ueli  liier  Vektorkomponenten. 

Im  Falle  aweier  Teneoren  P  und  Q  Terlangt  der  Sata,  daß 


einen  Skalar  danleUt;  nnd  diei  f&hri  nach  den  Beaiehnngen  (28)  anf 
den  Sata  (51)  anrück. 

Bei  swei  g^ridbteten  GidBen  dritter  Ordnung  H  und  G  gilt  die 
Aiiasage  dem  Aggregat 

Beim  Übeigaug  zu  den  gewölmlichen  Komponenten  liefert  dies 

B^&m-^  '  "^  8(fl;„ö„,+  Bat0ut  +  " •)  +  6ä;„ö,„  -  Ä  (68) 

Älinlich  betrifft  der  Satz  bei  swei  gerichteten  (irößen  yierter 
Ihdnung  L  and  M  den  Ausdiotck: 

^u^m  H  +  SutiSl^tit  +  ßiiifSÄiiu  +  •  •  * 

im  2»ii«  +  •  •  • 

Der  Übefgang  m  gewöhnlichen  Komponentem  ergibt  die  Aneaage 

Ani^im  -I  +  4(L,„,lf,„t  +  Aus^ui«  +  •  •  •) 

Bei  den  Tontehenden  Überlegungen  sind  epesdelle  Annahmen 
über  das  Verhalten  der  Komponenten  X,,  . .  .  3^^  bei  einer  In- 
Terrion  des  Koordinatensystems  nicht  benutzt;  dieselben  gekten  aieo 
«beoaowohl  für  gewöhnliohe,  wie  für  Pseudoskalare;  es  formulieren 
aidi.  mar  die  BeeoUate  Teraohieden  hinaiehtlioh  der  polaren  oder  der 
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ainalen  Natur  der  Komponentm.  Im  Falle  eines  gewdhnlicliea  Skalar» 
geben  polare  (aadale)  Komponenten  aucli  fttr  die  dS/d3l^  polar» 
(axiale)  Katar;  im  Falle  eines  Paendoskalan  gilt  das  Entgegen* 
gesetste.  — 

Wir  werden  unten  T<m  dem  an  die  Form  8  ^^a^£^  angeknüpften 

Sata  wiederiiolt  Anwendung  an  machea  liaben,  um  die  Natur  der  in 
der  Eristallphysik  begegnenden  Parameter  klarzustellen.  Es  handelt 
sieh  nach  dem  Gesagten  für  diese  Auf^ben  darum,  eine  lineare  Funk> 
tion  orthogonaler  oder  gewöhnlicher  Komponenten  gerichteter  Grdßen 
zu  bilden,  wdche  skalare  Natur  besitat  und  die  betreffenden  Para- 
meter enthält.  Ist  dies  gelangen,  so  beurteilt  sich  die  Natur  jedes 
Paramcterß  unmittelbar  naek  der  Natur  der  in  denselben  multipli» 
zierten  Komponente. 

Die  skalaren  Funktionen,  an  die  wir  diese  BetrachtuTigen  -weiter 
unten  anknüpfen  werden,  sind  iiauptsäclilich  die  sofjjenannteii  thermo- 
dynaniisclien  Potentiale.  Es  muß  im  voraus  bemerkt  werden, 
daß  dieselben  sich  von  vornherein  im  allgemeinen  nicht  linear  in 
den  Komponenten  eines  Systems  gerichteter  Größen  darstellen,  son- 
dfltn  als  homogene  Funktionen  höheren  Grades  erseheinen.  Wir 
haben  aber  in  den  Torigen  Paragraphen  gelernt,  -  daB  dureh  Ag^ 
gregate  von  Produkten  aus  mehreren  Komponenten  gerichteter  GiGfien 
sieh  Komponenten  anderer  gerichteter  Größen  aufbauen  lassen;  diese 
Methode  werden  wir  weiter  unten  anwenden,  um  jene  skalaren  Funk- 
tionen, d.  h.  also  z.  B.  die  thermodjnamisehen  Potiuitiale,  auf  Formen 
zu  bringen,  die  linear  sind  in  den  Komponenten  verschiedeDartiger  ge- 
richteter Grr>Bon  Auf  diese  FornieTi  ist  dann  der  obip;c  Satz  anzuwen- 
den, wonach  nun  jedt'r  hier  autlreteude  Parameter  der  Komponente^ 
in  welche  er  multipliziert  erächeint^  gleichartig  i^t. 

§  b'-.  Kriterien  für  die  zentriacho  oder  azentrische  Symmetrie 
eines  phyBikaiiäcixen  Vorgangs.  Wir  knüpfen  au  vorsiehended  noch 
eine  Bemerkung^  die  sich  speziell  auf  die  S.  102  erörterte  Unterachei' 
duug  von  zentnsehHByminetrisdien  und  •dissjmmehischen  Vorzügen 
bezieht  Ist  das  Gesetz  eines  Yorgangs  auf  eine  skalare  Funktion, 
insbesondere  auf  ein  thermodynamisches  Potential  redusierbary  das 
sich  als  eine  honioj^ene  Funktion  irgendwelchen  Grades  in  den  Kom- 
ponenten Xi,  ...  X.^  gerichteter  Größen  darstellt,  so  gestattet  die 
Form  dieser  skalaren  Funktion  in  einfachster  Weise  die  Entscheidung 
darüber,  oh  t  s  sieh  um  ein  zentrisch-symmetrisches  oder  •dissymme- 
trisches Phänomen  handelt. 

Sei  zunächst  die  genannte  Funktion  ein  gewöhnlicher  Skalar  iS', 
dann  ist  der  Vorgang  zentrisch-sy mmetrisoh  in  dem  Jb'alle, 
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daß  sein  Ausdruck  durch  Komponentexi  gerichteter  Grüßeu, 
s.  B  5«-  2^(3^1 7  ■ ' '  3^a)i  Bein  Vorseieben  nielit  findert,  wenn 
man  an  den  Komponenten  3IE|, ...  3^,  diejenigen  Vorseielien- 
Wechsel  Tornimmt,  die  einer  Inversion  des  Koordinaten- 
syetems  enteprechen;  der  Vorgang  ist  zentriBch-dissym- 
metrischy  wofern  hierbei  8  sein  Vorzeichen  wechselt 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zu  erkennen,  denken  wir  uns 
die  FonktioD  S  gemäß  dem  obeD  S.  Iö2  Gesagten  anf  die  Form  einer 
linearen  Funktion  voii  orthogonalen  Komponenten  Terschiedener  ge- 
richteter Größen  gebracht,  z.  B.  also  auf  die  Form 

in  der  die  ^j^, . . .  Parameter  der  Kristallsubstanz  bezeichnen^  und  die 
?)u  •  •  •  irgendwie  aus  den  auf'j^ebaut  sind.  Hif»r  sind  dann  nnch 
dem  Satz  Ton  S.  150  die  iB^j  mit  den       die  (^^  mit  den  gleichartig. 

Soll  nun,  wie  oben  angenommen,  bei  einer  auf  die 
be*^cbranktpTi  Inversion  S  sein  Vorzeichen  bewahren,  so  ist  dazu 
notwendig,   daß  die  .  .  selbst  hierbei  ibr  Vorzeichen  bei- 

behalten. Dazn  ist  nber  erforderlich,  dnß  sie  Kfjnipoixnten  gcrich-. 
teter  Größen  darsteileri,  die  selbst  ein  Zeutrum  der  Symmetrie  be- 
sitzen (z.  B.  also  Komponenten  Ton  aiialen  Vektoren,  von  polaren 
Tensoren  nsf.  darstellen).  Gleiche  Natnr  haben  somit  nun  anch 
nach  dem  genannten  Satz  die  für  die  Substanz  des  Kristalls 
charaktenstischeii  Fanuneter  Sj^,  (S^,  .  . die  Substanz  muß  also 
nach  ihren  bezBglicheii  physikaUsehen  Eigensdiaften  zentrisch -sym- 
metrisch sein. 

Ebenso  erkennt  man,  daß  das  Gegenteil  statthat,  faUs  der  ge- 
wöhnliche Skalar  6^  und  damit  also  die  3a;  •  •  •  hei  der  verlangten 
Inversion  ihr  Vorzeichen  umkehren.  Auch  leuchtet  unmittelbar  ein, 
daß,  wenn  S  ein  Pseudoskalur  ist,  ein  Vorzeichenwechsel 
bei  Inversion  auf  zentrische  Symmetrie,  die  Erhaltung  des 
Vorzeichens  auf  Dissymmetrie  hinweist. 

Setzt  sich  eine  skalare  Funktion  additiv  ans  Teilen  zusammen, 
die  sich  bei  Inversion  entgegengesetzt  verhalten,  so  stellen  diese  Teile 
auch  Vorgänge  Terschiedener  Symmetrie  dar. 

Abschließend  mOge  bemerkt  werden^  daß  die  Torstehende  Hegel 
sidi  such  in  denjeuigea  BWen  anwenden  laßt,  wo  das  Gesetz  des 
Vorgangs  sieh  nicht  ohne  weiteres' auf  eine  skalare  Funktion,  z.  B.  auf 
ein  Potraiial  zurflckfOhren  laßt,  sondern  sich  in  Ausdrücken  für  die 
Komponenten  irgendwelcher  gwiehteter  Größen  dc^j  ...  3^,  dar- 
sti  llt,  welche  die  Form  homogener  Funktionen  anderer  Komponenten 
gleicher  Ordnung  besitzen,  z.  B.  also 
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mur  01116  d6v  INniktiooMn. 
'S-äE.8.  +  3:.&+  ••  +  «.9.,  (68) 

oder 

z*.v  +  3e,«+-+.v  (63) 

sa  betmehteiL,  wobei  naeh  8. 150  eoiweder  ein  gewöbnlieher  oder 
•em  PaeiidoebJar  ist^  ^  stete  einen  gewdbnlieben  Skelar  dentelli 

La  Voittebendeii  ist  dnrcbweg  Ton  ortbogonalen  Komponeateii 
Anwendong  gemaebt,  weil  in  diesen  sieb  die  Sätm  ?on  S.  160  ein- 
&eber  aasdrücken.  Da  aber  die  gewdbnlieben  Komponenten  sieb 
nur  dordb  Zablen&ktoren  von  den  orthogonalen  untersclieiden  und 
«B  dcb  bier  nur  nm  Yorzeicbenfxagen  handelt,  so  sind  die  Regeln 
dieses  Pangiapban  ohne  weiteres  auf  Ausdrücke  zu  übertragen,  die 
statt  der  ortbogonalen  die  gewöbniicben  Komponenten  enthalten. 

§  dd.  YektorieUe  und  tensorielle  Addition.  Eine  andere  Art 
der  Zusammenwirkung  mehrerer  Vektoren,  als  im  Vorstehenden  be- 
trachtet, ergibt  sich,  wenn  mehrere  gleichnrtige  Einwirkungen  ?nif 
denselben  Kcirper  oder  auf  einen  Punkt  desselben  stattfinden.  Hier 
ist  für  den  EfVekt  im  Falle  vektorieller  Einwirkungen  bekanntlich  im 
allgemeinen  jene  Kombination  der  verschiedenen  Vektoren  mat.iL'^t  In  n  i, 
die  man  als  Vektoräumme  bezeichne^  und  die  wieder  einen  V  ektor 
darstellt. 

Die  Komponenten  F, ,  F^,  F,  der  Kosultante  I'ron  Vektoren  F^*, 
.  . .  V^"^  bestimmen  sich  dabei  nach  dem  Schema 

'■,=-^'^.">,  r,=^F,^\  (64) 

Anrh  bei  tensoriellen  Fjinwirkiuin;en  gelten  ähnhclie  Beziehungen, 
und  die  Komponenten  T^f  der  Resultante  [T]  einer  Anzahl  von  Ten- 
sorsystemeu  [T^^^],  [^^'^1  •  •  •  L^^"^]  bestimmen  sich  durch  die  analogen 
Formeln 

Diese  Funktionen  haben  dieselben  Transformationseigenschafteiiy 
wie  die  einzelnen  Tl^^J  aus  *  denen  sie  angebaut  sind;  sie  stellen  also 
aosammen  wieder  eui  Tensortripel  dar. 
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Bin  opesieUer  BUl  mftg  im  Anschluß  d«8  8. 140  Bemerkte  ber^ 
▼orgehoben  werden.  Ein  einielner  Tensor  ist  ein  speiieUer  Fall  eines 
Tenaortripels,  der  entsteht^  wenn  swei  Eonstitaenten  des  Tripels  Ter- 
ediwiiiden.  Die  obigen  Formeln  umfas^sen  sonach  also  auch  den  Fall 
dreier  achief  gegeneinander  orientierter  Tensoren  und  lebreii,  daß 
dieea  Kombination  jederzeit  auf  den  Fall  dreier  zueinander  normalen 
Tensoren,  also  den  eines  rechtwinklic^f^n  Tensortripeis  zurQckführbar 
ist.  Dies  i^t  an  sich,  nnd  anßerdem  in  Hmsicht  aui'  die  zitierte 
frühere  Bemerkung  von  Intereast*. 

Die  hiermit:  Hnsj?eff!hrte  liiMimg  der  F^e^nltaiitrn  nns  mehrün  n 
Vektoren  und  aus  mehreren  Tensoren  hat  bei  den  gerichteten  Gr  iBi  a 
höherer  Ortluung  ihr  Analogon;  indessen  besitzt  das  betretende  Problem 
bisber  kaum  jprakÜBcheä  lutaresse. 
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Vorbenerkuif. 

Spezifisohf  EigenBchaften  der  kristailisierteu  Substanz  macben 
pich  in  sehr  vielen  rrpbieten  der  Physik  geltend;  deslmlb  wird  eine 
»ysteniatische  DarsteliuDg  derselben  notwendigerweise  auch  sehr  ver- 
schiedene Gebiete  berühren  und  an  die  für  dieselben  aufgestellten 
allgemeinen,  nämlich  für  Körper  jeder  Art  geltenden  Theorien 
aulmflpfeii  mtaen.  üm  dieMU  Yorlesangen  dne  in  dcli  mdgliehst 
gesebloasene  Gestalt  sa  geben,  soU  alles  Weaentlicbe^  was  von  diesen 
Tbeorien  sur  Anwendang  gelangt,  hier  aueh  kun  begrOndet  und  er- 
drtert  werden.  Im  Interesse  leichterer  Orientierung  empfiehlt  sich 
dabei  die  Anordnung,  diese  physikalischen  HilMtse,  Ton  denen 
manche  wiederholt  zur  Anwendung  kommen  werden,  nicht  da  ein« 
zuführen,  wo  sie  zum  erstenmal  heranzuziehen  sind,  sondern  sie,  in  ein 
eigenes  Kapitel  vereinigt,  tot  diejenigen  Teile  zu  stellen,  die  den  ein- 
zelnen G^^biptcn  fler  Kristallphysik  gewidmet  sind.  Der  Leser  kann 
die  Entwicklungen  dieses  Kapitels  nach  Belieben  zunächst  übeibclilagen 
und  auf  sie  erst  dann  zurückgreifen,  wenü  ihr  Inhalt  wirklich  zur 
Anwendung  gelaugt. 

I.  Abschnitt. 

SitEe  ans  der  Meehiiiik  sterrer  und  deferaiierbarer  KSrper. 

§  84.  Das  Prinzip  der  virtuellen  Yerrüokungen.  üm  zu  den 
allgemeinen  Gleichungen  der  Mechanik  starrer  und  deformierbarer 
Körper  zu  gelangen,  gehen  wir  aus  von  dem  Prinzip  der  virtuellen 
Veirfickangen. 

Seien  x,  ^,  ß  die  Koordinaten  eines  Massenelements  dm,  und 
seien  dx,  dy,  dg  ihre  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbaren 

(virtuellen)  VariationeD,  bei  denen  die  innern  Kräfte  des  Körpers  die 
Arbeit  d'A-,  die  von  außen  auf  ihn  wirkenden  die  Arbeit  d'^^  leisten, 
dann  lantet  die  Gleichung  des  genannten  Prinzips 

/ im      Sx  +  0     +     ö^)^i  A,  +  d-Ä^.  (1) 
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Das  IntegimtioDsbereich  iti  dabei  TdUig  beliebig;  inebeeondefe  kann 

es  ebensowohl  über  einen  ganzen  homogenen  Körper,  als  über  einen 
beliebig  gestalteten  Teil  desselben  (der  ja  auch  einen  Körper  darstellt) 
entreckt  werden. 

Die  äaBeren  Kräfte  zerfallen  in  zwei  Teile,  einmal  in  Fern- 
Wirkungen  oder  kSrperliche  Kräfte  auf  alle,  auch  innere  Punkte  des 
Körpers,  deren  auf  die  Masseneinbeit  bczogftne  Komponenten  durch 
X,  Y,  Z  bpzpicbnef  seien,  sodann  in  ()l)er lliiclicn  oder  Druckkräfte, 
die  nur  in  «len  nhej'flHcbeneleuieiiten  des  mit  d*'ru  Intej^ratit)nsbereich 
zusammeutalitjijiltfi  KTtrpers  wirken,  und  deren  auf  die  Flächenfinheit 
bezogene  Komponenten  X,  Z  sein  mögen.  Wir  könuen  demgemäß 
schreiben 

d'.l.-d'J*+d'A, 

dX- Jdo(Xdx  +  Td§+^dg), 

wobei  do  das  Flichenelenient  der  Begrenzung,  isd,  df,  dg  die  Kom- 
ponenten der  Tariationen  dx,  dy^  9m  in  do  beseichnsn. 

Es  sei  besonders  herrozgehoben,  daß  die  Symbole  d*A,^  nicht 
Variationen  von  Funktionen  Af^  bezeichnen,  aondem  nur  unendlich 
kleine  Beträge  andeuten,  die  verschwinden,  wenn  dx,  dj^,  dB  gleich 
Null  werden.    Man  nennt  solche  Ausdrücke  Diminutive. 

Die  inneren  Kräfte  beruhen  auf  den  zwischen  den  verschiedenen 
Massen erneuten  stattfindenden  jMolekularwirkungen;  wir  können  den 
Ausdru'  k  von  deren  Arbeit  zunächst  noch  niclit  ansrf^ben.  — 

Der  uns  zumeist  interessierende  Fall  ist  der  des  »ileich^ewichts, 
der  dadurch  definiert  ist,  daß  bei  vers<  bwiudeüdea  Ueschwindigkeiteu 
dx/dtf  dyjdt,  dzfdt  auch  dio  lieschleunigungen  d*x/(U^,  d^ij/d^, 
d^gjdt'  verschwinden.   Hier  reduziert  sich  die  (irundglcichuug  (1)  auf 

Man  kann,  wenn  die  Kräfte  weder  von  den  Geschwindigkeiten,  noch  von 
den  Bescblennigongen  abhängen,  Ton  dieser  i^esiellen  Form  bekannt* 
lieh  zu  der  allgemeinen  zurackkehren,  indem  man  nur  die  körperlichen 
Kraftkomponenten  X, . . .  mit  X  —  d^x/dfi, . . .  Tertanschi 

§  85.  Die  Gleichung  der  Snergie.   Zu  den  virtuellen,  d.  h.  mit 

den  Bedingungen  des  Systeme  verträ<j;lichen  Verrückungen  geboren 
anch  die  bei  der  wirkli<  hpn  Bewegung  in  der  Zeit  dt  taktisch  zu- 
stande kommenden.  lu  If  lu  vrir  die  Komponenten  derselben  mit  dx, 
äff,  dsSf  die  ihnen  entsprechenden  geleisteten  Arbeiten  mit  d'A,^  be- 
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seidmeiii  g«liiig«ii  wir  für  dan  Fall  dar  wirkliehai  Bewagoagiaii  tob 
(1)  zu  der  Fonnal 

ßmi^dx  +  ^d9+^4»)-a'A,+  d'A,. 

Fahrt  man  als  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  den  Auadruok 

T>((«r+a)'+(4f)'}-/'"»*'-'^ 

ein,  80  erhält  mau  liiersus 

dW  "  d'At+ d'A^,  (5) 

Dann  ist  wieder  durch  die  Symbole  d'  rechts  angedeutet,  daß  die 
d'Äj^  im  allgemeinen  keine  Differentiale  einer  Funktion  Äj^,  sondern 
DiminntiTe  sind,  die  mit  dt  renolnriiideD. 

Besitst  die  Arbeit  d'A^  der  inneni  Krifbe,  infolge  deren  spezieUer 
Natny  die  Gestalt  eines  DiffarentialS)  so  seieeiL  wir 

d'A,  d0f  (6) 

und  nennen  9^  das  Potential  der  innern  Kräfte.  Stellt  siok  d0i 
als  ein  Intagial  Uber  das  körperliche  System  ron  der  Form 

(7) 

dar,  80  kann  ^'  alä  das  iunere  Poieutiul  der  Masseueiuheit  be- 
zeichnet werden. 

Im  Falle  der  Existenz  eines  Potentials  sdueibt  man  die  CHei- 
ehnng  (5) 

^  ^  ^i)  -      -  d'A^  (8) 

und  bezeichnet  E  als  die  (mechanische)  Energie  des  Systems,  die 
Beziehung  (S),  welche  die  Zunahme  dieser  Energie  in  dt  mit  der  in 
der  gleichen  Zeit  von  den  äußern  Kräften  an  dem  System  geleisteten 
Arbeit  verktiüpiL^  als  die  Gleichung  der  Energie.  In  dem  durch 
(7)  angegebenen  Fall  wird  dabei 

E^fg'dnh      wobei  s'-9>'+^';  (9) 

hier  steUt  dann  g*  die  (meehanisehe)  Energie  der  Masseneinheit  dar. 

§  86.  Gieichgewicht  eines  starren  Körpers.  Wir  wollen  nun 
zunächst  einen  starren  Körper  in  Hetracbt  ziehen,  bei  dem  die  vir- 
tuellen \'errückungen  dadurch  beschränkt  sind,  daß  jede  Entfernimg 
zwischen  zwei  Massenelementen  unyeränderüch  ist.    Der  allgemeinste 
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Ausdruck  für  die  Yariationeii  4er  Koordinaton  ist  in  diesem  Falle  be- 
kanntlich 

6x  —  öXq  -i-  zöm  —  yön^ 

d$  ^  dy«  +  xSn  -  edl,  (10) 
dj^  +  tföl  —  xdm\ 

hierin  bezeichnen  ÖXq,  dy^y  de^  die  Veränderungen  der  Koor  liiuat^n 
(Ip^^ieiiii^en  Punkts,  der  vor  der  virtuellen  Verrückun^  im  l\ ODrdmaten- 
äülaiig  und,  iuils  er  nicht  von  äclbst  dem  tjtiurren  Körper  an- 

gehörte, diesom  dweh  ein  System  starrer  Lbuen  verbimden  au  denken' 
ist;  Ölf  dm,  du  sind  unendlich  Ideine  Drehungen  tun  die  Koordinaten- 
aehsen. 

Es  ergibt  sieh  demgemäß  nach  (2)  fttr  d'A^  hier  die  Formel' 

^  dl{ßj^Z ^  sY)dm  -^fijfZ  -  ir)d0)  -^^  * '  (11) 
Hierin  werden  die  AnsdrQcke 

/ Xdm  + fXdo  -  Ä,  •  •  •  (12) 

als  die  Gesamtkomponenten  nach  den  Koordinatenachsen  beaseichnefc,. 
welche  der  Körper  durch  die  äußern  Kräfte  erfährt^ 

f '^Z-'0T)dm-\-ßyZ^g7)do'~A,"  (13) 

als  die  Drehnngsmomente  um  die  Koordinatenaehsen,  die  TOn  den 
iaBem  Kräfiken  herrühren. 

Haben  die  äußern  Kriifte,  die  auf  den  Körper  wirken,  ein  Poten- 
tial 0  f  d.h.,  hat  ihre  Arbeit  d'A^  die  Form 

so  muß  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  den  Unabhängigen,  welche 
die  Yerrückung  des  Körpers  charakterisieren,  sich  derartig  aus- 
drücken, daß 

Hierbei  bezeichnen  die  Differentialquotienteu  je  die  Änderungen  von 
0  f  die  einer  solchen  Dislokation  des  Körpers  entsprechen,  wie  sie 
dM  im  Nenner  stehende  Differential  ansdrfloki 
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T)ic  Vorgleichung  des  Ausdniclis  (11)  für  3A  ^  mit  dem  jetzt  er- 
halteneu iiüirt  bei  Henutzung  der  Bezeichnungeu  (12)  und  (13)  zu  den 
Beziehungeu 

^^-ÜX.*  ^'"^dM.> 

du) 

M--""^.  A--^*«. 
^  dl*    ^         dm*  0n 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  ö'A^  =  0  liefert  hier,  da  die 
öXq,  . . ,  ilf  .  voneinander  völlig  imabhängig  sind,  die  aedtt  CHfiieli' 
gewichtaffleiehungen 

H-0,  Z.O, 
^-0.   Jlf-0,  A'-O. 

§  87.  Allgemeine  Auadrftoke  für  die  an  einem  Volumenelemant 
eines  deformierbaren  Körpers  geleisteten  Arbeiten.  Wir  wollen  nun 

die  <TU'irl)un;j;  (3),  die  dem  Gleichgewicht  entspricht,  aber  naeh  dem 
zu  ihr  ik'tiierkten  den  sotbrlisreu  Üherf^atig  zu  dem  Fall  dor  Bewej^uug 
gestattet,  auf  ein  abgegrenztes  Bereich  k  im  Inueru  eines  stetig  ver- 
änderlichen deiormierbaren  oder  ppezicUer  —  wa.s  uns  weiterhin  allein 
interessiert  —  eines  homogeueu  elastischen  Körpers  anwenden. 
Hier  unterliegen  die  Verrflekungeti  keinen  andern  Bedingungen,  als  daB 
eie  atetige  Ftinktionen  des  Ortes  sein  müssen;  alle  medumiseben  Vor- 
riditungen  zor  Besefarankang  der  Bewegungsfreiheit  greifen  ja  not- 
wendig an  der  Oberflache  des  Körpers  an.   Wir  kdnnen  sonach  fCbr 

dfj,  dz  ganz  beliebige,  nur  stetige  imd  differentierhare  Funk- 
tionen der  Koordinaten  einführen. 

Die  OberHächenkräfte,  welche  der  betrachtete  Teil  des  Körpers 
von  der  Umgebun<T  erführt,  beruhen  auf  Molekularwirkungen,  die  von 
dem  Außenbereich  auf  das  Inneii])erpirh  atisgeübt  werden.  Da  dies»^ 
Wirkungen  sich  nur  in  unmerkliche  Tiefen  erstrecken,  sind  sie  der 
Größe  des  OberÜächenelements  proportional,  über  welches  hinüber  sie 
stattfinden. 

Wir  wollen  für  diesen  Fall,  wo  die  X,  F,  Z  Ton  der  Art  der 
innem  (elastischen)  Kräfte  des  Körpers  sind,  eine  etwas  geSnderte 
Bezeichnung  einf&hren,  sie  nämlich  mit 

vertauschen,  wobei  )i  die  Richtung  der  nach  dem  Jnnenraum  ge 
legten  Normale  auf  do  bezeichnet.  Es  geschieht  dies  deshalb,  weil, 
wie  sich  bald  zeigen  wird,  diese  Y,,  an  derselben  Stelle  des 
Ranmes  abhängen  von  der  Richtung  der  Normalen  n  auf  dem  Flächen- 
el«meni>  gegen  welches  sie  wirken.  X,,  , . .  sind,  wie  X,  . . .,  auf  die 
Flächeneinheit  bezogen. 
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Nun  wählen  wir  als  Litegrationslicif  ii  h  l  ein  sehr  kleines  Par- 
»Ilelepiped  mit  den  Kanten  n,  h,  c  paraiiei  zu  den  Kourdinatenaclisen, 
in  dem  die  Dichte  q  vürhandeii  sein  möge.  Die  Koordinaten  seines 
Mittelpunktes  mögen  mit  x^,  y^,  bezeichnet  werden.  Sind,  wie  in 
WuUiclikeii  steto^  die  körp«rliohaii  Erftfl»  Y,  Z  stetigo  und  diflinwii- 
tiiflrbava  Fimkfcioiieii  der  Koordinaten^  so  kann  man,  wie  9Xf  •  • . ;  aiieh 
X, nacli  den  xeUitiTen  Koordinaten  gegen  das  Zentrum  Xf^^  y^,  Sq 
emtwickelii  und  erhält  ao 

wobei  X^,  . . «  sich  auf  das  Zentrum  besiehen,  und  die  Glieder,  welche 
Ton  höherer  als  dritter  Ordnung  in  bezng  anf  a,  e  sind,  nur  an- 
gedeutety  aber  nicht  hingeschrieben  sind. 

Für  die  Arbeit  der  ObeiMchenkräfte  an  diesem  Yolumenelement 
ergibt  sieh  in  analoger  Weise^  wenn  wiederaro  nur  die  Glieder  niedrigster 
Ordnung  aaBgeschrieben  werden: 

d'A,^bcUx^Jx+  Y^Jlf  +  Z^J^)  i 

+  ab  [iX^Jx  +  Y^Jif  +  Z^Jif)_,^ 

+  {X_,dx  +  r_.dy  +  Z_.d£r)^i    +  • ... 

Hierin  stehen  die  Indizf??      r,   ^  tj,  ±^  z  bei  den  X,  Y,  Z  an  der 
Stelle  von  n  oben,  bezeichnen  numlich  die  Richtung  der  iTmeren  Nor 
male  auf  der  Fläche,  gegen  welche  die  I)ruckkoiii]ioiiente  wirkt.  Die 
Indizes  ±  ^a,  ±1^>  drücken  ans,  daß  die  Wert^)  der  ein- 

preklammerten  Glieder  für  die  Zentra  derjenigen  Begrenzungsflächen  zu 
nehmen  sind,  die  vom  Zentrum  des  Elementes  um  ±  Va,  ...  abliegen. 

Die  in  (18)  auftretenden  Drackkomponenten  ic^x,  T^y,  Zj,, 
stehen  ersiehflich  normal  gegen  ihre  FlSeheneleniente;  die  Eomponen* 
te^         Y±x,  ...  wirken  hii^egen  tangential  gegen  dieselben. 

Im  Übrigen  können  diese  Komponenten,  da  man  dnxcb  jeden 
Punkt  des  Körpers  Fitchenelemente  normal  au  den  Koordinatenachsen 
gelegt  denken  kann,  als  stetige  Funktionen  des  Ortes  betrachtet 
wettoy  wie  gleiches  beeflglich  der  Variationen  ix^  Öff^  9$  oben  ans« 
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(Jrfif  kHch  vorausgesetzt  ist.  Demgemäß  köuneii  wir  die  Druckkonipo- 
neuten  nach  Potenzen  des  Ab^tandes  ihrer  Fläclieu  Tom  Zentrum  de» 
VolomeBelementes  eatwiokelo  und  z.  B.  schreiben 


wie  analog  auch 


9x 


Hiernach  gewimien  wir  iür  ä'A^  den  folgenden,  zunächst  «ehr 
komplizierten  Aasdrack: 


(19) 


-f-  ca  £•  •  -J  -f-  a6  [•  •  •]  H  j 

iu  demsclbüti  beziehen  eich  sämtliche  Glieder  auf  das  Zentrum  <les 
Volumenelementes ;  es  ist  demnach  der  allgemeine  Index  0  fort- 
gela8s«n.    GleidiM  wollen  wir  niu  auch  in  dem  Atudinok  (17)  Ar 
vorgenommen  denken. 

Die  Ausdrücke  (17)  und  (19)  sind  von  großer  Allgemeinheit;  sie 
benntsen  heetti^ch  der  Kraft-,  wie  bevllglich  der  YerrllokaiigBkompo- 
nenten  keine  andere  Annahme^  ab  die  der  Stetigkeit.  Inabeeondei« 
sind  anoh  keinerlei  Voraufleetnmgen  darftber  benuist,  welche  Um* 
etftnde  die  inneren  (molekolaren)  Drucke  X^^  dee  ESrpeirB  be* 
dingen. 
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§  88.  Allgemeine  BicoBMliaften  der  inneren  Drucke  in  einem 
deformierbaren  Sözper.  In  nnBOier  Gnmdgieiohang  (3),  die  ttoeflBlii^ 
lieher  laatet 

d'A^  -i-ö  A^i-d     -  0,  (20) 

itk  mit  Torstdiendein  d^A^uad  d*A^  bestimmt.  Pttr  d'A^  können  wir 
dinb  keinen  Ansdmok  bilden,  weil  ein  solcher  die  EeoBtnie  de«  Ge* 
setzes  erfordern  wfirde^  nach  weldiem  die  inneren  KrSfte  des  Körpern 
wirken,  dieses  Gesetz  uns  aber  unbekannt  ist  Wir  werden  m  einem 
aolchen  Aasdruck  anf  einem  Umweg  gelangen. 

Vorläuüg  können  wir  über  <5M^  jedenfalls  aber  dies  bebsupten, 
daß  es  bei  jeder  Tirtuell^a  Verrü(;kung,  wolcbe  den  Körper  —  d.  h. 
hier  also  speziell  das  Parallelepiped  von  den  Kuntort  a,  b,  c  —  als 
Ganzes,  d.  h.  ebne  Deformation  bewegt,  verscbwiDÜen  muß.  In  der 
Tat  bleibt  bei  einer  solchen  Di.slokation  die  relative  Lage  aller  Massen 
Korpers  uugeändert,  nmi  uline  relative  Lagenänderungen  können 
wechselw irkende  Kräfte  Arbeit  nicht  leisten. 

Die  allgemeinste  unendlich  kleine  Dislokation  eines  Körpers  als 
Qamei  liftt  sieh  nun,  wie  Bchon  S.  159  benntel^  «erlegen  in  drei  im 
Körper  konatante  Yeraehiebongen  parallel  den  Eoordinaienaehsen  und 
in  drai  Drehungen  nm  die  Koordinatenachsen.  Wir  wollen  wegen  der 
Komplikation  der  Grondformel  (19)  diese  Teildislokationen  nach- 
einander stattfindend  annehmen  nnd  ffir  jede  TOn  ihnen  in  der  Olei- 
c^g  (^)  ^0  Beiiebung  d'Af^^O  einfahren. 

Nehmen  wir  zunächst  eine  gemeinsame  Yerschiebun  aüer 
Teile  parallel  der  X- Achse  an,  so  ist  konstant  "ifx^  und  dy^d^r 
gleich  Nnii  an  setzen.   Hier  ergibt  die  Beziehang 

d'A^  +  ^'A  -  0  (21) 

die  Folgerung 

+  .-.-.O.  (22) 

Zwei  analoge  Formeln  ergeben  sieh  bei  Betraohtung  einer  gemein- 
samen Yersefaiebnng  parallel  der  T-  nnd  der  ^-Achae. 

Diese  Formehi  müssen  für  alle  Werte  der  Kanten  a,h,e  des 
Vohunenelementes  eifUlt  sein;  sie  aeifaUen  also  in  EinzelbeKiehnngen, 
die  das  Verschwinden  der  in  die  Fsktorsn  hc,  ea,  . . .  multiplizierten 
Kbmmeranadrlicke  verlangen.  Demgemiß  Hefem  die  Glieder  s weiter 
Ordnnng  nenn  fielationen  Ton  der  Porm 
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welche  ausdrücken,  daß  die  moIekalAren  Wechsel wirkimgeD  ttber  ein 
FlSchenelement  hinfiber  dem  Prinzip  der  Gleichheit  Ton  aetio  und 

rfaktio  folgen;  in  der  Tat  erfahren  nach  (23)  die  Massen  nuf  der 
eiüpn  Seite  des  TtTächcnplementes  die  entgegengo86tatßii  und  gleichen 
Drucke,  wii'  diejeni<j:en  auf  der  andern  Seite. 

Unter  Benut/uiig  der  gewonnenen  Beziehungen  (23)  und  bei  Ver 
tauBchung  der  Bezeichnungen  X^^,  Y^^,  .  .  .  mit  X^y  1",,  .  .  ergeben 
analog  die  Glieder  dritten  Grades  das  Formelsjstem 

Dieflea  sweiie  FonDdlsyfltein  mbindei  die  finfteren  kdiperlichea 
Kräfte  X,  Tf  Z  mit  den  lokalen  Vefinderang^n  der  Drackkomponenten 

im  Iiiuern  des  Kdipers;  es  stellt  eine  der  FnndamantaLbesieliaiigen  fflr 
die  Behandlung  speiieller  Probleme  dar,  insofern  die  äußeren  JKrifte 
bei  diesen  gegeben,  die  innem  Drucke  geancht  an  sein  pflegen.  — 

Wir  wenden  uns  nun  den  Folgerungen  zu,  welche  das  Ver- 
ichwinden  vom  ^' A.  bei  einer  deforinntionsfreien  Dr«'bnng  liefert. 

Kino  solc  he  Drehung  um  die  A  -,  l*"-,  Z- Achse  ist  je  gegeben 
durch  die  Werte  der  virtuellen  Verrilckungen 

dx^Mdm,    dff'^Of  dg  '^-^xdm,  (95) 

—  —ydn,  01/  ^  j-dv  ,        Öz  0, 

wobei  dl,  dm,  Ön  die  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  darstellen. 
Führt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  fttr  d'A^  und  d'Ä^  ein  und 
bildet  jedesmal  die  Beziehung  (21),  so  ergibt  sich  bei  Beruck- 
siebtigung  dor  tVfiheren  Resultate  (28)  und  ('24)  dnrcb  das  NiiUsetzen 
der  in  abc  multiplizierten  Ausdrücke  die  Keihe  der  Formeln 

r.-Z,-0,  Z.-X.-0,   X,-T,~0.  (26) 

Die  Bezicbnngeu  {23  \,  i  {2ij)  /wischen  den  Druckkompoueuien 
sind  gewonnen  l)ei  Entwicklung  der  Ausdrücke  (15)  und  (19)  bis  auf 
Glieder  dritten  Grades  in  bezug  auf  cf,  h,  c;  es  läßt  sich  beweisen, 
daß  eine  Weiterführung  der  Entwicklung  bis  auf  beliebig  hohe  Glie- 
der zn  keinen  andern  Benehungen  zwischen  den  Druckkomponenten 
führt  Die  Torttehend  erhaltenen  Formeln  stellen  alao  ein  in  aich 
abgeschlossenes  System  dar.  — 
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Über  den  Ursprung  der  Drucke  X^,  . .  .  oder  über  das  Gesetz, 
welches  sie  mit  den  sie  bedingenden  Umständen  verbindet,  sind  bisher 
irgendwelche  Annahmen  nicht  gemacht.  Da  es  innere  Kräfte  der 
Iblerio  Bind,  io  müssen  ta»  von  deren  Zustand  abhängen,  d.  h.  von 
den  Ynlabeln,  die  dieeeii  Zustand  besiimiiieD.  FOr  «Hese  Varisibdii 
kommaii  bei  elastisclien  Kfkpm  neben  der  Temperatur  noch  Fara- 
meier  in  Betnudit,  welehe  die  Deformation  and  etwa  ihre  seiiliehe 
Inderasg  aosdrUekan.  Wir  werden  Ober  derartige  Parameter  einige 
allgemeine  Betrachtungen  hier  bereits  anstellen,  mfissen  aber  die  Auf' 
Stellung  der  Gesetzmäßigkeiten  für  die  Dmdikomponeuteu  bis  nach 
Entwiddung  der  hieif&r  nötigen  thermodynamisclien  Prinzipien  ver- 
schieben und  werden  sie  erst  in  dem  spezieUen,  der  EristaUelastisitöt 
gewidmeten  Kapitel  Tomehmen. 

§  J^y.  Die  DeformationsgrÖßen.  Zwei  Tensortnpel.  lüldet  man 
unter  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Keaultate  nach  und  (19) 

den  allgemeinen  Ausdruck  für 

so  erhält  man  leicht  bei  Besciiiunkuug  aui  die  Glieder  niedrigster 
(dritter)  Ordnung 

~i'A,~  a'A, -  abc[X, ^  +  y,  '-^  +  Z, ^i 

Da  die  hier  rechtsstehenden  Ausdnif^kc  sich  sämtlich  auf  den  Mittel- 
punkt def  betrachteten  Volumeneieiiients  beziehen,  aber  innerhalb 
der  benutzten  Genauigkeit  in  dem  ganzen  Element  dieselben  Werte 
besitzen,  so  erscheint  durch  (27)  die  Arbeit  ö'.4,  der  innom  Kräfte 
wirklich  durch  auf  das  Innere  des  Paiaüelepipeds  a^jc  bezogene  Funk 
ttonen  ausgedrückt  und  hiermit  auf  eine  angemessene  Form  gebracht. 

Die  Dimensionen  des  Yolumenelements  treten  nur  in  dem  ge- 
meinsamen Faiktor  oihc^  dem  Inhalt  des  Elemente  anf ;  setist  man  also 

d'^,-a6cd'a,,  (28) 

so  bat  darin  i*a^  die  Bedeutang  der  anf  die  Yolnmeneinheit  be- 
logenen innem  Arbeit. 

Die  Difforentialanadrttcke 

▼enekwindmi  bei  den  oben  betrachteten  Dislohationen  des  Kdrpers  als 
Chmee;  sie  sind  yon  KnU  Terschieden,  wenn  die  mtnelle  TeErfiekang 
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mit  Deformation  yerbunden  ist,  and  gteUen  die  einzigen  Bestimmimgs- 
gttlck»  der  Defonnaftios  dar,  die  für  die  Bereehnnng  dar  Arbeit 
wohl  der  iofiem,  ab  der  innem  Krifte)  bei  der  Deformation  in  Be- 
tracht kommen. 

Über  den  Zaatond  dee  Körpers,  toh  dem  ans  die  YerrClckungen 
dx,  dff  ÖM  Toigenommen  aind,  iat  biaher  nichta  Torantgeaefeat  worden; 
er  kann  ebensowohl  der  natürliche,  nndeformierfce  sein,  wie  er  der 
Regel  nach  eintritt,  wenn  ein  homogener  ESrper  firei  aich  selbst 
ttbodaasen  ist,  als  ein  bereits  deformierter. 

Handelt  es  sich  nm  eine  nieht  bloß  gedachte,  sondern  um  eine 
wirkliche  Verrflckung  ana  dem  natftrliohen  Zustand,  so  mdgen 
die  Verrückungakomponenten 

9Sf   djff   dgf   mit   Uf   9,  w 

bezeichnet  werden.    Wir  benutzen  dann  die  Abkürzungen 


du  '^a  —        ^  - 


(29) 


?r       dw    ?jr      ?u  du  rr 

und  nennen  die  aeoha  Anadrfioke 

^M*  tff*  y$t 

(die  wir  immer  in  dieaer  Reihenfolge  führen  werden)  die  den  Znftand 
des  Körpers  an  der  SteUe    ff,  m  ebarakterisiersnden  Deform ations* 

großen.  In  allen  praktiseh  wichtigen  EUlen  sind  die  x^,»»»x^ 
aehr  kleine  echte  Brüche. 

Handelt  es  sich  weiter  um  eine  virtuelle  Yer&ndernng  der  Tor- 
atebend  angenommenen  wirklichen  VeTrOckungeii,  so  TeitaDwäien  wir 

dXf   dy^   ÖM  mit  du,  de,  dw 

nnd  aelaen 

ddu         du  . 

"  (80) 

wobei  die  dx^,  . . .  nun  die  Tariationen  der  Deformationa- 
grüBen  darstellen. 

Für  die  Arbeiteiii  die  eine  solche  Änderung  der  Deformation  b»' 

leiten,  gilt  dann  nach  (27)  und  (28) 
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Mit  dm  speziellen  ^eometrischeu  Bedentnngen  der  Deformations- 
größen  uud  ihren  Beziehuugeu  zu  den  beobachtbaren  Veränderungen 
des  deformiwtm  K9rp«n  werden  wir  une  weiter  nnteiii  aueftthilieher 
beBebiftigeiL  Hier  mOgen  nur  einige  allgemeine  Bemerkungen  Torweg- 
g^itoinineii  wevdeiL 

Nach  den  Kriterien  der  78  tmd  74  sind  die  dnrdi  (29) 
definierten  AosdrOeke 

y,,  Kf  ly*»  H 

l^ewölmiiche^  und 

tfp,  yjy,!     y=^xy  yf*, 

orthogonale  Tensorkomponenten.  BeniekBlchtig^t  man,  daß  die 
Arbeiten  nach  ihrer  Definition  (2)  Skalare  sind,  und  zieht  den  Satz 
Ton  S.  lÖÜ  heran,  so  ergibt  sich,  daß  aueh 

^>      ^ff  ^§f     ^»7  ^ 

gewdhnliehe,  und 

z„  r„  z.,  r.yi,  z^f2,  x^y^ 

orthogonale  Tensorkomponenten  darstellen. 

Gemäß  den  allgemeinen  Ausführungen  über  Tensoren  werden  wir 
die  Deformation  an  jeder  Stelle  charakterisieren  können  durch  die  ihr 
entsprechende  Tensorfläche  von  der  Gleichung 

+     +     +     + +  -c^^v  — •  ±  i,  (32) 

deren  Parameter  die  Deformationsgröflen  sind,  und  deren  Hauptachsen 
nach  Größe  und  Lage  die  Eonstitoenteik  des  Tripels  der  Deiormstioiia* 

großen  bestimmen. 

Bei  Einführung  dieser  Achsen  als  Koordinatenachsen  verschwin- 
den die  y^t  ß^,  x^,  and  die  Gleichung  der  Tensorfläche  wird  zu 

Pwalld  gehend  wird  die  Drackrerteilnng  an  jeder  Stelle  dnrch 
die  TensorflSche  TOn  der  Gleichnng 

X,«*  +  Y^t^  +  Z,z'  +  2  Y,yg  +  2Z,ßx  +  2X^xy  =  ±  1  (34) 

charakterisiert  Es  sei  bemerkt,  daß  die  Hanptnchsen  dieser  Fläche 
im  allgemeinen  nicht  mit  denjenigen  der  durch  (32)  j^egebenen 
Flache  zusamnif  ufaiien.  Es  ist  also  auch  ein  anderes  Koonlinateu- 
system,  als  da»  in  (33)  vorausgesetzte,  für  welches  sich  die  Gleichung 
(34)  auf  die  Form 

_  x,x'  +  ry  +  Z.0'  ~±i  (86) 

iwVBflftb 
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§  00.  Weitere  allgemeine  Sätze  über  die  Druckkomponenten. 
Vüu  dem  Ausdruck  (31)  für  die  Arbeit  Öu^  ua  der  Volumeueinlieit 
gelangen  wir  zo  demjenigon  fttr  die  Arbeit  ui  einem  beliebigen  Yo- 
lumeo  indem  wir  (31)  mit  dem  Element  dh  mnltiplixierai  mid  Uber 
k  integrieran.  Dies  ergibt  nach  einer  teOweisen  Integnition  leicht 

d'Ä,  -  fu^»  008  («,  ad  +  X,  oo§  (n,  y)  +     cos  (»,  #))  d  * 

+  (r,  C08  (w,  X}  H  )  d§  +  (Z,  coB  («,  a?)  -i  )  ög]do 

In  dem  OberflSefaenintegral  beseiclmet  dabei  n  die  Biehtung  der 
innern  Normale  auf  äo. 

UM  man  die  Formeln  (24)  heran,  so  erkennt  man,  daB  da» 
zweite  Integral  gemSfi  (2")  die  Arbeit  d'Ä^  der  körperlichen  KMb 
darstellte    Da  nun  nach  seiner  Definition  d'Ä^'^  ö'A^  ist,  so 

muß  das  erste  Integral  die  Arbeit  der  Obertiäehenkräf'te  an  dem 

Bort^ioli  /•  (Tpben,  dcrf^n  allgomeincr  Ausdruck  iu  (2„)  aufj^estellt  ist. 
Die  \  tTLileichuiig  ei^ibt,  daß  die-  Faktoren  von  du  ,  d[/,  in  dem 
jetzt  gefundenen  Ausdruck  die  KompoiK  nten  X,  Y,  Z  der  gegen  das 
Oberflachenelement  äo  wirkenden  Druckkruft  darstellen  müssen. 

Diese  neuen  Beziehungen  wollen  wir  in  doppelter  Weise  ver- 
werten. Zunächst  wollen  wir  annehmen^  das  FlSohenelement  do  liege  im 
Innern  des  homogenen  Körpers,  ron  dem  "k  etwa  einen  Teil  bwaioh* 
nei  Dann  sind  die  X, . . .  selbst  innere  EiSfte  des  ganaen  Kör- 
pers mid  &Uen  nnter  das  Sdiema  der  2^,  . .  •  TOn  8.  160. 

Unter  Anwendung  der  Beaeiehnungen  Ton  S.  161  erhalten  wir  so 
die  Beaiehaugra 

X.«  X,  cos  (m,  x)  4-      cos  (n,  y)  +  X,  cos  (w, 

y„  =      cos  (w,  X)  +      cos  {n,  y\  -f  1'.  cos  (w,  z),  (37) 

Z^^Z^WA  (n,  dp)  +     cos  (n,  y)  +  Z^  oos  («>  #). 

Dieselben  drücken  die  Drucke  gegen  eine  beliebig  gelegene  Flüchu 
aus  durch  die  an  derselben  SteUe  des  Kanmes  spraieU  gegen  Flächen 
normsl  sn  den  Koordinatenachsen  wirkenden.  Sie  bildmi  ttue  Ergfbi* 
Eung  der  Formeln  (23)  und  (26),  die  allgemeine  Eiganschaflan  der 
Druckkomponenten  aussprachen. 

Zweitens  wollen  wir  ein  OberfläeheneJjMnent  betrachten,  das  wirk- 
lich zur  Orenae  des  homogenen  Körpers  gehört  Hier  sind  daain  die 
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X,  Y,  Z  die  Küiii|>  aien  einer  von  außen  auf  den  Körper  aus- 
^^eübten  Druckkraft;  wir  behalten  da  die  Bezeichnungen  üyY^Z  bei 
uud  erhalten,  indem  wir  andeuten,  dnß  das  ganze  Korraelsjstem  sich 
auf  die  Oberflache  des  Körpers  bezieht, 

Z  •=  Xj,  CO«     a;;  4-      cos  (»,    +     cos  (»,  *)  — 

F-F.  co»(ii,»)  4- F,  CO«  («,  y)  +  F,  €0»  («,  ir)  -  F.,  (88) 

Z     Z^  cos  (m,  X)  -f  Z^  008  (f?,  y)  -j-      cos  (w,  5)  =  Z,. 

Diese  Gleiohiingen  stellen  Beziehungen  her  awischen  den  toxi  außen 
auf  die  Be^enznng  ausgeübten  Druckkrilften  und  den  Werten,  welche 
infolge  davon  die  iunern  Druckkräfte  au  dieser  Begrenzung  annehmen. 

Sind,  wie  in  vielen  praktisch  wichtigen  Spezialfällen,  die  iiußern 
Drucke  X,  F,  if  gegeben,  dann  tritt  das  System  (iiÖ)  als  eine  Er- 
güuzuug  (als  Oberäächenbediugung)  dem  System  (24)  (den  Haupt- 
gieichongeu  des  Problems)  zur  Seite. 

Ändfice  wichtige  Obecflichenbediuguugeu  besiehea  noh  aaf  die  an 
dar  Oberflidie  tfarijftndwiden  Verraekiuigea  9,  9, 19.  Gegonsatslidh  &a 
der  eben  erwilmten  Bedingnngneihe  gegebener  Draekkomponenten 
F,  Z  erscheint  die  Bedingung  gegebener  Oberfläoheiiwerte  ^7,  r,  m 
der  Verrückungen.  Ein  ein&cher  Fall  ist  der,  daß  längs  eines  Teils 
der  Oberfläche,  z.  B.  längs  eines  Endquerschnitts  eines  Stabes,  ü,  v,  w 
gleich  Null  vorgeschrieben  sind,  d.  h.  der  Querschnitt  ahsolnt  fest 
gehalten  gedacht  ist.  Wir  kommeu  auf  die  Frage  der  Obertiächen- 
bedmguiigeu  später  bei  den  speziellen  Problemen,  die  wir  behandeln 
werden,  zurück.  Es  mag  hier  nur  noch  abschließend  bemerkt  werden, 
daß  mau  theoretische  Methoden  hat,  um  festzustellen,  ob  ein  System 
vem  Bedingungen  fOr  die  Obezfliehe  eines  defozmiwbtren  Körpers, 
nuBminen  mit  den  Hanptgleichmigen  (24),  den  GleicbgewichtBEUBtand 
dn  defoimierberen  Edrpein  Tolietandig  bestimmi  Bedingongen 
Ton  solcher  Art  müssen  in  jedem  Falle  ausgewShlt  werden.  Bei  den 
Ph>blemen,  die  uns  wegen  der  Yergleichung  mit  der  Beobachtung  in 
erster  Linie  interessieren,  liegen  die  YerbSltnisse  so  einfach,  daß  man 
alles  Nötige  durch  direkte  Anschauung  erkennen  kann^  also  derartiger 
allgemeiner  theoretischer  Methoden  nicht  bedarf. 

§  91.  Die  Deformation  materieller  Flächen  und  Kurven.  Wir 
wollen  nun  dazu  übergehen,  die  geometrischen  Verhältnisse  einer  De- 
formation genauer  zu  untersuchen. 

Einem  Ftnkt  $  innerhalb  des  deformierbaren  Kdrpers  ent- 
spvsehen  nach  S.  166  Venrllckangen  parallel  den  Koordinatenachsen  ans 
dem  natfirlidien  ZnsUnd  TOn  dem  Betrlgeni  9,  w.  Wir  nehmen 
«man  Nachboipnnkt  mit  den  Koordinaten  d^,         nnd  beaeichnm 
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die  dort  äiattüiukndcn  Verrückungskomponenteu  mit  u^,  v^,  tr^.  Da 
nach  Annahme  u,  c,  w  iiOMiliaU»  dt»  Kdipen  statig  «ind,  so  kSiin«& 
wir  eine  Eniwieklnng  naiofa  den  rdatiTon  Koordinaten  —  ->  |, 
yi  —  y^n»  ^  —  einfftbren  ond  bei  Beaehiinkong  anf  die  Glie- 
der niedrigster  Ordunog  sdueibeD 

«t-**  +  ^a5  +  '?^  +  S07,  (39) 


Tenchwinden  die  höheren  Differentialqnotienten  you  v,  w  nicht, 
so  sind  die  vorstehenden  Formehi  nur  fttr  im-  f  lÜL'h  kleine  |,  ^, 
d.  h.  für  die  nnmittelbare  Umgebung  des  Punktes  x,  y,  z  gültig. 
Verschwinden  dagegen  dip  höheren  Differentialqnotienten,  so  können  die 
Formeln  auf  holiobig  grofV  >  .  t,  d.  h.  auf  beliebige  Bereiche 
des  deformierten  Körperu  ange^vendet  werden.  Der  letztere  Fall  ündet 
gtatt,  wenn  die  culdXj  .  .  .  und  somit  al^o  iuieh  die  Deformations- 
grüßen  a;^,  .  .  .  innerhalb  des  Körper«  konstant  sind.  Dieser  Fall  der 
homogenen  Deformation  ist  in  gewissem  Umfange  realisierbar  und 
-aeiehnet  sieb  durch  große  tbeoretisdie  Einfocbbeit  ans. 

In  dem  Bereich^  innwbalb  dessen  nach  dem  YorsteliaidMi  die 
Formeln  (39)  Qoltigkeit  besitzen ,  ergeben  sie  eine  Reibe  wicbtigcr 
Folgerungen,  auf  die  wir  jetat  naber  eingehen  wollen. 

Die  Differenzen 

tt,  —  «  =  d  I,   v^  —  v^ii],   Wy  —  w^d%  (40) 

bestimmen  nach  ihrer  Defmitioti  die  Änderungen  der  relativen  Ko- 
ordinaten I,  »/,  $  des  Putiktes  .r, ,  f/j,      Liegen  den  Punkt  a",  t/.  m  in- 
folge der  Deformation.    Die  neuen  relativen  Koordinaten 
sind  demgemäB  mit  den  alten     r^,  g  verbanden  durch  die  Beziehungen 

Wegen  der  Torauageseisten  Eleinbeit  der  u,  v,  w  und  ihrer  DifEsran- 
Üalqa<^ciiten  kann  man  diese  Oleiohnngen  auch  angenihert  nach 
17,  %  auflösen  und  schreibeii 

i-^'i^-y^-n-^i-f'ii.  -f.  (42) 

Erfttllt  nun  eine  Schar  von  Panhtein  des  Körpers  eine  Oberfliche 
▼00  der  Gleichnng 

Ahn,t)-o  (48) 
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oder  eine  Kurve  von  deu  Gleichuageu 

A«,  »i,  t)  -  0,      /i«,  1J,  Ö  -  0,  (44) 

so  werden  diese  materiellen  Gebilde  bei  der  Deformation  nach  einer 
«ndevn  Oberfliche,  naeh  einer  andern  Eture  gBrflekt^  deren  Gleicliungen 
in  den  nenen  Koordinaten  r/,  man  erhUt,  indem  man  ia  (43) 
zwp.  in  (44)  die  Bwidrangen  (42)  einsetzt. 

Da  diese  Beziehungen  homogen  linear  sind,  so  ei^bt  sich,  daB 
innerhalb  des  oben  begrenzten  Bereichs  die  Oberflächen  und  Eurran 
bei  der  Deformation  ihren  Grad  nicbt  andern,  insbesondere  Ebenen 
^ben,  Gerade  ir^rade  bleibon  Ferner  l^i  f*ine  Ycrschiehung  dos  An- 
fangspunkts der  t  .  t;  ,  ^-Koordinaten  innerhalb  des  obigen  Bereichs 
ohne  Einfluß:  parallele  Flächen  und  Kurven  erleiden  also  gleiche 
Veränderungen.  Hieraus  folrrf,  daß  parallele  Ebenen  und  parallele 
Gerade  bei  der  Deformatioii  parallel  bleiben,  und  ein  Parallel- 
epiped  wieder  parailekpipedische  Gestalt  annimmt.  Im  Falle  homo- 
gotier  Deformation  gelten  nach  oben  Gesagtem  diese  Sfttn  fOr  beliebig 
groBe  Bereiche  des  Körpers. 

§  92.  XMe  SOatatfon  einer  Btreoke.  Der  Badiosrektor  r  Ton 
dem  Punkte  x,  y,  §  naoh  dem  Pankte  ^nfß^t     ^  gegeben  dnrdb 

+  >r -Tb^;  (45) 

derselbe  behält  innerhalb  des  Bereichs  der  Gültigkeit  von  (41)  bei 
der  Deformation  seine  Gearadlinigkeit  und  erfährt  eine  Längenänderong^ 
bestimmt  darob 

Seist  man  bier  binein  die  Werte  TOn  d|,  di;,  df  ans  (40)  und  (39)^ 
flo  SKgibt  stell  leiebt  unter  Bttekaidit  anf  die  Abklirzangen  (39) 

Als  lineare  Dilatation  von  r  bezeichnet  man  den  Quotienten 

dr'r.  d.  h.  die  auf  die  Länge  Eins  bezogene  LängenändernnEf. 
Benutzt  man  die  Bezeichnung  ör/r  ^  J  und  vergleicht  die  Formel 
(4f))  mit  der  Gleiciiung  (32)  der  Tensorliäche  der  Deformation,  so 
ergibt  sich,  daß  letztere  die  Form  annimmt 

oder  »nch 

r* »  ±  1/^. 

Die  TensorflSche  hat  hiemach  also  die  Eigenaobaft,  daß  das  Quadrat 
des  Badinsrektors  in  einer  bdiebigen  Biehtong  doreb  die  resiproke 
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lineare  Düataüoo  bestimmt  wird,  welche  dieser  Richtung  zugehört. 
Da  die  lineire  DUataÜon  sowohl  positiv  sein  kann  (Verlftngenmg), 
als  negatiT  (VerkOizung),  so  ist  oben  das  doppelte  Yoraeichen  n5tig. 
Fuhrt  man  die  Bichtongskosinns 

^-«,  J-/»,  l-j-  («) 

der  ursprüugUcken  Kichfcung  yon  r  ein,  so  ergibt  (46) 

^  -     +  /JV,  +  y*^  +  /8m  +  y«'.  +  «/J«,,  (48) 

bestimmt  also  J  als  Funktion  der  Richtimg  von  r.  Fallen  die  Ko- 
ordiuntenachseu  in  die  Hauptachsen  der  Teiiöortiäche  der  Deformation^ 
für  welche  nach  S.  167  =  x^^f^  sind,  so  lautet  dies  einfacher 

Auf  die  Richtungen  der  Koordinatenachsen  angewandt,  wo  je  eines 
der  a,  A  y  gleich  Eins,  die  beiden  andern  gleich  NnU  sind,  ergibt  (48) 

Die  Deformationsgrdßen  jC.,  y,,  sind  hierdurch  als  die  li- 
nearen Dilatationen  von  Strecken  definiert,  die  ursprAhg- 
lieh  den  Koordinatenachsen  parallel  lagen. 

§  95.  Die  Änderung  eines  Fläohonwinkels  infolge  der  Defor- 
mation. Die  VeriUugeruug  der  Verbindungslinie  r  zweier  Funkte 
des  betrachteten  Bereichs  ist  nur  ein  Teil  der  Wirkung  der  Defor- 
mation; wie  das  System  erkennen  laßi^  ist  die  Deformation  auch 
noch  von  einer  Änderung  der  Richtung  Ton  r  begleitei  Wihrend 
l/r  »  a,  ...  die  Richtungskosinus  von  r  in  der  ursprün^^chai  Lage 
darstellten,  sind  (|  -[-  d|)/(r  +  ^r)  oi\  ...  diejenigen  in  der  neuen 
Lag^  und  diese  beiden  Systeme  sind  nac^  den  oben  gegebenen  Werten 
Ton  dl},  d|,  dr  Yoneinander  im  allgemeinen  verschieden.  Die 
Veränderungen  der  Richtnngskosinus  infolge  der  Deformation 

oa  ^  a  — a  —      —       ^      —  aJ,  .  . .  (Ol) 

sind  nach  jenen  Werten  leicht  zu  bilden;  sie  haben  ah«r  weniger 
praktische  Bedeutung,  da  sie  der  Beobachtung  nur  auanahmsweiBe  zu- 
^mglich  sind. 

Gr50eres  Interesse  bietet,  besonders  im  Hinblick  auf  gewisse  Er- 
scheinungen der  Kristallpbysik,  die  Änderung  des  Winkels  zwischen 
zwei  Ebenen  (resp.  ihren  Normalen)  infolge  der  Deformation,  und 
dies  jProblem  wollen  wir  näher  verfolgen. 
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Seien  diV  Gleichungen  der  Leiden  (in  dem  betrachteten  Bereiche 
liegenden)  fibenen  in  den  anprüoglichen  Lagen  gegeben  durch 

«.l  +  M  +  y.t-«*,  (62) 

und  nach  der  Deformation  durch 

Wir  bestimmen  die  . .  ,  sowie  die  u^',  .  . .  dorch  die  Koordi- 
Biten  dreier  Punkte^  darch  irelche  die  £benen  hindnrdi  gehen. 

Mögen  die  Ebenol  im  ersten  Znstande  anf  den  Aoha^  der  |,  rj,  f 
die  AlMcbnitte  marldezen,  dann  ist  nach  (6S) 

ß^rt^-n^,    n^A-»*.  (Ö4) 

Diese  Schnittpunkte  der  Ebenen  mit  der  ^-^  (-Achse  sind  in  dem 
zweiten  Zustand  Tersehoben,  und  es  mögen  aas  ihren  ursprOnglichen 
Koordinaten 

(l„o,o),  co,ia„o),  (0,0,5,) 

inlblge  der  Deformation  die  neuen 

geworden  sein.  Die  neue  Lage  der  Ebenen  bestimmen  wir  dadurch, 
daß  letztere  jetet  diese  Punkte  enthalten  müssen. 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  alten  und  den  neuen  Koordi- 
naten geben  die  Fonneln  (41);  es  gilt  nach  ihnen  nämlich 

Iai  —        +  Ii) »    ^^»1 ^*  L  '       "  ^*  Ix ' 

^As  —  tilfj*    Sit— Sa  (l  +  ^^^), 

und  hierin  können  die  1,,  i^^,      nach  (54)  ausgedrückt  werden. 

Jedes  dieser  drei  Werttripel  muß  die  Gleichuii-r  (53)  befriedigen. 
Setzt  man  beispielsweise  das  erste  ein,  so  liefert  (5U) 

was  wegen  der  Kleinheit  der  duldx, . . .  auch  geschrieben  werden  kann 

-  U  *-  ai)  ~      ~  y*ai  •  (56) 

Subtrahiert  man  hiw  anf  beiden  Seiten  «4,  setzt  —  «a**  ^"^a»  *  "> 
fi^'— «ji>»       und  Terfahrt  analog,  wie  Torsiehend  gezeigt,  auch  mit 
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dem  zweiten  und  dritten  Werttripei  aus  (">'">\  so  gelangt  ntan  /u  den 
folgenden  BeMebnusreu  für  die  Änderungen  der  EichtungfikoBiuuä  der 
Normalen  auf  deu  beiden  Ebenen: 

^y*  -  n    -  («*  ^  +  Ä  9i  +  y*  ^)  • 

Nnu  ist  der  Winkel  y  zwischen  deu  ursprünglichen  Hichtungeu 
der  Normalen  der  beiden  Ebenen  gegeben  durch 

somit  alsü  seine  Änderung  dx  durch 

Setzt  man  hier  hinein  die  obigen  Weite  der  duj^,  . . eo  ergibt  dch 
-  Bin  2*2  -       +       CO»  Z  -  +    fty,  +  y,y,#.) 

-      ?'» +  >'i  /^i)  +     «1  +  «1  y«) + ^/«i/^i  -r  ßi  «j)).  (60) 

In  beeng  enf  die  Bedentong  der  Quotienten 

ist  folgendes  zu  beachten,  ti^  ist  die  Länge  der  Normalen  vom  Ko- 
ordinatentnihng  auf  die  Ebene  vor  der  Deformailion;  h^'  ist  dieee 
GtOBe  nacK  der  Defonnation,  aber  ist  nicht  zugleich  die  Streeke, 
in  die  eich  dnroh  die  Defonnation  TerwandelL  Die  materieUe  Ge- 
rade tij^,  die  anfangs  nor- 
mal zur  Ebene  (h)  stand^ 
ist  nach  der  D^fotmation 
gegen  die  nene  Lage  (h')  der  Ebene  geneigt, 
während  eine  zuvor  gegen  (h)  geneigte  materielle 
Linie  nun  zu  (/*')  normal  steht.  Dies  i«!  fine 
Folge  der  allgemeiiion  Änderung  der  Kichtuugen 
durch  die  Del'urmatiou. 

Figur  99  verauschaulicht  dieses  Verhältnis. 
Die  Ebeoe  (h)  rdekt  dnrch  die  Defonnation  in 
die  Position  {h'),  die  nrsprQDgliehe  Normale     in  die  in  (j^')  nicht 
nomale  Position  p^,  die  an  {h)  nrtprOnglieh  nicht  nonuals  Linie  ji/ 
in  die  sn  (A')  nonnale  Position  it/.  Demgemäß  ist  nan  auch  Önjn^ 
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nidti  in  8tr< dlio  mit  der  lineäreii  Dilatation  yd^  von  %  idesLÜsch;. 
diMe  Gxdße  würde  vielmehr  gegeben  sein  durch 

^  Ar«». 
*  «* 

Nun  handelt  es  ridh  aber  bei  uns  atots  um  iehr  kleine  Winkel- 
ändenrngpn;  es  ist  also  gemftß  der  Figur     nur  um  eine  Qrd6e  zweiter- 
Oxdnimg  Ton  »/  yerschieden,  und  wir  können,  indem  wir,  wie  bisher 
immer^  derartige  Abweiebuogen  TemachiäsaigeD,  setzen 

unter  die  lineftre  Dilatation  in  der  ursprOnj^ohen  Biehtung  der- 
Konnalen  Terstanden.  Diese  sind  nach  d^r  Formel  (48)  dureh 
die  DefbrmstionsgrSßen  und  die  Bichtangskosinns  a^,  ßi^,  der  n^. 
ansdrUckbar. 

Dasselbe  Resultat^  wie  die  ▼orstehende  geometrische  Über- 
legung, ergibt  das  Formelsystem  (57).   Wenn  man  diese  drei  Formeln 
mit  den  Faktoren  a^,  ß^,       zusammenfaßt,  so  verschwindet  wegen 
«»*  -f  ß*  +      —  1,  also  «^dtfji  +  ßi^dß^  +  yjdy»  —  0  die  linke  Seifce^. 
und  es  folgt: 

die  Yeiigleiehung  mit  (48)  ergibt  ^nJn^^J^  sls  Resultat  der  bei 
der  ganzen  Beieohnnn^  benutaten  Anniherung. 

Wir  sehieiben  8<^eßlieb,  indem  wir  noch  d%  mit  v  Tertausohen^ 

r  sin  X  =  2{a^a^x^  +  ßj^y^  +  /iJ's^,)  +  ^.(^1^2  +  Yißi) 


fundamentale  Formel,  die  nach  dem  /u  (30)  Bemerkten, 
bei  homogener  Deformation  für  beliebig  groBe  Bereiche  des  Körpers 
angewendet  werden  darf,  wird  weiter  unten  bei  den  Problemen  der 

thermischen  und  der  elastischen  T)»'fonn;itinn  von  Kristallen  zur  An- 
wendung ]<ommen.  Es  sei  hervorgehoben,  daß,  wenngleich  nach  der- 
selben schembar  die  Absolutwerte  der  Deformationsgn'ißen  die  VVinkel- 
Sndernnj»  i>  bestimmen,  in  Wahrheit  (ioch  nur  ein  gewisses  relntivf.^ 
Verhalten  maßgebeud  sein  kann.  In  der  Tat  verschwindet  v,  wenn 
es  sich  um  Deformation  von  kugeliger  Symmetrie  handelt,  d.  h.,  wenn 
jf^  —  «  o;,  -*  0  und  a;,  —  ~  0,  von  NuU  Tersehieden  sind.  Wenn 
man  also  au  einer  beliebig  gegebenen  Deformation  eine  weitere  von 
diesen 

rang.   Demgemiß'kann  die  WinkelSudsrong  p  auch  nur  Ton  dem 
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Uiiterscliiede  der  durch  x,,  ...  gegebenen  Deformation  von  einer 
allflaitig  gleichen  Dilatation  abhängen.  — 

Wir  wollen  noch  einen  speneUen  Fall  herroriieben,  wo  der  kom- 
plizierke  Anadniek  (61)  fOr  ¥  eich  Tereinftchi  Ea  iat  der,  daft  die 
Ebenen,  nm  die  es  sich  handelt^  uraprflnglich  zueinander  normal  wareiiy 
da  dann  sin  X  ^      l^agen  insbesondere  die  Normalen  it^, 

nnprfingüch  parallel  der  Y-  und  der  Achse,  der  nad  der  J^-Acbac^ 
clor  X'  und  der  Y-Aohse,  so  gelten  drei  Werte  p^^,  v^y,  v^^,  gegehon 
durch 

Die  DeformationsgröBen  2^,,  s^j      sind  hierdurch  als  die 

Andernn</en  (Irr  Winkel  zwischen  denjenin;en  materiellen 
Ebenen  in  dem  betrachteten  l^ereich  definiert,  die  ursprüng- 
lich den  Koordinatenebenen  parallel  lagen  und  sich  resp.  in 
der  X-f  Y  t  Z-Achse  schnitten. 

§  94.  AndeningeB  von  Volumen-  und  il&chengrOAen  infolge 
einer  Defbimatlon.  Nach  den  Besultaten  der  Toratehenden  Entwick- 
langen  bestimmt  sich  nun  anch  sehr  leicht  die  Änderung  eines  To- 
lumoie  innerhalb  dea  betrachteten  Bereichs  infolge  der  Defonttati(Mi. 

Sei  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  mit  den  Kanten  2,,  l^, 
parallel  zu  den  Koordinatenachsen  betrachtet,  das  bei  der  Deformation 
in  ein  schiefes  Parallelepiped  mit  den  Knuten       Z/,  Z,'  und  den 
Winkeln  9?^',  (f^\  rp^  zwischen  ihnen  übergeht.    Dann  iat  das  neae 
Volumen  W  des  Paralieiepipeds  gelben  durch 

*'--i,'jj'j,'yi-co8»'^p7-^^  (85) 

Nun  unterscheiden  sich  die  Winkel  ff  '  nur  um  Größen  erster  Ord- 
nung von  \3i,  dio  l)c'7.iisxlicben  Kosinus  also  nur  uui  ebensolche  von 
XuU;  ihre  Quadrate  und  Produkte  sind  somit  neben  Eins  zu  vernach- 
lässigen.   Berücksichtigen  wir  noch,  daß  nach  (50)  gilt 

+      V-W-i-»,).  V-W  +  'J.  («*) 

und  Tcmachliissigen  Glieder  aweiter  Ordnung,  so  erhalten  wir 

Die  sogenannte  k ah i sehe  Dilatation  (ft'— jfc)/ib— d  bestimmt  sich 
hieniach  zu 

<^-*x  +  y,  +  v  (öö) 

Da  man  jedes  Yolnmen  in  paraUelepipedische  Elemente  aerl^gen  kann, 
so  gilt  diese  Formel  ftr  die  kabiache  Dilatation  jedea  Yolumene 
innerhalb  des  hetrochteten  Bereichs. 


I 

Digitized  by  Google  i 


177 


Da  d  ferner  nach  seinor  Definition  von  der  Orientirrung  dos 
Koordinatenkreuze^i  nnabhängig  sein  muß,  mnß  auch  das  Aggregat 
,T  4-  if  +  von  einer  Verändernng  des  Koortlinatensyatems  unal»- 
hängig  sein.  Man  erhält  hierdurch  eine  lllastration  des  S.  138  an- 
gegebenen allgemeinen  Satzes  (2üj  über  die  Summe  der  Teusorkom- 
ponenten.  erster  Art 

Die  DQtttakioa  dnnr  ebmsi  Flicfae  d.  L  9?  ^(f-f)/f  in  dem 
Mreebtetai  Bereieh,  beredmet  man  am  ein&ohBten  mit  Hilfe  der 
nnmlidieiL  Bflatation  d.  Fflhri  mui  namlicb  eine  zu  f  nonnale 
Strecke  {  ein,  so  ist  , 

«in  yolnmen,  tm  dem  infolge  der  DeformaHon  wird 

Knn  ist 
also 

/^(l  -i-  9P  +  -i^)  -  *(1  +  d),    d.  b.  y  4-  ^  -  d; 
Uemaoli  wird  das  gesuchte  BeinHat 

y  -  d  -  ^.  ■  (68) 

Setzt  man  hior  hinein  die  Ausdrücke  (66)  mid  (48)  f&r  d  nnd  ^, 
ao  erhalt  man  fär  die  Fl&chendilatation 

^obei         y  die  BichtuugskosiiiaB  der  Normale  auf  der  Ebene  von  f 

bezeichneu. 

In  den  drei  siteziellen  Fallen,  daß  die  betrachtete  (dilatierte) 
£bene  resp.  normal  zu  der  X-,  V-,  Z- Achse  liegt,  liefert  Vorstehendes 

9>W-*yr  +  '»>   ^'w-'.  +  a^»    9w-«*  +  yr  OÖ) 

Wieder  ist  in  beachten,  daB  in  dem  FaUe  homogener  Defermationy 
d,  k  konsfcanter  x^,  ...  x^,  die  Anadrücke  (66),  (69)  nnd  (70)  f&r  be- 
liebig grofie  Bcfeiiäe  des  defozmierten  Körpers  gelten,  im  IVdle  variabler 

...  aber  nur  für  die  unmittelbare  Umgebnng  des  Punkte^  anf 
den  aieh  diese  Oröflen  beliehen. 


§  95.  Die  Hauptachsen  der  Dilatation  und  des  Druckes.  Nach- 
dein  im  Vorstellenden  alle  sochs  Deformationsgrößen  jc^,  .  .  .  X  geo- 
uiHtrisch  anschaulich  gemacht  sind,  wie  solches  bezüglich  der  Druck- 
komponenten X^,  .  .  .  X,  schon  ii  üher  S.  160  u.  161  geleiat^^t  war, 
wollen  wir  noch  einmal  aut  die  heiderseitigeu  Teusorfiächen  von  den 
Oleichnngen 

▼•ISI,  KiMdl»l|frik.  II 


Digitized  by  Google 


178  UI*  Kapitel.   Allgemeuie  physikalische  Uüfas&tze. 


ZDiückgreifen. 

Wir  wiflseD,  daß  es  je  ein  Haiiptaoligensjstem  gibt,  ftlr  welches 
die  drei  letaton  Glieder  dieeer  Oleidbnogen  TMeehwindeiL  Indem  wir 

die  Bedeutung  der  y^^  ...  und  der  7^,  ■  ■  •  heranziehen,  können  wir 
demgemäß  folgende  zwei  einander  parallel  gehende  Sätze  auaapreehen* 

Wenn  wir  innerhalb  des  betrachteten  Bereichs  des  zu  deform 
mierendon  Körpers  ein  rechtwinkliges  Farnllelfpiped  konetruleron,  so 
erfährt  dasselbe  bei  der  Deformation  sowohl  eine  Andernnnr  der  Kniuen- 
längen  (gegeben  durch  ic^,  jy^,  j,  »1«  f^ine  Änderung  der  Fliichenwink«  l 
(gegeben  durch  y,,  z^,  x^.  Es  L'ibt  aber  bei  jeder  Art  der  Deformatiuu 
eine  bestimmte  Orientierung  des  1 'uraUele|>ij)edB,  bei  der  diese  Winkel- 
anderang in  Fortfall  kommt,  und  nur  die  Änderung  der  Kantenlangen 
&brig  bleibt  Die  Richtungen,  denen  hier  die  Kanten  parallel  eind^ 
heißai  die  Haupt dilatationaachaen;  die  ihnen  enieprechenden 
Werte  a;,,  y^^  die  Hauptdilatationen  dee  betrachteten  Bereicha^ 
aind  die  Konaiituenten  des  Tenaortripels  der  Deformation. 

Dasselbe  rechtwinklige  Pnrallelepiped  erfährt  nach  d«r  Defonna- 
tion  Druckkomponenten  auf  allen  seinen  Flächen,  und  zwar  normale 
Drucke  X^,  y^,  Z,  und  tang'entiale  r)rucke  F.==Z^,  X^,  Xy=  Y  . 
Es  gibt  bei  jeder  Art  der  Dt  formatiou.  eine  bestimmte  Orientierung 
des  Parallelepipeds,  für  welche  diese  tangentialen  Drucke  verschwin- 
den; die  betretende  Deformation  kaim  also  jederzeit  durch  bloße 
normale  Drucke  gegen  die  Flächen  eines  geeignet  orientierten  Par-- 
allelepipeds  aufrecht  erhalten  werden.  Die  Biehtnagen,  denen  hierbei 
die  Kanten  pandlel  liegen,  heißen  die  Hanptdrnckachaen  der  be- 
trefienden  Deformation;  die  ihnen  entapreehenden  Werte  X.,  Fy, 
die  Hauptdrnoke  der  Deformation,  aind  die  Konatitaenten  dea  Tenaor- 
tripels des  molekularen  Druckes. 

Die  Hauptdruckachsen  aind  den  Hauptdilatationaachaen  im  all- 
gemeinen nieht  parallel. 

§96.  AnaoblieflendegeometviaOlieBesielinngen.  Die  Ändemngen 
der  relatiTen  Koordinaten  |,  i},  ^  infolge  der  Verschiebungen  m^v^w 
achreiben  eich  nach  (39)  und  (40) 

Fügen  wir  hinzu  eine  zunAchst  willkürliche  unendlidi  kleine  Drehung 
um  eine  Achse  durch  den  Punkt  |  —  —  ( «-  0,  reap.  drei  damit 
aqniTalente  um  —  9\  —  dm^  —  d»  um  die        (-Achse,  so  ergibt  dies 
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Bestimint  man  die  Dnhimgeii  dl,  dm,  dn  wo,  daß  die  zur  Dinr 
gomde  dee  reebti  etehenden  Aiudraoke  ejiDmetriflolien  Glieder  einander 
(ßeidi  werden,  d.  h.,  aetEti  man 

so  reeultieii 

Naeb  Ansflllurang  dieser  Drehung  erhalt  mau  aUo  AniMfarficke 
(d|),  . .  die  sieh  nur  dnreh  die  DeformationagirSßen  x^, ...  x^he- 
sfcimmeiii  also  «la  reine  Deformationen  angesehen  werden  kdnnen. 
Yen  den  AnaatMn  (71)  wird  man  sagen  müssen^  dafi  sie  wa&BV  den 
Beformationen  auch  noch  Drehimgen  von  den  Betragen  (73)  ent- 
hielten, die  aber  nun  dnrch  die  anigefibten  Drehungen  —  dl,  —  dm, 
—  du  aufgehoben  sind. 

Bei  EinfUlifiuig  der  Hauptdilatationaacheen  nehmen  die  Formeln 
(73)  die  Ge«taifc  an 

(»n)-w„  <*t)-t»..  m 

Diese  Werte  können  wir  zunächst  benutzen,  uro  die  Richtungswinderuna: 
iigendeiner  materiellen  Geradeu  gegen  die  Diiatation&achseu  zu  be- 
leehnen,  indem  wir  die  S'ormein  (51)  weiter  entviekelB.  Wir  erhalten 
nmSche^  da  |/r  —     . . 

also  wegen  des  Wertes  (49)  von  ^  auch 

9a  -  «O3»0».  -    +  y»(af,  -  «^), 

Diese  Ausdrücke  sioti  zur  Berechnung  in  speziellen  Fällen  niiu- 
liciL  Daneben  bietet  eine  gtiometrische  Betrachtung^  der  wir  uns  jet^u 
mwenden,  allgemeinere  Anschauui^. 
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Für  die  Koordinaten  nach  d«r  Deformstioii  gilt  nach  (74) 

ia'-n(i+y,),  r-ca-i-^).  (") 

Htonuu  eigibt  aidi,  dii0  Mtnenpiuikte,  die  tot  dar  Deformaftioii 
«ine  Kugel  Tom  RadinB  R  erflUlten,  dAran  Eoordinatai  ako  ur- 
gprfinglieh  d«r  Gleiehung 

P  +    +  (78) 

genügten,  nach  der  Deformation  auf  dem  £Uip»oid  von  der  Gleichnng 

I'«  ^'t  j't 

Welche  Punkte  dabei  einander  entsprechen,  lehrt  die  Beiraehtnng 
dea  Hilfaellipaoida 

£iue  Taiigenteuebene  an  dieser  Fläche  im  Punkte  ^  ,  ^  hat  die 
Qleichung 

Vergleicht  man  dieeelbp  mit  der  allgetneinen  Form  der  Gleichung 
einer  Ebene  mit  der  Normalen  A  von  den  Eichtuugskosinus  a,  y, 
nlmlioh  mit 

ax  +  ßif  +  r»^  (81) 

ao  ergibt  aioh 
alao 

Da  nun  die  linke  Seite  hiervon  nach  (77)  mit  iifi'.i  ttbereuaatimmt, 
io  ergibt  sieh  der  Säte: 

Legt  mau  au  das  llilfsellipsoid  eiue  Tang»'ntenebene 
normal  au  der  durch  «»^/Jf?,  »  v  it,  y^^'R  gegebenen 
Richtung,  dann  bestimmt  der  Radiusvektor  nach  der  Be^ 
rUhrnngsstelle  die  Richtung  ^' <- nach  der 

neaen  Position  p'  des  Punktes^  der  ursprünglich  an  der 
Stelle  p  mit  den  Koordinaten  l,  ij,  l  lag. 

Da  der  geometrische  Ort  der  neuen  Lage  durch  das 
Ellipsoid  von  der  Gleichnng  (79)  gegeben  ist,  so  wird  durch 
diesen  Satz  die  neue  Lage  eines  jeden  Punktes  mit  dessen 
ursprduglicher  eindeutig  Terbunden. 
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Figur  100  gibt  von  dem  ZusamroenhaDg  für  eine  Symmetrie- 
ebene  X  Y  der  EUipsoide  eine  An^eliaaiiiig;  die  pnnktiertd  eUiptieche 
Kurve  stellt  den  Schnitt  Ji t  T?ilf--- 
fläche  (ßO)  dar,  die  ausgezogene  den- 
jenigen der  Flüche  (79).  Ist  p  die 
urspriingliche  Lage  eines  Punktes,  ho 
p'  die  ihm  duidi  die  Yereebiebung 
erteilte. 

Die  diircli(73)  daargwfcellien Ter-  ^ 
sehiebangen  yerteilen  sich  elao  ajm- 
melrlscb  in  beeng  auf  die  Ebenen  der 

Haaptdilataüonen.  — 

Setzt  man  das  Hauptdilatationa- 

achsensjstem  vnrnu?  und  nimmt  außer- 
dem eine  Drehung  als  verhindert  an, 
so  sind  ?v'?x,  f  ic'rx,  ew'ry,  rn  ry^ 
cu  I     rvif.  z  biimtiicU  gleich  Xull,  und 

die  Formeln  (57)  für  die  Änderaogen  der  Ricbtnngskosinns  der  Nor- 
malen einar  ebeneii  Fliehe^  die  jetst  mit  a^,  ß^,  bezeiebnel  werden 
mögen,  nehmen  bei  Beraoksiobtigang  des  S.  175  AnegefObrton  die  etn- 
tB/she  Form  an 

(«4) 

d.  h,  wegen  des  Ausdruckes  (49j  lur  auch 


Diese  Ansdrflcke  sind  das  ISntgegengeselste  Ton  dem,  was  m  (76) 
fQr  die  Riisbtoagribiderung  einer  materiellen  Linie  angegeben  ist.  Uber 
den  Zusammenbaiig  swischtti  den  beiden  TersdiiedeneD  Yoigftngen  ist 

S.  174  gesprochen  worden. 

Die  Formeln  (^b)  55inH  von  Nutzen  zur  Bestimmung  von  Winkel- 
änderungeu  an  Kristallen  unter  Umständen,  die  das  Dilatationsacbsen- 
System  leicht  erkennen  lassen.  — 

Die  Gl«  H  liuugeu  (.HT^l  für  die  .^egen  ein  ir lächenelement  mit  der 
Normale  n  wirkende  Druckkraft  erhalten  bei  Einiührung  der  Druck- 
»chsen  wegen      ^  ==  0  die  Qestalt 

3, -X.  COS  r.-r,cos(«,y)^  Z.coB(n,M). 

Pftbii  man  die  Richtongskosinns  a,  ß,  y  der  Nonnale  «i  nnd  anfierdem 
diejenigen  /J*,  y  der  Resultante  P,  ans  Y^  ein,  so  ergibt 
sieh  hieraofl 

py-x.«,  i^j-Y^ß,  p,Y'^z.r.  (87) 
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Diese  Formeln  gehen  dem  System  (77)  nahe  panüleL  und  geitatten 
Shnliche  Folgernngen. 
Zunächet  ergibt  sieh 

wodurch  als  der  Radtnsrdrtor  des  ElUpscnda  von  den  Halhachsen 
X,,  Yy,      gedeatet  wird. 

Nimmt  man  sa  diesem  die  HilfsfUehe  Ton  der  Oleiehnng 

S+r'  +  ^-i«*.  (89) 

wobei  beliebig  gelaesen  ist,  so  gilt  für  die  Rirhtungskosimis  a, /S,  y 
der  Normalen  aut  der  Taugeutenebene  im  Punkt  x,  y  z\  die  Beziehung 

Yergleieht  man  dies  mit  (87),  so  ergibt  sich,  daß  die  «,ßty  bier 
nnd  dort  derselben  Bedingung  genügen. 

Daraus  folgt  der  Sata,  daB,  wenn  man  an  die  Hilfsflache  von 
der  Gleichung  (89)  eine  Tangentenebene  legt,  dann  der  Ea< 
diusvektor  nach  der  Berfihrungsstelle  die  Richtung  der 

Druckkraft  bestimmt,  welche  gegen  das  zur  Tangentenebene 

pHTfillple  Fläf^henelempnt  wirkt  Da  die  Große  der  Druck- 
kraft F  durch  den  Radiusvektor  in  dem  Ellipsoid  von  der 
trieichung  (88)  gegeben  ist,  so  sind  die  Kigeuschaften  von 
JP^  hierdurch  geometrisch  vollständig  koustruierbar. 

Diese  i\onstrukUoii  geht  der  oben  besprochenen  in  mancher  Hinsicht 
piirallel:  doch  wird  ein  wt^seiitlicher  Unterschied  dadurch  bediugt,  daß, 
während  im  früheren  Falle  infolge  der  Kleinheit  der  Deformationen  die 
HilftflSche  Ton  der  Gleidraog  (80)  stets  eUipsoidisebe  Form  hatte^ 
hier  wegen  der  nicht  beaebränkten  Vorseichen  der  Hauptdmcke  X^, 
Y^,  die  Hilfsfläehe  von  der  Gleicfanng  (89)  hyperboloidische  Form 
annehmen  kann. 

Was  diese  Möglichkeit  physikalisch  bedeutet,  lassen  die  beiden 
Figuren  lol  und  102  erkennen,  die  sich  auf  eine  Syinmetrieebene  XY 
der  beiden  Oberflächen  beziehen.  In  beiden  stellt  die  nnsgezogeno 
Knne  den  Schnitt  des  Kllipsoids  (88),  die  punktierte  denjenigen  der 
HülsÜäche  (H9)  dar. 

Tu  Figur  lol  sind  die  Schnittkurven  beider  ObürHächen  elliptigch 
gestaltet;  hier  weicht  die  Richtung  von  niemals  sclir  bedeutend 
▼on  derjenigen  von  n  ab  und  bleibt  immer  auf  derselben  Seite  dea 
zu  n  geböngen  Flächenelementes.   In  Fig.  102  ist  die  SchnittlmiTe 
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4er  HOfiifiiehe  hjperboliaoh;  in  dieeem  FaUe  weicht  die  Ricfatamg  von 
betiMlitlidi  VOM  dojeiiijgen  tob  «  ftb;  tie  wird  sa  dieeer  Donnal^ 
wena  die  Schnitilinie  des  FlachendenieakM  in  eme  Asymptote  der 


Piff.  lOL  Fig.  lOS. 


Ujperbel  fiUlt^  imd  tritt  dnreh  daa  Flicheiietemeiit  hindurch,  wenn 
dioMB  bei  einer  Drahang  die  genannte  Peaition  paaaieri  Dieter  letstere 
interessante  Übei^^ang  ist  in  Fig.  102  durch  die  Normalenpaare  n 
und  n'  mit  den  daau  gehörigen  Drucken      und  Teramehnnlioht 

n.  Abschnitt. 
Sitse  MM  der  alli^eineB  Thermedynanik. 

§  97.  Dio  erato  Hauptgleiohung.  Bei  den  speziellen  Entwick- 
lungen der  folgenden  Abschnitte  werden  thermodjnamische  Gesichts- 
pnidcte  wiederholt  eine  grofie  BoUe  apielen.  Es  mdgen  demgemlS  hi«r 
nmi  aneh  diejenigen  allgenieüien  Sätze  der  Thermodynamik,  die  weiter- 
hin rar  Anwendnng  kommen  werden,  kurz  znaammengeeteUt  werden. 

Als  erste  Hauptgleichnng  der  Thermodynamik  wird  be- 
kanntlich eine  Erweiterong  der  meohanisehen  Gleichnng  der  Energie 

(8)  bezeichnet^  dahingehend,  daß  die  thermodynamische  Energie  eines 
körperlichen  Systems  bei  äußeren  Einwirkungen  8i<dL  je  nm  denjenigen 
Betrag  ändert,  welcher  durch  die  Menge  der  ihm  von  außen  zugeführten 
Wärme  und  Arljeit  anpicgf^bon  wird.  Die  Wnniio  ist  dabei  in 
mechanischen  Einlioiten  7m  in  (ienen  diö  ürammkalohe  durch 

4^V-  10'  (g.  cm.  sec.)  cUrge^itelit  leit. 

Bei  Eiiifiihnmg  der  früheren  Symbole  /'"  ftir  die  Energie  und 
d  'A  für  die  dem  b jstem  zugeführte  Arbeit,  sowie  des  neuen  Zeichens 
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tf'A  für  die  niMhuiiieh  getnoooone  sngefilhrte  Wirme  lautet  hienuieb 
die  «nfee  Hanptgleichimg  der  Tiiemiodyiialnik: 

ä±:^d'Ä-\-d'Sl,  (91) 

Die  Anwendung  der  Zeichen  d  imd  «T  eoll  dabei  wieder  mm  Aus- 
druck bringen,  daB  es  sicli  bei  dE  um  das  Differential  einer  Funktion 
des  momentanen  Zustandes  des  Systems,  bei  d'A  und  d'fl  aber  nur 
um  unendlich  kleine  Größen  (Diminutive)  von  der  Art  der  Arbeit 

inifl  'ler  Wärme  handelt.  sich  ahrr  im  allgemeinen  nicht  als. 
DtÖ'ereutiaie  von  Funktioaeu  des  Zustandes  des  Sjrstems  darsteUen 
lassen. 

Der  Zujitaiul  des  Systems,  auf  den  sich  der  anfängliclie  Wert 
von  E  bezieht,  und  dtssea  Änderung,  die  in  dE  Ausiiruok  gewinnt^ 
werden  durch  irgendwelche  unabhängige  Variable  und  deren  Inkre- 
mente  eharakterieiert  sein.  Dieee  GidBea  find  in  allen  drei  Gliedem 
der  Fonnel  (91)  auftretend  sn  denken.  Aber  die  Berechnung  dieser 
Glieder  in  den  genannten  Yariabeln  und  Inkrementen  ist  im  allgemeinen 
nur  in  sehr  beschranktem  Maße  möglich.  Allerdings  kann  man  nach 
deren  Definition  in  §  84  die  Arbeit  d'A  (identisch  mit  dem  dort 
behandelten  d'A^)  jederzeit  auf  Orund  rein  mechanischer  Sätze  be- 
rechnen; nicht  aber  gilt  gleiches  in  bezng  auf  ä£  und  d'U» 

§  98.  Dio  Kweito  Ilauptgleiohung.  Einen  Seh  ritt  in  der  Kichtuug 
auf  die  Lösung  dt  r  iuer  vorliegenden  Aufgabe  tut  die  zweite  Ilaupt- 
gleichung  der  Thermodynamik,  die  aus  zwei  verschiedenen  hypothe- 
tifichuu,  aber  sehr  plausibeln  Pnnsipi^  erst  von  Clamius,  dann  yon 
W.  Tkomgon  abgeleitet  ist  Wir  wollen  wegen  sjriLterer  Bemgnahmen 
hier  nur  das  W.  Thomsonwke  Prinzip  erwihneiL 

Das  Prinzip»  wie  die  danms  gefolgerte  Hauptgleichung,  bezieht 
lieh  auf  sogenannte  umkehrbare  yerandernngen  des  kdiperlidhen 
SystemeSy  d.  h.  auf  solche,  die  durch  die  genau  entgegengesetzten 
Aufwendungen  von  Arbeit  und  Wärme  rQekgängig  gemacht,  resp. 
in  umgekehrtem  Sinne  bewirkt  werden  können.  Solche  Yerandeningen 
müssen  notwendig  ausschließlich  Gleichgew ielitszn.stiinde  passieren,  oder 
solche,  die  sieh  hiervon  nur  ujiendlieli  wenig  unterscheiden.  Die  ganze 
weitere  Berechnung  setzt  alöo  ypeziell  denirtige  Zustände  voraus.  Das 
Prinzip  betrifft  ferner  speziell  sogenannte  KreiBprozesse,  d.  h.  Ver- 
änderungsreihen, welche  das  System  schlieBlich  in  den  ..Inlungezustand 
zurückführen. 

Auf  einen  solchen  Kreisproz^  angewandt,  lumUch  Aber  eine 
geschlossenoYerinderungsreihe  integrieri^  liefert  die  Hauptgleichung  (91) 

0  -  (^)  +  (Ä),  (92) 
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■wobei  (-4)=  f  d' A  und  (Sl)  —  Jd'il  die  bei  dem  Kreisprozeß  auf- 
gewandten Beträgft  an  Arbeit  und  Wärme  bezeichnen.  Je  nachdem 
hier  {Ä)  >0  oder  <0,  also  (Ü)  <0  oder  >0  ist,  wird  Lei  dem 
Kreisproieß  Axb«t  aufgewandt  uad  als  Wjirme  wieder  gewonnen,  oder 
WSnne  aufwandt  imd  als  Arbeit  wieder  gewonneii. 

An  diese  Vorgänge  knüpft  das  W.  ThomsmwAi»  Prinzip  an  und 
bebaaptei  im  Anachliifi  an  gewisse  sebr  allgemeine  Er&brangitatsaebeiiy 
daß  bei  einem  derartigen  umkehrbaren  Kreisprosseß  niemals  {A)  <  0 
■ein,  d.  h.  niemals  Arbeii  gewonnen  werden  kann,  falls  Warme  nnr 
▼on  einer  Temperatur  sur  Yerfligang  steht 

Es  mnß  in  diesem  Fbüie  sonsch  C^)^0  sein,  oder  Tielmeluv 
da  der  Kreisprozeß  umkehrbar  sein  soU,  und  die  Umkehroi^  anf 
{A)^0  fahren  würde, 

{A)  -« 0  nnd  nach  (92)  auch  (A)  -  0.  (9:$) 

Diese  Beziehungen,  welche  also  voraussetzen,  daß  bei  dem  Kreis- 
prozeß Wärme  nur  bei  einer  Ternpcratnr  aufgenommen  oder  ab- 
gegeben wirdy  bilden  bei  W.  Thomso»  die  Wurzel  der  zweiten  Haupi- 
gleichung. 

Auf  die  Ableitumr  die-^pr  sfdWst  kann  hier  nicht  eingegangen  werden; 
es  III  Iii»  f^em'igen  zu  beoierkeu,  daß  es  durch  gewisse  Schlüsse  unter 
HerHu/iclning  von  bestimmten  Erfahrungst^itsachen  gelingt,  naeiizu- 
weiseu,  daß  für  einen  allgemeinen  umkehrbaren  Kreisprozeß,  bei 
dem  die  W&nne-E9emente  «f  A  bei  'rersehiedenen  absoluten  Tempe- 
raturen ^  dem  Körper  zugeiührt  werden,  nicht  j it Sl^O  ist,  sondern 
Tielmehr  gilt 

/v-o,  (W) 

■       

das  Integral  Aber  den  Kreisprozeß  genommen.  Diese  Formel  geht 
bei  konstantem  ^  in  die  frühere  über  nnd  erseheint  somit  als  deien 

Erweiterung. 

Die  Gleichimg  (94)  kann  für  jeden  reversibeln  Kreisprozeß  nur 
dann  erfQllt  sein,  wenn  d'Sl  —  das  nach  dem  Obigen  fOr  sieh  kein 
Tollständiges  Differential  darstellt  —  durch  den  N"enner  ^  zu  einem 
solchen  ergänzt  wird.  Bezeichnet  also  dH  das  Diil  rential  einer 
Funktion  M  der  Unabhängigen  des  Systems,  so  folgt  aus  (94) 

da  -  »äH.  (95) 

//  luiirL  i»ekarmtlicli  mlii  Nameu  der  Entropie  des  Systems.  (94)  und 
(y5j  sind  zwei  äquivalente  Formen  der  zweiten  Hauptgleiebung. 
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§  99.   Allgemeinee  über  Bneigle,  Entropie,  q^esifisohe  Wlzme. 

Die  beiden  üauptgleiehiiiigen  lassen  sich  als  exakte  Definitionen  der 
Funktionen  Energie  und  Entropie  eines  Körpers  in  einem  beliebigen 

Zustand  auffassen.  Geht  man  nümlich  von  einem  geeignet  gewühlten 
Aufangszuetand  aus,  in  dem  man  Eiiergic  und  Eutiopie  willkürlich 
gleich  und  Uq  —  wenn  erwünscht  gleich  NuU  —  vorschreibt,  und 
führt  von  ihm  durch  Wärme-  uud  Arbeitszufuhr  den  Ktiqier  über  be- 
liebige Zwischenzustande,  gleichviel  ob  auf  umkehrbare  oder 
nicht  umkehrbare  Weise,  in  den  gewflnschten  Endzustand  über,  so 
ist  die  Energie  E  im  Endznstand  nadi  (91)  dargestellt  dnreli 

jB-.ii+/(«r^  +  irÄ),  (96) 

das  Integral  rechts  über  alle  gemachten  Aufwendungen  erstreckt.  Da 
<lie  Summe  (CA  -f-  dSl  ein  vollständigcä  Difietential  ist,  so  hängt  der 
Wert  des  Integrales  von  dem  Wege,  auf  welchem  der  Übergang  von 
4lem  Anfangs-  zu  dem  Endzustand  sidi  vollzieht,  d.  h.  von  den  Zwischen- 
zuetftnden,  die  dabei  paeeiot  werden,  nieht  ab. 

Eine  analoge  Fonnel  l&flt  aioh  nun  aneh  für  die  Entropie  aaf> 
stellen;  indesien  iet  dabei  an  berilQktiebtigtn,  daß  die  sveite  Hanpt- 
gleichung ansdr Qckliob  n  mk ebrbare  Veiinderongen  Torauasetab  Bilden 
wir  also  ans  (95)  ^ 

H-H,+J'-^,  (97) 

so  ist  das  Integral  über  alle  Aufwendungen  von  Wärme  zu  erstiedten, 
die  bei  einer,  im  übrigen  beliebigen  (z.  B.  beliebige  Arbeitsmengen 
erfordornden),  aber  umkehrbaren  Überftihning  ans  dem  Anfang», 
in  den  I]nd^nstünd  dem  System  mitzuteilen  sind. 

NeljMU  die  (Ti-undfonneln  {j)iy)  und  (97),  die  wir  eben  als  Deliniiiojien 
der  Begriö'e  Energie  uud  Entropie  benutzt  habeu,  stellen  wir  diejenige 
Formel,  welche  die  spezifische  Wärme  eines  homogeuen  und  gleich- 
temperierten Körpers  definiert  Bezeichnet  M  die  Masse  des  ESrpers^ 
die  eineZufllbrang  derWSme  <r  Sl  begleitende  Temperaiotindemng, 
so  wird  der  Qaotient 

als  spesifisehe  Wärme  des  EdrperH  bezeichnet  Diese  Funktion 
hängt  ganz  wesentlich  davon  ab,  welche  NebenUnderungen  sich  bei 
der  Wiirmeaufiiahme  in  dem  System  abspielen.  Bekannt  sind  bei 
einem  unter  allseitig  gleicliem  Druck  stehenden  KfJrper  die  beiden 
extremen  Fälle,  daß  die  lu-wiirniung  bei  konstant  erhaltenem  Druck, 
resp.  bei  konstant  erhaltenem  Volumen  sfcatttindet  Alan  bezeichnet 
die  ihnen  entsprechenden  Werte  der  Funktion  F  durch  1^  und  F^. 
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§  100.  Übecfpng  an  der  Betnolitiiiig  Yoia  ▼olnmett<l<Bk«iiteii. 

Homogene  Systeme  und  homogene  Veränderungen  derselben  reprSMOr 
tieren  Ansnahmef&lle.  Es  lassen  sich  auf  dieselben  aber  die  allgemeinereB 
zurückführten,  wpim  man  unendlich  kleine  Volumfnelemente  der  Be- 
trHchtHng  niitorw  i i^t  Dn  «si'-h  nachweisen  liißt^  daß  bei  homogeueu 
K  Ii]  i  n  im  aJigemeiufü  Kiieigie  und  Entropie  der  Masse  und  somit 
aiieli  ileni  Volumen  proportional  sind,  so  ka)m  mau  die  obigen  Gflei- 
chungeu.  auf  die  Volumeiieiulieit  beziehen.  Bei  unendlich  kleinen 
YolnmenfiBdeningeu,  wie  wir  sie  oben  fOr  deformierbare  Kdrper  an- 
genommen  haben,  ist  ea  dabei  gleichgültig^  ob  die  Volomeneinlieit  dea 
nndeformierien  oder  aber  des  deformierten  Kdipeni  der  Definition 
SQgnmde  gdegt  wird.  Wir  schreiben  demgemäß  die  Fonneln  (91), 
(96)  nnd  (98) 

ä$^ä^«t  +  «tm,  (99) 
«Toi  -  »dn,  (100) 

u-r.  (101) 

hierin  sind  s  und  rj  Energie  und  Entropie  der  Volumeneinheit, 
4f«  und  (fca  die  gleichfalls  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen 
Zuwendungen  an  Ar}n»it  uuil  Wärme.  ist  die  «pezi fische 
Wärme  der  Volumeueiniieit,  die  mit  derjenigeji  F  der  Massen- 
einheit durch  die  6e«£iehung 

r  =  (fr  (1U2) 

terknfipft  ist,  unter  q  die  Dichtigkeit  im  Anfangssnetand,  bei  unendlidh 
Ueinen  Deformationen  auch  in  einem  beliebigen  Zustand  verstanden. 

Da  nach  der  Definition  in  §  f^4  die  mechanischen  Arbeiten  cT  A 
gewöhnliche  Skalaren  sind,  und  die  Beziehung  auf  die  N'olumeneloheit 
üor  einen  skalaren  Neuner  tu  d'A  fügt,  so  ist  auch  d' u  ein  gewöhn- 
licher Skalar  (kein  Pseudoskalar).  (bleiches  gilt  wegen  der  gegen- 
seitigen Vertj-etbarkeit  von  Arbeit  und  Wärme  für  (/'a>,  weiter  nach 
der  Formel  (99)  auch  für  f,  und  da  ^  ein  Skalar  ist,  nach  (100)  auch 
ftr  ij.  — 

Es  sei  daran  erinnert,  da0  in  der  ThermodTnamik  solche  Znetands- 
Snderangsn  eines  Systemes  eine  große  RoUe  spielen,  die  ohne  Warmesn« 
oder  •abfflhraag  staltfinden,  und  die  man  adiabatische  nennt.  In 
großer  Annäherang  gehören  hierher  /.  B.  schnelle  Schwingungen  eines 
elastischen  Körpers»  bei  denen  in  jedem  Volumenelement  infolge  der 
wechselnden  SpannnngRZUstände  Temperaturilnderungen  eintreten,  aber 
diese  xVnderungen  sich  711  schnell  vollziehen,  als  daB  eine  nennens- 
werte Ausgleichung  der  Temperatur  durch  eine  W'ärmeströmung  von 
den  wärmeren  zu  den  kälteren  Bereichen  eintreten  könnte. 
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Diese  adiabatischen  Yerändemiigien  gind  nach  (100)  und  (101) 
ehantkterineri  durch  die  fieuehangea 

d*m  »  0  Imcw.  9^    0,   oder  auch  %  konik. 

§  101.  Das  eiste  thermodynamisohe  Potential.  Die  Kombioatioii 
der  beiden  Gleiehoiigeii  (99)  und  (100)  liefert 

iSs  —  (Ttf  +  ^dfi\  (108) 

aetEi  man 

s^n^^l  (104) 

io  ergibt  dies 

J|  -  <r«  -  (106) 

Die  (wiederam  ekalare)  Funktion  |  wird  ala  eratea  thermo- 
dynamisohea  Potential  der  Volumeneinheit  bemidineL  Sie  hat 
wiehtige  Eügmachalfcen^  die  aie  lur  bequemen  Darstellmig  dea  tiiermo- 
dynamischen  Yeriialtena  eines  Körpers  hervorragend  geeignet  machfflfi. 

Zunächst  ergibt  sidi  n  is  der  Beziehung  (105)  ganz  allgemein» 
daß  bei  isothermischeu  Veränderungen,  d.  h.  bei  aolchen,  för 
welche      *~  0  ist^  die  Beziehung  gilt 

a^l^d^a.  (106) 

In  diesem  Falle  hat  also  die  äuBeic  i  und  somit  die  ihr  entgegen- 
gesetzt glcidie  innere  Arbeit  d'a)  die  Form  eines  DiffereutiAli}  sie 
besitzt  uiu  Potential,  das  durch  |  gegeben  ist. 

Die  Beziehung  (106)  tritt  hiemach  in  Parallele  eu  der  Gleichung  (6). 
Zugleich  steht  sie  im  Zusammenhang  mit  dem  8.  184  besprochenen 
Thomsonschen  Prinzip,  insofern  sie  bei  Integration  Aber  einen  Kreia- 
proaefi  zu  («)  »*  0  Dlhrt. 

Nehmen  wir  nun  weiter  an,  daß  der  Znstand  des  K()rpers,  auBer 
durch  die  Temperatur  noch  durch  eine  beliebige  Zahl  anderer 
(mechanischer,  elektrischer,  magnetischer)  Variabein  ^\tX^i-'-oc^ 
charakterisiert  sei,  so  wird  die  Arbeit  (fa,  die  einer  Veränderung 

J  r, ,  r/.Tj,  •  •  •  mitspricht,  ein  in  diesen  Inkrementen  linearer 
homogener  Ausdruck  sein.  Erfahruiigsgemüli  läßt  sich  immer  das 
System  der  Viiriabeln  -^u -c^,  •  •  •  a?^  so  wühlen,  daß  der  in  (W  mol- 
tiplizierte  Tenii  in  dem  Ausdruck  für  d' a  verschwindet.  In  diesen 
Hauptvariabeln^  die  wir  b«  der  folgenden  Betraeiituug  als  ein- 
gefOhrt  annehmen  wollen,  ll^t  sieh  dann  schreiben: 

da  2^„dx^y      Ä  -  1, 2, .  • .  II.  (107) 

Uieriu  bezeiclineu  die  l'aktoren  Xj^  Funktionen  von  -Cj,  •  •  •  -t,» 

Ton  leicht  erkennbarer  Natur. 
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ZunSehst  sei  bemerkt,  daB,  wenn  die  Koordinaten  besoiebneten, 
dum  üMsb  8. 157  die  diejenigen  Knftfcomponenten  darstellen  würden, 
welebe  eine  Verklein emng  der  betreflSnnden  Koordinate  bewirken; 

wir  können  die  demgemäß  als  yerallgemeinert«  Koordinaten, 
die  Xj^  als  yerallgemeinerte  Kräfte  bezeichnen. 

Sind  femer  a*, .  x^,  ■  ■  ■  und  demuncli  auch  (IT^ ,  dx.,  <1x^ 
orthogonale  Komponenten  irgend  eines  Systems  von  gerichteten  Grölien, 
80  stellen  nach  dem  Satz  von  S.  15U,  da  d'a  ein  Bkalar  ij't,  die 
X,  .Xjy  -  X^  die  entsprechenden  orthogonalen  Komponenten  eines 
anderen  Syöteme.s  gerichteter  üröüeu  gleicher  Ordnung  dar.  Der  Fall, 
daB  es  sicdi  dabei  am  Größen  zweiter  Ordnung,  also  am  Tensorkompo- 
aenien  bandelt,  int  bereite  in  §  89  n.  £  berftbrt  und  wird  nne  ei^tter 
eingehender  besob&ftigen.  — 

Formel  (105)  nimmt  uonmehr  die  Qeetalt  an 

'äl  ^X^dx,  -  i,d{f.  (108) 

Da  die  und  ^  Toneinander  anabhangig  sind,  folgt  bieraaa  ao- 
gleicb  das  System  Ton  Formeln 

II  X.,      *-l,2,.-.«.  (lu-J) 

Das  erste  therinodynnini>*ohe  Potential  bestimmt  also  dnrch  seine 
ri  +  1  ersten  Ableitungen  die  Entropie  tj  der  Voiumeneinheit  und  die 
n  Kräfte  -  -X,,  die  auf  die  Volumeneinheit  wirken. 

Aus  den  Formeln  (109)  läßt  sich  |  eliminieren,  und  man  erhalt 
dadurch  eine  Reihe  wichtiger  Uezipruziuitsturmeln: 

Ii.-'*.    ax;-a^     nnnik-l.S,..n.  (110) 
Ferner  gewinnt  man  ans  (100)  and  (101) 

d'„  -  yä»  =  (Ii  d»  +  ^         d«.)  .  (111) 

Diese  allgemeine  Formel  gibt  die  Möglichkeit,  ct^/c&  auf  eine 
neue  Weise  aoesadrfieken.  Bezeichnet  man  nämlich  den  speziellen 
Wert  der  spesifiaehea  Wftrme  y,  der  sich  einstellt,  wenn  die  Ver- 
inderang  bei  konstanten  Werten  aller  Variabeln  x^  stattfindet,  dareb  f,, 
so  erhalt  man  ans  (III) 

Nimmt  man  dann  noch  ans  (HO)  den  Ausdruck  für  drijdx^  hinzo, 
flo  kann  man  lOr  den  allgemeinen  Wert  von  y  schreiben 
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dXjJdd'  ist  ein  gewShnlioiher  pulidler  DÜferantialqaotifliit,  d». 

die  Funktionen  yon  and  den  Xj^  sind.  und  bezeichnen 
die  Iiikremente,  welche  die  Zostukdfländenmg  definiem,  auf  die  der 
AusdriK-k  y  uek  bezieht 

Handelt  og  sich  z.  B.  um  eine  Erwitmnng  bei  konetaateB  Kiftftea 
X^,  90  Bind  die  dx^  gemäß  den  Bedingongen 

^^dx,  +  ■■■  +  ^  dx,  +  'gl^d»-0,    h-1,  2..  n 

ZU  bestiiiitnen.  die  sich  entwickeln  lassen,  sowie  die       als  Funktionen 

der      und  il  i^egeben  sind. 

i  ur  adiahatische  Vorgänire  ist  nach  S.  188  y  —  0;  hier  gilt  also 
zwiücheu  (/t>  und  den  dxj^  die  Beziehung 

y.d»  ^^'^dx,.  (114) 

Schließlich  sei  noch  bemerkt,  daß  neeh  (112)  ond  (109)  anoh 
geecbrieben  weiden  kann 

§  1^2.  Das  zweite  thermodynamischo  Potential.  i'ür  viele 
Zwecke  ist  es  bequem,  nicht  die  verallgeuieiaerten  Kuordinaten,  sondern 
die  Terallgomo inerten  Kräfte  neben  der  Temperatur  als  Unabhängige 
zu  fuhren.  Hierzu  hat  man  sich  zunächst  die  Formeln,  welche  den 
Zmammenbang  ziriecben  beiden  Cb^ßenaiten  danleUeD,  nnd  die  wir 
■chreiben  wollen 

naeb  den      anflogt  an  denken,  so  daß  entsteht 

-/.l^u^.-  1,2,  (117) 

Ferner  hat  man  die  Formel  (108)  auf  die  Gestalt  zu  bringen 

Hierin  steht 

I  '^^X.x,  -  £  (118) 

genau  an  derselben  Stelle,  wie  $  in  Formel  (lOi^V.  man  nennt  5  das 
zweite  the  im  od  ynamische  Potential  der  Volumeneinheit. 

Diese  (irüße  hat  ganz  ähnliche  Eigen sclial'ten,  wie  (Ihr  erste 
Potential,  und  ist  in  allen  denjenigeu  Fällen  für  die  Anwendung  die 


I 
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beqnemere  Funktion,  wo  die  T^rallgemeinerten  Kräfte  sich  als  üa> 
abli^gige  mehr  eignen,  als  die  TeraUgemeinerten  Koordinaten. 

Aua   

dt  -^a?»  dXj,  -  7jd»  (119) 

ergibt  flicih 

+         A-l,2,...|».  (120) 

Beim  Yergldoh  der  ersten  dieser  Formeln  mit  der  erstenFormel  ( 1 09) 
ist  natOrlich  sn  herticksiohtigeny  dafi  hier  bei  konstanten  X^^,  dort  bei 

konstanten  Xj^  differentiiort  ist.  So  erklärt  sich,  daß  zwei  ganz  ver- 
schiedene Funktionen  bei  anscheinend  derselben  Operation  dasselbe 

Besultnt  liefern. 

Durch  Elimination  yon  g  ans  den  Formeln  (120)  ergeben  sioh  die. 
Resiproaitätsformeki 

Weiter  gewinnt  man  ans  (100)  und  (101) 

d'„ -yd»-»dn-»i^d»  +  ^  |1  dX,)  ■  (132) 

Bezeichnet  man  den  sp  /lell  n  Wert  der  spezifischen  Wärme,  der 
einer  Wärme/.ufuhr  bei  durchweg  konstauttiu  i:Cräften  entspricht^ 
durch  yx,  so  ergibt  sich  hieraus 

(128). 

Bei  der  Vergleichung  dieser  Formel  mit  (112)  ist  wieder  zu 
beachten,  daß     dort  bei  konstanten  x^^  hier  aber  bei  konstanten 
zn  diilisrentüearen  ist.  Unter  HeraiuiebTaiig  der  enten  Fonoein  (131) 
erbilt  man  daan  allgemein 

Hierin  stellt  wiederum  cxjd^  einen  gewöhnlichen  partiellen  Diffo- 
rentialqnoüeoien  dar,  da  die  Funktionen  Ton  ^  und  den  sind; 
die  dXJdd^  geben  YerhSltnisse  zwischen  denjenigen  Inkrementon  der 
Unabhingigen,  welehe  die  die  Wurmeaufoslime  begldtenden  VeiSnde- 
rungen  charaktensiersD. 

Speziell  kann  man  aus  (124)  die  spezifische  WrirTno  bei  konstantOL 
Koordüiaten     bereohnen,  weon  man  die  dX^^  gemäß  den  Bedingungen 

bestinunt,  welche  mit  Hilfe  der  Beziehungen  (117)  ansfUbibar  sind.. 
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Adiabatisch p  Yor«„oiTiu;p,  die  oline  Wärmeaufnahme,  also  bei  ver- 
schwindendem atatttijidexi,  Terlangen  zwischen  diesen  lukrementen 
die  Beziehung 


iJie  m  deü  let/.ten  Formein  uultretenueu  Funktionen  bestimmen 
sich  auch  direkt  aus  dem  Totential  ^;  es  ist  mimlich 

A  ^'^ 

yx  9^^,  d^^WdX;,' 

§  lOH.  Allgemeines  über  reversible  und  irreversible  Vorgänge 
und  ihre  Behandlung.  Nach  dem  vursteheud  Entwickelten  ist  die 
notwendige  YonmasetBung  fOr  die  Anwendbarkeit  der  Hethode  des 
thermodynaiDCiaeben  Potentials  anf  einen  phynkaliaehen  Vorgang  die 
ReTersibilität  desselben.  Diese  ReTenibiHtat  mnB  ans  der  Ei^ 
fabmpg  geschlossen  werden,  und  es  gibt  E^e,  wo  die  Verhältnisse 
80  kompliziert  liegen,  daA  die  Beobachtung  Qber  das  Vorhandensein 
der  Reversibilität  keinen  ganz  siehern  Aufschluß  gibt.  In  andern 
B'jilleii  i.st  /weifelloi^e  IiTeversibüität  vorliander,  aber  man  hat  Ursache, 
diese  auf  Nebenu  nist  ä  nde  zurückzuführen,  die  hei  d^m  Vorgang 
sich  nur  als  Störungen  geltend  machen  und  unter  L  sliiiimteu  Um- 
ständen nur  eine  sehr  kleine  Rolle  spielen.  Hier  kann  man  dann 
mitunter  den  Ideal  fall  verschwindender  Störung  betrachten,  auf  ihn 
die  Methode  des  thermodjnamischen  Potentials  anwenden  und  die 
mit  ibier  Hilfe  Uber  die  eigentlicben  Fanktionen  des  Vorgänge  er^ 
baltenen  AnfscbltbMe  aaeh  da  benntieii,  wo  jene  8t5rangen  wirk^. 

Ein  cbarakteriBfaseber  derartiger  Fall  ist  der  der  Elaetisitil 
In  Strenge  ist  kein  elBstischer  Vorgang  rerenibel,  sondem  jede  De- 
formation infolge  einer  Kraft  binterliAt,  wenn  die  Ezaft  anfgeboben 
wird,  einen  Bflckstand,  der  auch  die  einer  entgegengesetsfeen  Kraft- 

einwirkung  entsprechende  neue  Deformation  von  der  früheren  verschieden 
ausfallen  läßt.  Dieser  Kucl  -tm  d  nimmt  bei  abnehmender  Einwirkung 
im  allgemeinen  sehneller  ul),  als  die  elastische  Deformation,  laßt  sich 
also  durch  Verkleinerung  der  ausireübteii  Kraft  in  seinem  Eintluß 
herahdrücken.  Man  wendet  dann  die  iMeth-nU^  des  Potentials  auf  den- 
jenif?en  Teil  des  Vorgan^rs  an,  der  n!>rii^  bleiben  würde,  wenn  jene 
Störung  i^iiie  hier,  wie  häuiig,  den  Charakter  einer  lieibung  befiilzt) 
▼erachwindend  klein  würde. 

Auch  in  der  Thermoelektrizität  erscheint  der  beobachtbare 
Vorgang  bIb  eine  Supei  position  ans  einem  rerenibeln  nnd  einem  irre* 
Terribeln;  der  letztere  Teil  l&Bt  sich  (dnreb  Beflchrilnkang  anf  kleino 
StromstSrken)  in  seiner  Gidito  ndatiT  an  dem  entern  herabdrfleken. 


(125) 
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find  hieraos  entuimiut  man  das  Hecht,  den  reyersihnln  Teil  ffir  sich 
allein  den  betreffenden  thermodynamisclieu  Sätzen  zu  unter\s  eilen. 
Ein  ähnlicheä  Vert'alireu  wendet  man  in  gewissen  Gebieteu  de»  Magne- 
tismus an. 

Ist  die  Anweiialjitrkeit  der  Metlicnle  des  Potentials  anf  ©inen  Vor- 
gang festgestellt  oder  walirscheinlich  gemacht,  so  bedarf  es  nocb  der 
Beiefliimiiiig  d«r  hü  iigendeiiMr  Tcsiiidenuig  des  betnehteteD  Syatems 
ufettwendenden  Saß«ra  Arbeit  in  der  Fonn  (107),  um  dedurdi  die 
TaaUgemeinerteii  Koordinattin  oder  Haiipt?ariabeln  xauL  db  ¥ei> 
allgemeinerten  £>Sfte  sn  gewinnen,  welche  bei  dem  Yoigang  ine 
Spiel  treten.  Diese  Berechnung  erforderl^  wie  idion  in  §  97  bemerkt, 
nicht  die  Anwendung  irgendwelcher  thermodynamischer  Prinzipien, 
sondern  beruht  ausschliefiUcli  auf  der  in  der  Mechanik  eingeführten 
Definition  der  Arbeit. 

Die  Berechnung  der  Arbeit,  weh-he  die  Deformation  eines 
Körpers  bej^leitet,  ist  bereits  in  dem  vorigen  Abschnitt  durch- 
gefÖhrt  worden,  und  das  dort  gewonnene  Resultat  wird  weiter  unten 
die  Grundlage  bilden  für  die  Anwendung  der  iTruiidsUtze  der  Thermo- 
dynamik auf  die  Vorgänge  der  Elastizität  von  Kristallen. 

Eine  ähnliche  Berechnung  wird  im  folgenden  Abschnitt  für  die 
Aibeit  dnrchgefldirt  werden,  welebe  die  dielektrische  nnd  die  magne- 
netieche  ISrregung  eines  Körpers  erfordert,  nnd  die  besflglichen  Formeln 
werden  in  derselben  Weise  bei  der  Thermodynamik  der  dielektri- 
schen nnd  der  magnetischen  Erregnng  Ton  Kristallen  bot  Geltang 
kommon. 

HL  Abschnitt. 

Sitte  ans  der  aiigemeiueu  Theorie  der  Elektrizität  nnd  des  Magnetismus. 

§  lOi.  Potential  und  Fotentialfunktion.  Die  Grundlsgo  der 
Elekti-o-,  wie  der  lüignetoatatik  ist  das  Gesetz  Ton  Coulomb  für  die 

Wechselwirkung  zwischen  zwei  punktförmigen  Ladungen  oder  Polen 
w,  und  m^,  nach  wcl*  briri  -o'.robl  die  auf  m^,  wie  die  auf  aus- 
geübte Kraft  den  absoluten  Betrag 

K^^J^  (127) 

bat  —  unter  den  Abstand  der  Pole  verstanden  — ,  und  in.  der  \  er- 
bindungslinie  wirkt,  und  zwar  repolsiT,  wenn  die  beiden  Pole  gleich- 
arkig  sind.  Indem  der  Pkoportionalit&tsfoktor  in  obigem  Gessia  gleich 
Eids  giewihlt  ist^  sind  die  Einheiten  fttr  die  Polst&rken  «%  nnd  rn^  ge- 
miS  dem  elektro-  nnd  magnetoskatischen  Maßsystem  feetgeeetst. 
▼•iti,  UMOtvmL  IS  • 
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Dieae  lürai't  K  haX  ein  Potential 

»i,  m 


*  -      ,  (128) 

insoferu  die  Komponenten  der  Kräfte,  welche  die  Pole  tn^  nnd  m^, 
an  den  Stellen  r,,  f/, ,  und  ait^Vtr^t  befindlich,  ToneinAnder  erffthren^ 
durdi  die  Beziekungen 

beitunmt  Bind. 

Dieee  Differentialqnotiemten  drücken  die  Änderungen  von  0  bei 
gewieeen  gedachten  Didokationen  der  Pole  aus.    Der  Index  m  an 

den  Differentialaeichen  soll  dabei  andeuten,  daß,  auch  wenn  etwa  bei 

einer  faktischen  Dislokation  der  Pole  diese  ihre  Stärke  variiere 
sollten,  die  obige  Differentiation  diese  Veränderlichkeit  au  ignorioren 
hat  und  nur  auf  r,,  zn  erstrecken  ist. 

Die  Formeln  irestatteu  unmittelbar  die  Erweiterung  auf  ein 
System  tou  mehr  Polen,  wo  dann  wird 

0  ^  Ü^ÜH  ^  ÜVÜ!»  ^  ühJ^  +  •  •  •  (130) 

*ll  's« 


Anch  jetzt  stellen  die  Fonneb  (129)  die  Komponenten  der  Eraft  dar,, 
die  der  Pol  (h)  von  allen  übrigen  erffthrt 

Wird  ein  Pol  m  tot  allen  übrigen  bevonngt  nnd  nor  die  Wir- 
kung auf  ihn  betzaohtet,  eo  kann  man  anch  anegehen  Ton  einem 
Potential 

wo  nun  die  Eutfernnng  awiachen  m  nnd  beaeieluiei  Denn  die 
Einielpoteniiale        kommoi  nnr  snr  Geltung^  wenn  die  Wirknng- 

aof  einen  der  Pole  k  oder  k  berechnet  werden  soll.  0«  ist  dann  das 
Potential  der  Wirkung  dee  Polqretems  anf  den  Pol  m,  nnd  ea 
gilt  fltr  die  beBÜglichen  Komponenten 

wobei      //,  j  (Ion  Ort  von  ut  ()o?tiimiit. 

üehöreii  eine  Anzahl  derartiger  Pole  )ii  .  m",  .  .  .  einem  starren 
System  an.  hildtn  sie  etwa  einen  geladenen  Körper,  so  erhiilt  man 
daü  auf  diesen  wirkende  PotentiHl  O  Uuich  JSumiuation  von  0^  über 
alle  fHf  m'f  . . .  Die  an  diesem  Körper  angreifendeB  Erftfte  setna  aieli 
2a  Gesamtiromponenten  S,  H,  Z  nnd  Drehnngamomenten  J,  M,  N 
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in  beeng  auf  die  Kooidinatenadiseii  sneammeiiy  fAr  welehe  durah  einn* 
genwBe  Anwendung  der  Formeln  (15)  von  S.  160  folgt 


A'"  > ,    ,     .V/  —  a     ,     iV  —  —  a 


(18;)) 


Hieriu  stellen  die  Zähler  der  Differentialquotieuieii  der  ersten 
Beilie  je  die  Änderungen  des  Potentials  l>ei  einer  PaiaUelrersehiebnng 
cit  cfi,  längs  einer  der  Koordinatenachsen  dar;  die  SSahler  der 
sweiten  Reihe  ebenso  je  die  Änderongen  bei  einer  Drehung  dkfd^kv 
um  eine  der  Koordinatenachsen. 

Die  Arbeit  der  anf  den  Korper  seitens  der  andern  Pole  aus- 
gefibten  Kielte  bei  einer  dnrch  d\,  dti,  dt,  äX,  dfit,  dv  gegebenen 
Dislokation  beetimmt  sieh  nach  (14)  auf  8.  159  su 

d'A  -  Xdi  +  Udn  +  Zdl  +  AdX  +  Mdn  +  ^äv, 

d.  h.  za 

d'A  -  -  (134) 

unter  dem  DiflFerentinl  m'lita  ist  dabei  die  Anü<'niii«j:  licB  Potentials 
4>  vcrstiindt-n,  wie  sie  ausfüllen  würde,  wenn  bei  der  Dislokation  alle 
Ladungen  Mowobl  de^^  Körpern,  wie  des  übrigen  ^Sjätems,  ungeändert 
gehalten  würden.  — 

Wini  \n  der  Formel  (l'ü)  mit  einem  Kinheitspol  vertauscht, 
so  heißt  die  aus      entstehende  Funktion 

,-2'-f  (186) 

die  Poteatialfunktion  des  Systems  der  m^,  und  die  auf  den  Ein« 
heitapol  ausgefibteu  Kraftkomponenten 

w^en  als  die  Feldkomponenten  dieses  Syatems  beseichnet. 

In  dem  Falle,  daß  die  Einführung  dee  Einheitspols  in  die  Stelle 
X,  y,  e  die  Ladungsverteilung  des  Systems  beeinflußt,  iet  hierbei  die- 
jenige Verteilung  in  Rechnung  zu  setzen,  die  ohne  Anwesenheit  des 
Einheitspole  stattfindet;  d.  h.,  der  Ausdruck  für  ip  setzt  diejenig* 
Ladnngsverteilung  voraus,  die  das  System  der  bei  Abwesenheit 
des  Einheitepols  zeigt,  und  dieselbe  ist  auch  bei  den  in  (136)  Yor- 
genommenen  Differentiationen  konstant  erhalten  zn  denken.  Auf 
diese  Wfise  ist  dann  (p  dem  System  allein  individuell,  und  man 
kann  seinen  Wei-t  nunmehr,  statt  ausführhch  auf  den  Eiuheitspol  au 
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der  Stelle  x,  p,  ä,  km  aiif  den  Beompiuikt  ^if,»  htmAm,  den  wir 
ntoh  SoU0tMm  den  Aafpuakt  d«  Potontialftuiktion  9  netmeiL 

§  106.  Reihenentwicklung  für  die  Potential funktion.  Schließt 
raan  dae  System  der  in  oinc  dasselbe  m()glichst  eng  umgebende 
Kugelfläche  ein,  so  kann  man  die  PotentiaLfunktion  <p  für  Punkte 
außerhalb  dieHer  Kugel  durch  eine  Reihenentwicklung  ausdrücken. 
Wir  wollen  hierzu  die  Koordiiiaten  des  Kugekentrums  mit  x^j  y^j 
beBdehnen  tmd  kStmeo  dann  iehrelben 

wobei  der  Index  ^  au  den  Klammern  die  Vertauschung  Ton  x^^^  y^, 
mit  i^Q,  yi),  andeutet. 


und  der  obige  Aiudrack  nimmt  deshalb  die  Form  an 


wir  abkfineiL  in 

+  Vä^Ti<u  +  -  +  2^Ä;.  + •••)  +  •••  (188) 


TTieriu  ist  r  der  Abstand  des  Anfpunkts  vom  Zentrum  der  üm- 
hüüungslv  i_:  1  Die  Keibengliedex  sind  barmonische  Kugelfonktionean 
steigender  Ordnung. 
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Kim  aldli  9  iweh  Miner  Daflbniiion        i>t  «ne  ZililgidBe^ 

dncn  Skalar  dar,  und  swar  baui  gp,  wie  wir  aehoi  werden,  je  naoh 
der  Bedeaimig  der  Wj^  ebenaowoU  «n  gewtfhnUeher  Skalar,  ala  ein 
FMndoekabir  iein.  Hieraas  ergibt  neh  gemäß  (136),  daß  die  1^  7,  Z 
polare  oder  axiale  Vektorkomponeiiten  sind. 

Femer  ist  in  (119)  nach  dem  Satz  auf  S.  150  Mq  ein  Skalar; 
Jfj,  3/0,  sind  Vektorkoraponenten ,  M^^,  ...  3/,^  aber  (gewöhn- 
liche: TcnsorkomponenteD.  Die  Faktoren  der  höh^r^^n  Dififerentinl- 
quotienten  steilen  gleichfalls  Komponenten  höherer  gern  litotL-r  Größen 
dar.  Wir  nennen  die  3/^  die  Momente  oder  Momentkomponenten 
er^iter  Ordnung  nach  den  Koordinatenachsen,  die  M^^j^  analog 
die  Momentkomponenten  zweiter  Ordnung  f&r  das  Polsystem, 
und  wftlmn  analog  mit  den  Faktoren  der  liSlieren  Glieder. 

Den  ED  den  Yektorkomponenten  M^,  M^,  J/,  gehörigen  remil- 
tierenden  Vektor  wollm  wir  mit  M  beiieidhnen  nnd  daa  Moment 
erster  Ordnung  des  Poliysftems  (olme  weitem  Znsata)  nenB>  n 

Yen  den  Tensorkomponenten  Jf^  sind  diejenigen  Jf^,  Mf^,  Mfg 
Komponente  erster,  diejenigen  M^^,  Jf^^,  3fj,  Komponenten 
zweiter  Art  nach  den  Koordinatermelisen.  Die  Konstituenten  des 
resultierenden  Tensortripels  sollfn  wieder  durch  Jfj,  Mji,  he- 
zeichnet  und  die  Momente  :£ weiter  Ordnung  des  Polsystems  ge- 
nannt werden.  Auf  die  Momente  höherer  Ordnung  brauchen  wir  hier 
nicht  eiü/.ugeiieii. 

§  106.  Deutung  der  Parameter  der  Entwiaklnng.  Man  kann 
diese  Momente  dadurch  anschaulich  deuten,  daß  man  einfachste  Fälle 

konstruiert,  bei  denen  sieh  die  Potentialfnnlrtion  <p  je  nur  auf 
da8  eine  mit  dem  bezüglichen  Faktor  behaftete  ülied  re- 
duziert. 

Das  erste  (ili*  1  in  (137)  resp.  (l.HJ^)  stellt  eine  Punktpotential- 
funktion  von  d»  i  Att  der  in  (135;  auftretenden  dar;  die  wirkende 
Masfie  iät  die  QebamtlaJung  des  Systems;  dieselbe  erscheint 

in  dem  Punkt  x^,  y^,  ^q,  dem  Zentrum  der  Umhüllungskugel,  kon- 
seairieri 

Das  QUad  M^e(l/r)/dx^  hat  die  Form  der  Potentialfimktion  eiaea 
nnondlieh  engen  Polpaarss^  dessen  Pole  —  »,  +»  nSebst  dem  Kugel- 

Zentrum  auf  einer  zur  o;- Achse  parallelen  G  i  l  a  L  n  liefen.  In  der  Tat 
liefert  ein  solches  Polpaar  fDr  ^la  in  endlicher  Entfennmg  liegendan 
Anfpmikte  «uie  Potentialftmktion  ^ 

wobd  t  ^  rdatiTO  4;-Koordinate  Ton  +  m  gegen  ^  m  bsMiehnei* 
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An  der  Stelle  Ton  Mi  m  (138 1  stellt  hier  m|;  ist  ^tnj^^O, 
also  die  Geaamtladiuig  des  Systems  gleich  NqU^  so  kann  man  anch 

Ml  —  ^o)      dieselbe  Form  i»|  bringen,  wenn  man  die  posi- 

tiTen  nnd  die  n^tiven  G^esamtladmigen  +  (m)  und  —  (m)  för  sieh 

Letraobtet,  deren  Schworpunktskoordinaten  und  x_  nnd  ihre 
Differenz  2:^  —  x_  =  |  einführt;  man  erhält  dann  ohne  weiteres 
Ml  —  (m)i.  Kh  ist  also  Jf,  dasselbe,  als  wären  die  positiven  und 
die  nei^ativpn  Ladungen  je  als  Pole  in  dorn  betreffenden  Schwerpunkt 
konzentriert,  und  Analoges  gilt  für  3fj  und  M^. 

Die  drei  Glieder  erster  Ordnuntj  in  dem  Ausdruck  (138)  für  97 
lassen  sicli  zusamxneni'assea  gemäß  der  i^  ormel 

a>       ai       ai.  ai 
^.  a^  +  ^.  a^  +  ^.     -  ^  8^  (1«) 

wobei  Üf  lieb  als  das  Moment  eines  Polpaares  im  Kugdzentnun  an- 
aeben Ififii^  welches  durch  swei  Pole  +  {m )  und  —  (m)  in  den  Scbwei^ 
pnnkten  der  positiven  nnd  der  negativen  Ladungen  des  Systems  ge- 
geben ist  {  bezeichnet  dabei  die  Verbindungslinie  beider  Pole  von 
—  (fit)  nsch  +  (m)  positiv  gerechnet;  M  hat  den  Wert  (m)L  — 

Das  Glied  Mii8*(l/r)/cx^*  in  (138)  bat  die  Form  der  Potential- 
funktion von  vier  einander  gleichen  und  unendlich  nahen  Polen  ±ftt| 

in  der  Anordnung  (-J  

die  auf  einer  zur  X  Achse 
-i^X  parnllelen  Geraden  durch  das 
Kugeizentruni  symmeü'iscb 

zu  diesem  lieii^en. 

Bezeichnen  niimlich  |,  und  H„  die  beiden  in  Figur  lUii  eharak- 
terisierten  Ab^fände  zwischen  positivoii  und  negativen  Polen  des 
Sjatems,  dann  ist  die  Fotentialfunktiou  der  vier  Pole  auf  einen  Punkt 
in  den  endlichen  Entfernungen  r^j,  r^j,  r^,,  r_g  von  ihnen 

Jßs  steht  somit  an  SteUe  von  M^  oben. 

Das  Glied  MifC*(l/r)/cXQr  y^^  hat  die  Form  der  Potential- 
funktion eines  Systems  von  vier  gleichen  Polen  ±,  nach  der  An- 
ordnung (  die  in  den  Ecken  eines  kleinen  Rechtecks,  mit 

den  Seiten  parallel  zur  X-  und  zur  Achse  und  mit  dem  Zentrum 
im  Eugelzeutrum,  liegen. 


naiM. 
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Bezeiefanen  nSmlicb  und  i;^  die  in  Figur  104  charakterisierten 
Strecken  parallel  X  und  so  ist  die  Potentialfbnktioii  dieses  Systems 
auf  alle  Punkte  in  den  endlichen  Entfernungen  r^i,  r_|,  r^j, 


€3  Steht  somit  w^'lji^j  an  Stelle  von  3f,,  oben. 

Gleiche  Betrachtnngeu  führen  zu  Deutungen  der  übrigen  Momente 
zweiter  Ordnung.  Alle  stellen  sich  sonüt  dar  als  Produkte  einer  Pol- 
stärke in  zwei  Strecken,  über  deren  Größen  im  _^  ^,9 
einseinen  die  Zahlwerte  der  Momente  keinen  Auf« 
sehlnfi  geben.  — 

Da  die  Mj^^  gewöhnliche  Teosorkomponenten  ,   

sind,  so  gibt  es  ein  Koordinatensjstem,  bei  dessen  ^ 
£inftlhning  die  Komponenten  zweiter  Art  J/,j,  M^,  i^ie-iot 

verschwinden  und  diejenigen  erster  Art  in  die  Konstituenten  des 
Tensortripeis  Mj,  J/jj,  V,,,  selbst  übergehen.  Auf  dieses  Kooidi- 
nateiibN  stein  bezogen,  reduzieren  «ich  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
iu  w  auf 

1  1  1 

sie  stellen  dann  dar  die  PotentiaÜ'uuktiou  eines  Polsystcms,  welches 
ans  drei  längs  der  Pkurallelen  zu  den  Koordinatenachsen  augeordueten 
Polqnartettan  der  Art  Ton  Figur  103  besteht.  Mj,  ilf„,  Mi„  sind 
die  Momente  dieser  drei  Polsysteme.  Die  Angabe  ihrer  Betrüge  be- 
stimmt nur  die  Produkte  fii,|,|„  m^ijii},,  mstttt»  <^ber  die  ein- 
zelnen Faktoren  im  Übrigen  unbestimmt. 

Die  höheren  Glieder  der  Entwicklung  (139)  der  Potentialfimk- 
tion  tp  gestatten  eine  rllmliche  Behandlung,  wie  sie  vorstehourl  auf 
die  Glieder  erster  und  zweiter  Art  angewondet  ist;  die  bez.  Glieder 
haben  aber  für  uns  kein  direktes  Interesse  und  mögen  daher  un- 
berücksichtigt bleiben. 

Nur  die  Bemerkung  mag  beigefügt  werden,  daß,  wie  die  Glieder 
erster  Ordnung,  als  durch  einen  Vektor,  die  der  zweiten  Ordnung  als 
durch  ein  Tensortripel  bestimmt,  die  SymmetrieTeibaltnisse  dieser  Größen 
wiederspiegeln,  so  auch  den  höheren  Gliedern  bestimmte  Symmetrien 
eigen  find,  die  sich  mehr  oder  weniger  den  Symmetrien  der  32  Kristall- 
grappen  anpassen  lassen.   Es  ist  hierauf  bereits  S.  121  hingewiesen. 

§  107.  Re i h e nentwicikl nng  für  das  Potential.  Wir  können  TOn 
der  Potentialfanktion  9  zu  dem  Potential  0,  auf  einen  Pol  m  an  der 
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Stelle  X,  II,  z  übergehen,  wenn  wir  iu  (138)  mir  beidt  r-rits  den  Fak- 
tor m  liiozutiigen.  Dabei  hat  ^  die  BedeutuDg  der  Potential- 
{tmktion  Ton  m  im  Kogelzentrum. 

Befinden  sich  aaßerhftlb  der  das  System  der  umhüllendea 

Kugel  TTiehrerp  Pole       m\  m",  so  be/eiclinen  wir  al*?  Poten- 

tial 0  des  iniiern  auf  das  äußere  System  SuiiiiiK"  der  bezügiiciiea 
iiin/.eipüteiitiale  wqp  -f  m  (f  '  4-  ■  •  dabei  ist  jedes  der  g?,  tp'j  9",  .  .  - 
für  den  Ort  der  bezüglichen  m,  m',  m  \  ...  zu  nehmen.  Wir  er- 
halteu  AO 

+  K/v27  +  -  +  2*»^];!k2f +  •••)  +  ••• 

wobei  jelst  die  Summen  sich  auf  die  Hmmh  m,  m'^  ...  und  die 
£ntfemu]igea  r  ,  . . .  des  äußern  Systems  Tom  Mittelpunkt  g^^y^^M^ 
der  UmhQllungskugel  besieheii. 

Hierin  stellt  nun  aber  ^m')'^^  die  Potentialfunktion  des 

ganzen  änßem  Systems  im  Kugelmittelpunkt  r,,,  f/,,,  r„  dar,  und  wir 
können  bei  Einitihrung  der  bekeffenden  Bezeichnung  schreiben 

+  Kl^. + ■  ■  • + ^^--£k +■■■)+■■■■'  (1**) 

bei  SinfUinuig  der  Feldkomponenisn  X«,  Tg;  des  iiifiem  Sysiems 
im  Eugelmittelpiixikt  nimmt  dies  die  Form  so 

wobei  die  DareteUung        +         ^  "  ^  a^y.  ^  Symmetrie 

halber  gewählt  ist. 

Die  Einfiihrun«?  der  Potentialfunktion  it,  welche  Ton  dem  AtW- 
druck  (143)  zu  (144)  führte,  gestattet  eiiiu  einfache  Behandlung  des 
wichtigen  Falles,  daß  das  äußere  System  ähnliche  Nator  hat»  wie  das 
inaerey  insbesondere  sieh  dttfck  eine  Engelfliohe  einschliefieD  lifi^  in 
besag  auf  welche  der  Ponkt  ^r^,  y^,  ein  ftnBerer  ist  Dann  kann 
man  nämlich  fOr  seine  Potsntlalfanktion  if  im  Uitlelpnnkt  x^,  y^, 
einen  Ausdruck  Ton  derselben  Form  setzen,  wie  er  in  (138)  f&r  die 
Potentialfunktion  9  eines  beliebigen  Masscni^yatoms  auf  einen  Punkt 
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inftMlialb  d«r  UmbUUangakngeL  «Dgegeben  iit.  Wir  wollen  dmi  so 
entstehenden  und  leiehi  sn  bildenden,  aber  kompHxieiien  Ansdrnok 
ftr  0  niebt  bineehreiben. 

§  108.  AUgemeineB  über  die  Anwendung  der  vozetolienden 
Besnltate.  Vorstehende  Entwicklungen  der  Poteutialfunktion  tmd  des 
Potentials  eine«?  Massen syste ms  hah^'n  eine  weit|rehende  Bedeutung 
für  dif  'Phporip  der  uilgemeinen  Physik  und  insbesondere  auch  tur 
diejenige  der  Knstailphysik.  Insofern  man  die  Element arniasseu  (§  61) 
oder  die  Moleküle  eines  Kristalls  als  Massensyateme  der  oben  behan- 
delten Art  betrachtet,  ergeben  die  gewonnenen  Ausdrücke  für  (f  und 
ftr  4>  die  allgemeinsten  Gesetze  des  Feldes  eines  MoIekOls 
und  diejenigen  der  Wechselwirkung  swiscben  swei  Mole- 
kfilen.  Dabei  ist  über  die  Elemeniarknill  nnr  das  Nrndm-Ooiihmb' 
sehe  Qeaets  aogenommen;  diese  Kraft  kann  also  ebensowohl  Ghrari- 
ialio%  als  magnetische  oder  elektrische  Fem  Wirkung  sein.  Nach  den 
modernen  Anschauungen  wird  man  der  letsteren  bei  molekularen  Vor- 
l^bigen  den  größten  Einfluß  beilegen. 

Die  Falle  elektrisehcr  oder  magnetischer  Wechselwirkung  sind 
iosofüru  spezielle,  als  bei  ihnen  die  Massensysteine  trleichviel  La- 
dungen positiven  und  ncffatiren  Vorzeichens  besitzen,  wie  wir  sagen, 
neutral  sind.  Dies  luit  dann  zur  Folge,  daß  in  den  i'ormeln  der 
letzten  Par^raphen  überall  JJ^  verschwindet 

Die  Ausdr^e  ftr  ^  und  O  kSnnsn  hiernach  als  sebr  aUgemeine 
und  snTeittssige  Ghrundhigen  einer  molekularen  Theorie  der  Eigen- 
Schäften  Yon  Eristallen  gelten.  Auf  die  wichtigsten  allgemeinen 
Anwendungen  des  Ausdrucks  (138)  für  tp  geben  wir  bereits  hier  ein, 
während  wir  alle  Folgerungen,  welche  die  Erklürung  spezieller  be- 
obachtbarer Erscheinungen  liefern,  auf  sp&tere  Kapitel  Uber  einaelne 
Gebiete  der  Kristallphysik  rerschieben. 

Iiier  mag  zunächst  noch  eine  generelle  Bemerkung  tou  priu* 
upieller  Bedeutung  Platz  finden. 

Unsere  Beobachtungen  bezieiien  Bich  nahezu  ausnahmslos  nicht 
auf  das  Verbalteu  der  Elementarmassen  oder  Moleküle,  soudern  auf 
dasjffluge  Ton  Yolumenteilen.  Die  Aufistellung  der  Theorien  be- 
obaditbarer  Brseheinungen  erfordert  daher  der  Begel  nach  den  Über- 
gang Ton  den  enteren  an  den  letsteren.  Ein  soläier  Übergang  ver- 
hagt,  daß  sich  fOr  die  in  der  Theorie  auftretenden  Funktionen 
(s.  B.  Dir  die  KraftÜBlder),  welche  in  den  Räumen  zwischen  den  Ele- 
msntaimassen  variieren,  verständige  Mittelwerte  einführen  lassen.  Wir 
werden  sehen,  daß  scdche  Mitteiwertbildungen  in  vielen  Fällen  gans 
unbedenklich  sind,  in  andern  dagegen  Scliwierir^keitcn  bieten,  ja  an- 
scheinend onmögiioh  werden.   Hierin  liegt  ein  besonderes  Interesse^ 
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welches  die  nachstehenden  Eniwicklnngen  —  die  in  erster  Linie 
spätere  Anwendungen  vorbereiten  —  auch  an  sieh  beBitzen. 

§  109.  Die  Fotentialfunktion  eines  vektoriell  erregten  Körpers» 

Die  TorFitchenden  Botmclitunpren  gewinnen  eine  besondere  Bedeutimg 
für  die  'l'heorie  >\(>v  i  ]f  ktrisch<'n  Erroiiim^  von  Dielektrika,  sowie  für 
diejeni^fo  der  MagnetLsieruugj  bei  diesen  Vorgängen  darf  in  den  klein- 
sten Teilen  (vermutlich  den  Molekülen)  der  betreffendtn  Kfirper  eine 
neutrale  Verteilung  eiektrisclier  oder  magnetischer  Ladungen  an- 
genommen, also  M^^i)  gesetEt  werden.  Bei  der  magnetischen  Er- 
regung macht  es  hierbei  keinen  üaterschied,  ob  die  magnetische  Wir- 
kiuig  statt  auf  Ladnngen  anf  MolekularstrOmen  beroht,  da  diese 
bekaimtlieh  mit  magnetischeD  Ladungen  äquivalent  sind. 

Identifizieren  wir  ein  elektrisch  oder  magnetisch  erregtes  Molekül 

an  der  Stelle  x^,  y^^  mit  dem  System  der  Ladungen  in  §  105, 
so  ergibt  sich  filr  dessen  Fotentialfunktion  (['  auf  einen  äußeren  Punkt 
naeb  (138)  wegen  M^^  —  O  in  leicht  geänderter  Bezeichnung  der 
Momente 

ai 

V«/  l//+^ilf/+ /  Jlf.'+^^ilf'  +...+2.    l   M'-\-  '^ 

^    dx^    ^    dy^    "  '  a«a    '    a«Q*  ^  ^y#^-fo 

Bis  Momwte  M*  des  Molekfiles  werden  nach  ihrer  Definition  mit 
wachsender  Ordnung  im  allgemeinen  um  so  schneller  abnehmen,  je 
kleiner  das  System  ist,  und  wenn  nicht  etwa  die  Momente  erster 

Ordntmg  identisch  verschwinden,  wird  bei  molekularen  Systemen  das 
OUed  erster  Ordnung  die  Wirkung  im  allgemeinen  merklieh  vollstÜndig 
darstellen.  Wir  wollen  diesen  Kall  zunächst  allein  betrachten. 

Für  ein  Volumenelement  dl-Q,  das  eine  sehr  große  Zahl  ähnlicher 
Systeme  enthält,  läßt  sich,  falls  der  Punkt  x,  y,  z  in  endlicher  Ent- 
femuTifj  lien-t.  und  deragemüB  r  für  alle  Stellen  des  Elementes  als 
gleieli  betrachtet  werden  kann,  die  Potfntialfunktion  (erster  Ordnung) 
durch  Summation  über  die  Einzelfun ktioncu  bei  konstantem  r  bilden. 
Wir  erhalten  so 

wobei  die  3/^  jetzt  die  Momente  der  Volumeneinheit  nach  den 
Koordinatenachsen  an  der  Stelle  von  d1<^  bezeichnen  und  die 
elektrischen  odor  mnL'n "tischen  Erreirnngen  von  dh^  charakterisieren. 
Die  einzeiie  ii  i  ilieder  dieseö  Ausdruckes  lassen  sich  ebenso  als  Potentiale 
von  Polpaaren  auffassen,  wie  diejenigen  von  (140). 
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Oehört  das  Volumenelement  einem  endlichen  Körper  an,  so  ergibt 
sich  lUr  dessen  Potentialfunktioo 

Es  mag  ohne  Beweis  erwähnt  werden,  daß  die'^GT  Ausdruck,  dor  zn- 
nächst  nur  tiir  Punkte  in  eniiücher  Entfernuti<4  vom  Körpfr  \)e<i;ründet 
ist,  sowolil  in  ilesBcn  Oberfläche,  als  nwrh.  in  dessi'u  Imuren  einen 
Sinn  behält,  weil  niich  der  Natur  der  unter  «leni  Integiul  stehenden 
Funktionen  die  einem  inneren  Punkte  unendlich  nahen  Teile  des  Kör- 
perr»  nur  unendlich  geringe  Anteile  zum  Wert  des  Integralö  liefern. 

Der  Ausdmck  (147)  für  9  hat  sieb  bei  zahlreichen  Anwendungen 
als  eine  der  Wirklichkeit  entsprechende  Darstellung  der  von  erregten 
Dielektrika  and  Magnetika  ausgehenden  Wirkang  erwiesen  und  bildet 
desLgemäß  die  Grundlage  des  größten  Teiles  der  folgenden  Theorie 
jener  Körper.  Dcr<(  li)e  enthält  nichts  melir,  wa^  sich  auf  die  mole- 
kulare Hypothese  bezieht,  von  der  unsere  Beobachtungen  ausgingen; 
er  entspricht  gewissermaßen  einer  Kontinuumtheorie  der  Materie,  zu 
welcher  hier  also  ein  glatter  Übergang  gelingt.  — 

Eine  teilweise  Integration  bringt  u*  11  Ausdruck  (147)  auf  die 
Torrn  eines  Oberdächen-  und  eines  Itaumintegrales,  die  wir  schreiben 

f  -/ +  /       '  (1-18) 

dabei  idt 

—    —  Jfi  608  (n„ar)         cos  (n„y)  -f      cos  (»o')  = 

und  bedeutet  die  Biehtnng  der  inneren  Normale  auf  do,  die 
Komponente  tob  M  in  ihrer  Richtung.  Die  Qleiehung  (148),  welche 
nsoh  dem  oben  Bemerkten  auch  fBr  Punkte  innerhalb  des  erregten 
Körpers  ihren  Sinn  behSl^  stellt  9  dar  ab  die  Potentialfunktion  einer 

Oherflächendichte  6  und  einer  Raumdichte 

Es  sei  bemerkt,  daß  die^e  Dichten  a  und  q  im  wesentlichen 
Bechnangsgroßen  —  äquivalente  oder  scheinbare  Ladungen 
—  darstellen:  naeh  'hr  Herloltnng  des  Ausdniekeg  (149)  für  ist 
ja  in  jedem  ßaumelement  gleich  viel  positive  und  negative  Ladung 
vorhanden. 

Da  jedes  Vektorfeitl  sich  unter  dem  Bilde  einer  Strömung  auf- 
fassen läßt,  80  kann  man  demgemäß  auch  mit  dem  Moment  M  ver- 
ÜAhren.  Die  durch  M  dargesteQte  Strömung  rerlKuil  nur  im  erregten 
Körper,  da  außerhalb  desselben  M  Terschwindet   Femer  «eigen  die 
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Formeln  (149),  daß  die  Strömung  die  scheinbaren  Diditan  ^  und  € 
zu  Quellen  hat;  denn  nach  der  ersten  Formel  ist  die  7on  dem  Ober- 

flächenelement  dn^  normal  in  den  K{)rper  tretende  Strömung  durch 
—  6  do^^  gegeben,  nach  der  zweiten  J  (  rmel  die  aus  dem  Voluneii' 
element  dk^  ailbeitig  in  den  iiörper  austretende  doreh  —  q  dk^ 

§  110.  Der  fall  emer  Ixomogeneu  Erregimg.  In  cleni  Fall& 
eiiier  homogenen  Erregung,  also  rilnmlieh  konetanter  üf^,  M^,  ist 
nach  (149*)  ^  =  0,  der  erregte  Körper  also  mit  eiiier  Oberflftehen^ 
ladung  iqulTalent 

Da  die  Formel  (149^)  sieh  sohreiben  l&Ot 

cos  (»,,  M),  (150) 

so  ist  in  diesem  Falle  die  Dichte  9  mit  dem  Kosinus  des  Winkele 
Bwischeii  dem  Moment  M  und  der  inneren  "Normale  n.  proportional. 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  der  Körper  dio  Form  eines  Zylinders 
mit  geraden  Eudtlücheu  besitzt,  und  M  parullol  /u  desspn  Achse  iiegt^ 
tragen  diese  Etidtlächeu  scheinbare  Ladungen  von  kuribtunteii  Größen  M 
und  entgegengesetzten  Vorzeichen;  <lie  Munteltiäche  ist  ladungsfrei. 

Der  Aui^ruck  (147)  fQr  das  Potential  nimmt  bei  konstanter 
Erregung  die  Foim  an 

oder  wenn  man  berücksichtigt,  daß  gilt 


auch 


Die  X,  y,  e  sind  dabei  wieder  die  Koordinaten  des  Punktee,  auf  den 
sich  die  Potentialfunktion  <p  bezieht 


^  (153) 


ist  die  PotentialAinktioB,  welche  der  enegte  Körper  an  dieeer  SteUo 
ansllben  wfirde,  wenn  er  mit  der  homogenen  Dichte  Eins  eifllllt  wire^ 

-H-^.  -U-^'  -a*-''  ^^^> 

•ind  somit  die  Feldkomponenten,  die  dieser  Yerteilnng  entspreohen^ 
und  man  kamt  (152)  aneh  selireiben 

9  =  itfj^  -f  M^B  +  Jf,C.  (165) 
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§  III.  Sie  ■pMMton  llUe  toh  Kafd  and  SUipioid.  Hat  der 
ESrper  Kiig«]geBta)i^  und  liegt  der  Soordmfttenao&iig  im  Z6Dtni%  eo 
iit  bis  auf  eme  inraleTaiite  additiif«  Kometatite  fllr  innere  Punkte 

 XV  T(**  +  y*+'*)'  (^^) 

•lio 

B,  =  *3*y,  (157) 

Hier  wird  dann 

9,  -  ^*  (Jlf,a;  +  l^y  +  JJ^  (158) 

d.  k,  die  Potentialfanktion  ist  in  Ebenen  normal  zu  dem  Gesamt» 
moment  M  kmiatont. 

Für  äußere  Punkte  gilt  im  Falle  der  Kogel 

♦.-^'-f.  (169) 

wobei  JR  den  Badioi^  K  das  Volomen  der  Kugel  beseiohnet  Daram 
folgt 

«B.-^,     O^-^U  (160) 

eise 

9,  -  f.      ^  4-  Äilf  +  J^.^)  (161) 

Dieie  Potentialfanktion  ist  nach  (140)  identisch  mit  derjenigen  eines 
Polpaaras  Yon  den  Momenten  M^K,  M^K,  M^K  naeb  den  Koordinaten- 
adhssDy  das  sioh  im  Kogeknitfcelpnnkt  befindet  — 

Im  FalU^  da0  der  KSrper  die  Form  eines  dreiaduigen  EUipsoids 
besibrt^  gelten  übnlicbe  Formeln. 

Die  Potentialfanktion  ^  einer  Verteilnng  Ton  der  Diehte  Eins 
besitst  für  innere  Pnnkte  die  Form 

 X  (i^i    +  A    +  A  (^^2) 

wobei  die  Konstanten  bezeichnen,  die  sich  durch  elliptischi;  Inte- 
grale ausdrücken  und  nur  ?ou  den  VerhäUnissen  der  ElUpsoidachsen 
sbhangen.    Hier  wird 

^ie  Potentialfanktion  (p^  ist  also  auch  jets^  noch  in  pavaUekni  Ebenen 
kon!;t;n  t,  aber  diese  Ebenen  stehen  nicht  mehr  normal  an  dem 
Moment  AL 
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Fflr  iitßere  Punkte  gilt 

''iiM.-Pt^'-Pt^-  P,  ( 1 64) 

wobei  die  j>j  jetzt  die  Koordinaten  enthalten,  doch  in  der  Weise,  daß 

wird.   £t  gilt  somit  formal  fihnlich  ein&oh,  wie  bei  der  Kugel, 

9.  -  V  (J>i  il^i    -h  J),  iW.y  +  i),  (166) 

E»  sei  bemerkt,  dali  lax  Falle  eines  Rotationsellipsoids  die  eJlij)- 
tuehen  Integrale  resp.  jJ^  auf  Logai-ithmen  oder  Ereisfirnktionen 
TedoBierbar  werden.  Wir  fosaen  bier  nur  die  Wirkungen  auf  innere 
Punkte  ins  Auga 

Handelt  ea  aioh  um  ein  Ter  länger  tea  RotationaeUipaoid,  desaak 
große  Achse  in  der  ^Aehae  li^^  beseidinet  man  die  HalbachaeQ  JL 
und  I  zu  Z  mit  a  und  e  und  setzt  (e*  ^  a')/a'  —     so  wird 

A + VI +  (167) 

Ist  S|)eziell  das  Ellipsoid  sehr  bedeutend  gegtreekt,  also  r  viele  Male 
größer  als      so  ist  £  eine  sehr  große  Zahl  und  iu  erster  Annäherung 

S  Shi(2*) 
Pt  —  A  —  if  -,t  • 

Daraus  folgt 

-  2x  {m^  X  +      y  -f  ^- j^*^  JU,  i^]  •  (168) 

Handelt  ea  sieh  um  ein  abgeplattetea  Rotationaellipaoid  mit 
der  Ueinan  Achse  in  der  Z-Acfase,  und  setzt  man 

so  IS» 

A  -  A  -         +  ^^j  arc  tg  £  -      j)^  -     t'^^ - arc  tg «)•  (169) 
Bei  8ehr  starker  Abplattung,  also  sehr  großem     wird  angenähert 

iä 


8»  o 

A— A  — r;i  A-3, 


also 

9,- *'(lfj*+ilf,i/)  4- 4*  Jf,f.  .  (170) 
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§  1  12.  Potentlall  unk  tion  einer  vektoriell  orroe;ton  Lamelle. 
Noch  -sei  aut  tieu  iaü  hm|jt'wiesen,  fi;iB  diT  Körper  die  Form  einer 
(liinntMi  Lamelle  hat.  Um  die  Formel  hierfür  zu  j^ewinnen,  führt  man 
am  besten  in  1,147)  nach  S.  198  die  Größe  des  resultierenden  lokalen 
Momentet  M  and  daneben  «eioe  Richtung  ein,  die  wieder  mit  l  be- 
zeichnet werden  mag.  Ee  iet  denn  noch  ganz  allgemein  gflltig  ge- 
mäß (147) 


9 


Im  Falle  der  I^ampüe  drücken  wir  das  Körperelement  dnrch  das 
Proflnkf  aus  dem  Elemont  der  Grundtläche  do^  und  der  Dicke  n  der 
Laoieile  aus.    Wir  haben  dann  zunächst 

oder  bei  Einftthrnng  dee  Momentee  der  Flächeneinheit  N^Mn  anch 

Fällt  speziell,  wie  oben  au^t-iiomtnen,  die  lüchtung  /  des  Momentes 
in  die  Kormale      auf  do^,  so  gibt  dies 


§  1 13.  Die  Veldkomponenten  Im  Innen  dee  enegten  Kttxpenk. 
Die  DiAsrentialqnotienten 

"dx*^^*    ~dy^^*  'h"^ 

Btellen  nach  (11  fi)  außerhalb  des  Körpers  die  Feldkomponenten  dar, 
die  von  dessen  Erregung  ausgehen.  Im  Innern  ist  dies  nicht  ohne 
weiteres  der  Faii;  denn  wenn  mau  den  gew()hnli('hen  ( «renzü bergan g- 
aasfOhrt,  nämlich  den  FJnheitspol  erst  in  einem  Hohlraum  liegend 
denkt  und  diesen  Hohlraum  dann  uuendlich  klein  werden  läßt,  so 
ergibt  eich  daa  Endresultat  fttr  dq^  rx,*"  jon  der  Gestelt  des  Hohl- 
raxiines  abhängig. 

In  der  Tat,  geht  man  aus  Ton  der  Form  (148)  der  Potential- 
funktion welche  diese  GrGBe  eis  die  Potentielfonktion  einer  Ober- 
flächen- und  einer  Raumladung  erscheinen  laßt|  so  wird  zwar  die 
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Heretelluug  eines  unendlich  kleinen  Hohlraumes  um  den  Aufpankt 
das  Raum  integral  nicht  veräailorn,  weil  nach  der  Eii^enschaft  dieser 
Integrale  die  dem  Autpuukt  unendlich  nahen  Teile  auch  nur  uueudlich 
wenig  zu  dem  Integral  wert  beitragen;  aber  das  Oberflächenintegral 
vird  ▼erindert  dufoh  Anftraten  eiiMr  neiieii  Oberfliehe^  nSndieh  ebeo 
derjenigen,  die  den  Kdrper  BBdt  dem  Hohkaiim  su  begrenst  Die 
Ledimg  dieeer  Oberfläche  gibt  nun  zwer  sn  der  PotentieUnnktion  nnr  einen 
verschwindend  kleinen  Beitrag,  aber  zu  den  Feldkomponenten  einen  end> 
liehen  und  von  der  Form  des  Hohlraumes  abhängenden  Anteil 

Der  tiefere  Grund  der  hierin  liegenden  Unbestimmtheit  ist  naMrlich 
die  Benutzung  des  Au8druckef4  ri47^  für  die  Potcntialfunktion  y  fttr 
innere  Punkte,  obwohl  die  Ableitinifi;  der  Eleinentnrwirknütr  (Hß)  aus- 
drücklich eine  endliehe  EntfernuDir  des  Volnnieneletiiuutes  vou  dem 
Aufpunkt  vorausst»izte.  Ein  raolt  kul  i  res  Systorn  ilarf  eben  (wie  schon 
»S.  201  signalibierij  uiciit  in  allen  i*aiieu  als  ein  Kontinuum  be- 
handelt werden.  In  dem  vorliegenden  Falle  l&ßt  sich  nun  die  auf* 
tretende  Schwierigkeit  doroh  Einftthnmg  eines  ipeiiellen  Gfrenittber- 
ganges,  d.  h.  einer  epesiellen  Fonn  des  Hoblnamee,  die  eelbetreraiSiid- 
lieh  konsequent  yerwertet  werden  mnfl,  umgehen. 

Hat  nämliith  der  Hohlraum  die  Gestalt  eines  sehr  engen  Zylindern 
mit  der  Achse  parallel  su  M,  so  gibt  die  innere  äquivalente  Ladung  tf, 
die  sich  nach  (150)  nur  auf  den  Grundflächen  des  Zylinders  befindet^ 
keine?!  merklichen  Anteil  zur  Feldstärke;  letztere  kann  hier  allein  aus 
der  räumlichen  !i(|U)valenten  Dichte  o  und  aus  der  sch'Mnbfiren  T^adung 
der  äußeren  Betri-euzuni?  bereclmet  werden.  Dieser  lTreii/-uüergaug 
wird  immer  stillschweigend  vorausgesetzt,  wenn  man  von 
der  Feldstärke  im  Innbru  das  erregten  Körpers  spricht 

Hieniaeh  können  wir  nun  anch  n.  B,  direkt  die  Felditirke  im 
Innern  eines  homogen  erregten  Körpers  gemaft  den  Formeln  (136) 
berechnen.  Ans  dem  Ausdruck  (168)  f&r  die  Potentialfunktion  einer 
homogen  eursg^n  Kugel  ergibt  sich  z.  B.  für  die  innem  Feldkom- 
ponenten 

X,  ^^Jtf..    r,  ^Jf„    Z,  ^Jlf,  (174) 

Das  Feld  im  Innern  einer  hnmogen  erregten  Kugel  ist  somit  gleich- 
lulls  humogen;  seine  Hichtung  ist  derjenigen  des  Mom'  nt'^  ßf  etit- 
gegenge.s(;tzt,  seine  St^irke  ist  dessen  Grölie  proportional  und  dabei 
TOD  der  ürüüe  der  Kugel  unal»liängig. 

Aualoge  Resultate  liefert  der  Ausdruck  (163)  für  die  Potential- 
funktion  eines  homogen  erregten  EUipsoids  auf  iunere  Punkte;  es 
ergibt  sieh  hier  allgemein 

^--TAJ*^,  jr,  ^p,M,,   Z,  ^p»U,.  (176) 
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Von  Interesse  sind  die  speziellen  Wei-te,  die  hieraus  in  den  S.  206 
besprocheueu  spezieileu  Fällen  folgen. 

Ffir  ein  (nach  der  Z-Achfle)  sehr  liark  gestreokiee  ßotatioiu- 
«Uipeoid  wird,  da  luer  e/a  —  s  sebr  groß  ist, 

Xt^-2»M^,    r,--2«3f„   Z,  (170) 

Bei  longitudinaler  Erregung  (Jtf^  =  0,  =■  0)  ist  also  die  Feldstärke 
im  laaiun.  des  BUipeoidi  Ideia  ron  der  Oidnung  In  (2 

Für  ein  (nach  der  ^rAdiae)  eehr  stark  abgeplattetes  EUipsoid 
gilt  analoge  da  kier  a/e  —  «  sehr  groß  ist, 

X,  Y,  Z.  4,Äi.  (lH) 

Hier  wird  also  bei  Erreoiing  nacii  der  XY- Ebene  (Ä,  —  0)  die  Feld- 
stärke im  Innern  kifiii  von  der  Ordnunir  1  f. 

Beide  Torstebende  Resultate  haben  tür  spätere  Überlegungen 
Wichtigkeit. 

Wir  wotten  som  Abschloß  der  Betrachtung  der  Feldkomponenten 
im  Innern  eines  vektoriell  erregten  Körpers  noch  die  folgende  Über- 
legnng  ansteUen.   Wie  8.  208  gesagt,  fQhrt  der  bei  der  Berechnung 

dieser  Komponenten  anasustellende  Grenzübergang  zu  keinem  Yon 
dem  hergestellten  Hohlraum  herrührenden  Anteil  der  Feldkomponenten, 
falls  er  die  Form  eines  sehr  gestreckten  feinen  Zylinders  mit  der 
Achse  paralU'l  besitzt.  Wir  werden  daraus  schließen  dürfen,  daß 
auch  der  ursprünglich  den  Hohlmim  erfüllende  materiell»^  Zylinder, 
4.  h.  also  überhaupt  ein  A  olunu  neloment  von  der  angenommenen 
Form  und  Erregung,  auf  einen  iunern  Punkt  keine  merkliche  Feld- 
etärke  auszuüben  vermag. 

in  demselben  Sinne  läßt  sich  auch  das  in  (HG)  fOr  die  Feldkom- 
ponenten im  Innern  eines  sehr  gestreckten  Rotationsellipsoids  dar* 
gestellte  Gesets  Tenrerten.  Wir  werden  anch  anf  dies  Resultat  unten 
aarttokgrNliBn. 

§  114  Polare  und  axiale  Natur  der  elektrischen  und  der 
magnetischen  Vektoren.  Wa^  nun  die  bisher  noch  niclit  gestellte 
Frage  nach  der  polaren  oder  axialen  Natur  des  Vektors  3f  anareht, 
HO  erscheint  es  nach  dem  Bisherigen  zunächst  als  selbstverständlich, 
daß  derselbe  sowohl  im  Falle  eines  elektrisch,  wie  eines  magnetisch 
«negten  KSfpers  polar  ist^  denn  ein  Polpaar  (—  *  — i-)  besitst  er- 
dehtUeh  keine  Symmetrieebene  normal  zur  Verbindungslinie,  die  bei 
«analen  Yektoren  nadi  8,  ISl  vorhsnden  sein  muß. 

Indessen  ist  dieser  Schluß  nicht  richtig.  Die  Vorstellung  eines 
Pols^vtems  ist  vorent  nur  ein  Bild,  durch  weldies  wir  gewisse 

Tvtf«,  TrilMlIpfcydk.  14 
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duirakterutiioli«  Eigenschaften  einaa  magnetisch  oder  dielektriseh  er« 
regten  Körpers  in  aiudytisch  faßbarer  Form  haben  wiederga  ben  könnflo. 
Damit  ist  in  keiner  Weise  bewiesen,  daß  das  Bild  für  alle  Eigen- 
schaften zutreffend  sein  müßte.  In  der  Tat  kann  man  leicht  zeigen^ 
Haß  hekuüute  Gesetze  mit  der  Annahme.  sei  sowohl  im  Falle  elek- 
trischer, wie  iu  domjeuigeu  magneti»ciier  Erregung  ein  polarer 
Vektor,  im  Widersprnc.h  stehen. 

Hierzu  bemerken  wir,  daß,  wenn  SU  polar  ist,  ^  nach  seiner  Defini- 
tion (147)  einen  gewöhnliehen  Skalar,  wenn  M  axial  iat^  q>  einen 
Psendoakalar  darstelll  Hierans  ergibt  sich,  daß  die  Feldkompooenioi 

"     dx*  '  * ' 

im  ersten  FaUe  polare,  im  sweiten  Falle  axiale  Natnr  besitseD.  Die 
Feldatftrke  BÜmmt  also  in  ihrem  Charakter  eteta  mit  dem 
Moment  M  fiberein. 

Nun  lauten  bekanntlich  die  Grrundgleichnngen  der  Jlfcm^'eäsehen 
Elektrodynamik  fdr  den  iroien  Äther  in  der  ihnen  von  H.  Heria  ge- 
gebenen Form,  falls  X,  Y,  Z  die  elektrischen,  A,  B,  C  die  magne- 
tischen Feldkomponenten  beaeichneu,  und  v  die  Liehtgeechwiudigkeit 
im  Äther  ist, 

Ans  ihnen  ergibt  sieh,  daß  die  elektrische  and  Sie  magnetiflobe 
Feldst&rke  notwendig  Vektoren  Yersohiedenen  Gharaktors  ssin 

müssen;  denn  die  zeitlichen  Änderungen  eines  Vektors  sind  dem  be- 
treffenden Vektor  selbst  gleichai*tig,  und  wenn  die  elektrischen  Kom- 
ponenten X,  Y,  Z  bei  luTersion  des  Koordinatensysteme  ihr  Vorzeichen 
umkehren,  j^o  folgt  aus  beiden  Tripeln  Formeln  übereir-timmeud, 
daß  die  magnetibchen  Komponenten  hierljei  ihr  Vorzeichen  behalten 
müssen,  und  umgekehrt.  Analoges  gilt  nach  obigem  dann  auch  fär 
die  elektrischen  und  die  magnetischen  yektoriellen  Momente. 

£ine  Sicherheit  dafür,  daß  die  m^netischen  oder  die  elektrischen 
Vektoren  den  polaren  oder  dm  analen  Charakter  haben,  ist  aos  den 
bisherigen  Betrachtungen  nicht  an  gewinnen.  Man  möchte  xnnaehst 
geneigt  sein,  daraas,  daß  ein  Elementarmagnet  dnreh  einen  elektrischen 
Elementarstrom  ersetzbar  ist,  auf  den  rotatorischen  Charakter  der 
magnetischen  Größen  zu  schließen;  aber  diese  ÄjqniTalenz  ist  im  letzten 
Grunde  nichts  den  Oleieliungen  (178)  Fremdes,  und  ihre  Deutung  in 
dem  Sinne  der  Entscheidnnp:  i'iber  den  axialen  Charakter  der  mnijne- 
tischen  <Jr''ßrn  setzt  docii  wieder  die  Annahnu'  des  pti|firf>n  '  h;irak- 
ters  der  eii-ktrisilien  (ir(ißen  voraus*,  wären  dieselben  ihrerseits  axial, 
SO  würde  trotzdem  ittr  die  magnetischen  der  polare  Charakter  folgen. 
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Etwas  weiter  hilft  die  Elektronentheorie,  die  den  elektrlBchen 
Polen,  mit  denen  wir  oben  operiert  haben,  körperliche  Realität 
beilegt.  Mit  ihr  erscheint  allein  die  polare  Xatur  der  elektrischen 
Großen  yereinbar.  Immerliin  handelt  es  sich  hierbei  um  eine,  gleich- 
viel wie  plausible  Hypotiiese,  und  es  ist  gewiß  v(»n  Interesse, 
daß  gerade  die  KristaUphysik  mit  ihren  klaren  Symmetrie heziehimgfa 
einen  Beweiü  für  die  polare  Natur  der  elektrischen,  für  die  axiale 
der  magnetischen  Größen  zu  erbringen  vermag,  der  nichts  weiter 
voraussetzt,  ala  das  in  §  12  aufgestellte  FondamentelgeeetE,  daß  bei 
den  Kristallen  die  Symmetrie  der  Waehstnmienclieiniuigen  mit  den 
Symmetrien  der  Konstitation  der  Materie  (Ibereinstimmen.  Wir 
kommen  enf  diesen  Beweis  nnten  zurück,  wollen  aber,  um  Schwierig- 
keiten im  Ausdruck  zn  vermeiden,  vorbehältlich  des  noch  za 
liefernden  weiteren  Beweises  auf  Grund  der  erörterten  Plansibüität 
schon  jetzt  die  elektrischoTi  Vektoren  als  polar,  die  magne> 
tischen  als  axial  behandein.  — 

§  115.  Die  Potentialfimktion  eines  tonsorioll  erregten  Körpers. 
In  den  Fällen,  daß  ein  neutrales  Molekill  kein  Moment  erster  Ordnung  M 
bebitzt,  wird  sein  Potential  auf  Punkte  in  endlicher  Entfernung  wesent- 
Udi  dnreh  die  Glieder  s weiter  Ordnung  in  (138)  dargestellt  werden. 
Für  ein  Volumenelement,  das  sehr  viele  solche  Moleküle  enthUi^  mid 
einen  Punkt  in  endlicher  Entfernung  ist  denn  eine  mit  (146)  analoge 
Formel  zu  bilden,  und  für  einen  endlichen,  aus  derartigen  Volnmeo* 
elementen  bestehenden  Körper  gilt  entsprechend  (147)^) 

r 

dg.' 

EUerbei  sind  die  M^^  wiederum  die  Komponenten  der  auf  die 
Volumeneinheit  bezogenen  tensoriellen  Momente  an  der  Stelle  von  dk^. 
Jedes  der  unter  dem  Integral  stehenden  sechs  (ilicder  läßt  sieh  pemäß 
dem  S.  198  n.  199  Ausgeführten  als  die  Potentialfunktion  eines  ge- 
wissen Poiquaxtettes  autfassen. 

Die  Feldkomponeuteu  X,  X,  Z  beatimmen  sich  aus  dem  Aus- 
druck (179)  für  äußere  Punkte  in  endlicher  Entfernung  gemäß  den 
allgemeinen  Formeln 


1)  W.  Vfugt,  Ciött.  Nachr.  löOö  p.  894. 
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Basfiglieh  d«r  polaren  oder  uaalen  Natar  der  tensorieUea  Mo- 
mente Jtf^  imd  gaiu  illinimhe  Obeiiegangen  aiuoiteUen,  wie  besllg- 
]ieh  der  fektoriellen  Momente  Jf^  in  §  114  Nach  der  Ableitung 
unserer  Formel  möchte  man  sie  sowohl  im  Falle  elektrischer  wie 
nii^etischer  Erregung  fDr  polar  Ii  alten,  aber  eine  solche  Vcrmutong 
i-^t,  wie  schon  nhpn  h^mn'^ii,  nu'lit  stirhhaltijj.  du  dio  AWeitung  nur 
om  Bild  für  den  wirklichen  VorgauL;"  benutzt  hat,  das  ohue  Kück- 
»icht  auf  die  jetzt  au  ige  tauchte  Frage  ©rfund»Mi  ist. 

Die  Feldstärken,  welelie  der  Potentialfnnktion  (p  entsprechen,  haben 
aber  nach  deren  Detinitiou  dieselbe  Xutur,  wie  die  Motuente  M^^\ 
sie  sind  polar  oder  axial,  je  nachdem  gleiches  f&r  jene  Momento 
gili  Und  da  die  Mcuncdl-Serig sdien  Oleichtmgen  (178)  ergeben,  daß 
clektriache  nnd  magnetiecfae  FeldetSrken  notwendig  Vektoren  Ter- 
schiedener  Art  sein  mfliaen,  eo  gilt  glelchei  ancli  f&r  die  besfig- 
Uchen  Momente.  Aber  eine  Entscheidung,  welche  Gröfienari  axial, 
w<dche  polar  ist,  läßt  sich  aus  diesen  Gleichungen  nnd  allen  dordi 
eie  umfaßten  Erfahrungstatsachen  nicht  schließen. 

Die  Elektronenhypothese  spricht  auch  hier  dafür,  daß  die  elek- 
trischen Vektoren  polare  Natur  haben;  unabhängig  xon  dieser  Hypo- 
these führen  gewisse  kristallphvsikalische  Ersebeijiungen  zu  demselben 
SchluU  und  stützen  demgemäß  das  Resultat  von  einer  andern  Seite. 
Wir  werden,  wie  bei  den  vektoriellen ,  so  auch  bei  den  tensoriellen 
dfliktriechen  Momenten  schon  jetzt  den  polaren  Charakter  als  erwiesen 
betraehtsD. 

§  116.  Weitere  Formen  der  Fotentialfonktion.    Der  Ausdruck 

(17?))  für  (p  ist  nur  ffir  Punkte  in  endlicher  Entfernung  von  dem 

Körper  abgeleitet.  Im  Innern  des  Körpers  wird  er  unbestimmt,  wie 
sich  aus  dem  S.  208  Gesagten  ergibt;  denn  die  einzelnen  Olioder  von 
(p  verhalten  sich  "hei  der  Potentialfuuktion  zweitir  Ordnung  analog 
wie  difjenigen  von  ff/cx,  ...  bei  der  Potentialfuuktion  erster 
Ordnung. 

Wendet  man  aher  den  Ansdzuck  (179)  nor  auf  iufiere  Pnnkte 
in  endlicher  Entfernung  an,  so  kann  man  ihn  durch  Teile  integrieren 
nnd  erhilt  so  zunächst 


dabei  bezeichnen  n^t  die  Kichtongakosinos  der  innem  Normale 
auf  doQ, 


Lv  dx^ 


dk,;  (180) 
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Das  swdte  Glied  bierin  hat  die  Fonn  einer  PotentiaUbnktion 

erster  Ordnung  (147).  Man  kann  dasselbe,  wie  mit  jener  8.  208  getan, 
nooluttale  int^gpieren  und  erhSlt  ao  aehließlich 

Hierdoxcih  isi  die  Potententialfnnktion  ^  in  drei  Potentiale  tob 
einfacherem  Charakter  aserlegi  Wir  schreiben 

wobei  die  Bedeutung  der  neuen  Bezeichnungen  durdi  Yergleichung 
der  beiden  Ausdrücke  für  (p  erhellt. 

Das  letzte  Glied  stellt  die  Potentialfunktion  einer  tftnmliehen 
Ladung  mit  der  Diokte  q,  das  rozletste  diejenige  einer  Ladung  der 
Oheifliche  des  E6rper8  mit  der  Dichte  dar.  Die  Teile  des  ersten 
Gliedes  haben  die  Form  der  Potentlallunktioinen  (172)  Ton  lameHaren 
Doppelbelegn&gen  der  OberffiUdie;  doch  weichen  sie  dadurch  von  dem 
im  Falle  normaler  Erregung  geltenden  Ausdruck  (173)  ab,  daß  aa 
Stelle  von  r(l/r)/?«o  jetzt  resp.  r(\fr)/^XQ,  ^(l/r)/ayo,  ^0-lr)lde^ 
steht.  Dies  hat  die  Bedeutung,  daß  die  in  (182)  auftretenden  Doppel- 
«ehiehteri  Momente  nicht  parallel  der  KormaleHi  sondern  parallel  zu 
je  einer  Koordinatenachse  tragen. 

§  117.  VeriialtüU  der  Poteutialfuuktiou  in  tier  Oberüiiciie  und 
im  Innern  des  tensoriell  erregten  Körpers.  Alle  die  Torstehenden 
Betnehtuugen  geltsn  snnSehst  nnr  f&r  infiere  Punkte  in  endlicheir 
Entfernung  Ton  dem  tensoiiell  erregten  Edrper.  Wir  wollen  nun 
flkerlegen,  oh  der  Ansdruek  (179)  reep.  (181)  fftr  die  PotentiaUiiDk- 
tion  bis  in  die  Oberfläche  des  Körpers  einen  Sinn  behält,  also  bis 
dahin  benutzbar  bleibt. 

Ein  x&umiiches  Potential  von  der  Art  /  (fäkjr  und  ein  Flächen» 

Potential  TOn  der  Art  y* idojr  Ueihen  heksnntlieh  endlieh  und  stetige 

wenn  man  aooh  mit  dem  Aufpunkt  der  Masse  nneiMilieh  nahe,  ja  in 
dieselbe  hineinrlleki  Ein  DoppelflaehenpotentiBl  Ton  der  Art 

fNdo,c 
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gwtattot  «war  etae  miindlieh«  Annllienuigf,  aber  km  HiiMiiiTfl^eii 
dei  Aiiijpimkts  in  die  Doppelflftehe;  auch  verliert  es  seine  Bedeutung 
in  uiMidlieker  M&he  der  Baadkorre  der  Doppelilielie.   Älinlich  ver- 

halten  lidh  Potentiale  fon  der  Form  /  Ndo^t^l/r)/?»^, 

Aof  Gnad  di«MT  Ol>«l«giu«  dirf  m»  d«.  Anfdnek  (182)  Ar 
^  unendlich  nahe  der  Oberflftdie  anwenden,  aber  nicht  anendlich  nahe 
▼on  in  der  Oberfläche  liegenden  Kanten^  weil  dort  RandKnien  der 
Doppelflächen  entitehen. 

Waa  daa  Innere  des  Kdipere  angeht,  ao  ist  der  gewöhnliche 
Grenzübergang  mit  Hilfe  eines  um  den  Aufpunkt  ausgesparten  Hohl- 
raums aii< /II fuhren,  dessen  Oberfläche  oineTi  Anteil  zu  den  beiden 
Oberflächeiijiit^t?ralen  in  (  IHl^)  lief«  rf  /er1(  u't  ihuu  die  Oberfläche 
<ieö  Hohlraums  durch  Eiemeutarkegel  öw  vom  Aufpiinkt  aus  in 
Flächendem  eilte,  so  wird  rfOg' =  r'^/o;  dies  zeigt,  daß  bei  unemllieh 
kleinem  Hokliaum  da:s  zweite  Integral  keinen  Anteil  £u  q)  gibt.  Das 
erate  Integral  hingegen  liefert,  wenn  man  die  Elammeranadrftcke 
wieder  in  N^,  N^,      abkürzt ,  den  Anteil 

9'~+J\N.r.+  ir,r,  +  N.r;id«,  (188) 

wobei  r  .  r  ,  r  die  Uiclituni'Hk.uöiiius  von  r  bezeichnen.  Dieser  Anteil 
Terschwmdct  nicht  mit  der  ürüße  des  Hühlraums  und  hikagt  von  der 
Oestalt  des  Hohlraums  ab;  wird  i^umit  im  Innern  des  Körpers  un- 
heelamnit. 

Legt  man  die  Kooidinatenachaen  parallel  den  Momenten 
^lu  ^       SteOe  dee  Hohlianma,  so  nimmt  9'  den  Wert  an 

V  -/(ifi«.r.  +  Jfn  V,  +  Jfxn V,)  äm,  (184) 

der  fflr  keine  Fonn  des  Iloiilraums  verschwindet.  Die  nach  X,  Yf  Z 
symmetrische  Bildung  der  Funktion  unter  dem  Integral  zeigt  ohne 
weiteres,  daß  hier  der  KnnetgrifiF,  dem  Hohlraum  sehr  gestreckte 
Form  zu  geben,  nicht  zun  Ziele  flhrt. 

Noch  ungünstiger  liegen  die  YerhSltDinse  bei  den  innem  Feld- 
komponenten,  weil  bei  diesen  beide  Obeiflachenintegrale  in  (181)  einen 
Antdl  liefern,  und  in  dieaan  sowohl  die  Werte  der  M^^,  als  die  ihrer 
Difforenttalqnotienten  nach  den  Ebordinatenachaen  aofbnBten. 

Es  scheint  daher  nicht  möglich  zn  sein,  bei  der  tensoriellen  Ex^ 
regung  durch  Fiiuführung  einer  bestimmten  Art  des  Grenzübergangi 
für  innere  Punkte  den  Ausdruck  (181)  für  die  Potentialfunktion  nnd 
die  AusdrfieV:^  X  ^  —  Ptp'Px,  .  .  .  fflr  die  Feldkomponenten  7u  retten. 
Das  Problem  d  iiftf^  ein  solches  sein,  wo  pifh  der  Uberirrnpj;  von  mnle- 
Inüarer  zur  KoutinuumYorsteliung  für  innere  Punkte  Terbietet.  JJies 
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ist  Ton  Bedeutung  för  gewisse  AnwendmigiSD,  die  uns  später  be- 
«ehäftigeii  werden. 

§  118.  Spesielle  ruie  homogener  tensorieller  Bnegnng.  Ist 
4]er  Körper  bomogwi  eiregt^  so  ?eBMshwmdet  in  (181)  €  und  ^,  und 
^  reduziert  eicli  auf  das  erste  OberflSehenintegraL  Wir  können  in 
diegeni  Falle  die  Koordinatenachsen  in  die  Richtung  der  Tensoren 

^m^m.  wodurch  die  Jf„,  M^^,       Tersohwinden.  Hiei^ 

^nreh  gfswinnen  wir  ans  (179)  und  (181)  einfacher 

Ein  Tensortrip«!  erhilt  nach  S.  188  die  Symmetrie  eines  Sotations- 
kdrperB,  wenn  swei  seiner  Tensoren  einander  gleich  sind;  es  erhilt 

kugelige  Symmetrie,  wenn  alle  drei  übereinstimmen.  In  diesem 
letatem  EaU  wird  aus  (185)  bei  Benntsung  des  Symbols 

9  -  M,J" d^dh,^-  mJ^\{^  da,.  (186) 

Beide  Ansdracke  ergeben  Ar  infiere  Punkte  den  Wert  des  Poten- 
iisils  au  Null;  einerseits  ist  im  Außenraum  z/(l/r)=>0,  andererseifal 
eteUt  dss. Oberflächenintegral  nach  (173)  die  Potootialfunktion  einer 
homogenen  (noimaleD)  Doppelsehicht  dar,  die  im  Außennram  Ter» 
sehwindet. 

Wir  haben  somit  hier  ileu  merkwürdigen  Fnll  eines  in  allen 
seinen  VoiumeuelemeDteu  tensorieii  erregten  Körpttrs  vor  uns,  der  auf 
aufiere  Punkte  keinerlei  Wirkung  zu  üben  vermag. 

Im  Falle  roUtoriseker  Symmetrie  um  die  Z- Achse  ist  Jf^ 
und  es  fiilt 

Da 

so  kann  man  anch  schreiben 

^^{M^-M^^J^'~';:„  (188) 
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die  PottntiaUiinktioii  dee  mit  dcar  Diehte  (JV^q  Jf^)  erflülten  Edr- 
pers  ist.  Hat  der  Körper  Engelform'^  bo  ist  das  Potential  ^  taf 
äufiere  Punkte  daaselbe^  als  wiio  die  Qeeamtmasse 

(JR  der  Kugelradiua)  im  Zentrum  Tereinigt  Hier  wird  dann 

wobei  sich  und  jetrt  auf  den  Kugelmittelpunkt  belieben.  Dio 
Vergleiehung  dieser  Formel  mit  (141)  zeigi^  dafi  die  Potentialfanktion 
der  wie  angenommen  erregten  Kogel  mit  denjenigen  eines  Polquartett» 
Ton  dem  l^pus  der  Figur  100  flbereinstimmt;  (M)  stellt  das  beatig- 
liehe  Moment  dar. 

Der  Verlauf  der  Kraftlinien  innerhalb  einer  Meridianebene  auBer- 
hnlh  der  Kngel  ist  in  diesem  Falle  leiL-ht  vor7.n5?teilcn.  Ist  ^f^^^^^I^^ 
so  treten  inn^rlialb  zv.fier  polarer  Yjiv.on  von  ca.  öö"  Öffnung  Kraft- 
linien aus  der  Kugel  aus  und  kehren  innerhalb  der  übrig  bleibenden 
äquatorialen  Zone  in  die  Kugel  zurück.  — 

Hat  der  Körper  die  Gestalt  eines  zur  Z-Achse  paraüeleu  Zylinders, 
SO  liefert  das  Obwfliehenintegral  in  (187) 


(190) 


Hierin  beziehen  sich  die  beiden  Integrale  auf  die  positive  und 
die  n^Uve  Grundflaehe  de«;  Zylinders,  ^r  welche      resp.  gleioh 
^  ^  —  1  und  +  1  ift. 

Der  Zylinder  ist  somit  mit  zwei  ge- 
wöhnlichen Doppelbflles^gen  der  Grund- 
f  flächen  äquivalent;  ist  J[/jjj>  Jfj,  so  liegen 
die  positiyen  Ladungen  auf  den  ftuBern 
Seiten, 

Hat  endlich  der  Körper  die  Form  eines 
n«.  105.  FHsmas  m  it  rhombischem  Querscfanit^  dessen 

eine  Diagonale  in  die  Z-Achse  fallt,  so  ist 
auf  jeder  der  Mraudtiächen  n,— 0,  auf  jeder  der  rier  Seitenflieken 
konstant,  und  zwar  haben  wir,  wenn  wir  die  letsteren  Flächen  gemäft 
der  Figur  numeheren, 
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wobei  n  die  innere  Normale  auf  einer  der  Flächen  1  oder  2  be^ichnet. 
Demgemäß  wird  y-i/X  aus  (1^7)  ^ 

-  (Jf,  -         CO.  (», ,)  ( J  '+f-J'-J  ')\;  do. 


wobei  die  Tier  Integrale  über  die  Tier  Flädien  zu  nehmen  sind. 

Führen  wir  neben  der  Richtung  a  der  Ach.se  des  Prismas  auf 
jeder  der  vier  Flächen  eine  zu  a  normale,  nach  der  Seite  von  -f-  M 
positiv  gerechnete  Richtung  h  ein,  so  ist 

<?O0i-»  dadh  —  äadi^  cos  (fr,  w)  —  dadz^  sin  («, 

nach  Ausführung  der  Integration  in  bezug  auf  h  folgt 

_  ( J/,  -  lf„)«o.(«.«) nn (l  i- 1  +  j  | ;  -  j  1  -  ^  i  ^ ,  (191) 

wobei  die  Werte  von  1/r  je  zwiichen  den  obern  und  den  untern 
Oiensen  der  Tier  FlSefaen  1  bis  4  eu  nehmen  sind. 

Da  nun  je  zwei  Flächen  in  einer  dieser  Grenzen  zusaramenatoSeD^ 

und  die  auf  sie  bezüglichen  Tenne  mit  gleichen  Vorzeichen  auftreten, 
so  erkennt  mau,  daß  der  Ausdruck  sich  schließlich  reduziert  auf  die 
Potential  fnnktion  von  sehe  in  baren  Laduno^en,  ilie  sirh  nnf  diesen  vier 
Kanten  beiindeuj  und  awar  tragen  die  Kanten  (1,  2)  und  (3,  4)  die 
lineare  Dichte 

+  2  (Jlfjn  —  ir,)  oofl  (n,  z)  sin  (h,  z)  , 
die  Kanten  (1,      und  (2,  4;  aber  diejenige 

—  2  (Ifjn  —  If,)  C08  (»,  s)  sin  (», 

lüt  der  Querschnitt  quadratisch,  so  reduzieren  sich  diese  Dichten  auf 
±  (Jtfni  -  3/,). 

Bine  ganz  fthnliche  Betrachtung  laßt  sich  ftlr  den  Fall  dnrch- 
fuhren,  daß  der  Korper  von  lauter  gleiobmaßig  gegen  die  Z-Acbse 
geneigton  Flachen  b^renzt  ist,  also  z.  B.  die  Gestalt  eines  Oktaeder» 
oder  eines  Bhomboeders  hat  Auch  hier  befinden  sich  die  scheinbaren 
Ladungen  nur  auf  den  Kanten,  und  zwar  tragen  die  Foikanten  die 
en^jegengeset/ten  Ladungen,  wie  die  Aquutorkunten. 

Auf  oben  erledigte  Fülle  läßt  sich  der  zurücktübren,  daß  die  drei 
Tensoren  3/,,  ikfn,  J/jn  Sttintlieb  voneinander  verschieden  Hiud,  und 
der  Körper  ein  Prisma  von  rhoiulnscheni  Querschnitt  thir^tellt,  wübti 
nun  die  eine  Diagonale  in  die  Z-^  die  andere  in  die  i-Achse  fallen 
mag.    Wir  können  hier  schreiben 
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lind  wisBen  nach  obigen,  daß  das  erste  Integral  sich  auf  die  Potemtial- 
funktion  zweier  Doppelbelegungeu  der  Grundflächen  des  Prismas,  das 
zweite  auf  dicgenige  Ton  linearen  Ladungen  der  Seiteukanten  redu- 
zieren laßt. 


§  119.  Vektoslelle  Wmgvng  dnztib  IhIIiimib.   IHe  wiohtigBte 

Ali  der  Erregung  Ton  Dielektrika  und  Magnetika  ist  diejenige  durch 
Influenz,  wobei  der  Körjier  einem  äußern  elektriBclieii  oder  magne- 
tischen Feld  ausgesetzt  wird.  Ein  solches  äußeres  Feld  bewirkt  er- 
ffthruügsgeraüß  in  jedem  Element  der  Dielcktriku  oder  Magnetika  ein 

elektrisches  oder  nia<(!!i't!s<-lies  Moment,  das  wir  als  Funktion  der  in 
^em  betreö'euden  Volumendiemente  wirkenden  Felds^ke  betrachten 
müssen. 

Die  Schwierigkeit  der  theoretischen  Bestimmung  dieser  Momente 
liegt  darin,  daß  zu  dem  äußern  influenzierenden  Feld  in  jedem  Vo- 
Inmendement  noch  das  Feld  hinsntritt,  das  Ton  dem  ganzen  inflnen- 
zierten  Körper  anageht. 

Angenommen  annaehBt,  es  handele  sich  um  Tektorielle  Er* 
regimg,  also  für  jedes  Yolumenelement  um  die  Bestimmung  der 
MbmenticomponrTiien  31^,  M^,  Wir  denken  die  Richtong  des 
resultierenden  Moments  M  bereits  gefunden  und  konstmiexen  ihr 
parallel  an  der  betrachteten  Stelle  ein  fadenförmiges  Raumelement^ 
das  al'^  homofjeii  erregt  zn  betrachten  ist  und  dem  S.  209  Be- 

merkten diilier  auf  seine  innern  Punkte  (mit  Ausnahme  der  den  Enden 
ganz  nalie  liegenden)  kein  merkliches  Feld  i^ibt.  Es  wirkt  dann  auf 
sein  Inneres  einmal  da^  äußere  geg;ebene  inlluenzierende  Feld,  dessen 
Komponenten  X^y  Y^^  sein  mögen,  und  sodann  das  Feld,  welches 
der  fibrige  influensieite  Edrper  ansttb^  und  das  die  Komponenten 
X^f  Y^j      haben  möge.  Die  resnltierenden  Komponenten  sind 

X^X^-^X,,    Y^Y.^Y,,   Z^Z^-VZ^,  <y^o) 

und  sie  sind  es,  die  das  in  dem  betrachteten  Yolumenelement  erregte 
Jioment  bestimmen ,   Drücken  wir  dies  dnroh  die  Besiehnngen 

Jf,  =  /;(X,r,Z),    M,^aX,Y,Z),   M,^f,{X,Y,Z)  (194) 

ans  und  nehmen  die  Funktionen  f^y  als  bekannt  au,  so  sind 
aus  diesen  Formeln  keineswegs  die  Werte  vo!i  M^,  M.^.  3f.j  emtVich 
abzuh^sen.  Denn  die  Feldkompoaenten  des  uitiuenzierteu  Körpers  be- 
rechnen sich  gemäß  den  Formein 

f|.  r.— z.— If,  (196) 

aus  der  Poteutialt'nnktioa  des  Körpers,  welche  ihrerseits  nach  (147) 
abhängig  ist  Tun  den  Werten  der  Momente  3f^,  M^f        in  allen 
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YolioBMifilemeDtoi  im  üdLuBoneacbeai  Köxpen.  Die  Fonnehi  (195) 
MQ/m  rieh  damgemiB  sanloiliBt  dir  aihi  trannendento  amiiltnM  Olei* 
«imngeD  ftlr  M^,  M^,  M^.  In  gewusen  Bperidlcm  Fällen,  diA  utt 
weiterhin  interessieren  werden,  ist  es  vorteilhaft,  das  Problem  auf  eine 
Bamdwertanfgabe  znrüokffllizen.  Wir  gehen  hienraf  im  nächsten 
Ptaagraphen  ein. 

§  120.  Zweite  Darstellung  des  Influenzproblems.  Um  das  Ln- 
flucnzprolUrni  auf  eine  l»;iii(h\  i  riaufgalx^  zurückzuführen,  knüpfen  wir 
au  die  ^orm  der  Potent  lallirnktion  eines  dielektrisch  oder  magnetisch 
erregten  Körpers  an,  die  aus  (147)  durch  eine  teilweise  Int^rabion  ge- 
-vronimi  war  nnd  in  Formol  (148)  angegeben  iii   Hianueh  galt 

,_/'•<';.+ /V*. ,  (196) 

wobei 

—  —  J?j  CO«  («,,  »)  +  Mt^  (n„  jr)  +     oos  (ii„  0), 

war,  und      die  iiiiiprf  Normale  auf  dorn  l*]lement  do^  bedeutete. 

Faßt  man  die  i^eldstärke  als  eine  Kraftstrcunung  auf,  so  hat 
letztere  ihre  Quellen  in  den  wirkenden  Ladungen.  Demgeuiäb  güt 
für  alle  Paukte  innerhalb  des  Dielektrikum  uiier  Magnetikum 

z/y  =  -  4flep,  (197) 
■för  alle  Punkte  in  seiner  Oberfläche 

wobei       die  äuüere  Normale  bezeichnet^  und  da^  erste  Glied  links 
der  Innen-,  der  zweite  an  der  Außenseite  Ton  do^  zu  nahman  ist. 
Bildet  die  Oberflache      die  Grenze  zwiraihon  zwai  Dklaktrikn  k 
und  hp  90  liaftm  beide  ihre  Anteile  zn  der  Oberflichandiehte   ;  es 
ist  dann 

Wir  woUan  diesen  allgemeinen  Fall  weiterhin  zunächst  zulassen. 

Führen  wir  die  Werte  6  und  9  ans  (196)  in  (197)  und  (198) 
ein  und  bezeichnen  mit  die  Komponente  von  M  in  der  Jäiohtong 
der  innem  Kormale,  so  läßt  rieh  das  Beanltat  sohreiben 
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Hierbei  bezeichnet  n  in  der  ersten  Klammer  die  nach  der  Seite  d« 
Knrppfs  h,  in  der  zweiten  die  nach  der  Seite  des  Köipen  k  gerichtele 
Normale  auf  dem  OberHäclienelement. 

Nun  wollen  wir  aniielinien,  die  intiutjuzierende  Feldstärke  gehe 
vüu  irgendwelchen  räiiiiilich  oder  Hächciihaft  verteilten  Ladungen  (einem 
permaneuteu  Magneteu  oder  einem  geriebenen  Isolatorj  aus.  Dauii 
id^  wenn  und  6^  di«  lMSli|^«lie&  Diebtigkeiteii  baniehiuiii,  nnd 
die  Komponente  der  inflnennennden  Feldsttrk»  naeh  der  Biehtnng 
der  innem  Normale  iti, 

dx  ^  cy  ^  dB  -  (201) 

denn,  wie  schon  ob«n  benutzt,  die  Kraftströmuog  hat  die  Ladungen 
so  Quellen. 

Subtrahiert  man  vou  diesen  Formeln  die  Gleichungen  (2(X))  und 
bedenkt^  daß  nach  S.  218  X^—  cf/cx  =  ...  die  Komponeuteu  des 
geeamicai  -wirfanden  Fddw  sind,  so  ergibt  Bich 

(F+  4xMj,  +  (.V"+  -1.T  J/J.  -  i 

Dies  legt  ualie,  eine  neue  gerichtete  Größe  J  einzuführen,  welche 
nach  der  Hegel  der  vektnriellen  Addition  aus  der  gesamten  Feld- 
stärke A'  uiid  dem  4:t-fai  li<'n  Moment  M  gebildet  ist^  deren  isLom- 
ponenten  nach  den  Koordinati^uachstin  also  durch 

J^^X-^4^tM^,   J,-jr+4«if„  /,-Z-|-4«Jf„  (203) 
nach  der  innem  Normale  ii  diuch 

gegeben  sind.   In  ihr  nehmen  die  Formeln  die  Gestalt  an 

vx  ^  dy  ^  dz  (20Ö) 

J  erscheint  also  als  eine  den  gansen  nnendliclien  Bamn  dnrdhdringend» 

Strömung,  die  ihre  Quellen  hat  nur  in  den  räumlichen  und  fliohen- 
haften  Ladungen  des  influenzierenden  Systems.  Man  nennt  in 
den  Gebieten  der  dielektrischen  und  der  magnetischen  Influenz  J  die 
dielektrische  und  die  magnetische  Induktion  oder  Polarisation. 

Es  wird  in  der  Potentialtheorie  gezeigt,  daß  in  allen  Fäüen,  wo 
der  Vektor  J  die  lorm  des  Gradienten  einer  skalaren  Funktion  besitat, 
also  ein  Potentiaiveklor  ist^  und  somit  gilt 
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«(i-'a^,  •^»"ll'  •^•-ai'  •^•""1«' 

diA  beiden  Gleicliuiigeu  ^205)  sosammen  mit  einer  Festoeteung  über 
das  Verhalten  yon  %  im  Unendlidien  bei  gegebenen  inflnenaierendeiL 
Ladnngsdicliten      und      snr  eindeutigen  Bestimmung  Ton  % 

reichen.  In  diesem  Falle  ist  dann  die  Aufgalje  der  Influensienmg  in 
der  Tat  auf  eine  Bandwertaufgabe  xednaiert.  Wir  kommen  auf  der^ 
artige  l«aUe  unten  zurück. 

§  121.  Ecrcchiumg  der  Influenzierungsarbeit.  Allgemeines. 
Für  die  Anwendimg  der  Grundformeln  der  Thermodynamik  bedürfen 
wir,  wi>  8.  193  aiis^efnhrt,  des  Ausdruckes  der  Arbeit,  welche  bei  einer 
Dislokation  eine^  elektrisclien  oder  magnetischen  Systems  und  bei  der 
hierdurdi  stattfindenden  Influenzierung  die  innem  CriLfte  des  Systems 
leisten.  Ist  naeb  (130) 


das  innere  Potential  des  Systems,  so  sind  nach  (129)  die  Komponenten 
d«r  Krafte,  welebe  iigendein  Pol  ron  allen  flbrigen  ezfibrt,  ge- 
geben duck 

wobei  der  index  m  andeutet,  daß  die  Ladungen  m  konstant  gedacht 
werden  fnUtm,  selbst  wenn  sie  bei  einer  Dislokation  in  Wirklichkeit 

Änderungen  erfahren. 

Bei  einer  beliebigen  Verrücknng  in  dem  System,  bei  der  die 
Koordinaten  der  Ladungen  die  Veränderungen  dx^,  dy^,  er- 
leiden, leisten  die  inneren  ivräfte  des  Systems  eine  Arbeit,  gegeben 
durch 

Dies  ist  in  unaerem  iTaUe 

wobei  die  gesamte  Änderung  des  Potentials  infolge  aller  Ver- 
röckungen  bei  unverändert  gehaltenen  Ladungen  bezeicimet.  Außere 
Kriifte,  welche  in  jedem  Moment  d«'ii  innern  das  Gleichgewicht  halten, 
naüdsen  sonach  gleichzeitig  eine  Arbeit  leisten. 

d'^^-  -  d'^-  +  d,4>.  (207) 


Digitized  by  Google 


222  ULKapitoL  AUgem^  pl^okilisdie  HiUbiitM. 


Wir  wollen  nun  den  Fall  der  Influenzierung  eines  elektrisch  oder 
magnetiech  erregbaren  KöipexB  b  durch  eine  genäherte  elektrische  oder 
magnetische  Ladung  a  —  eiuen  elektrisierten  Isolator  oder  einen  perma- 
nenten Magneten  —  in  Betracht  ziehen.  Das  sresamte  Potential  0 
zerfällt  dann  in  drei  Teiler  das  innere  Potential  des  Isolator.«  oeif-r 
•   permanenten  Magneten  </>^    das  iimtire  Potential  des  erregbaren  Körpers 

und  das  Potential  der  wechselseitigen  Wirkung  0^^,  so  daß 

(208) 

Die  Körper  a  und  h  sollen  starr  sein. 

Bei  der  Bildung  von  d^O  gibt  keinen  Anteilt  da  bei  «ner 
Dislokation  ohne  Delonnati<m  sich  die  Wechselwirkung  der  Ladungen 
auf  dem  nach  Annahme  dorehans  unTenaderlidien  Körper  a  nicht 
undirt  Die  Ladungen  auf  b  wechseln  infolge  der  Dislokation;  da 
aber  bei  der  Variation  d^  die  Ladungen  festgehalten  zu  denken  sind^ 
so  ändert  auch       seinen  Wert  nicht   £s  bleibt  sonach 

dX-"«^«* (209) 

Nnn  gewinnt  man  aus  der  Potentiallujiktiün  (f,^  des  Systems  h 
nach  S.  200,  indem  man  diesen  Wert  für  alle  Punkte  des  Körpers  ti 
mit  der  daselbst  liegciideu  Ladung  multipliziert  und  über  deu  Körper 
summiert.    Demgemäß  ist 

^a*-ßm,9,,  (210) 

wenn  dm^  die  Ladung  eines  Yolomenelementes  des  Körpers  a  be- 
zeichnet. 

§  122.    DuxobiSlimng  der  Bereelmung  im  FaUe  v^ktoilelter 

Xrregung.  Wir  nehmen  zunächst  den  Fall,  daß  der  Körper  h  eine 
Tektorielle  Erregung  besitzt^  also  die  Potentialfunktion  erster  Ordnung 

liefert.  Gehen  wir  hier  mit  dem  Integral  bezüglich  tint^  m  die  Differen- 
tialquotienteii  und  bedenken,  daß 

die  Potentialfunktion  des  influenzierenden  Systems  ist,  so  erhalten  wir 
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—  dtpJcXQf . . .  emd  aber  die  Feldstärken  X,, . . die  toxl  dem  System  a 
ausgehen ;  es  gilt  somit  aoob 

 JlM^X^  +  M,Y^-tM^2Jdk^,  (212) 

Dieser  Ausdruck  ist  in  (209)  einzusetzen,  und  zu  bedenken,  daE 
(Ho  Variafioii  ö,^  in  unserm  Falle  die  Konitanihaltong  der  Momente- 
Mg, . . .  Teriangt.   £b  ergibt  Bich  somit 

d'^.  -  -/(üfi  d  X.  +  jf,  d  r.  +  if,  dz,)  dh^) .  (213) 

Za  dieser  Arbeit  gibt  jedes  Yoliimeiielement  dk^  eineu  ibm  piopor- 
tionalcEii  Anteil;  anf  die  Yolnmeneinbeit  beBogen  ergibt  sich  also  £Br 
einen  Punkt  4^,  y,,     Ton  h 

d«"-  -  {Äf,  dX^  +  3f,  d     +  M,  d^J .  (214) 
Dieser  Ausdrack  gebt  formal  darehans  dem  Ansata  (107) 

Ton  S  2^^;  parallel;  X^,  Y^,  stehen  an  Steile  der  verallgemeinerten 
Küordiuaten,  iLfj,  J/,,  an  Stelle  der  verallgemeitierten  Kräfte. 
Indessen  besteht  ein  wichtiger  Unterschied.  Die  Moment©  3fj,...  in 
einem  Volumenelement  d)x^  hüngeu  nicht  nur  yon  den  Komponenten 
X^, ...  des  äu£em  Feldes  in  demselben  Volomenelement  ab;  viel- 
mär  wirken  nach  S.  218  indirekt  die  Feldsttrken  in  allen  Volumen^ 
elemeniflD  auf  dlt^  ein,  insofern  die  dort  erregten  Homdnte  Ursachen 
traiterer  in  dk^  stattfindender  FaldstSrken  X»,  F»,  sind,  die  an  den 
Ton  a  ausgehenden  X,,  F^,  hinsutreten. 

Denkt  man  sich  aber  den  Körper  auf  ein  einzelnes  sehr  dQnnes 
zylindrisches  Element  mit  seiner  Achse  parallel  M  reduziert^  so  sind 
nach  S.  200  X^,  3^ ,  nnmerldich,  nnd  es  rührt  die  in  ihm  wirkende 
Feldstärke  ausschließlich  von  dem  äußern  System  her.  Hier  sind  dann- 
X^,  Y^,  Z^  mit  X,  Yf  Z  identisch,  und  wir  haben 

d ' «  -  -  (Jlfi  d  X  +       ^  +  Aft  diO »  (215) 

wo  nun  M.^y  jU|,        nur  von  X,  1',  Z  abhängen. 

fi  128.  TenaoitoUe  Snegung  dnveh  Zkiftnena.  Es  kann  kein» 
BVsge  sein  und  wird  nnten  aneh  noeb  naher  belenehtet  werden,  daß, 
wie  eine  vek torieile,  so  aneh  eine  tensorielle  (slektrisohe  oder 
magnetisohe)  Erregung  dureh  Influenz  denkbar  ist.  Aber  die  in  §117 
aaseinandergeseteten  Schwierigkeiten  beafiglich  der  Bestimmung  der 
Potentialfonktion  nnd  der  Feldkomponenten  im  Innern  eines  tensoriell 
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erregten  Körpers  Terbmdem  die  DufohfQbning  einer  Theorie  der  ten- 
eozieUen  Erregung  durch  lafluenz  auf  dem  S.318  u.  f.  skizzierten  Wege. 
Denn  wenn  diese  Feldkomponenten  nach  der  benutzten  Methode  sieh 
nicht  eindeutig  berechnen  lassen,  so  laßt  sich  eben  auch  nicht  die 
influenzierende  Kraft  nngf'l)en.  Für  eine  befriedigende  Theorie  der 
tensoriellen  Influenz  scheint  daher  das  Zurückgehen  auf  molekular- 
theoreti^^^^lo  BetracLtungen  durcliaus  notwendig  zu  sf«in. 

Die  Darstelluii}^^  der  molekularen  Schemata  t«Dsoriol!er  Erregungen 
in  Vi\fUT  103  und  104  läßt  denn  auch  sofort  erkennen,  daÜ  die  ten- 
sorielle  Influenz  von  ganz  andern  Umständen  abhängt,  als  die  vek- 
torielle.  Die  einfachste  Vorstellung  über  den  Mechanismus  dielektrischer 
oder  magnetischer  Influenz  ist  bekanntlich  die,  positive  und  n^fatiye 
Pole  durch  quasielastische  Kräfte  an  Ruhelagen  gebunden  und  durch 
das  ftufiere  Feld  abgelenkt  zu  denken. 

Man  wird  steh  in  Figur  103  etwa  vorstellen  können,  daß  die 
Pole  +  1  und  ±2  ihre  Ruhelagen  tialiezu  je  in  den  Mitten  zwischen 
den  für  sie  gezeichneten  Positionen  haben.  Eine  konstante  Feldstärke 
parallel  der  X-Achse  würde  dann  die  Anordnung  in  zwei  identischen 
Pnnren  —  2,  -|- i*:  —  1 ,  —  1  i!:«'ben  imd  damit  zwar  ein  Moment  erster, 
aber  keines  /weiter  Ordnunj^  liefern.  Die  absolntpn  I> eidstärken 
kommen  liiernach  jedenfaiis  bei  der  teusorielleü  Influenz  nicht  in  Be- 
tracht, sondern  nur  ihre  lokalen  Andernn^fen. 

In  der  Tat  würde  eine  Verteilung  von  der  Art  +  —  2;  —  1,  -f-  1 
und  damit  nur  ein  Moment  zweiter  Ordnung  entstehen,  wenn  an  der 
Stelle  des  ersten  Polpaares  die  entgegengesetzte  Feldstarke  wirkte,  wie 
an  deijenigen  des  zweiten  Paares.  Jede  Verschiedenheit  der  Feld- 
starke  an  der  Stelle  des  ersten  und  zweiten  Paares,  welche  dem  einen 
Paar  eine  größere  Trennung  gibt,  als  dem  andern,  bewirkt  in  der  Pol- 
gruppe  oder  dem  Molekül  neben  dem  Moment  erster  ein  solches 
zweiter  Ordnnn'JT.  — 

Hieraus  erliellt,  daß,  während  die  vektorielle  Influenz  durch  die 
Feldstärken  selbst  iH'dinü;t  ist,  die  tensorielle  sieh  duroh  die  Differential- 
quotienten der  B^eldötärkcn  nach  den  Koordinaten  bestimmen  muß. 
Zugleich  ergibt  sich  auch,  daü  aiier  Wahrscheinlichkeit  nach  die  mit 
unsem  .experimentellen  Mitteln  herstellbaren  influenzierten  ten- 
soriellen  Erregungen  sehr  kleine  sein  werden;  denn  diese  Mittel 
liefern  uns  Feldsärken,  die  in  dem  Bereiche  eines  Molekftles  nur 
ganz  unmerklich  Tariieren. 

Daß  es  aber  anscheinend  durch  andere  Mittel  als  Influenz  gelingt^  eine 
tensorieUe  Erregung  hervoraubrinj^on,  wird  spftter  besprochen  werden.  — 

Bezüglich  der  Arbeit,  welche  die  Erregung  einer  tensoriellen  In- 
fluenz erfordert,  marf  im  Anschluß  an  die  Darstellung  in  §  122  das 
Folgende  bemerkt  werden. 
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Besitsi  dflr  X5zper  h  ebe  tensorielle  Ürregui^  also  eine  Potential- 
fonktion  zweiter  Oränimg 

* 

flo  ist  wie  zuTor  za  TtMvnok,  nm  zu  erhalten.  Hau  findet 
znoSdist 

-/K   + •  •  +    /^S"^ + •  •  •)  (216) 

und  bei  Einfthrong  der  Ton  a  an^gehenden  Feldkomponenten 

-fixu ^  +  •  •  •  +  ^     + 1^)  +  •  •  •) (ßm 

wobei  wiederum,  wie  in  (145),  dem  Faktor  Ton  JUJn^  * . .  willkOrliok 
eine  ijnimetritcbe  Form  gegeben  isi 

Für  die  Arbeit  der  änfiem  Erifte  gilt  analog  za  (218) 
3U,--/(ilf«d||^  +  ...  +  il«df^  +  |^)+...)rf^,  (218) 

alao  bei  Beziehung  anf  die  Yolnmeneinheit 

— (if„a « ^«  + . . .  +  Ä.,     +  II)  +  ...).  (819) 

Dies  Resultat  hat  genau  wie  (214)  die  Form  d'u  =  ~2^k^^k 
Ton  S.  188|  und  genau  wie  bei  jenem  liegt  die  Sehwierigkeit  vor,  daß 

die  Feldkomponenten  X^,  Y^,  nicht  die  ganze  in  dem  Volumen- 
element wirkend^  Frldstrirkp  bf  ^tinimf^n,  sondern  zu  ilinen  noch  Wir- 
kungen des  erregten  Körpers  hinzutreten.  Die  Verhältnisse  1  leiten 
hier  aber  insofern  schwierigeTj  als  bei  der  vektoriellen  Erregung,  weil 
wir  nach  S.  214  keine  Form  des  Volumenelements  augeben  können, 
wo  daaaeübe  nicht  anf  sich  selbst  ein  Feld  ausübt.  Es  gelingt 
hier  demnach  nioht,  den  Sehritt  zn  ton,  der  oben  Ton  dem  Ana- 
dmek  (214)  zu  (215)  fthrto. 

Immerhin  hat  der  Anadmek  (219)  bereits  das  Intereese,  daß  er 
in  Übeieinstimmnng  mit  den  Überlegungen  Ton  S.  224  erkennen  IXBI^ 
dafi  fttr  die  tenabrielle  Inflnenv  nidit  die  Absolntwerfte  der  influen- 

zierenden  Feldst&rke,  sondern  deren  Di£farentialquoti  outen  nach  den 
Koordinaten  maßgebend  sind.   Anoh  machen  es  die  Erwägungen  von 
S.  224  wahrscheinlich^  dafi  man  im  allguneinen  keinen  erheblichen 
Voigt,  Xitetallpkfwat.  16 
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FeUflr  b^golieii  wird,  wenn  man  die  teiiBorielle  SeUMÜnflnens  eines 
Kdrpwe  TemaefalSssigt  — 

§  124.  PrinBlp  der  AnordBimg  dee  weiterUn  sa  behaadeliideB. 
Stoffes.  Wie  schon  im  Eingang  des  vorigen  Kapitels  bemerkt,  ist  es 
die  Absicht  dieser  DarsteUung,  die  phjsikaliBchen  Vorgänge,  die  eiob 
nach  der  Erfahmng  in  Kristallen  abspielen,  als  Wechselbeziehu  n  gen 
zwischen  «gerichteten  Größen  verschiedener  Ordnunc?  auf- 
zufassen. Hierdurch  wird  auch  die  Anordnung  des  titoffes  bestimmt 
werden. 

Wir  werden  also  nicht  etwa,  wie  das  von  vornherein  wohl  am 
nächsten  liegen  dürfte  und  in  Ilantlbücheni  der  allgemeinen  Physik  ge- 
schieht, aUe  mechanischen,  all*  thermischen,  alle  elektrischen  Erschei- 
nungen je  einander  zuordnen,  sondern  vielmehr  diejenigen  Vorgänge  zn- 
»ammenstellen,  die  zur  Darstellung  dieselben  Arten  gerichteter  Größen 
erfordern.  Eün  solches  Anordnungsprinzip,  wie  es  auch  Liebisch  (wie- 
wohl ohne  Trennnng  der  geriehteten  Gr60en  renehiedener  Ordnung) 
benutst  hai,  «fteUt  die  geometrischen  Beiiehungen  swiaehen  doi 
Teraehiedenen  Eraeheinmigagebieteni  die  in  der  Ejriatallphyaik  dnxcb 
die  Wechselbeziehung  zwischen  den  Symmetrien  der  Form  und  den 
Symmetrien  des  physikalischen  Verhaltens  eine  so  große  Kalle  spielen, 
in  heiles  Licht.  Sie  rückt  damit  z.  B.  auch  Erscheinungen  einander 
nahe,  die  in  KriMt!dlen  von  gleichen  oder  verwandten  Symmetrie- 
tormeln  auftreten  können,  und  tr<'nnt  snlche,  die  dies  Anftreten  nicht, 
gestatten.  Es  kommt  hinzu,  daß  Gebiete,  die  auf  der  Wechselwirkung 
derselben  gerichteten  Größen  bernhen,  auch  bezftglicli  der  Gestaltung 
der  physikalischen  Theorie,  ja  selbst  bezüglich  der  zu  ihrer  Erfor- 
schung anznirendenden  Beohachtmigamelihodiin  gelegentlich  nahe  Ver- 
wandtschaft besitaen.  Ein  Anfban  nach  dem  genannten  Prinzip  hat 
demgemäß  anch  in  Hinsicht  anf  die  physikalischen  ZnsammenhSnge 
eine  gewiaae  innere  Logik. 

Natfirlich  Iftßt  sich  das  Priudp  nicht  mit  nBbei]q(8amer  Stairheit 
Tcrwenden.  Insbesondere  gibt  es  in  den  ▼endiiedenen  Erscheinungs- 
gebieten  gelegentlich  durch  Einwirkung  singnUrer  ümstSnde 
komplizierte  Vorginge,  die,  in  Strenge  betrachtet»  ana  dem  das 

Hauptgebiet  begrenzenden  geometrischen  ^hmen  herausfallen.  Es 
gehdrt  hierher  z.  B.  die  Einwirkung  eines  Magnetfelds  auf  die  Ver- 
enge der  Elektrizität^-  und  der  Würmeleitung ,  bei  der  neben 
den  dort  im  allgemeinen  \virksamen  zwei  ^'ek^'1^eIl  ein  dritter 
in  Aktion  tritt  Derartige  an  sich  höchst  interessante  Vorgänge  von 
den  Ilauptgebieten  loe/ul  'sen,  schien  um  so  weniger  angezeigt,  als 
ihre  Erforschung  in  KriäUiüeu  nur  eben  erst  begonnen  hat. 
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Ferner  spielen  gelegentlich  zwei  naeh  Symmetrie  TenKdiiedeiie 
Eraehemmigsgebiete  bei  den  Beobachtungen  denrüg  znsammmen,  daß 
eine  yollst^ndige  Trennung  ihrer  Darstellung  gar  nicht  möglich  iat. 
Hierher  r^ehort  insbesondere  das  Problem  der  Pipzoeloktrizität,  das 
nicht  nur  mit  demjenigen  der  Ehtsti/itiit,  sondern  auch  demjeiuj[eii 
der  dielektrischen  Intiueti^  eug  verbunden  n^i. 

Wenn  also  auch  im  «ganzen  die  Anordnuni;  des  zu  belinnflclnden 
Stoües  nach  der  geometi  iscben  JSatur  der  bei  den  emzeluen  (jebieten 
in  Wechselwirkuii^r  tr<teiiden  physikalischen  Funktionen  stattfinden 
wird,  so  sulien  doch  vereinzelte  AbweiciiLUigen  vou  dieaem  i'rmzip 
als  engemeeeen  zugelassen  werdm. 


16* 
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lY.  Kapitel. 

Wechselbeziehongea 
zwischen  einem  Skalar  und  einem  Vektor. 
(Pymlektrizit&t  und  P7romagneti8mii&) 

L  Abschniti 
Befl^ktangen  ftber  yektorielle  Pjrmlektrixittt 

§  125.  Süüeitang.  Da  bei  Beziehungen  .zwischen  zwei  Skalarea 
(ab  völlig  richtuDgslos)  in  keineni  Falle  eine  Yerechiedenheit  zwischen 
dem  Verhalten  isotroper  und  kristallinischer  Substanz  stattfinden  kann, 
so  sind  die  einfachsten  Erscheinungen,  die  als  spezifisch  kristall- 
physikalisch in  Betracht  kommen,  solche,  die  auf  Beziehungen  zwi- 
schen einem  Vektor  und  einem  Skalar  beruhen.  Als  Skalar  erscheint 
dabei  nach  S.  12^  ausschließlich  die  Temperatur;  denn  die  Effekte 
einer  Teranderlichen  Dichte  eröi'tem  sich  naturgemäß  im  Anschluß 
an  die  Bebmohteng  der  ■Ugememiten  DefSotmatioiieii. 

Es  handelt  lidi  hiernach  also  besflgUoh  der  einftchnten  uns  inter- 
eenerenden  Yoiglnge  in  Kristallen  nm  Tektorielle  Effekte,  die 
als  Folge  einer  Temperaturändernng  auftreten  —  und  zwar 
als  Folge  einer  homogenen  Änderung,  nicht  etwa  eines  yeränderten 
Temperaturgefällea»  das  ja  seinerseits  eine  vektorielle  Einwirkung  re« 
präsentiert;  —  einen  reziproken  Effekt  würde  eine  Temperatur- 
änderung infolsre  einer  vektoriellen  Einwirkung  darstellen. 

Als  vektorielle  Effekte  und  Einwirkungen,  die  mit  Temperatur- 
änderungen in  Wechseibeziehung  stehen,  weist  die  Natur  nur  elektrische 
(und  —  wenngleich  weniger  sicher  —  magnetischej  Funktionen  auf. 
Die  Erregung  von  elektrischen  Momenten  in  Kristallen  infolge  Ton 
Temperatoiinderungen  wird  nach  Bmos/tet  als  Pyroelektriait&t  be- 
seiehnet  Ihr  entspricSit  als  reaiprokes  Phioomen  eine  Temperator- 
ftndemng  an  EiistaUeii,  die  einem  elektrisehen  Feld  ansgesetet  werden, 
—  ein  elektrokalorisoher  Effekt.  Analoge  magnetische  Ersehei- 
nungen  sind  höehstwahrscheinlioh  roihanden,  aber  jedenüüls  sehr 
klein  nnd  schwer  nachweisbar. 
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§  12G.  Ältere  Beobaohtungen.  Die  pyroelektrische  Erregung 
wurde  ohne  Erkenntnis  ihrer  Natur  Ton  holländischen  Kaufleuten 
im  Anfang  des  18.  Jahrhunderta  an  dem  als  Halbedelstein  ron  Ceylon 
nach  Europa  importierten  Tnrmaliu  entdockt,  insofem  von  ihnen  be- 
merkt wurde,  daß  seine  Kristailo  nach  dem  Erhitzen  leichte  Körper 
anzogen  und  wieder  abstießen.  Aepinus  erkannte  um  175G  die  elek- 
trische Natur  des  Vorgangs,  und  durch  Canton,  Bergmann,  Ilaüy, 
A.  C.  B&^aerd  wurden  in  den  nächsten  Dezennien  die  elementaren 
GeMtie       Vorganges  feetgottelH.*) 

Die  Kristalle  des  Toxmalins  gehdren  der  liemimorplien  Qruppe  (11) 
des  iliomboedrisehen  Systems  an,  welche  dnreh  die  Symmetrieelemente 
A^K^  charakterisiert  ist  Die  Kristalle  sind  in  der 
Regel  sftnienformig  parallel  der  dreizilhligen  Haupt- 
achse ausgebildet  und  an  den  beiden  £ndeo,  entspre- 
chend dem  Fehlen  einer  zur  Hauptachse  normalen  Sym- 
metrieebene oder  zwei/ähligen  SymniPtrieadise.  d.  h. 
entsprechend  der  polaren  Natur  der  Haui)taehse,  durcli 
verscliiedeiuirtige  Flächen  bej.(reii/.t;  die  beiden  Achsen 
häiften  sind  hierdurch  also  individualisiert.  Eine  öfter 
auftretende  Form  ist  in  Figur  106  dargestellt. 

Beim  Erwärmen  zeigt  das  eine  Ende  des  Kristalls 
poettiTe^das  andere  n^tiTe  elektrische  LadungCs.  Fig.), 
beim  Abkühlen  we<£se]n  dieae  Ladungen  ihr  Vor- 
nichen.  Aepinus,  der  dies  snerst  feststellte,  bezeichnete  das  Ende,  das  hei 
poaitLTerTemperaturandemng positive  Ladung  annimmt^  als  das  analoge, 
das  negative  Ladung  empfangende  als  das  an ti löge,  und  diese  Namen 
sind  auch  auf  andere  pyroelektrisch  erregbare  Kristalle  angewendet  worden. 

Cantmi  ergänzte  die  Beobachtungen  von  Aepinua  durch  die  fol- 
genden Feststellungen. 


Ftf.  IM. 


Wird  ein  Turmaliukristall  liin^'ere  Zeit  auf  konstanter,  gleichviel 
ob  hoher  oder  tiefer  Temperatur  erhalten,  ao  verschwindet  seine  elek- 
trische Wirksamkeit  vollkommen;  sie  tritt  ausschließlich  hei  Tem- 
peraturänderungen auf. 

Die  Erregung  ist  nicht  eine  Eigenschaft  des  Kristalls  sls  Ganzen, 
etwa  an  das  Auftreten  der  yerechiedenartigen  Endflächen  gebunden, 
•ooden  gdiSrt  der  Kristalleubstanz  zu.  Jedes  Bruchstflck  aeigt  bei 
TNBpsntQiiDderung  ähnliche  elektrische  Wirkungen,  und  man  muß 


1)  Eine  ausfilhrlichc  Darstellung'  der  früheren  Beobachtungen  über  Pyro- 
elektrizit&t  hat  ä.  Bankel  (Abb.  der  Kgl.  lies.  d.  Wiss  in  Leipzig,  Math.-pbys. 
BÜMM,  Bd.  10  p.  846,  1874)  gegeben.  Einige  ErgBnsangen  biemi  finden  sich  in 
Aßdkedüers  Dias.  Aber  die  Pyroeiektrizit&t  des  Turmulins  (Marburg  1hh6).  Auf 
diese  Darstellungen  mag  außer  den  allgemeinen  Handbüchern  der  Literatur« 
angaben  wegen  Terwiesen  werden. 
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neh  ToirteOen,  ilaB  bierbei  in  jedm  VataunaBikai«!*  eine  Scfamdaiig 
unprOnglich  einander  n«ntiili0i«reiid€ii  Lftdnngsn  nacb  diu  Sehiow 

. . .  ^)  stattfindet. 

Haüy  brachte  zuerst  die  oben  bereits  erwähnte  hemünorphe  Aas- 
bildung der  Ttiriiialinkristalle  in  Verbindung  mit  der  pyroelektri gehen 
Erregbarkeit  und  schloß,  daß  das  Vorkomme  rinor  polaren  bym- 
111!  trieachae  die  Vorbedingung  für  das  Auftr*  t+ni  dieser  l'jrregbarkeit 
wäre.  Er  selbst  entdeckte  in  der  Tat  die  betreffen  dm  elektrischen  Er- 
scheinungen an  einigen  anderen  Kristallen  von  derartiger  Sjnuuetne. 

Die  Verhältnisse  komplizierten  sich,  als  spätere  fieobachtiingen, 
insbeMmde»  Ton  BauM,  elAklriieke  Erregungen  auch  bei  anden- 
artigen Kristallen  nachwiaaen,  nnd  ea  bedurfte  einer  genaoen  Prflfnng 
der  ümai&nde,  untor  denen  die  Beobaehtongen  angafteDl  waarai^  und 
der  Art  der  entatandenen  elekiriachen  Verteilungen,  nm  die  BeaaUnia 
systematisch  zu  gruppieren  und  theoretisch  faßbsu*  zu  madl^.  tJm 
die  hierbei  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkte  zu  schildern, 
empfiehlt  es  sich,  ron  dem  Gang  der  historischen  Entwicklnp*:^  fib- 
weiehend,  zunächst  eine  Methode  qn^litritiver  Beobacbtnn«.''  zu  erortoni, 
die  sich  gerade  zur  Aufklärung  über  die  versi  hiedenen  Arten  elek- 
trischer Erregung  durch  Temperaturanderungeu  nüuiich  erwiesen  hat. 

§  127.  Die  Eundtaolie  BestSubungsmetliode.  üm  die  Verteilung 
der  scheinbaren  pyroelektriachen  Ladnng»  anf  den  Kristallen  an  stu- 
dieren, hatte  HbSm^)  daa  Verfiüiren  anqgebiida^  den  an  nntersnclieib- 
den  Knstall  in  Enpferfeile  dnanbetfcen,  ao  daft  nnr  eine  Fläche  oder 
Kante  freiblieb,  ihn  so  zu  erwirmen  und  während  der  Abkühlung 
seine  Influenz  anf  das  Ende  eines  yerscbiedenen  Stellen  seiner  Ober- 
fläche genäherten  und  mit  einem  Elektrometer  yerbundenen  Drahtes 
zn  hpob;\rhten  Diese  Methode  bietet  einmal  den  Übelstand,  daß  die 
T)  (liM^imut  ri,  unter  denen  die  Abkühbinp;  vor  sich  geht,  kaum  im 
ein/,elnen  erkennbar  sind  und  jedenfalls  keiner  pl  eich  förmigen  Tem- 
peratarverteilung entsprechen;  weiter  lassen  sich  aber  die  an  einzelnen 
Flächen  oder  Kant<>n  erhalteneu  Resultate  nicht  zu  einem  Gesamtbild 
der  Erregung  des  ganzen  Knatalla  Ton  wirUieh  physikaliaoher  Be- 
deutung zuaammensetaeuy  weU  der  Kiatall  bei  jeder  der  Terschiedenen 
Beobadttunganihen  aieb  in  einem  andern  Temperatannataad  befiuidL 

In  letsteier  Hinsioht  beaeiehnet  das  von  Kmäl!')  angegebana  Be- 
attnbungSTer&hren  einen  betrachtiichen  Fortschritt,  wenn  es  i^uch  nur 
qualitative  Anfschlflsse,  und  zwar  von  nicht  immer  eindeutigem 
Charakter,  au  liefern  yermag.  Nach  dem  iCimittschen  Verfahren  wird, 

1)  R.  HmM^  sahlfeiclie  Arbeiten  in  Fogg.  Aim.  mid  in  den  Abli.  d.  Egl. 

Oes.  d*  Wiss.  in  Leipzig  seit  1840. 

S)  A.  Kumdt,  Wied.  Ann.  Bd.  20,  p.  692,  im. 
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um  die  Erregung  bei  der  Abkühlang  zu  studieren,  der  in  einem  Luflr 
bad  erwirmte  Kristall  zunächst  darch  eine  mit  der  Brde  IrnUad.  t«> 
buB<!pne  Flamm©  geführt,  \}m  die  dnrrh  den  Er^'SrmmigSTorgan^?  etwa 
erregten  Ladungen  zu  boseitigei] ,  und  dann  zum  Zweck  allgiMtiL^er 
Warraeabcfabe  frei  aufgehanj?t.  Nachdem  die  Abkühlung  eiiii«^e  Zeit 
gewirkt  hat,  wird  der  Kristall  mit  einem  aus  Mennige  und  Schwefel- 
blumen gemischten  feinen  Pulver  bestaubt,  welches  mit  ilüfe  einei 
Blasebalges  durch  ein  engmaschiges  Sieb  Ton  Baumwollenstoff  hindurch- 
getriobflo  wird.  Bei  dem  Dordigang  dneh  dM  Sieb  wird  mitteb 
ReibmigiwirkaBg  die  Hennige  posltiT,  die  Sehwefelblnme  neg^T 
elektrisiert,  und  ee  iMniiielt  sieb,  wenn  das  PolTer  ohne  merkliohe 
-Geschwindigkeit,  nämlich  gegen  den  Luftwiderstand  langsam  berab- 
sinkend,  in  die  Umgebung  des  Kristalls  gelangt,  Schwefelblnme  anf 
den  Bereichen  scheinbarer  positiyer,  Mennige  anf  demjenigen  schein- 
barer necrntiver  Ladung  an. 

Diese  Methode,  welche  ersichtlich  eine  einfachf^  Umbildung  des 
Verfahrens  darstellt,  durch  welches  Lichimhery  die  nach  ihm  be- 
nannten elektrischen  Figuren  auf  Nichtleitern  hervorbrachte,  bietet 
den  Vorteil,  den  Gesamt^ustand  des  Kristalls  in  einem  gegebenen 
Zeitpunkt  «i  veianaehanliohen,  nnd  gibt  insbesondere  wertToUe  Auf- 
ecblllMe  in  Fillen  kompliDerter  Erregungen,  wie  solebe  dnrob  un- 
gleidilSrmige  Erwirmongen  oder  andi  dnrcb  nngleicblSnnige  Defor- 
mationen berrorgemftn  werden.  Natlirlioh  lllbrt  sie  niobt  su  sablen* 
m&Bigen  Resoltaten  und  gibt  überhaupt  nur  Aufschlüsse  über  die  schein- 
baren  Ladungen  der  Oberfläche,  nicht  über  die  faktische  Erregung  im 
Innern  des  Kristalls.  In  bezug  hierauf  mag  nuf  das  bekannte  Resultat 
der  Potentialtheorip  Bpzuir  genommen  werden,  daß  jede  Arf  elektrischer 
(oder  mn^etisrher  :  Verteilung  innerhalb  einer  geschiosaerien  Ol  erfläche 
für  äußere  Punkte  iwie  hier  für  die  herumfliegenden  Mennige-  und 
Schwefelteilchen)  mit  einer  gewissen  Ladung  jener"  Oberfläche  äqui- 
valent ist,  sowie,  dafi  diese  Ladung  sich  aus  der  inncrn  Verteilung 
«indeotig  beetimmi^  daß  aber  ans  dar  OberflSebenladung  ein  eindeutiger 
RttekaeblnB  anf  die  innere  Yerteilnng  nicht  möglich  ist. 

Aneb  die  AufseUflsse  Aber  die  OberfliebeaJadungen,  welche  die 
JTtiiKttsdie  Methode  gibt,  smd  im  Ghnnde  lückenhaft.  Wirksam  wnd 
bei  ihr  di^  Feld,  welches  von  den  scheinbaren  Ladungen  ausgeht, 
aber  dies  Feld  führt  nicht  anbedingt  zu  einer  Anhäufung  des  elek- 
trisierten Pulver«!.  TJm  nur  ein  Beispiel  zu  geben,  so  wird  eine  starke 
Lrtdimg  einer  Kristallkanto  —  dergleichen  uns  tinten  als  möglich  be- 
gegnen wird  —  sich  kaum  durch  eine  entsjireciiende  Anhäufung  be- 
merklich machen,  denn  nächst  der  betreffenden  Kante  laufen  die  Kraft- 
linien t^gential  zu  den  KridtuiLlÜächen,  die  Kräfte  können  also  nichts 
von  dem  Pulver  nach  den  Flächen  transportieren  nnd  dort  festhalten. 
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Die  Kundt iiche  Bestaulningsmethode  ist  zur  Untersuchuüg  der 
elektrischen  Erreguuir  ^^ei  Kristallen  —  und  zwar  sowohl  der  hier 
zunächst  in  Betracht  kouimenden  pyro-,  wie  auch  der  später  zu  be- 
handelnden piezoelektrischen  —  ?ieli'ach  zur  Anwendung  gekommen. 
Auf  giti«aiw  liierbd  dritaltene  und  theoretisdi  int^Bsante  Resultate 
wird  au  seinem  Ort  nngegangen  Verden.^) 

Hier  sei  nnr  erwfthut^  daß  Bürker^  ein  Oemisch  aus  1  yolumenteU 
Karmin  mit  5  Volumenteilen  SchwafdUiimen  Terrieben  und  dann  mit 
3  Volumenteilen  Lykopodium  gemischt  wirksamer  findel^  als  das 
KumdtBola»  Gemisch. 

§1^'^  Vektorielle  elektrische  Erregnng  bei  gleichförmiger  und 
bei  ungleicMörmiger  Tempera turänclening.  Wenden  wir  uns  nun  zu 
der  Gruppierung  der  Beobachtungsresultate  bezüglich  der  elektrischen 
Erregung  an  Kristallen  infolge  Ton  Temperaturänderungen,  also  bezüg- 
lich der  Pjroelektrizität  im  weitesten  Sinne  des  Wortes,  so  scheiden 
▼on  Yonheirein  die  EracheiDuagen  aus,  welche  Kristalle  von  nicht 
sioherer  Homogenitilt  oder  von  sicherer  Inhomogenität  zeigen,  so  viel* 
fache  Bearbeitong  dieselben  (zum  Teil  anf  Grand  anrichtiger  verein- 
Achter  Auf&isnng)  anch  gefanden  haben.  Ob  es  sich  nun  um  d«k 
ersten  oder  um  den  zweiten  der  in  §  13  allgemein  erörterten  VaHle 
handelt,  —  ob  der  scheinbar  einfache  Kristall  aus  einem  Konglomerat 
verwachsener,  untereinander  gleichartiger  IndividueD  besteht  (wie  Bora- 
cit')),  oder  aber  sich  aus  Schichten  von  nur  wenig  wechselnder  che- 
mischer Zusammensetzung  aufbaut  (wie  gewisse  Topase*)),  —  keines- 
falls können  die  bezüglichen,  nach  der  Kundts^chen  Methode  augestellteo 
Beobachtungen  ein  geeignetes  Material  für  die  Unterscheidung  und 
Definition  yerschiedener  Typen  der  pyroelektrischen  Erregung  und 
für  Aufstellung  ihrer  faodamentalenOesetKmäBigkeitai  bieten.  VieUeLohi^ 
daß  sich  später  einmal  die  Au^be  lohnend  behandeln  läßt,  die  an 
deiartig  inhomogenen  Ejristallen  mS^ichen  Erscheinungen  aus  dem  an 
homogenen  Kristallen  abgeleiteten  und  geprfift«i  Elementargesetze 
theoretisch  zu  erklären. 

Bei  der  Beschränkung  auf  die  pyroelektrischen  Erregungen  er* 
wiesenermaßen  homogener  Kristalle  ist  dann  scliarf  zn  nriterscheiden 
zwischen  Erregunj^en,  die  bei  gleichförmiger  Teniprraturäuderung 
eintreten,  und  solchen,  die  durch  nugleichförm  i  ge  bewirkt  werden. 
Erregungen  der  ersten  Art  dürfen  wir  z.  B.  bei  Turm  ahn  als  vor- 

1)  Eine  ZaMumneniteUung  von  bes.  Beobaehtungen  4ber  ^rioeldttriritftl 
findet  sich  in  Ch.  Soreis  S.  14  besprochenen  Element«  p.  618. 

2)  K.  B'iHn;  Ann.  d.  Phvsik,  IM.  1,  p,  474,  X900. 
8)  K.  Mack,  Wied.  Ann.  iid.  11,  p.  410,  1884. 

4)  JT.  Made,  Wied.  Ann.  Bd.  28,  p.  168,  1886. 
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handeii  annuihrnffly  wetim  auch  bei  vielaii  Beobachtungeii  die  Temperatur^ 

Verteilung  \on  einer  gleicliförmigen  weit  entfernt  gewesen  ist;  denn 
CS  hat  Bich  keiiu'  Andeutung  dafÖr  gezeigt,  daß  die  ErroL,'ung  bei 
Temjieratuiändt^rungeii,  die  den  ganzen  Kristall  gleichförmig  betreffen, 

verschwinden  würde. 

Bei  andern  Kristallpn  ist  das  Gegenteil  der  Fall,  und  diese  Tat- 
sache läßt  sieht  nicht  nur  aus  der  Beobachtung,  sondern  häuiig  schon 
aus  den  Sjmmetrieverhaltnissen  erschließen.  Die  frilhereu  Beobachter 
lialMii  den  fimdaaMutalen  Unienoliied  swiidien  den  genannten  beiden 
Erreguiigsarften  keineswegs  sehaif  au^eiafit,  nnd  die  Wirknng  der 
Merdnroh  entetandenen  Unklarheit  maebi  sieh  noeih  bis  in  neueste 
Zeit  in  Darstellungen  des  betreffenden  Gebiets  gelegentlich  geltend. 

Über  die  Beobachtungsmethode  Ton  Maiiiikd,  die  jedenfalls  die 
Möglichkeit  einer  iuhomogenen  Temperaturvertdhmg  innerhalb  des 
beobachteten  Kristalls  zuließ,  ist  bereits  S.  '2'M)  gesprochen  worden. 
Eine  von  Friedel^)  angewendete  Methode,  bei  der  eine  erhitzte  und 
leitend  mit  einem  Elektrometer  verbundene  metallische  Halbkugel  mit 
iiirer  ebenen  Fläche  auf  die  ebene  Begrenzung  eines  kalten  Kristalls 
autgesetzt  wird,  gibt  sogar  Temperaturverteilungen  von  äußerster  In- 
homogenität und  demgemäß  Resultate,  die  nur  mit  großer  Schwierig- 
keit theoretiseb  Yerwertet  werden  können. 

Abalieh  yerhilt  es  sieh  mit  einer  neuerdings  ▼on  jRSnt|0Wii  an<* 
gegebenen  nnd  Ton  KoA  angewendeten  Methode*),  bei  der  die  Sr* 
wSnnting  des  Kristalls  dnreh  einen  Strom  heißer  Litfb  berrorgebracht 
wurde .  dl*  einem  spitz  aualaufenden  und  der  zu  nnteraKdienden 
Fläche  nahegebrachten  Kohr  auf  den  kalten  Kristall  geblasen  wurde. 
Hierbei  wurde  die  elektrische  Verteilung  im  Kristall  nach  der  In 
fiuenzwirkung  beurteilt,  die  sie  auf  das  an  der  Spitze  metallische  Rohr 
ausübte,  durch  welches  der  Luftstrom  auf  den  Kristall      leitet  wurde. 

Dieser  Methude  wird  eine  große  EmpfinuliclikuiL  nachj^erühmt, 
welche  diejenige  des  £ttm/^schen  Verfahrens  übertriilt,  und  so  mag 
sie  für  qualitative  Untersudiungen  immerhin  Vortdle  bietra. 

Fflr  nns  handelt  es  sieh  aonSebst  anssohlieftliefa  nm  Erregongeni 
die  bei  gieiebfdrmiger  Temperainrlnderong  auftreten.  Auch  hier 
kdmisn  noch  Unterschiede  anfbreteUi  wie  im  folgenden  genigt  wer- 
den wird* 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  den  vektoriell-polaren 
Typus  der  Erregung,  der  beim  Turmalin  auftritt  und  dadurch  charak- 
terisiert ist,  daß  in  jedem  Volumenelement  ein  Moment,  d.  h.  eine 
elektrische  Verteihing  nach  dem  Schema  (~ '  •  •  +)  stattfinde^  so  ist 


1)  C.  Friedet  und  T.  Curie;  mehrere  Abb.  im  Bull.  wc.  min.  i879— IdSö. 

2)  P.  P.  A'ocÄ,  Aim.  d.  i'hya.  Bd.  1»,  p.  667,  1906. 
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ohne  weitawi  kkr,  daß  eine  solche  Erregung  durch  gleiehfömug» 
Tempenftminderong  war  in  Kristallen  «uftreten  die  tob  tm- 

herein  einzigartige  einseitige  Rirhtnngen  besitzen,  nnd  zwar  von 
Symmetrien  oder  Dissymmethen,  die  mit  deqenigen  eines  polaren 
Vektors  Terträglich  sind. 

In  der  Tat,  da  eine  gleicbfJirmige  Temperaturänderung  rich- 
tungslos  ist,  so  kann  sie  eineu  yektoriellen  £ffekt,  der  eine  ein- 
zige Bichtung  vor  allen  übrigen  auszeichnet,  nur  dann  herrorrufen, 
wmm  in  SnbilMii  dot  Kriildli  dne  solohe  AvneieliBnng  yor- 
bareiiei  wsr. 

Ghmklniitiiok  lllr  die  DiHjiiimelne  «nee  pokran  Yekton  ist 
aber  nich  S.  181  das  Fehlen  einee  Sjmmetrienntnuns,  einer  nun 
Yekior  nonnalen  sweiiSldigen  Symmetrieachse  und  einer  eben  sololieii 
Symmetrieebene.   Dieae  DiMysimeferien  müssen  also  soeh  den  ane- 

gezeichneten  Richtungen  eigen  sein,  welche  fiihig  sein  toUeu,  die 
Jüchtung  des  pyroelf^ktri sehen  Moments  zu  bezeichnen. 

Daß  jene  Richtung  eine  polare  ^Symmetrieachse  sein  müßte,  wie 
Maiiy  meinte,  ist  allerdings  nicht  erforderlich.  Nicht  nur  können  auch 
andere  Richtungen  einiügartig  sein  imd  die  nötigen  Dissymmetrien 
besitzen;  es  können  auch  polare  Achsen  untereinander  gleichwertig  in 
der  Mehmhl  «iftreien  und  dann  als  Srregnngsriehtangen  niobt  in 
Frage  kommen.  Denn  na4sh  seiner  Definition  auf  8.  2ä  kann  ein 
Toktoriellea  Momen^  alao  eine  Sriegnng  TOn  dem  Typ  in- 
einem  TolQmenelenieni  nur  nach  einer  einsigen  Biditong  vorkommen, 
da  mebrere  sich  dodi  nur  nach  dem  Schema  der  vekfamellen  Addition 
za  einem  eimigwi  xesnliiafenden  Moment^  das  eine  einaige  Richtong 
auszeichnet,  zusammensetzen.  Eine  solche  Ansseiobniing  fällt  nnr 
dann  fort,  wenn  die  Besnltaate  gleich  Nnll  isi 

§  129.  Falsche  und  wahre  Pyroelektriaität.  üm  für  Vorstehen- 
des ein  Beispiel  zu  geben,  so  sei  au  die  Beobachtung  angeknüpft^  daß 
QoaTZ  sich  beim  Erwärmen  elektrisch  erregt  zeigt,  und  zwar  in  einer 
Weise,  die  auf  ein  pdarss  Moment  dar  einaehten  V<^nmenelem€aite 
sebliefien  laAL  Quais  ktiaiallisiaii  naeh  S.  97  in  der  Qmppe  (10), 
welche  duieb  eine  dxeisiblige  und  eine  dasu  normale  sweisiUiga 
Symmetrieachse  (Formel  A^^^'^AJ^)  eharakterisiert  ist.  Diese  Sym- 
metrie laßt  keine  einagertige  Richtung  zu,  obgleich  kein  Symmetrie* 
zentniTTt  rxigtiert.  Im  allgemeinen  entsprechen  sich,  wie  die  Polfigur 
(Fig.  2'J  auf  S.  52)  veranschaulicht,  je  sech«  Richtungen  als  gleich- 
artirr,  denn  die  Ausführunir  d^r  in  der  Formei  AJ^A/^  angedeut^'fen 
Deckopcrationen  liefert  zu  jt  der  willkürlich  gewählten  Hiclitung  .  [t*  re 
fünf  gleichartige,  hivm-  Zahl  Ton  sechs  reduziert  sich  auf  drei  iur 
jede  Seite  einer  zweizähligeu  (Neben-) Achse,  auf  zwei  für  die  eine 
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Seit»  d«r  dxeiaSUigai  BiauptMlis«^  dio  mit  deren  andoren  Seite  i^eieli- 
wflrtig  isi 

Hi«r»oe  folgt»  d«0  m  Qua»  eine  polare  eMMeohe  Emgoiig 
dmeli  eiDO  gleiehförmige  Erwimimg  unmöglich  ist,  ihr  Anfbeten 
irielmelir  in  jedem  Falle  auf  eine  ungleichfoimigo  Erw&rmuBg  deutet. 

Der  beobachtete  Effekt  ist  also  seinem  Wesen  nach  ron  dem  am 
Tnrraalin  entdeckten  durchaii''  verschiedpii.  Er  läßt  sich  erklären  als 
eine  Wirkung^  der  Deformatiouen  oder  SpaiinuuL^en,  du  eme  ungleich- 
förmige Temperaturüiiderung  bepleiten,  msoleru  liei  (^)uarz  rein  me- 
chanisch hervorgerufene  Deformationen  oder  vSpanuungen  fftr  sich 
nach  der  Erfahrung  polare  elektrische  Momente  hervorzurufen  ver- 
mögen. 

Bei  den  Tontebend  geeehilderten  Vorgang  erMsheint  die  Tem- 
pentmiodenmg  nieht  ali  der  e^fenüliciio  Gnind  der  elaktrieeben  Er- 
TCgimg;  Hie  wiikt  nur  indirekt,  ineofem  eie  eben  Spannungen  und 

Deformationen  im  Kristall  veranlaßt  Ich  habe  demgemSB  jene  Pjro- 
elektrizität  ak  eine  falsche  bezeichnet,  um  hiermit  anaudenten,  daß 
4ie  Erwärmung  bei  ihr  nur  indirekt  mitspielt. 

Im  ftej^'ensatz  hierzu  die  gesamte,  bei  ^^l^^ichformiijer  Erwjirninng 
des  Turmaims  beobachtete  Erregung  als  wahre  Pyrotlektnzität  zu 
tiezeichnen,  ist  indessen  bedenklich.  Denn  wenn  auch  bei  einem  im 
leeren  Raum  (d.  h.  olme  äußern  Druck)  oder  im  Lufträume  (d.  h.  bei 
konstantem  äuBern  Druck)  erwärmten  Turmaliu  keine,  resp.  keine 
neuen  Spannungen  info^  der  TemperatminderDng  aufträten^  ao 
stellt  aieh  nnter  dieaen  Umatinden  doeh  eine  Deformation,  nimlieh 
«iao  glaidilBnnige  Dehnung  paraUet,  «uu  andere  gleiehfSrmige  Dehnung 
ttonnal  aar  Hanptwi!hfft  «in,  und  vanoh.  der  Erfthmng  bewirkem  solche 
Dehunngai,  rein  meduniack  hervorgebracht,  ihrerseits  elektrische  Er^ 
regongen.  Man  hat  sogar  vermutet;  und  diesen  Standpunkt  hat  ine- 
hesondere  Böntgen  mit  Nachdruck  vertreten,  daß  die  ganze  thermische 
Erre^nnir  hei  Tiirmalin  auf  der  Dilatation  hernhen  mfielite,  welche 
die  Er  >v:iriuuüg  begleitet,  also  ^jnnz  ebenso  eintreten  müßte,  wenn  die 
bezügliche  Dilatation  hei  kuust^iuter  Temperatur  mechanisch  hervor- 
(febracht  winde  Indessen  scheinen  doch  gewisse  Beobachtungen,  auf 
die  wir  unten  näiier  eingehen  werden,  gegen  diese  AufEassung  zu 
sprechen,  und  jedeniaUa  wild  ee  richtig  sein,  bei  der  EntwieUnng 
der  allgemeinen  Theorie  aoeh  die  allgemeinate  A.uffaienng 
4et  Yorgangs  sngronde  an  legen,  um  nieht  Konaequenaen  an  erhalten, 
^tte  mit  i^ftteren  Beobaehtnngen  unvereinbar  sein  können. 

Naeh  dieeer  Auffassung  würde  die  bei  gleichförmiger  Temperatur- 
andenmg  unter  kcmatantem  äußern  Druck  an  Turmdin  beobachtete 
elektrische  Erregung  als  die  Superposition  von  zwei  Wirkungen  an- 
snaehen  sein:  einer  wahren  Pyroelektrizität,  die  eine  direkte  Folge 
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der  Temperaturänderang  ist  und  aucli  dann  bestehen  bleibt,  wenn  man 

die  Deformfition  durch  mechanische  Einwirkung  aufhebt,  und  einer 
falschen  Pyroelektrizität  oder  aber  Piezoelektrizität,  die  auf 
den  Detormationen  beruht  nnd  ttbri^^  bleibt,  wenn  mau  die  hetreflfen- 
deii  Deformationen  bei  kuusUiuter  Temperatur  ausführt.  Analog  wio 
TurmaUn  wären  alle  Kristalle  mit  einzigartigen  Bicbtnngeii  m  be- 
traofaten. 

AnliaiigiwdM  aei  nodi  auf  Eriahrnngetataachen  hingewieMD,  dia 
das  Hmdnapialai  yon  PiModekfaruitiLt  in  die  EzaehemmigMi  der 

thermischen  Erregungen  von  soloheii  Knatallen,  weldie,  wie  Tuiv 

malilly  wahre  Pjrroelektrizität  aufweisen  können,  recht  auffallend  her- 
Tortreten  laaaen.  Es  sind  das  die  durch  die  Kundtsche  Methode  leicht 
sichtbar  zu  machenden  starken  StrJrnnj^fcn  der  elektrischen  Erregung 
durch  feine  Spalten  und  Risse  an  der  Oberfläche  der  Kristallr*  Der- 
gleichen Stönin^^en  sind  bei  einer  direkten  pyroelektrischen  Wirkung' 
^ar  nicht  yerständlif^h ;  sie  erklären  sich  aber  leicht  durch  die  be- 
kannten starken  \\  irkungen,  welche  selbst  feine  Spalten  auf  die  Ver- 
teilung der  elafftiacheii  Spaonungen  fiben.  Bei  den  niemals  ganz  streng 
und  bei  dea  meiaten  firOheran  BeobaditongeiL  nur  xoh  angenähert 
gleiehfSrmigen  Erwiimimgeii  der  beobachteten  Kriatalle  enMehen 
dann  in  der  ümgebnug  solcher  Biaae  erhebliehe  Abweiehongen  Ton 
einem  gleichförmigen  Spannnttgasasland  nnd  mit  diesen  abnorme  ekk- 
triache  Erregongen. 

Ein  nicht  geringer  Teil  der  Beobachtungen  über  pyroelektrische 
Er«('}ieinungen  erschöpft  sich  geradezu  in  der  Verfolgung  dieser  Ab- 
iiorniitäten ,  für  das  tiefere  Verständnis  der  ErscLeiming-  so  gut 
wie  nichts  lietern.  Einem  solchen  Verfahren  liegt  einerseits  wohl 
Unbekanntschafl  mit  dem  eigentlichen  physikalischen  Problem  zu- 
grunde. Außerdem  wird  es  hervorgerufen  durch  die  vielleicht  begreif- 
liche^  aber  dämm  nicht  weniger  TcrhänguisTolle  Tendenz,  vor  allen 
Dingen  den  benntaten  KiiataU  au  achonen,  alao,  obwohl  ein  saeh- 
gemaß  henaageachnittenea,  wirUieh  geanndea  Ftipaiat  die  gesaehten 
Verhlltniase  ndn  nnd  ▼oUsündig  aeigen  wtbrde^  doch  den  gwen 
Kristall  mit  all  seinen  oberflächlichen  und  innerlichen  Sehiden  zu 
benutzen,  der  alle  Resultate  unklar  und  verzerrt  ergibt. 

Es  scheint  notwendig,  auf  die  bedauerliche  Verschwendung  von 
nir.h«amer  Arbeit,  die  hier  und  auch  bei  andern,  später  zu  besprechen- 
den Problemen  mitunter  getrieben  worden  ist^  einmal  hinzuweisen. 

§  130.  Plan  für  die  theoretische  Behandlung  der  Pyroelek- 
trisität.  Es  liegt  nach  dem  ^'orätehendeu  nahe,  die  Theorie  der  be- 
trachteten Vorgänge  so  an  gliedern,  daß  man  zuerst  die  wahre  Pjro* 
eleiktriaitit,  dann  die  (reine)  PieioeldEtrisit&t  behandelt  ond  aehließlich 
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unter  dem  nnelxMmm  EombrnatioBen  beider  Wirkangen  aneh  die 
gewOlmliehe  Anordnimg  bei  der  Beobachtung,  die  ]5rregung  dorob 
gkichfönnige  TempenteSndenuig  bei  konstantem  ftnBem  Druel^  be- 
traehtet  hk  der  Tat  woOen  wir  weiter  unten  so  rerfahren.  Bieee 
Beliandlungsart  trilgt  jedoch  den  oqieriiiientellen  Verhältnissen  und 
damit  der  bistoriachen  Entwicklung  unserer  Kenntnisse  recht  wenig 
Rechnung,  und  da  in  der  historischen  Entwicklung  (nach  einem  Wort 
von  Franz  Ncutnann)  jederzeit  ,,eine  gewisse  Logik  liect",  wird 
©ine  Loslösung  von  derselben  meist  auch  didaktische  Nachteile  haben. 

In  der  Tat  ist  die  oben  definierte  wahre  Pyroelektrizitat  zwar 
theoretisch  einfach  definiert,  aber  ein  überaus  schwieriges 
Objekt  der  Beobachtung.  Eine  Analogie  der  hier  vorliegenden 
TearlilltniMe  m  den  Enebebuingen  der  allgemeiim  Hienttodynrnnik 
drängt  sidi  dabei  fast  Ton  eelbat  auf. 

IHe  Tempeitlarerhöhiuig  einee  Kötpen  bei  imgeBodertem  Dmek 
ist  eine  genaue  Panllele  an  der  pyroelektriaehen  Erregung  eines 
Kristalls  unter  aualogen  UmsttndeD.  Die  dort  auftretende  spezi- 
fische Wärme  bei  konstantem  Druck  iefc  tfaeoietifloh  keineswegs 
einfach  definiert,  aber  sie  hat  den  großen  Vorzug,  ebenso  wie  die  ent- 
sprech^ndo  elf  ktrische  Erregung,  eine  bequem  beobachtbare  Größe 
darzustellen.  Die  Parallele  zu  der  Avahren  pyroelektrischen  Er- 
regung eines  Kristalls  bildet  die  spezifische  Wärme  bei  kon- 
stanter Deformation,  iusbesondere  bei  konstantem  Volumen;  sie 
ist  theoretisch  relativ  einfach  deünierbar,  aber  ihre  direkte  Beobach- 
toBg  ist  80  gnt  wie  nnmSglioh.  Bei  der  EinfBbning  in  die  Wirme- 
lelare  spielt  daber  die  speaiflsobe  Wftnne  bei  konstantem  Drack  die 
dominierende  BoUe^  nnd  die  speeifisebe  Warme  bei  konstantem  Yo- 
lamen  erscheint  fUctisob  nur  als  eine  aus  jener  mit  Hilfe  Ton 
andern  Funktionen  ableitbare  GroBa  Genan  analog  yerhSlt  es 
sieh  mit  der  wahren  pjroeLektrischen  Erregung. 

In  Würdigung  dieser  eigenartigen  Terliältnisse  wollen  wir  denn 
auch  die  nach  Vorstehendem  schließlich  notw*  7idi<:ro  Behandlung 
unseres  Gegenstandes  vom  allgemeinstMi  theoretischen  8tandj)unkt  aus 
nicht  sofort  in  Angriff  nehmen,  uiul  dies  um  so  lieber,  als  für  eine 
wirklich  strenge  Behandlung  der  hezüglit  hen  Probleme  noch  ümistiiude 
(elektrische  Influenzwirkungen  z.  B.)  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  die 
aoTor  erst  noch  in  booondem  AlMMAi»8ti^  erörtert  werden  mUsseDy 
ehe  wir  sie  sor  Anwendnng  sn  bringen  yermögen. 

Hier  wollen  wir  snnlehst  jene  gemischte  pjroelektrisohe  Sr* 
legong  betnehten,  die  bei  den  gewdhnliehen  Beobachtungsmethoden 
wirksam  wird,  und  bei  der  eine  freie  Dilatation  des  Kristalls  bei  all- 
seitig gleichem  Druck  stattfindet.  Die  dabei  sich  uns  bietenden  pyro- 
elektriaehen Parameter  enispreohen  genan  der  spesifiechen  Wärme  Cp 
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in  der  Th«naody]iaiiiik.  Wir  werden  mü  ihnen  ebonio  noher  reduwa 

dürfen,  wie  mit  jener  Größe,  solange  nur  Erscheinungen  in  Betrtcht 

gezogen  werden,  die  sieb  bei  denspl>)en  Drucken  abspielen.  Spater 
\v(pr<lpn  diese  Parameter  dann  niili'  i  (j^^deiiff^t,  niimlich  in  Teile  zer- 
legt werden,  welche  deui  Anteil  der  wahren  Fjroelektrizität  und  der 
Piezoelektrizität  aii  den  Vorgängen  entsprechen.  Es  sei  wiederholt^ 
daß  dieser  Weg  genau  dem  Gang  der  hiBturiächeu  Entwicklung  eut- 
iprioht;  denn  die  frfiheren  BeobAdhtungen  und  ihre  theoretischen  Yer- 
werhrngan  nnd  obne  Bftcksidii  auf  die  genaoiite  Zedegung  duidi- 
gefthri 

Die  Emgnng  Ton  ExisftaUen  obiie  emnlne  «ugeieiehiiete  Bich- 

tung  infolge  von  ungleichförmiger  Temperaturänderung,  die  dnrdiana 
in  das  Gebiet  der  Piezoelektrizität  fällt,  bleibt  hier  nataxgemiß  sa- 

nächst  ganz  außer  Betraclit.  Wir  mußten  sie  heranziehen,  um  eine 
klare  Gruppierung  der  Erscheinunpi^on  als  Gnmdlaj^e  für  die  theore- 
tische Behandlung  vornehmen  und  jb'remdartiges  -ausscheiden  zu  können. 

§  131.  Teiiäorielie  Pyroelektrmt&t.  Um  des  gleichen  Zieles 
willen  muß  vor  der  Bückkehr  zur  Erörterung  der  Erscheinungen, 
weldift  Tnrmailin  und  die  üm  Terwandlan  ErieUte  zeigen,  nooh 
andenartiger  clektriaeher  Erregungen  gedaeht  werden,  die  gelegentlidi 
mit  jenen  Tennengt  worden  aind. 

Es  ist  schon  S.  197  u.  £  dargelegt,  daß  eine  elekiriiefae  Erregung 
der  Ideinsten  Teile  eines  Kristalls  nach  dem  Schema  (—  >  •  ■  -|- )  keines- 
wegs die  einzig  denkbare  ial^  aondem  daß  eine  ganze  unendliche  Reihe 
von  an  Komplikation  zunehmenden  Verteilungen  wahrscheinlich  ge- 
macht werden  kann  Die  in  Iii  sfr  Reihe  anf  die  einlache  vektorielle 
Erregung  Ton  obigem  Schema  folpeiidp  ist  eine  tensorielle,  die 
nach  S.  190  im  allgemeinen  Falle  zusammengesetzt  erschemt  aus  drei 
zeutriscb-8}  ni metrischen  Verteilungen  von  dem  Typ  (-|-  •  —  ••  —  ••-!-) 
oder  (—  •  •  -j-  •  •  -h  •  •  — );  die  »in  drei  zueinander  normalen  Richtungen 
orientiert  aind. 

Dnroh  Beobaehtongen  iat  wahracheinlidh  gemacht^  daft  der|^eschen 
in  gewiaaen  Kristallan  in  der  Tat  Torkommen,  und  wir  haben  nna  dea- 
halb  bereits  in  §  115  u.  f.  mit  ihrer  Theorie  beschäftigt  Hier  sei  nur 
hervorgehoben,  daß  die  oben  beztiglich  der  vektoriellen  Pyroelektrizität 
eingeführten  Unteiecheidungen  auch  für  die  tensorielle  Geltung  be- 
halten. Es  '^ind  ?..  B.  auseinander  zu  halten  Erregungen,  die  bei 
gleichförmiger,  und  solche,  die  nur  bei  ungleiebfclrmiger  Temperatur- 
änderung  eintreten;  letztere  werden  auf  eine  tensorielle  Piezoelektri- 
zität zurück/.uliihren  sein. 

Weitere  Bemerkungen  über  diese  Erregungen  sind  vorerst  unnötig; 
ea  handelte  sich  nur  darum,  andersartige  Erscheinungen  zu  chank- 
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terisieran  und  zu  umgreiiMii,  um  sie  von  den  nachsien  Beteioliiniigeii. 
in  Tvratibidliolier  Weise  auszuschließen.  Wir  kommen  weiter  unten 
auf  diese  tensorielle  Pjroelektrizitat  zurück.  Auf  noch  kompliziertere 
JGinregungen  (Polsysteme  höherer  Ordniiiig)  einragehem,  liegt  bisher 
«m  Grund  nicht  Tor. 

§  132.  Die  Beobaohtungeu  Gaugaius.  Der  Turmalin,  an  dem 
die  Krscbeiuuiig  der  vektoriellen  Pyroeiektü^itiit  zuerst  beobachtet 
is^  Uieb  ]«tige  Zdt  lundorch  saidi  däa  einzige  Objekt  fOr  quantitative 
Bestimmungen  derseLbeii.  Li  der  Tat  iet  dieser  Erietall  durch  da» 
hSofige  Vorkemmen  in  gröfieren  IndiTidnen^  wie  anoh  dureh  die  lelatiT 
ToUkommene  Iioletiony  welche  seine  SubBtans  nnter  angemessenen 
Umstanden  für  elektrische  Ladungen  besÜst  —  gana  abgesehen  von 
der  Starke  der  an  ihm  auftretenden  Effiskte  — ,  ein  ansgeieichnetes 
ICaterial  fOr  die  betreffenden  Beobachtangen. 

Gauguin^)  hat  sich  erfolgreich  um  die  Yeryollständigung  der 
quantitativen  Gesetze  für  die  pyroelektrische  ErTP<rnTi<?  Wmüht.  Bei 
seinen  Beobachtungen  war  der  prl^tneu  oder  piiuh'i itörimg  ausgebildete 
Turmaiiiikristall  au  semen  beiden  Enden  mit  leitenden  Belegungen 
versehen,  deren  eine  zur  Erde  abgeleitet,  deren  andere  mit  dem 
Elektrometer  verbunden  wurde.  Der  Tumialin  befand  sich  iu  einem 
lAftbady  dtmm  Tempenftur  sslir  aUmililich  gesteigert  oder  vermindert 
werden  konnte;  das  Elektrometer  war  in  imten  so  besdureibender 
Weise  so  eingericlitet,  dafi  man  an  ihm  direkt  die  Menge  der  inner* 
halb  einer  bestimmten  TemperatoiSaderang  aof  der  einen  Belegong 
frei  werdenden  Elektrixitit  ablasen  konnte. 

SehvBttet  die  Temperaturänderung  hiueiGhend  langsam  fort,  sa 
kann  man  den  Kristall  als  in  jedem  Augenblick  merklich  gleichförmig 
temperiert  und  demgemäß  auch  als  gleichförmig  erregt  betrachten.  In 
diesem  Falle  zeigt  die  Theorie,  die  unten  gef^phen  werden  wird,  dai^ 
die  sclicinbaren  (nämlich  nicht  durch  Ableitung  7,u  beseitigenden) 
Ladungen  des  Kristalls  nur  auf  dvn  die  Säule  an  beiden  Enden  }>e- 
grenzenden  Flachen  entstehen.  Sind  diese  Flä<'hen  mit  einer  metaliiHchen 
Bel^ung  überzogen,  so  binden  die  scheinbaren  Ladungen  gleiche 
I^dnügsmengai  entgeg^igesetslen  VorceiclieiiB  in  den  Belegungen,  nnd 
l^flhe  Mengen  ^eiehartiger  Ladtmgen  werden  frei.  Ist  die  Er- 
^vlrmnng  niebt  voUstihidig  gteiefaftnnig,  so  entstehen  sofaeinbare 
Ijadnngeu  aoch  im  Innern  des  KristaUa,  die  man  in  ihrer  Wirkung  zum 
Hiberwiegenden  Teü  zur  Geltung  bringen  kann,  wenn  man  die  B< 
legungen  beiderseits  noeh  ein  Stück  Aber  die  Säulenflächen  erstreek^ 
80  dafi  sie  je  eJne  einseitig  gesehkesene  Röhre  büden.  Nach  einem 

1)  Qaugain^  zahlreiohe  Abbaudluugcu  lu  dm  C.  B.  too  1869. 
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bekaniitea  Satz  der  Elektrostatik  wird  dann  die  in  einer  Belegan^ 
gebundene  Ladung  sehr  nahe  gleich  der  innerhalb  der  betreffenden 
Rohre  erregten,  und  gleiches  gilt  fQr  die  auf  der  Belegung  frei 
werdende. 

Zur  Messung  der  frei  werdenden  Elektrizitätsmengen  gab  Gaugain 
seinem  Goldblattelektroskop  eine  spezielle  Einrielitnng.  Das  vertikal 
herabhängende,  mit  der  einen  Belegung  verbundene  Goldbiatt  befand 
sich  nahe  bei  einem  zur  Erde  abgeleiteten  Metallknopf,  von  dem  es 
bei  wachseuder  Ladung  und  souiit  wachsender  Potential diffprenz  mehr 
und  mehr  angezogen  wurde,  bis  es  mit  ihm  zur  Berührung  kam.  Im 
Moment  der  Berüiiruiig  wurde  die  gesamte,  bei  dem  betre£fendeQ 
Potential  auf  der  Belegung  befindliche  freie  Elektrizai&t  zur  Erde  ab- 
geleitet Diese  Menge  ist  eme  den  geometrischen  YerhSltnissen  des 
Eristalls  und  des  Elektroskops  indiyiduelle  Eonstante  —  die  Ein- 
heity  in  welcher  die  Messung  angestellt  wird.  Wenn  also  bei  stei- 
gender oder  fallender  Temperatur  die  Entladung  des  Elektroskops 
sich  »-mal  Tollsieht,  so  sind  auf  der  Belegung  n  Ladungseinheiten 
frei  geworden. 

Seine  Messungen  ftthrten  Gauffam  su  den  folgenden  neuen  Sfttien: 

Die  G^mtmenge  der  durch  einen  und  denselben  Kristall  auf 
einer  Belegung  entwickelten  Elekirisitfttsmenge  hängt  nur  Ton  dessen 
Anfangs-  und  Endtemperator  ab,  nieht  aber  Ton  der  Geechwindigkeit» 
mit  der  die  Temperaturlndemng  sich  vollzieht,  —  solange  nur  die 
Geschwindigkeit  groß  genug  ist,  um  die  Elektrizitätsverluste  durch 
Ableitungen  unmerklich  bleiben  zu  lassen.  Die  Gesamtmenge  der  ent- 
wickelten Elektrizitlit  behlllt  dieselbe  Große,  nndert  aber  das  Vor- 
zeichen, wenn  Anfangs-  und  Endtemperatur  vertaasdit  werden;  sie  ist 
bei  mäßigen  Temperaturänderungen  diesen  Bell  st  proportional;  sie  ist 
iiaanh  iiiifig  von  der  Länge  des  Turmaliiikristalls  und  direkt  propor- 
tional äemcm  Querschnitt. 

§  133.  TheoretiBohe  Gesiohtspuukte  von  W.  Thomson.  Für 
die  Gesamtheit  der  ihm  vorliegenden  Tatsachen  bezüglich  der  Pjro- 
elektrizität  gab  TT.  Thomson  (Lord  Kdvin)  ^)  eine  qualitatiTe^  und  zum 
Teil  auch  eine  quantitatiTe  Erklärung.  Thamaon  nahm  an,  dafi  die 
Volumenelemente  eines  TormalinkrittallB  eine  dauernde  elektrische 
Polarisation  parallel  zur  Hauptachse  besitaen,  die  durch  das  dielek- 
trische Moment  der  Volumeneinheit  gemessen  wird,  und  daß  diese 
Polarisation  mit  der  Temperatur  Tarüert.   Ist  «las  Material,  und  ins- 


1)  W.  JAonwott,  Phil.  Mag.  (6)  Bd.  6,  p.  20, 1878;  Math.  Phjs.  Papecs,  Bd.  1, 

p.  31Ö. 
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ibefondtte  auch  die  Oberfläche  def  ^utalla  nicht  vollkommMi  IsO" 
liwendy  so  wird  diese  Polarisation  zu  einer  elektriselien  Yerteilung 
Yeranlassiiiig  geben,  derm  Einfluß  dahin  geht^  die  Wirkang  jener 

Polarisation  nach  außen  zu  kompensieren.  Insbesondere,  wenn  die 
Leitfähigkeit  der  Oberfläche  allein  oder  weit  überwiecrend 
Äur  Geltung  kommt,  wird  auf  derselben  eine  Elektrizitätsbewegung 
Platz  greifen  und  fui<];iuern,  solange  in  der  Oberfläche  noch  Diffe- 
renzen des  eiektriticheu  ir'uteutiais,  'dlao  tangential  wirkende  Kräfte 
^zietieran. 

Bleibt  die  Tempotrator  eine  gmflgende  Zeit  hindnreh  konsfcant^ 
80  bildet  flieh'  infolge  dieser  Eleldkrisitifaibewegung  eine  Oberfliehen* 
ladnng  des  EiistaOs  sna^  welche  die  Ktmsbtaa  des  Potentiils  iSngs 

der  Oberfläche  erzwingt  und  damit  die  Wirkung  der  innem  Polari- 
sation auf  alle  äußern  Punkte  völlig  zerstört. 

Ändert  sich  die  Temperatur  und  damit  die  innere  Polarisation 
hinreichend  j^chnell,  daß  die  OherflHohenverteilung  nicht  Zeit  hat,  sich 
■diesen  Anderung^en  vollständiix  anzujuiss;  ii,  so  wird  die  Änderung  der 
iuuem  Polansution  zum  gröüereu  oder  geringeren  Teile  nach 
Außen  wirksam  und  gibt  bei  wachsender  und  fallender  Temperatur  zu 
scheinbaren  entgegengesetzten  Ladungen  Veranlassung. 

DaB  im  flbrigen  die  Gonycmisdhen  Besnltate  Uber  die  Abhängig- 
hni  der  Lednngen  TOm  Qnenehnitl^  Uber  ihre  Unabhingigkeit  von  der 
Linge  des  KrisbJls  doieh  die  T^MMOiisehe  Yorstellnng  eiklSrt  werden, 
-ergibt  eich  ohne  weiteres  ans  dem  Besnlt»t  Ton  S.  204,  wonach  die 
•elelEtrische  Verteilung  in  einem  zjlindrisdien  Korper,  dessen  Yolnnii n 
•elemente  gleichf5rmig  nach  der  Zylinderachse  polarisiert  sind,  mit 

Ton  der  Diohte 

tf  —  — jP  cos  (n,,P) 

äquivalent  ist,  unter  die  Ricbtimg  der  innem  Normale,  unter  P  das 
■el^-ktrische  Moment  der  Vuluuieneinheit  verstaDden.  Die  Gesamt- 
lüdung  m  auf  dem  System  der  den  Kristall  einseitig  begr^izenden 
Flächen      ist  hiernach 

m  —  —^Oj^P  OOS  (»4,  P); 
«dies  ist  aber,  wie  die  unmittelbare  Anschaanng  ergibt,  identisch  mit 

unter  (/  der  Querschnitt  yer*»t4inden;  somit  ist  m  dem  Querschnitt  pro- 
ponional  und  von  der  Länge  unabhängig.  — 

Eine  zweite  wesentliche  Förderung  erhielt  die  Theorie  der  Pyro- 
^^ctriaiüt  doreh  W.  Thomson^)  im  Jshre  1877  mit  HiUb  der  Aar 

1)  W  Thomsf>n,  Math.  Fhyi.  Fapeis  Bd.  I,  p.  8Jfi. 
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Wendung  der  allgemeinen  thermodynamischen  Prinzipien  für  reversible 
Vorgänge,  die  wir  in  §  101  u.  f.  nach  der  Methode  de-^  thorTiiodyna- 
mischen  Potentiu!^  formnliprt  haben.  W.  Thomsim  prkLiinite,  dab,  wenn 
es  sich,  wie  kaum  zu  bezweitein,  bei  der  pjroeiektnsciien  Erregung  um 
einen  reversibeln  Efi'ekt  handelt,  dann  ihm  qnantitativ  verknüpft  sein 
maß  ein  reziproker  Elfekt:  die  Temperaturäuderung  eines  derart  er- 
r^baren  Kristalls,  weim  derselbe  in  ein  dektrisehes  Feld  gebracht 
wird.  Diese  Temperatminderimg  ist  gleich&Us  umkehrbar,  insofBrn 
sie  ihr  Yozzeichen  wechselt,  wenn  die  Komponente  des  Fcddes  nach 
der  Biehtnng  der  molebderan  Polerisaüon  des  Eristalls  umgekehrt 
wird.  Die  von  W.  Thomson  signalisierte  redproke  Wirkung  ist  sehr 
klein  und  erst  in  neuester  Zeit,  wie  unten  sn  berichten,  experimentell 
nachgewiesen  worden. 

§  134.  Quantitative  Bestimmimgen  von  E.  lUecke.  Das  Gesetz 
der  zeitlichen  Änderung.  Nach  der  von  W.  Thomson  vertretenen 
Anschauung  eiud  an  dem  Verlauf  der  elektrischen  Erregung  eines 
TurmalinkristaUs  während  seiner  Abkühlung  aus  einem  erhitzten  Zu- 
stand eine  ganze  Reihe  Ton  Wirkungen  beteiligt.  Die  Änderung  der 
Temperatnr  des  in  einnr  kfihleren  Umgebung  sich  salbst  ttberlassenen 
Eristalls  beruht  auf  seiner  oberfliehlichen  und  inneren  themtschen 
Leiifihigknl  Jeder  erreichten  Temperatnrrerteilung  entaipricht  ein 
bestimmtes  elektrisches  Moment  an  jeder  Stelle  des  ^istaUs;  aber 
nur  ein  Teil  desselben  kommt  nach  außen  faktisch  zur  Geltung,  da 
durch  Influenz  in  der  spurenweise  leitenden  Oberfläche  des  Kristalls 
eine  elektrische  Verteilung  in  Bildung  begriffen  ist,  die  der  Wirkung 
der  innorn  \Vrt*  ilung  entg^enwirkt,  sie  schließlich  für  äußere  Punkte 
völlig  kompensiert. 

Ttieckc^)  hat  sich  in  mehrri>  ti  Arbeiten  hemüht,  diese  verschie- 
denen Umstände  durch  Kombination  von  Tiitone  und  Beobachtung 
zu  sondern,  wobei  der  Einfachheit  halber  der  Kristall  in  jedem  Moment 
als  gleichförmig  temperiert  angesehen  wurde.  Bei  den  ersten  Be> 
obachtungen  wurde  der  erwirmte  J&iatall  fibor  ^m  Xnopf  eines 
(graduierten)  QoldbUttelektrometers  au^ehSngt  und  aus  dem  Aus- 
schlag des  Meßinstruments  wihrend  der  AbMilung  auf  die  gleich- 
zeitige scheinbare  Gesamtladung  des  Kristalls  geschlossen. 

Eine  angenäherte  Theorie  des  Yoiganges  ist  in  folgender  Weise 
zu  gewinnen. 

Sei  T  die  von  der  Temperatur  der  Umgebung  aus  gezahlte  Tem- 
peratur des  Kristalls,  und  werde  der  Koef&üent  des  .^««'^schen  Er- 


Ii  J-:.  limke,  üött.  Nachr.  1886,  p.  406,  1887,  p.  I51j  Wied.  Ann.  Bd.  28, 
p.  48,  1886;  Bd.  81,  p.  889,  1887. 
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faJtangsgwtgoi,  d.  h.  der  Quotient  aus  dem  Produkt  toh  Obeiflichd 
und  Süßerer  thermiselier  Leitflhigkeit  und  dem  Produkt  Ton  ÜMse 
und  BpeEÜaolier  Wime, 

Ol 

gesetzt,  so  iat  dietee  ErfadtongsgesetB  dargeetdlt  dordi  die  Fonnel 

-  -  avdt  (2) 

Auf  die  Yeiiiideniiig  der  sokemberen  Ladnng  wirken  zwei  ÜmetSade 
ein.  Einmal  die  mit  der  Temperstor.  Terinderlidie  Eiregung  des 
ErifteUsy  Bodami  die  Auegleiebimg  in  der  leitenden  Oberfliehe.  Man 
kann  daher  setzeD,  indem  man  die  letztere  Wirkung  der  jeweila  tot* 
handenen  Ladung  m  proportional  annimmt, 

dm  —  hdx  —  qmdt,  (3) 

wobei  k  die  Ändenmsr  d^r  l  adung  infolge  der  Temperatürsteigerdng 
hei  fehlender  Oberüächenieitaag  und  dag^^  q  die  Wirkungen  dieser 
LeituiiLT  mißt. 

Bezeichnet  Tq  den  Wert  des  anfänglichen  Überschusses  der  Tem- 
peratur des  Kristalls  über  diejenige  der  Umgebung^  so  liefert  die 
Gleichung  (2) 

c-T,e-S  (4) 


also 

und  ana  (8)  wird 


dt^-^at^e^'^dt, 

dm 


oder^  wenn  kx^  in  «%  abgekOnt  wird 

»i.^-"'-  (6) 

Wenn  zur  Zeit  /  ^  0  der  Kristall  keine  scheinbare  Ladung  trug,  da- 
mals etwa  die  zuvor  vorhandene  durch  Bestreichen  mit  einer  ab- 
gekiteten  Flamme  beseitigt  Avurde,  ao  liefert  di^ 

Die  Eonslaate  M|  beitimmt  iioh  doreh  den  beo1>aehtbaran  Maximal- 
wert M  der  wirkaamen  Ladongi  der  za  einer  Zeit  I  atattfindet^  ga* 
geben  doroli 


In  5  — Ina  /ayM—») 
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Rechnet  man  t  tou  diesem  Zeitpunkt  t  aas,  setzt  also  ^  —  t  »  so 
ergibt  sich 

Diese  theoretische  Überlegriii;/  niaf>if  vprstiindlich,  daß  bei  der 
Abkühlung  zunächst  ein  Anwachsou  der  iiadiing  ontstf^ht  nnd  darauf- 
folgend eine  Abnahme.  Die  Fomiel  (>>)  erwies  »ich  als  eiup  8:nte 
Darstellung  der  Beobachtung  auf  (1«mu  fallenden  Zwei^;  der  Ladiiiigs- 
kurve,  weniger  auf  dem  austeigendeu,  den  höchsteu  Temperaturen  ent- 
sprecheitdttn  Zwei^  wo  ja  aneh  retiGhi«d«ne  der  gamachten  FkimiBsaa, 
S.B.  die  TonnegOMiate  Homogenitit  der  TamparatnirerteQaiii^  wanigor 
aHUlt  gewaaen  aain  dfiifteu. 

Ton  baaaDderam  Intogoaao  iat  dia  von  Eiedse  gannakte  ijxwan- 
dnng  sein«  Formel  auf  die  Berechnoag  datjenigaa  Ladung^  die  an 
einem  E^iiltall  bei  Abkühlung  auf  Zimmertemperatur  eingetreten  sein 
würde,  wenn  kein  Verlust  dorek  oberflächliche  Leitong  etaifcgefiinden 
liätto.   FOr  g  -*  0  ergibt  (6) 

M  -        -  tr^%  (9) 

also  für  f  oc:  w  m^,  wodurch  die  Konstante  tn^  eine  einfache 
Deutung  trlialten  hat.  Nach  (7*)  berechnet  sich  dann  aus  dem 
beobachteten  m  mit  Hilfe  der  gleichfalls  aus  den  Beobachtungen  ab- 
geleiteten Parameter  q  und  a  zu 

«.-«{X)«*-^.  (10) 

Miecke  fand  auf  diese  Weise  h^i  fünf  grünen  brasilianischen  Tur- 
malinen  Resultate,  die  ergaben,  dai^  au  dieser  Substanz  bei  einer  Ab- 
kühlung oder  Erwärmung  um  100**  C  auf  einem  Querschnitt  Ton  1  cm* 
eine  Ladung  von  etwa  165  abeolnten  elaktroatatiachen  Einheiten 
entatelien  wtirde.  Nach  8. 241  gibt  diese  Zahl  aii|^ch  den  Wert  dea 
bei  dieser  Tempentariademng  erregten  ipesifischen  H omentea  P  an. 

Weitere  üntersaehmigen  BSedeea  becogan  sich  auf  die  Abhängig- 
keit der  gesamten  durch  die  Abkühlung  bis  zur  Temperatur  der  Um* 
gebung  erregten  acheinliaren  Ladungen  von  der  dem  Kristall  erteilten 
Anfangstemporatur.  Es  wurde  dabei  die  Gaur/ainBche  Methode  der 
Messung  der  freiwerdenden  Ladungen  mit  Hilfe  des  Entladnngs- 
elektro.sknpps  angewendet.    Da  Vr»!  dicker  niemals  beträclitliche 

Ladungen  auf  dem  Kristall  ansam  lueln  können,  so  tritt  auch  die  ober- 
fliichlicbe  Leitfähigkeit  desselben  nicht  wesentlich  in  Aktion.  Die 
Formel  (3)  würde  bei  unmerklichem  Wert  von  liefern 

dm  —  kdtf  m  —  k{%  —  «^).  (11) 
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Die  liicriii  »lUgedrSokte  ProportionaHtitt  der  enseugieD  Ladnog 
mh  d«m  AUttidiiiigsiiitervall  erwieg  neh  nacli  der  BeoVwshtang  nur 
in  kkinea  Bereiohen  etsttfindend,  mi  nidii  flbemacheD  kaim^  d»  die 
Annehme  einer  Konitanz  TOn  dm /dt  wiDkttrlieli  ist.  Mi&Jee  &nd  es 
nötig,  hdliere  Foteoaen  des  AbkühlongsintervaUee  der  Formel  (11*) 
rechts  insiiftgen,  um  den  Gang  der  Beobachtungen  wiederzugeben. 

Es  sfi  noch  erwähnt,  daß  nicht  nur  Turmaline  Tcrschiedener  Her* 
kunft  beträchtlich  verschieden o  pvrn  lektrische  Errettungen  zeigten,  — 
was  }nn  der  Inkonstanz  der  clicimsclien  Zusammensetzung  dieses  Mine- 
rale« begreiflich  ist,  ■ —  sondern  aucii  verwandte  Kristalle  ({uantitativ 
abweichende  liesnltate  ergaben.  Vielleicht  hängt  dies  zum  Teil  mit 
dem  Umstand  zusammen,  daß  Rieche  die  Kristalle  ausschließlich  in 
ihrem  nsillilielieD  Znafamd  mifc  ihrer  natOiliehen  unregelmäßigen  Be- 
grenzung bennirte,  nicht  PMipante  in  regelmäßigen  genau  ansmefi- 
haran  Dimensionen  mit  einer  wohldefinierien  und  leicht  reinznhalien- 
den  Oberfläche. 

Die  oben  erwähnten,  Ton  Biecke  beobachteten  fOnf  brasilianisehen 
Turmaline  ergaben  für  die  Abhängigkeit  der  Ladung  pro  cm' 
Ton  der  Temperaturdiffeiens  gegen  18°  C  Ausgangstempentor  im 
Mittel  das  Xiesuitat 

Wj     l,lä  T  +  0,0052  T*. 

Hiemo»  würde  folgen 

d'm^fdx  -  1,13  4-  0,0104  t<^p 

alfj  Maß  für  die  pyroelektrische  Erregbarkeit  der  betreffenden  Turma- 
line bei  der  Temperatur  (18 -f  t^)"  t!.  Einer  Temperatur  von  22^0 
würde  beispielsweise  t  —  4,  also  |>  ==■  1,17  entsprechen. — 

Neaerdingl  hat  SMrode p  jroeleUriaohe  Erregungen  beim  Ein- 
tanehen  Ton  Tenehiedeiieni  saTor  anf  Zimmertemperatur  befindlichen 
KriataUen  in  flllaaige  Lnft  beobachtet^  ohne  jedoch  qnantitatiTe  Be- 
atimmangen  auszufthren.  Die  bei  Tormalin  eintretende  Wirkung  war 
so  kraftig,  daß  nach  der  Herausnahme  des  Kristalles  aas  dem  Kälte* 
bad  die  Feuchtigkeit  der  Luft  eich  auf  ihm  nicht,  wie  sonst  an  kalten 
Körpern,  durchaus  in  einer  kontinuierlichen  Eishülle  niederschlug, 
sondern  an  den  beiden  Enden  infolge  der  elektrischen  Abstoßung 
lange  Eisnadeln  bildete. 

Von  Wichtigkeit  ist  die  Beobachtung,  daß  bei  Turmalin  die  Ab- 
kühlung auf  so  niedrige  Temperatur  dieselbe  Art  der  Polarität  be- 
wirkte, wie  unter  höherer  Temperatur  eine  Erwärmung.  Dieee  Anoi^ 
malität  ist  fllr  eine  Theorie  der  pjroelektriaehen  Erregung  TOn  be- 
triehilicher  Wichtigkeit;  wir  kommen  anf  dieaelbe  apSter  carflck. 

1)  t,  BMkndt,  Ana.  d.  Pliyi.  Bd.  IS,  p.  S1&  190». 
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WeiniteiluiKire  seigte  em  aormftlM  VerbilteBy  almlieh  \m  der 
sterkm  Abkifliliuig  die  entgegengetetete  PokritSti  wie  bei  einer  Bi^ 
w&rjnmig. 

§  135.  Qualitative  Bestätigung  der  W.  Tixomsonaclieii  Hypo- 
these. Beruht  gemäß  der  W.  Thomsonschen  Anschauung  das  Ver- 
schwindeu  der  pyroelektrischeu  Erregung  mit  der  Zeit  uur  auf 
einer  oberfiSchlidhen  Leitiälugkeit  der  Tannalinknetalle,  so  müssen 
alle  ünMtibide,  welebe  diese  lefattere  herabsetMa,  dabin  wiifcen,  die 
Ladungen  dauernder  bq  macben.  An  diesen  Scblnß  auknUj^fiBiid  bat 
Bieeke*)  eine  sebr  einfiMsbe  Besütigong  der  gescbilderton  Anscbannng 
gegeben.  Er  Termochte  an  TurmalinlaiBtallen,  die  er  der  Abkühlung 
innerbalb  einer  Yon  Staub  und  Feuchtigkeit  möglichst  befreiten  Atmo- 
j?phäre  von  etwas  vermindertem  Druck  überließ,  noch  nach  mehr  als 
24  Stunden  Ladungen  nachzuweisen,  obgleich  schon  nach  einer  Stunde 
die  Tempernturdifterenz  des  Kristalles  gegen  die  titngebende  Atmo- 
sphäre weniger  als  1®  C  betrug,  von  da  ab  also  eme  neue  merkliche 
Erregung  nicht  weiter  in  Frage  kam.  Es  ist  hierdurch  in  der  Tat 
wahrscheinlich  gemacht,  daß  der  Turiualiu,  wie  1)^  Tliommn  meint, 
eine  danetade  elektarisebe  Pokrität  besitzt^  deren  Stirke  mit  der  Tsm- 
peratar  vanieri. 

Bin  ganz  direkfcOT  Kacbweis  disser  Polarität  KBt  sieb  dadureb 
erbiingw,  daB,  wenn  sie  TOrbanden  ist,  firisobe  BmcbflSoben  einsa 
TormalinktistaUeB  bsi  gewöbnlicber  Temperatur  sieb  mit  elektri  lier 
Ladung  rerseben  erweisen  müssen.  Offenbar  tragen  solche  Bruch- 
flächen  nicht  sogleich  die  kompensierende  OberHächenladung;  sie  leiten 
vermutlich  auch  zunäcb>it  noch  sehr  schlecht,  bis  sich  etwa  durch 
Wasserkondensation  eine  frenule  leitende  Schicht  auf  ikuen  gebildet 
hat.  Es  fehlt  somit  an  eiuem  zerbrochenen  KrystaU.  den  beiden 
Hälften  ein  Teil  der  kompensierenden  Ohertlächenladung,  und  es  muß 
demgemäß  ihre  innere  Veritiilimg  bich  nach  außen  geltend  machen. 
Hat  das  Zerbiecben  eines  säulenfSrmi^n  Kristalles  bei  gleicbfömiger 
Temperatur  des  EristaUes  staitgefuudeu,  so  ist  die  innere  Verteiinng 
jedss  Stückes  mit  einer  Ladong  der  die  Sftnle  beiderssitig  begrenzenden 
Fladben  von  der  Dicbte  —  —  P  eos  {n^t  P)  äqniTalent;  es  wird  hier- 
nach also  die  eine  HSlfte  des  Kristalles  so  wirken,  als  ob  die  Brucb« 
fläche  positiv,  die  andere,  als  ob  sie  negativ  geladen  wäre. 

Demgemäß  habe  ich  die  Versuche  zur  direktesten  Prüfung  der 
W.  Thomsonschen  Anschauung  so  angestellt'),  daß  ich  stäbchenför- 
mige Präparate  ans  grünem  (brusi lianischen)  Tnrmalin  beiderseitig  in 
kurze  Messingstäbe  kittete,  sie  in  der  Mitte  mit  einem  Diamant  ritzte 

1)  E.  Mied»,  GOU.  Nachr.  1887,  p.  161. 

W.  Voigt,  Om.  Necbr.  18M,  p.  107.  Wied.  Ans.  Bd.       p.  868, 1897. 
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und  dann  (mit  den  Messingstäben  als  Handhabe)  zerbrach.  Die  Bruch* 
dächen  wurden  augenblicklich  in  zwei  mit  dem  Quadranten  eines 
T7<omj>oM-KIpktrometers  verbundene,  im  übri<rp!i  isolierte  Qaecksilber- 
näpfe  eingetaucht;  in  diesen  mußten  dann  Ladungen  frei  werden,  welche 
den  auf  den  Bnichflächen  befindlichen  gleich  waren.  Es  entstand  mm 
in  der  Tat  ein  äußerst  kräftiger  Ausschlag  am  Elektrometer,  der  die 
ArnrnwinTiftit  einer  starken  Ladung  der  Brachflachen  bewiea. 

Dordk  MeMung  des  AoiichlBgea  und  Yeigleiehiiiig  mit  dem  diurah 
«onea  gepraftton  Tannalm  piesoelftktriBQh  lierroigeinifeaeii  konnte  aoek 
ein  ungefährer  Wert  fttr  die  Diekte  dieser  Lndnng  und  tomlt  flir  da« 
kei  der  Beobttobtungeftemperatur  im  Turmalin  yorhandene  permanente 
Moment  gewonnen  werden.  Es  fand  siek  dafftr  bei  vier  leidliok  über- 
einstimmenden Beobachtungen  bei  einer  Tempemtnr  Ton  etwA  34®  0 
ein  Wert  von  rund  3?»  absoluten  Eiribeiten. 

Was  den  »Sinn  des  so  wirk'^Mtn  maphten  permanenten  elek- 
trischen Momentes  angebt,  so  erscheint  es  eniigermaßen  überraschend, 
daß  derselbe  sieb  durch  die  beschriebene  Beobachtung  entgegen- 
gesetzt dem  Sinne  des  durch  Erwärmung  hervortretenden  Momentes 
de«  Tunnalinee  erwiee»  Die  firwinnung  wirkt  kiennek  niokt  Y«r- 
•tibtaidi  eondeni  Termindemd  auf  du  permanente  Moment  ein,  und 
aaek  der  S.  246  angegebenen  ZaU  ftr^die  Wii^kung  einer  Temperatm^ 
Torihiderung  würde  sich  ergeben,  daß  das  permasmite  Moment  in  der 
Nahe  von  50^  C  sein  Yoneieken  wechselt  Dies  letztere  Resultat  ist 
aUerdings  als  nicht  ganz  sicher  gestellt  zu  betrackten. 

Während  nämlich  der  Nachweis  der  Existenz  und  auch  des  Vor- 
zeichens einps  dftuornden  elektrischen  Momentes  im  Turmalin  durch 
die  vorstehend  iioschnebenen  Beobachtungen  als  erHiü  lit  gelten  dart^ 
ist  die  Bestimmung  der  Größe  dieses  Momentes  aus  prinzipiellen 
Gründen  unsicher,  und  die  Messungen  geben  eigentlich  nur  eine  untere 
Grenze.  Es  ist  in  der  Tat  denkbar,  daß  daa  Moment  faktisch  erheb- 
lich großer  ist,  als  38  abaolute  Binkeltett.  Mrelena  kann  Ton  dem  Augen- 
blick dea  Zerbreebens  an  bis  au  dem  des  Eintanokene  bereits  eine 
kompensierende  Influena  eingeaelst  kaben.  AußcKdem  aber  ist  denk* 
bar,  daB  im  Augenblick  des  Zerbreckeas  des  Eristattes  EwiMben  den 
einander  noch  sehr  nahen  Bruokflächeu  Entladungen  stattfinden, 
und  auf  dieee  Weise  die  entgegengesetzten  Ladungen  der  beiden  Bruch- 
flachen  einander  gegenseitig  zum  Teil  neutralisieren.  Daß  dergleichen 
nicht  stattt^efunden  hat,  dürfte  sehr  schwor  nachzuweisen  sein.  Immer- 
hin kann  das  Vorzeichen  des  permanenten  Momentes  und  die  daraus 
folgende  Tat.sacb«'  der  Abnahme  seines  absoluten  Wertes  mit  wachsen- 
der Temperatur  küuiii  bezweifelt  werden,  und  ein  solehee  liesultat  ist 
für  jede  molekulare  Theorie  der  pjro-,  wie  der  piezoelektrischen  Er- 
regung am  Turmalin  bereits  Ton  betriicbtlioker  Wioktigkeii 
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n.  Abselmiti 

Tlienaodjrnamische  Theorie  der  vektorielleu  Fyroelektrizität. 

§  186.  Dm  ükßHnoCymuaSmcih»  Potential  der  pyioelekfcriMheft 
Vorginge.  FOr  die  Anwendung  der  Methode  dei  Üiermodynamischeifc 
Potentialee  besteht  die  Yorbediiigimg,  daß  es  sich  um  reversible  Vor- 
lage handelt  Diese  Vorbedingung  darf  hier  als  erfüllt  angesehen 
werden;  nach  allen  Beobachtungen  können  die  eigentlichen  pyroelek- 
trischeu  Erschpinunq^en  durch  umjj^ekehrtc  Tcmperatuninderungen  selbst 
rückgängig  gemacht  werden;  die  nicht  umkehrbaren  Wirknnfr^n  der 
Oberflächenleitung,  von  deneu  S.  241  gesprochen  ist,  sind  den  eigent- 
lichen Vorgängen  &emd  und  lassen  sich  unabhängig  von  diesen  ver- 
mindern. 

Die  unabhängigen  Variabehiy  die  neben  der  absoluten  Tempera- 
tur 9  fOr  die  Anfatellang  des  AuedmckeB  für  das  erste  Ühermodynft^ 
miaehe  Potential  |  der  Volumeneinheit  zn  wählen  aind,  ergeben  aich 
naeh  §  101  durch  den  Auadniek  (107)  für  die  Arbeit,  welche  ein» 
Veränderung  des  Zuatandea  erfordert.  Dabei  sollen  diejenigen  Haupt- 
variabeln  Xi, .  . .  bevorzugt  werden,  für  welche  die  auf  die  Yolumenr 
einheit  belogene  Arbeit  speziell  die  Form 

—  — 533^1?«»»      Ä«-l,2,...«  (12) 

besitzt,  also  koin  in  ti&  multipliziertes  Glied  aufweist. 

Aus  dem  Au.sdruck  für  das  Potential  |  folgen  dann  nach  §  101 
die  Beziehungen  für  die  Entropie  der  Volumeneinheit  und  für  die  Ab- 
hängigen Xf^  (die  erweiterten  Kräfte)  gemäß  den  Formeln 

fl"  — H"»         — —  ll^.     Ä  — l,2,...n.  (13) 

Nun  haben  wir  in  §  122  einen  Ausdruck  für  die  Arbeit  abgeleitet^ 

welche  zu  einer  Veriindemng  der  dielektrischen  Erregung  nötig  ist. 
Dieser  hat  unmittelbar  die  Form  (12);  er  liefert  uns  p.lso  Auskunft 
darüber,  weiche  Größen  in  unserem  Falle  die  Steile  der  verallge- 
meinerten Koordinaten  x^,  .  .  .  x^,  welche  die  Stelle  der  verallgemei- 
nerten Kräfte  X^, .  .  eiuueiiuien.  Indem  wir  weiterhin  die  Feld- 
komponenten durch  E^yE^jE^j  die  Komponenten  der  dielektrischen 
Momente  durch  (PJ^  (P,),  (P,)  beliehnen,  können  wir  statt  (215) 
auf  S.  223  Bchrdhen 

d  a  =  -  ((Pj)dfjb;  -H  (P,)f^£,  +  <^P^dE;),  (U) 

und  es  tritt  hervor,  daß  bei  den  Pjroblemen  der  dielektrischen  Er- 
regung die     mit  den  Feldkomponenten  JS^,  die      mit  den  Homent- 
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komponenten  (F^^  nt  idontifiziereo  smcL  Gemäß  dem  in  §  114  fint- 
wklnltflii  befanMihton  trir  die  elektrieehe  Felditirke  S  (vovanifc  olme 
fltrange  Begraadimg)  ab  einen  polaren  Tekior.  — 

Um  einen  Aneata  Ute  daa  Potential  |  an  bilte,  kennen  wir  im 
£inUang  mit  der  Erftlining  einen  nach  steigenden  gansen  Potfluien 
der  £|  fbrfawliteiieiiden  Anedmek  bilden,  der  mit  einer  geeigneten 

—  im  allgemeinen  selir  niedr^en  —  OrdDung  abbrielht»  Für  die 
nftoheie  Betrachtimg  begnügen  wir  uns  mit  den  Gliedern  erster  Ord- 
nung. Auf  höhere  Glieder,  die  zum  Teil  wesentlich  andere  Erechei" 
nungen  ausdrücken,  werden  wir  weiter  nnten  eingehen. 

Diese  Zerlegung  des  thermodjrnainischon  Potentiales   föhrt  zu 

keinen  ünbequemliohkeiteu,  (In,  nach  §  101  die  uns  iTitpressierendea 
pliysikallschen  Größen  durch  DiÜerentiationen  den  l*otriiti;iles  zu  rr^'■. 
winneu  sind  und  somit  bei  unserem  Verfahreu  parallt?igehend  tjleicü- 
falls  zerlegt  werden j  sie  können  schUaBIicb,  wie  das  Potential  selbst^ 
aus  den  bezflglichen  Teilen  zusammengesetzt  werden. 

Nach  dem  Gesagten  wollen  wir  also  ein  (erstes)  thermodyna- 
misches  Potential  Ton  der  Form 

-  (i)  -  (*"•)  +  (Jy^i  +  (F,)£,  +  (fi)JEi  (15) 

betraditen,  in  dem  die  (F^),  . . .  (F^)  Funktionen  der  abeolnten  Tem-* 
peratnr  ^  aDein  dantellen. 

Fllr  die  effiiktiTen  dielektriflehen  Momente  ergibt  eich  bierana 
gemSB  (IS) 

(p,)  -  (J^t),  (p.)  -    (Pi)  -  w),  m 

ftr  die  gesamte  Entropie  der  Volumeneinheit,  falls  Differentialquo- 
tienten nach  0-  durch  einen  oberen  Index  angedeutet  werden, 

(?)  -  (-f  .)'  +  (i^i)'J^  +  {i'^'E,  +  (WjEt  (") 

Im  Falle  der  pyroelekfariechen  Vorgänge  kommen  nun  die  Abeo- 
Intwerte  der  Momente  nnd  der  Sntropie  niemali  snr  GeLtong^  eondem 
nur  ihre  Ändemngen  bei  einer  Abweiehnng  der  Temperatur  d-  von 
einer  Ausgangs-  oder  Normaifcmperatnr  ana.  Dieee  Größen  be* 
ttimmen  lieh  ebenao  ana  der  Differenz 

(«-(?).-«,  (18) 

wci}tf-i   1)^  sich  auf  die  Normaltemperatur  dg  bezieht^  ebenso  wie  die 

Absolutwerte  aus  (^X 

Wir  können  demnach  statt  von  dem  Ansatz  {Ib)  für  (4)  bequemer 
Ton  dem  Ansatz 
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au^pehen,  in  dem  l'\  fflr  {F^  —  {Ff)^  gesohrisbeii  ist.  Dabei  werden 
wir  passend  die  F,^  als  Funktionen  von  d-  —  d-f,  =  t  betrachten,  die 
mit  T  Terschwinden,  und  deren  Parameter  von  abhängen. 

Aus  (19)  folge»  dann  für  die  bei  Steigerung  der  Temperatur  TOn 
•9-0  auf  ^  >-     4- 1^  erregten  Momente  die  Formeln 

p,-j'„p,-F„p,-j;,  (80) 

für  den  Zuwachs  der  Entropie  analog 

1,  -  Ji'  4-  F^E^  +  F^E^^  F.'-El,  (21) 

wobei  <Ho  oberen  Indizes  die  Differentiation  nach  x  andeuten,  und  i^^ 
80  gewählt  werden  kann,  daß  es  nicht  nur  selbat,  sondern  auch  sein 
Differentialquotient  F^  für  r  «  0  verschwindet. 

Bei  nicht  zu  großen  Temperaturanderaugen  kaun  mau  dann  schließ- 
lich noch  die  i'^  nach  Potenzen  von  x  entwickeln  und  die  Reihen 
mit  einer  angemessen  niedrigen  Ordnung  abbrechen.  Da  aber  die  Ab- 
hängigkeit Ton  der  Tempeiatar  nach  der  ihrfidumig  Heri  wie  in 
anderen  Gebieten,  siemlicfa  kompliziert  ist,  auch  Ton  ▼omheorein  eine 
Beeohiinlnnig  wxd  kleine  Tempeiatnianderungen  weder  für  das  Ez» 
periment,  noch  fElr  die  Entwickelong  der  Formeln  wesentliche  Vor- 
teile bringt,  so  wollen  wir  zunSchst  Ton  einem  solchen  Verfahren 
absehen. 

§  137.  Spezialisioning  des  thermodynamischen  Potentials  auf 
die  verschiedenen  Krißtallgruppen.  Die  nächste  sich  lueteiide  Aut- 
gabe ist  die  Spezialiäienmg  <les  Ansatzes  (12)  oder  (19)  auf  die  ver- 
schiedeneu Kriötallgruppeu,  die  bei  der  Einfachheit  des  Ausdruckes 
fftr  I  sehr  leicht  zu  bewirken  ist.  Die  Zusammenstellimg  der  Sjm- 
metrieformeln  Älr  die  82  KristaUgruppen  iit  S.  97  gegeben  und  die 
Tabelle  nach  der  dortigen  Bemerkung  am  Schluß  des  Buches  heratis- 
Idappbar  wiederholt. 

%  ist  nach  seiner  Definition  auf  S.  188  ein  SkaUr,  .E  ist  ein  po- 
larer Vektor,  dessen  Komponenten  bei  InTcrsion  des  Koordinaten- 
systems ihre  Vor/.eicben  umkehren.  Für  Fq  ergibt  sieh  .skalarer  Cha- 
rakter, während  F^,  ?\  nach  dem  Satz  von  S.  lÖO  polare  Vektor- 
komponenten darstellen.  Solche  Funktionen  können,  wie  schon  S.  234 
be!r!erkt,  einem  Krvstall  nur  dann  eigentümlich  sein,  wenn  derselbe 
eiii/iu  i lüge  liichtungeu  besitzt,  deren  Symmetrie  mit  «lerjeniifeu  <'ines 
polai  r  u  Vektors  vereinbar  ist.  Es  milssen  hiernach  jedeulitUö  zunächst 
für  alle  zentrisch  symmetrischen  (irup])en  die  Fj,  F«,  F^  verschwinden, 
da  ein  Symmetriezeutrum  der  Dissymmetrie  des  polaren  Vektors 
widerspricht. 
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Bei  den  übrigen  Kristallgrui^en  ist  nrnSeliBt  niBiiBehen,  ob  sie 
UlMilumpt  einzigartige  Biobtimgen  besifeieii.  AUe  Gruppen,  wo  dies 
nieht  stattfindel^  lallen  ^ieh&Ds  besflglioh  der  F^yF^,  ans. 

Keine  einzigartigen  Ricbtoiigeii  beeitsen  Ton  iea  Gruppen  ohne 
Zemtmm  jedenfalls  alle  diejenigen  mit  zwei  anabhängigen  Sjmmetrie- 
aclisen  oder  mit  zwei  Spiegelachsen  oder  mit  einer  Symmetrie-  und  einer 
Spiegelachse.  Eine  Symmetrie-  oder  Spiegehichse  ordnet  nnmlieli  bereits 
jeder  Richtung  im  Kristall  mindestens  eine  gleichwertige  zn,  mit  Aus- 
nahme der  Richtung  der  Achse  selbst.  Zu  dieser  Richtimg  fügt  dann 
die  zweite  Symmetrie-  oder  Spiegelachse  eine  zwpite  crleiclnvertige  hinzu. 

Eine  einzigartige  Richtung  besitzen  Kiy8iHil<^i  u|>p«  a  mit  entweder 
nur  einer  Symmetrieachse  oder  nur  einer  Spiegelachse.  Der  letztere 
Fall  ist  aber  jedeneit  mit  der  Dissymmetne  des  polaieii  Vektors  im 
Widerspraeh,  der  erstere  dann,  wenn  ra  der  Symmetrieaehse  eine 
Synunetrieebene  normal  steKt,  was  im  Falle  der  DreizSiili^eit  1min 
^mmetrieaentrum  bedingt.  Diese  beiden  Symmetrien  fikUen  demgem&S 
gleichfalls  aus.  In  den  übrigen  Gruppen  mit  nur  einer  Symmetrieaobse 
bezeichnet  deren  Biektimg  die  Richtung  des  pyroelektriscben  Mimientes. 

Es  bleiben  hiernach  schließlich  für  die  Diskussion  nur  noch  die 
beiden  Gruppen  (2)  xmd  (\'\  d.  b.  ohne  alle  Symm^^trieelemente  oder 
mit  einer  einzigen  Symmelrieebene,  übrig.  In  der  ersteren  entsjMiclit 
jede  Richtung  den  zu  erfüllenden  Anforderungen,  in  der  letzteren 
jede  in  der  Symmetrieebene  liegende  Richtung,  und  es  ist  in  beiden 
Fällen  eine  Auswahl  unter  diesen  Richtuugeu  nicht  zu  treä'eu. 

8o  gelangt  man  an  dem  folgenden  Sehema  flBr  die  Parameter  F, 
bei  dem  die  Groppen  mit  Zentrum  von  Tonilierein  ttu^j^blossen  sind 


1.    (2)  Kein  Symmetrieelement: 

Fl,  F^f 

F 

Fr,F,, 

0. 

(5)  {A}^): 

0,  0, 

F,, 

alle  Fj^ 

-0. 

0,  0, 

Fr 

IV.  (10)  (A^,Af  ): 

aUe  F^ 

-0. 

(11)  und  (13)  {Ä}%      and  (^.(»)): 

0,  0, 

Fr 

aUe  F^ 

-0. 

(16)  und  (18)  {A:'\       und  (^/*'): 

0,  0, 

Fr 

(19;  und  (20)  (.S^,  Af  ^)  und  {S^): 

alle  F, 

=-0. 

VI.  (22)(A^,AJ'^): 

alle  F, 

=  0. 

(23)  und  (25)  {A}\  E^)  und  {A  .(•)): 

0,  0, 

(26)  und  (27)  (.4/»>,  A}*\E;)  und  {Aj>),  E.): 

alle  F^ 

-ü. 
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Der  geometrische  Weg;  den  vir  im  vorstehenden  gegaagea  sind^ 
ist  nicht  der  eigentlich  methodiiebe,  der  in  §  55  auseinandergesetzt 
wurde  und  die  .Transformation  Ton  ^  auf  nacli  deu  SyrnmetrieTcr- 
hältnissen  gleichwertige  Koordinatensysteme  bemit/t;  er  i^^t  ihm  aber 
in  diesem  einfachen  Falle  un  Kfir?p  und  Anschaulichkeit  überleben. 
Da  der  methodische  Wee  tiuI  ii  m  1  ('iii[»lizierteren  Pällen,  wo  die 
geometrische  iVusciiauung  zur  iiösimg  des  Froblemes  nicht  ausreicht^ 
noch  wiederholt  wird  eingeschlagen  werden  müssen,  so  mag  hier  von 
maat  Bennteong  abgesehen  -wefideD. 

Die  obige  TkbeUe  ergibt  dae  Beeottei^  dn8  die  betnchtete  pjro- 
elektriaehe  Enegmg  in  in  Tat  hOTptnftrhlifh  in  heinimorphen  vaxä 
teiwtoediischen  Gruppen  mit  einer  polaren  Aehae^  d.  h.  mit  den  £Ie» 
menten  .4/")  und  AJ'^^E^  auftritt,  im  fibrigen  bei  einer  aehr  groBett 
Zahl  Ton  Gruppen  —  21  von  S2  —  gänzlich  fehlt. 

Auch  bei  Kristallen,  welche  einer  der  elf  ausgezeichneten  Gruppen 
augehören,  ist  die  pyroelektrische  Erregbarkeit  nicht  in  allen  Fälbln 
nachweisbar.  Es  liegt  darin  kein  Widerspruch  mit  dem  GrundgeBetze 
ans  §  12,  von  dem  wir  hier  ausgehen,  denn  dies  Öesets?  behauptet^ 
indem  es  die  Symmetrie  der  Konstitution  derjenigen  der  Wachstums- 
ersdieinungen  gleichsetzt,  nur  die  Möglichkeit  der  mit  jener  Sym- 
metrie Teieinberen  Ersefaeinungen,  niäit  die  Notwendigkeit  ibrea 
Anfbetena,  und  am  wenigsten  dea  Anftretona  in  einer  snm  Naehwei» 
anaraiflhendan  Stirka. 

Bei  der  Pjrrodektriiit&i  liegt  obenein  ein  wiehtiger  ümatand  Tor, 
welcher  die  Beobachtbarkeit  des  Phänomens  stark  beeinträchtigen,  ja 
praktisch  aufheben  kann;  eine  änßecat  kleine  innere  elektrische  Leit- 
fähigkeit des  Kristalls  genügt,  um  insbesondere  bei  Anwendung  de» 
AuiW^ scheu  BestiinbTinL^^ Verfahrens  jede  Möglichkeit  der  Beobachtnng 
einer  elektrischen  Erregung  aufzuheben-  — 

Noch  sei  auf  einen  Punkt  von  prinzipiellem  Interesse  auiii  t  i  k- 
sam  gemacht.  Bei  der  Ableitung  der  Formeln  fllr  die  Potentiai- 
fbnktion  elektrisch  und  m^netisch  erregter  Körper  ist  in  §  114  hervor- 
gehoben worden,  daß  ea  immerhin  einigennaBen  bypotiietiaeh  ial^  ein 
äektriaehea  Moment  ala  einen  polaren  Vektor  anfnftaaeny  daa  mag- 
netisehe  ala  «nen  axialen  und  nieht  nmgekehrt  Die  fiiaoheurangeii 
der  Pyroelektriaitat  geben  fdr  diese  Auffiissung  eine  kräftige  Stütze^ 
jßLf  wenn  man  das  Grundgesetz  der  KristaUphysik  von  S.  20  als  fei^t- 
gestellt  betrachtet,  den  vollen  Beweis.  Die  Tabelle  auf  S.  2öl  für  die 
pyroelektn'Rche  Erregbarkeit  der  Kristalle  ist  unter  der  Annahme  auf- 
gestellt, daß  die  elektrischen  Vektoren  polare  Xatvir  haben.  Diese  An- 
nahme wäre  entscheidend  widerlegt,  wenn  ei;i  «'uiziges  Beispiel  (^vek- 
toriener)  Pyroelektiizität  bei  einer  Grnj)pe  aulgeiauden  wäre,  welche 
nach  ihi-en  Symmetrien  keine  polare  ^sondern  ^.  B.  nur  eine  axiale) 
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Erregiuig  daxoh  i^eifihfSvin^Temperaturänderang  zulieBe.  Das  ist  aber 
nicht  geschehen,  sondern  eine  Anzahl  der  kräftigsten  Eimffmgiaa,  sind 
gerade  bei  EristaUen  yorhanden,  die  umgekehrt  eine 
axiale  Erregung  nicht  gestatten^  wie  das  im  folgenden 
Abschnitt  hervortreten  wird.  — 

Um  die  Anschauung  zu  beleben,  mögen  nach- 
stehend noch  einige  spezielle  Beispiele  von  in  qualitativer 
Hinsicht  untersuchten  Kristallen  mit  pyro elektrischer 
JEIrregbarkeit  aus  yerschiedenen  der  oben  aufgeführten 
Kristallgruppen  bespfoehen  und  dargestellt  werden. 

Figur  107  gibt  einen  Kristall  yon  Bohimeker 
wieder,  der  der  Qmppe  (5)  mit  der  Symmetrie 
sogekört  Der  Kristall  ist  mit  der  j^-Aolue  yertJkil 
gsäelli;  die  Figur  läßt  deutlich  deren  polare  Natur 
«AMUm:  beide  Achsenenden  sind  von  durchaus  verschiedenen  Flächen 
omgeben.  Auch  geht  keine  Symmetrieebeue  durch  die  ^Achse.  Die 
beigesetzten  Zeichen  -j-  und  —  deuten  hier,  wie  in 
den  weiteren  Abbildungen  an,  welche  scheinbare  La- 
dungen bei  Erwärmung  des  KristaUes  auftreten. 

Rohrzucker  ist  stark  pyroelektrisch.  Ob  die 
bekannte  Eröcheinong  des  Aufleuchtens  beim  Zer- 
Itteebeit  etnes  Bjcistelloe  mit  dieser  B^psnsehalt  ni- 
ssmmenliingt;  bedaif  no^äi  der  Unteisndiung.  Wenn 
so  liegt  es  nah^  sie  mit  einer  Sntkdnngswixkang 
zwisohen  den  naeb  W.  J%om9tm  enigegengesetst  ge^ 
ladeoen  Bmchflächen  in  Bezidrang  an  seinen.  'FÄvie 
solche .  Entladung  würde  dann  gemäß  dem  S.  247 
Gesagten  verhindern,  das  wahre  dauernde  Moment 
des  Rohrzuckerkristalles  in  der  dort  bespronhenen  Weise  zu  beobachten. 

i  igur  108  stellt  einen  Kristall  von  haeselzinkerz  dar,  welcher  der 
Gruppe  (8)  mit  der  Symmetrieformel  Ä^^%  Tnig^ört.  VVieder  ist 
die  polare  Natur  der  vertikalen  ^- Achse  aus  der 
Abbildung  deutlich  erkennbar. 

Figur  109  gibt  einen  KristaD  von  Pentae- 
rytiirit  wieder,  weldier  dem  tetragonalen  System, 
and  swar  Gmppe  (16)  mit  der  Symmekieformel 
A^*\  angehört.  Die  Bildung  ist  der  des  vorigen 
bis  auf  den  Unterschied  in  der  Zfthligkeit  der 
Hauptachsen  ähnlich. 

Außer  auf  diese  KristaUe  mag  nur  noch  auf 
den  IM  R.nir  lOH  auf  S.  229  abgebildeten  Turmalin  hingewiesen 
den,  der  zum  trigonalen  System,  «Gruppe  (11)  {A^^\E^f  zahii 


«f.  IM. 


Flg.  m. 
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§  138.  Hecaibwlmiig  d^r  Felüerquellen  bei  pyroelBktriBOlieiL 
Messungen.  Eine  rationelle  Methode  der  Messung  pjroelektrischer 
Parameter  wird  von  der  Tendenz  geleitet  sein  müssen,  die  unvermeid- 
lichen Fehlerquelleü  in  ihrer  Wirkung  nach  Möglichkeit  herabzudrücken. 
Unter  ihnen  spielt  der  Elektrizitätsrerlust  durch  Leitung  auf  und  in 
dem  Kristall  die  Hauptrolle. 

Es  gibt  drei  Mittel,  ihn  herabzudrücken:  1.  Verminderung  de» 
Potentialgefalles  im  Kristall,  2.  Herabsetzung  der  Leitfähigkeit,  3.  Ab- 
kttrzung  der  Dauer  der  Messung.  Um  mit  dem  leteten  lu  beginnen^ 
80  kann  man  die  Erreichiang  einer  neuen  homogenen  Temperatur  be- 
schleimigen,  indem  man  die  froher  anssohließlioh  benntaken  Luftbäder 
dnrch  Mflssigkeitsbäder  eisetat  und  KristallprSiiarate  von  geringem 
Querschnitt  wählt.  Es  ist  dann  möglich,  Temperaturänderungen  von 
einigen  Graden  praktisch  genau  in  Bruchteilen  einer  Minute  su  ersiden* 
Was  das  zweite  angeht,  so  können  die  Flössigkeitsbäder  bei  geeigneter 
Wahl  der  Flüssigkeit  auch  dazu  dienen,  die  Bildung  leitender  Ober- 
ilächenschichteu  zu  verhindeni.  Im  übrigen  wird  die  Leitung  von 
Ende  zu  Ende  auf  dem  Kristallpräparat  natürlich  stark  herabgesetzt^ 
wenn  mau  das  Präparat  laug  gegenüber  den  Qnerdimensionen  wählt. 
Das  Priiparat  braudit  übrigens  nicht  einheitlich  zu  sein,  sondern  kann 
aus  mehreren  gut  aneinandezs4düieBenden  StSbchen  bestehen,  die  s.  B. 
auf  einen  dünnen  Glasstreifen  gekittet  sind.  Durch  die  Tergrdfierto 
LSnge  des  Praparates  wird  dann  auch  zugleich  das  PotentialgsFfalle 
innerhalb  desselben  herabgesetzt 

Die  vorstehenden  Gesichtspunkte  habe  ich  bei  einer  Untersuchung 
des  Parameters  JP,  fftr  Turmahn'}  zur  Anwendung  gebracht^  Uber  di» 
sp&ter  noch  zu  sprechen  sein  wird. 

Bei  (lieber  Messung  wurden  Stäbchen  von  Turmalin  von  beiliuifig 
t)0  mm  Lange  bei  6x1  mm  Querschnitt  der  Beobachtung  in  der 
Weise  unterworfen,  daß  beide  Fiudeu  mit  Metallkappen  versehen  und 
diese  mit  den  Qnadranleu  einpK  2"/(o«iSow-Elektrümeter8  vt-rbuiiden 
waren.  Durch  abwechselndes  l'iMtauchen  der  Präparate  in  verschieden 
temperierte  Bäder  yon  sorgfältig  getrocknetem  Paraffinöl  wurden  ab- 
wechselnde Erwärmungen  und  Abkflhlungen  herrorgebraob^  und  die 
Aussehläge  des  Elektrometers,  welche  infolge  der  pyroelektrischen 
Eiregnng  eintraten,  abgelesen. 

Bei  Beschränkung  auf  kleine  Temperaturänderungen  t  kann  man 
die  Funktionen  1],  F^,  I\  als  lineär  in  r  betrachten.  Hier  ist  dann 
das  Moment  P  des  erwärmten  Stäbchens  um  px  gewachsen,  unter  p 
die  pyroelektrisehe  Konstnite  des  Präparates  verstanden.  Ebensogroß 
ist  die  Dichte  der  auf  den  Endquerschnitten  entstehenden  scheinbaren 

1)  W.  Voigt,  Gött.  Nachr.  1898,  p.  166.    Wied.  Ann.  Bd.  60,  p.  1030,  1898. 
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LadangeB;  ±pQr  —  xaikft  Q  im  Qaondliiiitt  T«E«taoden  —  irt  also 
die  GoBamiaitladung  m  d«r  Endflächen,  somit  also  «loh  die  in  den 

Armierungen  des  Präparates  freiwerdende  Elektrizitätsmenge,  die  auf 
das  Elektrometer  wirkt.  Bezeichnet  noch  K  die  Ki^>azität  des  Elektro- 
meters inklusive  Armaturen  des  Präparates,  so  ist  m  'K  ^  V  die 
Potontialdifferenz  zwischen  den  Quadranten,  welche  durcV  Erregung 
der  Ladungen  m  bewirkt  wird.  Ist  sonach  das  Eloktroiueter  auf 
Potentiale  'geeicht  und  die  Kapazität  bekaunt,  so  gestattet  die  Be- 
obachtung des  Ausschlages  der  Elektrometernadel  die  Bestimmung 
You  m  und  damit  die  Berechnung  des  gesuchten  pjroelektrisdien  Para- 
meters p  des  Pi^pinttoe. 

Die  Ten  mir  angeateUten  Beobaehtnngen  hatten  nicht  eigentlich 
den  Zweok  abmlnter  Bwtimmnng  dieaee  Parametera,  aondem  der  6e^ 
antwortung  einer  prinzipieUen  Fnge,  aof  die  nnten  eingegangen  werden 
irird,  und  fUr  die  eine  Kenntnis  der  Kapazität  Jt  nicht  oforderlioh 
war.  Es  ist  demnach  die  Kapazität  nur  1  ililufig  bestimmt  worden* 
Für  den  beobachteten  brasilianischen  Turmalin  ergaben  meine  Be- 
obachtungen bei  der  Temperatur  22"  C  p  1,21  —  ein  wenffr  niehr,  als 
lÜecke  nach  S.  245  bei  atKlern  brasiliamscheu  Tui  nialiiK  n  oi'fimden 
hatte.  Der  etwas  größere  Wert  würdt-  —  ganz  gleiches  Material  vor- 
ausgesetzt —  durch  die  tuu  uiir  augewendete  direktere  Methode 
der  Bestimmung  erklärt  werden  können. 

§  139.  Sine  KonpenaatfonameOiode  mux  Beobachtung  pyro* 
etaktriadier  XOmeiite.  Man  kann  Uber  die  im  Toratehenden  he- 
aehriebenen  einfachen  KnnatgEi£b  aar  Heiabietsnng  der  Fehlerquellen 
noch  einen  Schritt  hinaueg^en,  indem  man  nach  dem  Vorgang  von 

P.  u.  J.  Curte^)  durch  eine  gegen  das  Präparat  aus  dem  untersuchten 
Kristall  geschaltete  IQektrizitätsquelle  von  bekannter  Ergiebigkeit  das 
Poteutialgefälle  auf  dem  Präparat  mögliehst  7ai  Null  macht  Es  ge- 
lingt dann  durch  Messung  der  kompensierenden  l.inluiig  ganz  direkt, 
ohne  eine  KapazitStsbestimnmng  nötig  zu  haben,  die  pjroelektrische 
Konstante  des  Präparates  zu  bestimmen. 

Die  hiermit  skizzierte  Methode,  die  gegenwärtig  in  dein  hiesigen 
Institut  angewendet  wird,  stellt  sich  im  einzelnen  folgendermaßen  dar. 
Wir  werden  später  sehen,  daß  ein  parallelepipedisches  Präparat  ans 
Qnart  hei  geeigneter  Orientierong  gegen  die  EnataUaehaen  nnter  nor- 
malem Dmek  gegen  ein  Flichenpaar  ein  homogenea  Homent  normal 
gegen  dieaea  Biehenpaar  erhalt,  daa  fHr  anj^ere  Punkte  naeh  §  110 
mit  einer  ±_  Ladung  der  gedrflckten  Flächen  äquivalent  ist.  Die  Oe- 
^mtlaiTting  ^  EndflSchen  ateUt  aich  dar  dnndi  daa  Produkt  ana  dem  Ge- 

1)  P.  u.  J.  Omie,  C.  K,  T.  M,  p.  204,  1881;  /.  Curie,  Tthw,  Paris  1888. 
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Bamtdrock  in  eine  dem  Quan  individuelle  Konstante  und  ist  Ton  den 
Dimensionen  des  Präparates  unabhängig.  Werden  die  gedrückten 
Flächen  raetalli?'  ]i  belegt,  so  wird  in  diesen  Belegungen  eine  Ladung 
fipei,  welche  der  scheinbaren  Ladung  der  Flächen  gleich  ist, 

iiii'tiillischeu  Belebungen  des  Quarzes  werden  nun  mit  den 
Arniieruogeu  des  pyroelektrisclien  Präparates  Terbunden,  und  während 
der  Erwärmung  des  Ictztereu  wird  die  Belastung  des  ersteren  derartig 
gesteigert  oder  Terringert,  dafi  die  Potontialdifferenz  xwuiehen  den 
ArmierungeD  dauernd  än&ent  klein  und  bei  Erreichung  der  defini- 
tiTen  Temperatur  merklich  gleich  Null  ist  Die  zu  letzterem  notige 
Belaetongaanderung  mißt  die  im  Quan  erregte  Geeamtladnng,  und 
diese  ist  wiederum  gleich  der  pyroelektrisch  erregten  Ladung  m  des 
Präparates;  letztere  ist  gesucht,  insofern  m/Q  —  unter  Q  den  Quer- 
schnitt des  Präparates  verstanden  -  das  pyroelektrisch  erzeugte  Mo- 
ment ergibt,  das  bei  geringer  Temperaturänderung  t  oben  gLeich 
pt  gesetzt  war. 

Die  Methode  bedarf  keines  graduierten  und  nach  Kapazität  be- 
kannten Elektrometers;  es  genügt  ein  Nullinstrument;  welches  das 
Verschwinden  der  Potentialdififerenz  zwischen  den  Armaturen  des  Präpa- 
rates genügend  genau  anseigi  Es  dient  hierzu  passend  ein  BanM- 
sches  £lektromet«r,  das  ein  Goldblatt  oder  einen  metaUischea  feinen 
Faden  zwischen  zwei  entgegangesetzt  geladenen  leitenden  Platten  ent- 
hält und  sich  durch  geringe  EapazitSt  auszeichnet.  Die  eine  Be- 
legung des  pyroelektrischen  Präparates  wird  mit  dem  Goldblatt  oder 
Metallfaden  yerbunden,  die  andere  geerdet.  Im  Interesse  bequen&tter 
Herabdröckimcc  der  Potentialdifterenz  zwischen  den  Belegungen  des 
pyroplektri schon  Präparates  ist  mit  dem  Elektrometer  eine  in  sehr 
weiten  Grenzen  veränderliche  Kapazität  verbunden.  Im  Anfang  der 
Einstellung,  wo  die  Kompensation  noch  sehr  nnvollkommen  ist,  be- 
nutzt mau  die  grüßte  verfügbare  Kapazität  uud  drückt  hierdurch  die 
Empfindlichkeit  de^  Elektrometers  sehr  herab.  Bei  fortschreitender 
Eompensation  wird  die  KapasitiU  aUmahlieh  auf  ihr  Minimum,  die 
Empfindlichkeit  des  Elektrometers  also  auf  ihr  Maximum  gebracht. 

Der  Beobachtung  sind  bisher  nach  dieser  Methode  erst  einige 
sehr  heUgrflne  brasilianische  Turmsline  unterworfen,  die  in  dünnen 
Saulchen  kristallisiert  leicht  zu  passenden  Präparaten  von  etwa  2  mm' 
Querschnitt  verarbeitet  werden  konnten.  Der  mit  ihnen  erhaltene  Wert 
der  pyroelektrischen  Konstaate  bei  ca.  22°  C  beträgt  p  —  1,22. 

§  140.  Die  Entropie  der  pyroolektrischen  Erregimg  und  der 
elektTokalorische  Effekt.  Die  bisherigen  Anwendungen  des  Ansatzes 
(19)  fUr  das  thermodynamische  Potential  knüpften  ausschließlich  an 
■die  Bedeutung  der  Diffisrentialquotienten  dijf      ...  an.   Wir  ziehen 
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mniT^oV  in  Brtndii,  daß  naeh  (21)  die  dort  genraer  d«finierte  En- 
tropie fi  dar  Yolomoneuiheit  gegoban  iifc  doreh 

Mm  TP  '        TP  '  T?         l»'!?    1    T?  '  1ä< 

^  —  —  i'o  +  if|  ißl  +  if,  Üjl  -h 

WO  der  obere  iudex  sich  jekt  auf  eine  Differentiation  nach  % 
bezieht. 

Bei  einer  adiabatischen  Anderimg  muß  i]  konstant  bleihnu. 
Wählt  man  nach  S.  250  die  in  enthaltene  additive  Konstante  so, 
daß  für  T  ^  0  und  E  =  0  auch  =  0  ist^  so  bleibt  bei  einer  solchen 
^derung  von  dem  AnfEuigazufitand  t  —  0,  ^  0  aus  17  dauernd  gleich 
NiilL  IMe  Gleiehung 

0  -  i'i'  +  F^E^  +  F^E^  +  J?i'J?,  (82) 

goifeftttafc  damiy  die  TempentmiadArang  «  sa  bestinunen,  irolflho  liei 

Einwirkung  eines  elehiriMlion  Feldes  aiof  den  Kristall  erzeugt  wird; 
sie  stellt  das  Gesetz  der  ebktrokalorischen  Wirkung  dar,  die  neoh 
8.  242  zuerst  yon  W.  Thomsm  signaliBiert  wordeti  ist. 

In  dieaar  Formel  stellen  nach  (20)  die  J^/,  F^\  F^'  die  Ände- 
nmgen  der  pyroelektrisohen  Momente  nach  den  Koordinatenachsen 

mit  der  Tomperntur  dtir.  t^^r  die  Redeiitnn??  von  eTtji))t  sich 
einp  gt'^^  isse  Aufklärung  mit  liiltV  der  allgemeinen  D^nition  der 
spezitischen  Wärme  der  Volumenemheit  aus  §  100 

Auf  den  l  all  der  Erwärmung  bei  konstautem  elektrischen  Feld  an- 
gewendet Udferl  dies 

-       -  * W+         +  •••),  (24) 
alao  bei  fehlendem  Feld  einfacher 

n (») 

Dies  ist  mit  dei)!  eev, r,hnhi  ht'n  y^,  das  sieh  nnf  konstanten 
äuBem  Druck  bezieht,  ideutisicLi,  denn  nach  S.  237  ist  bei  allen  Be- 
htu;htnngen  dieses  Abschnitts  die  Konstanz  des  äußern  Druckes 
vorausgesetzt.   Wir  haben  somit 


alao 


JV -♦*•»",  (26) 


Toigt,  KnauUpbrtik.  17 
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Handelt  m  sieh  mn  geringe  Temperatarändenmgen  r,  so  kam» 
eowohl  y^,  als  9,  wie  konstuit  behandfiLt  und  gewist  werden 

^e 

wobei  bereits  berücksichti^rt  ist,  daß  F^'  für  t  =  0  verschwinden  soll. 

Die  Beschraiikuug  aui  kleine  Temperatiir;iii(lrningen  f  gestattet 
nach  8.  254  zugleich  F^,  Jt^  alff  lineare  Funktionen  von  t  zu  be- 
trachten, also  JF\'=»i^i,  -f  's'  —  jPi;  ^%  ^  P*  setzen,  wobei  PifPtfPs 
die  pyroelektriaobeii  Konsftaiitiii  dea  SarürtallB  aind.  Die  Bedingung 
adiabaftiBeher  Yeiindenuig  (22)  wird  hiemaeli  m 

0--Jp+AJ^+Ai;+A^,  (29) 

oder  bei  Einfahnmg  der  reaultieteiideii  Vektoren  p  und  S  anoh  in 

0  -  51  + ooa  (p,  £).  (30) 
0 

Die  Temperaturänderung  r  des  pyroelektrisch  erregbaren  Krisfall» 
bei  Erregung  eines  Feldes  F  ist  nach  dem  Vorstehenden  mit  der 
Feldstärke  proportional  Da  pt  das  durch  die  Temperaturänderung  t 
herrorgemfene  elekfcnadbe  Moment  der  Vohuneneiidieit  dea  EriataUa 
dantetUiy  so  ist  r<0,  wenn  daa  Feld  E  in  dem  Sinne  des  bei 
Temperatntateigening  bewirkten  Moments^  d.  L  alao  vom  antOogeo 
sam  analogen  Pol  bin  wirkt,  poaitiT  bei  entgegengeseteter  Baehtung 
▼on  E. 

Die  praktisch  ersielbare  adiabatische  Temperaturänderung  r  ist 
jederzeit  aehr  klein.  Dies  wird  in  erster  Linie  durch  den  sehr  großen 
Wert  von  bedingt,  das  die  spezifische  Wärrae  der  Volumeneinheit 
in  mechanischem  Maß,  also  qc^.J  darstellt,  wenn  q  die  Dichte, 
die  kalorisch  ^omessene,  auf  die  Masseneinheit  >»»-/o}^ene  spe/itische 
Wärme  und  J  das  mechanische  Wärmeäquivaieut  (rund  4, Ii*  •  10' 
(cm.  gr,  sec.))  bezeichnen.  Die  Feldstärke  im  Kristall  läßt  sich  kaum 
ohiiti  siöreude  Entladuugserächeinuugeu  über  100  absolute  Einheiten 
steigern.  Setzt  man  dieeen  extremen  Wart  nnd  aufierdem  300* 
Tonma»  ao  ergibt  aich  rund 

Da  für  Turmalin  nach  S.  255  u.  2f)«i  p  etwa  1,2,  ferner  p  =  3  und 
c  =  0,2  ist,  80  darf  die  unter  den  angeführten  Umständen  nach  der 
Theorie  zu  erwartende  Temperaturänderung  bei  ihm  auf  <  0,002*  C 
gesohatzt  werden. 
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§  141,  D«r  «zpeitmentell»  ITftCtlL-wilfl  dam  ^i^rtrokaloxlMlMii 
SflMklM.  Einen  Nachweia  für  dae  wirldiehe  Auftreten  das  tob 
Thonum  Ühemodynamiadi  begründeten  eiektrokaloriaohen  EfiiBktea 
hat  SfmM^)  gdieferi 

Er  bediente  sieh  dabei  sweier  Faaie  yon  identischen,  normal  zur 
Hauptachse  geschnittenen  Tnrmalinplatten  von  0,2  cm  Dicke.  Die 
Platten  jedes  Paares  warai  gleichsinnig  anfeinander  gelegt,  unter 
ZwiscJiensclialtunp^  je  des  einen  Systems  von  Lötstellen  einer  aus 
10  Knn?t;mtnii  Eisendrähten  bestehenden  Thermokette,  liftzterp  ließ 
sieh  durch  ein  (ralyanometer  schließen.  Beide  Plattenpaare  befanden  • 
sich  zwischen  den  1,3")  cm  voneinander  entfernten  horizontalen  Platten 
eines  elektrischen  Kondensators,  und  zwar  lag  bei  den  eigentlichen 
Messungen  das  eine  Paar  mit  dem  analogen,  das  andere  mit  dem 
antilogen  Pole  naoh  oben.  Kur  sor  PrO^mg^  daB  keinerlei  Stßmngen 
vorlagen,  wvrde  aneh  die  Anoidnnng  bematst,  wo  beide  Flattenpaaie 
diaaelben  Pole  nach  oben  wandten 

Nach  der  Theorie  soll  bei  Enregnng  des  Feldea  noimal  zu  den  . 
Platten  eine  Temperatnränderung  derselben  stattfinden,  die,  wie  oben 
gesagt,  von  der  Orientierung  des  Feldes  gegen  die  Pole  des  Eristalia 
abhängt  und  mit  ihr  wechselt  In  der  letaten  Anordnung  würde  die 
Temperaturandenmg  in  beiden  Plattonpnaren  gleichsinnig  statt- 
finden, nlRo  am  Galvanometer  keinen  Ausschlag  bewirken,  in  der 
ersten  Anordnung  müßten  beide  Plattenpaare  Temperatn ränderungen 
im  entg^esgencfesetzten  Sinne  erfahren,  die  einen  Ausschlag  des  Galvano- 
meters hervorrufen,  der  sich  mit  der  Feldrichtung  umkehrt  Dies 
Verhalten  hat  sieh  bei  der  iSfrauMsehen  Anordnang  in  der  Tat  ein- 
gestellt; der  Sinn  der  beobaehteten  Wirkong  entapraeh  also  den 
Forderungen  der  Theorie. 

In  quantitativer  Hinsicht  lieft  sieh  dagegen  nnr  eine  ungefähre 
Beatttigimg  der  Theorie  eraieLen.  Die  von  SÜrmbd  angewandte  Fdd- 
stftrke  E  im  Kristall  ist  auf  etwa  75  gesohfttat;  es  wfire  somit  eine 
Temperatuiiaderung  von  etwa  OfiOV*  0  zu  erwarten  gewesen.  Die 
Beobachtung  gab  etwas  weniger,  was  sich  dnroh  die  Teischiedenen 
Fehlerquellen  völlig  erklären  läßt. 

Diese  melir  qualitative  Bestätigung  der  T/<(WMSon sehen  Folgerung 
«u  einer  f[nrt?^titativeu  7ai  vortiefen,  hat  später  auf  Strauhela  Ver- 
anlassimg Lamft:-)  unternommen.  Mit  vervollkommneten  Hilfsmitteln 
gelang  es  ihm,  einu  elektrokaionsche  Wirkung  nachzuweisen,  die  bis 
auf  wenige  Prozente  mit  der  durch  die  Theorie  gelbrderteu  überein- 
stinunte. 


1)  B.  Straubel,  Gött.  Nachr.  1902,  p.  161. 
S)  Fr.  Lcmgt^  Dm,  Jena,  1906. 

17* 


Digitized  by  Google 


260    IT.  Kapitel.  Weeiimlbeci»btiiig«ii  switcben  dnem  Skalu  v.  «iattm  Vektor. 


§  142.  BIfakto  höherer  Ordnung.  Dieser  Effekt  bietet  nun  noeh 
manches  Interessante^  worauf  hier  km  hingewiesen  werden  mag. 

Die  ihermodynamisehe  Theorie,  anf  der  die  Schlüsse  Ton  W.  Thom- 
son fa&BO,  besieht  sich  anf  einen  Gleichgewichtsznstand,  sie  ssgen 
nichts  ans  über  die  Vorginge  wShrend  des  Entstehens  nnd  des  Ver- 
gehens des  Feldes. 

Um  die  Fragen,  die  sicli  hier  bieten,  7U  übersehen,  wollen  wir 
an  die  molekulartheoretisclie  Vorstellung  erinnern,  die  man  sich  wohl 
von  dem  Vorgang  der  Tektoriell  pjroelektrischen  Erregung  wird 
machen  müssen. 

Die  Moleküle  sind  Massensjsteme,  innerhalb  deren  Elektronen 
um  Gleichgewichtslagen  oszillieren,  welche  ihrerseits  durch  elektro- 
stetisehe  nnd  meofaanisclie  Einwirkungen  bedingt  werden.  Die  Elek- 
tronen geben  dem  MolekOl  ein  elektrisohes  Moment,  das  sidi  dnieh 
die  Gleiehgewiehtslagen  der  Elektronen  bestimmi  Bei  gesteigerter 
Temperatur,  d.  h.  gesteigerten  Geschwindigkeiten  der  OsDllationen 
ändern  sich  infolge  geänderter  mechanischer  Einwirkungen  —  z.  B  ge- 
änderter Stoßwirkungen  —  die  Gleichgewichtslagen  der  Elektronen  und 
demgemäß  die  elektrischen  Momente  der  Moleküle,  —  es  entsteht 
ein  pyroelektrischer  Effekt. 

Nach  dem  Vorsteiienden  muß  umgekehrt  eine  Änderung  der 
Gleichgewichtslagen  infolge  eines  ausgeübten  elektrischen  Feldes  auf 
die  Oszillatiousgesch windigkeiten  EiuÜuß  üben,  welche  die  Temperatur 
bedingen. 

Es  entsteht  nnn  einmal  die  Frage,  ob  man  den  Effekt  unter 
diesem  Gesichtspuikte  genaner  sn  deuten  nnd  in  Terstehen  Termag, 
nnd  sodann,  ob  sein  Znstandekommen  eine  meßbare  Zeit 
erfordert. 

Femer  ist  zu  erwähnen,  daß  der  elektrokalorische  Effekt  bei  der 
pyroelektrisclien  Erregung  komplizierend  eingreift.  Denn  der  pyro- 
elektrisch  erregte  Kristall  befindet  sich  in  seinem  eigenen  FeWe.  Maa 
erkennt  leicht,  daß  diese  Wirkung  dahin  geht,  den  pyroi  U  ktriscbea 
Effekt  zu  steigern.  Denn  bei  Erwärmung  entsteht  ein  1 1* Id,  dessen 
Kichtung  vom  analogen  zum  autilogeu  Pul  hinweist,  und  ein  solches 
wirkt  seinerseits  erwärmend.  Ganz  ähnlich  wirkt  der  pjroelektrische 
Effekt  steigernd  anf  den  dektrokaloriseken  ein;  das  durch  ihn  erregte 
Feld  addiert  sich  zu  dem  änflem  Felde.  Derartige  Wirkungen  werden 
sich  natfirlieh  kaum  jemals  ezperimenteU  nachweisen  lassen,  sie  sind 
aber  theoretisch  interessant. 

Prinzipiell  könnten  übrigens  elektrokalorische  Effekte  auch  bei 
optischen  Yor^uigen  mitwirken.  Denken  wir  uns  z.  B.  eine  einfarbige 
Lichtwelle,  die  normal  zur  Hauptachse  in  einem  Turmalin  fortschreitet 
nnd  elektrisch  paraüei  zur  üanptachse  schwingt  In  dieser  Welle  hat 
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ttngs  Sehiditoii,  die  um  eme  halbe  WeUenlSiige  Yoneimmdflr  abetehsD, 
die  Feldsl&rke  immsr  abweehaehid  entgegengeeeteto  BiolitQiig.  Yoiaut- 
gceetot,  daß  der  elektrokdoriMhe  Bfikt  xdoht  la  triige  ist,  nfifiten 
diese  Schichten  auch  immer  Temperatorandenuigai  in  enlgageii- 
geeetztem  Sinne  erfahren^  nnd  diese  werden  wiedemm  pjroelektrische 
Momente  von  entsprechendem  Vorzeichen  ^r^^eben.  Nach  obigem 
Gesagten  würde  eine  solche  Wirkung  nicht  scUwächendy  eondem  ver- 
stärkend auf  die  Liohtachwingnngen  einwirken. 

in.  Aheehniti 

§  145.  AUcemelne  Brw&gangeik.  Die  fondamentelen  Biaehei- 
smigen  der  P^roelekferisitit  wann  erptmaHg  dnreh  Zo&U  cnftdeeli 
w<»iden  nnd  liatttti  aieh  dann  bei  ayetematüieher  Naehforaehiuig  in 

'/.uhlreichen  FaUen  naehweiien  lassen.  Enttprediende  magnetische 
JBffekte,  also  die  Erregung  von  Magnetismna  in  einem  Kristali 
mittels  einer  Temperatnränderung,  sind  niemals  ungesueht  aufgefallen. 
Nnrit  den  Symmetrieverlialtnissen  sind  die  letzteren  indessen  ebenso 
mu;j;lirli.  wie  die  erf^toren,  und  unsere  moderne  Auft'asfäung  der  mag- 
netischen und  elektnsilien  Vorgänge  ma(;ht  die  f^ntstehung  oder  Ver- 
änderung magnetischer  Momente  in  Kristallen  durch  Temperatur- 
änderung physikalisch  ebenso  wahrscheinlich,  wie  diejenige  elek- 
triaeher  Momente. 

Wir  denken  nna  in  denDidehlrikA  eLekMMheElemeaiannaaaen  oder 
Ektoonen  an  die  ponderabehi  Molekille  gehnnden  und  sehen  ihre  Be- 
wegungen um  AitniklionnentreD  als  die  Quelle  Ton  Lichtsabwiogmigen 
•B.  Ein  System  in  geschlossenen  Bahnen  bewegter  Ladungen  ist  aber 
einem  Stimnkaf  äquivalent»  und  die  bewegten  Elektronen  müssen  so- 
nach auch  wie  Elementarmagneten  wirken.  Wird  die  Geschwindigkeit 
der  Elektronen  (t^erafiß  dpr  !ill<?pmeinpn  Vorstellung  über  das  Wesen 
der  Wärme)  von  der  Temperatur  beeinäußt,  so  muß  auch  das  Moment 
dieser  Elementarmi^eten  eine  Punktion  der  Temperatur  sein. 

Bei  isotropen  Körpern  werden  diese  Elementarströme  völlig  un- 
geordnet verlaufen  und  sich  demgemäß  in  jedem  Yolnmenelement  gegen- 
aeilig  kompensiereD.  In.  KriatalUn  wird  hingegen  eine  der  Symmetrie 
der  Gruppe  entspreehende  Begdmifiigkeit  der  Anordnung  vorhanden 
sein,  und  ea  kmm  hier  unter  geeignetca  ümetänden  daa  Yolumen* 
element  infolge  dieser  Elektronenbewegmig  danemd  magnetisch  wirken. 

Hierzu  ist  nun  folgendes  zu  bemerken.  Die  Beobachtung  der 
pyroelektrischen  Erregung  war  dadurch  kompliziert^  daß  auf  der  spuren- 
weise leilfloden  Oberfläehe  der  Kristalle  sieh  duroh  die  Influenswirkung 
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der  im  Innern  Torhandenen  Momente  in  reUtiv  kurzer  Zeit  eine 
elektrische  Ladung  bildrt^  welche  die  innere  elektriaehe  Verteilung 
nach  außen  hin  unwirksam  macht.  Diese  Inflnonziemng  der  Ober- 
fläche findet  bei  n]ai!;netischer  Erregung  nicht  statt,  kann  dpinge- 
niäß  ein  etwa  im  innorn  des  Kristalles  vorhandenes  Moment  jeder- 
zeit seme  vollo  Wirkung  nacli  außen  üben. 

Hieraus  folgt,  daß  der  Nachweia  eines  solchen  magnetischen  Mo- 
mentes nicht  das  Operieren  mit  Temperatoränderungen  verlangt,  die 
bei  den  pjroeUktriachen  BeobaGhtQXig«n  nötig  waren.  Die  Beobaeh- 
tung  kami  bei  jeder  beliebigen  konatanten  Temperatur  angestellt  wer- 
den, und  böhero  Tempexaturen  empfeblen  aich  nur  daduicb,  daB  bei 
ibnen  die  Bewegung  der  Elektronen  beschleunigt  sein  wird,  und  ver- 
grßBerte  Geschwindigkeiten  Termutlicb  fpco&de  Momente  der  £ie- 
mentarma,rrtr>ton  vcrursacheo  werden. 

Zugleicii  t  rhollt,  d;iß  hierflurcb  die  Bedingungen  für  die  Ent- 
deckung pjromn^iit  ns l  iier  Erre(i;uugen  im  Grimde  günstiirer  sind,  als 
für  diejenige  pyrueielftrisclier,  wo  der  absolute  Betrag  des  elektrischen 
Momentes  des  Kristalles  durch  die  Influenzierung  der  Oberfläche  im 
allgemeinen  unwirksam  gemacht  war,  und  nur  seine  V  eränderung  durch 
Yariation  der  Temperatur  zur  Qdtung  kam.  Es  ersobeint  daber  einiger- 
maßen au£EdIend,  dafl  sich  eine  bezüglicbe  Wirkung  niebt  sufiUlig 
einmal  der  Wabmebmung  au^edraogt  bat 

Indessen  läßt  sieb  docb  Terstindlicb  macben,  daß  die  magnetisoben 
Wirkungen  der  Elektronenbewegungen  im  allgemeinen  sehr  klein  sind 
und  nur  bei  Anwendung  feinster  Hilfsmittel  naobgewiesen  werden  können. 
Ein  Kreisstrom  von  der  elektrostatisch  gemessenen  Starke  J  und  der 
Fläche  f  ist  äquivalent  einem  MagTicten  von  dem  Moment  Jf^v,  unter 
V  die  Lichtgeschwindigkeit  verstafiden.  Ist  nun  die  Strömung  durch 
ein  einziges  Elektron  von  der  Ladung  e  bedingt,  so  ist  J  =-  ne,  unter 
n  die  Anzahl  der  L  in  lauf o  in  der  Sekunde  verstanden.  Bezeichnet 
ferner  s  die  Länge  der  geschlossenen  Bahn,  w  die  mittlere  G^chwindig- 
keit  des  Elektron,  so  kann  man  flir  n  andi  w/s  sebreiben  und  erbSli 
fttr  das  Squivalente  magnetiscbe  Moment  aneb  eifwjsv).  Im  Falle 
einer  Kreisbabn  am  Radius  r  liefert  dies  e(rw/2v), 

er  würde  das  elektrische  Moment  eines  Dipoles  TOn  der  Polstarke 
e  und  dem  Abstand  r  darstellen,  und  man  kann  das  totale  elektrische 
Moment  eines  Moleküle«  im  Minimum  von  einer  solchen  Größenord- 
nuDg  schiit/pn.  Das  magnetische  Moment  des  rotierenden  Elektrons 
ist  im  Verbuitnis  ir'2v  kleiner,  und  dies  ist  nach  aller  Wahrschein- 
lichkeit eine  äuß^Tst  kleine  Zahl. 

Hierdurch  kann  man  generell  verständlich  machen,  daß  ein  dauern- 
des magnetisches  Moment  bei  einem  Kni^laÜ  ohne  Suchen  sich  nicht 
bemerkbar  gemacht  hat   Es  kommt  aber  noch  hinzu,  daß  nacb  den 
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SjmmetrieYerldltaisMii  ein  aolehw  Moment  flbeiliMipt  nnr  bei  einer 
celatiT  kleinen  ZaU  von  Kriitallgnippen  uQglieli  iel^  nnd  dftB  dieee 
Orappen  nur  wenige  Vertreter  in  sa  Beobachtangen  geeigneten  Vor- 
kommen liefern.  Ich  habe  es  demgemäß  fQr  ingemeeaen  gehalten,  bei 

«inigen  Kristallen,  die  hierzu  nach  Symmetrie  und  Vorkominr'n  geeignet 
schienen,  systematisch  nach  einem  dauernflen  mac^tifitischen  Moment 
zu  suchen.  Seihst  die  hloße  Feststellung  vuirr  oberen  Grenze,  welche 
•die  magnetische  Erregung  nicht  überschreitet,  schien  in  dieiem  ZUTOr 
gänzlich  unerforschten  Gehiete  Interesse  zu  verdienen.*) 

Ais  erste  Vorarbeit  dieser  Unteräuciiung  bot  sich  die  Aufsuchung 
■derjenigen  Kristallgnippen,  deren  Symmetrie  die  Existenz  eines  dauern* 
den  magnetisdhen  Momentea  anlifii  Die  eotepreehendeii  eiofaehen 
Betnushtongen  lind  jetst  za  reproduzieren. 

§  144.  Das  tibLermodynamisOhiB  Potential  pyromagnetleolier 
XIMkte.  Parallelgehend  den  Erimhmngen  Ober  Pyroelektniitftt  werden 
yfiT  auch  Pyromagnetisnius  als  einen  umkehrbaren  Vorgang  auffassen 

und  ihn  demj^t^mäß  mit  Hilfe  eine*?  thermodynamischen  Potentiale»  § 
der  Volumeneinbeit  behandeln  dürfen,  i^'ür  letztere  i*^inktion  bietet 
sich  der  (15)  entsprechende  Ansatz 

-  «  -  Öt  +  GtH,  +         +  (31) 

in  dem  die  G/^  sämtlich  Funktionen  der  Temperatur  sind,  und  i/^, 

die  Komponenten  der  magnetiecihen  Feldstirken  beietehnen.  E» 
«teilen  dann  mtch  (13) 

M,  =  G,,  M,^  (?,,  Jfef,  =  (32) 

die  (gesnraten)  magnetischen  Momente  der  Volinneneiuheit  nach  den 
Koordinutenachsen  dar.  H^f ...  and  G^f ...  betrachten  wir  nach  S.  211 
als  axiale  Vektoreu. 

Bei  der  Spt- /.lalisierung  de»  Ansatzes  auf  die  verschiedenen  KnstaU- 
gruppen  können  wir  an  Stelle  des  in  §  55  auseinandergeseisten  metho- 
disdien  Weges  wieder  die  gdomeiriiche  Ansehanung  benutien.  Die 
Yeihältnieee  Tereintachen  eidi  in  muerem  Falle  noeh  dadureli,  daft 
aieh  dem  Verhalten  der  aiialen  Vektoren  and  der  Regel  von  §  82 
der  Vorgang,  um  den  es  sich  hier  bandet,  zentrisch  symmetrisch  igt, 
ftr  ihn  also  die  32  Kristallgnippen  sich  gemäß  S.  101  auf  11  Ober- 
gnippen zusammenziehen,  die  ausschließlich  durch  Symmetrieachsen 
definiert  sind.  Mit  dieser  Tal)?!!^  der  charaktcristisohen  Symmetrie- 
Ächsen,  <lie  sich  am  SehluÜ  dieBes  Buches  reprüduziort  findet,  ist  nun 
die  tJberiegung  zu  kombinieren,  daß,  wie  früher  die  pyroelektrische, 
80  nun  die  pyromagnetische  Erregung,  als  durch  einen  Vektor  G 

1)  W.  Ko^i  OOtt  Maohx.  1901,  p.  1. 
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bMtüiimiy  mir  ia  Biistallfla  mit  «iiiiig»rtigen  Biehtotigeii  anftreieii 
bum.  Sokb»  BiehtmigTO  komnwn  niin  aber,  wie  schon  S.  351  be- 
nutzt irti  m  allen  Gruppen  mit  zwei  oder  mehr  Symmetrieachsen 
nicht  vor,  —  diete  Groppen  fidlen  alao  aimtlich  beirtli^ch  dor 

Möglichkeit  pjromagnetischer  Errep^mg  ans.  Im  (Ihrigen  erkennt 
man,  daß  im  1.  System  jede  Richtung  einzi^^artii?  ist,  also  mit  dem 
Vekt4)r  zuBammeufalleu  kann,  duß  aber  \>in  allin  anderen  noch 
übrigen  Gnippen  mit  je  einer  Symmetrieachse  G  notwendig  in  dÜMe 
Achse  fallen  mnß. 

Wir  gelangen  hiernach  zu  der  Tabelle 


I.  (1)  (2)  Keine  SymmetrieacliBe: 

Gr 

n.  (8),  (4),  (6)  {Afl): 

0. 

0, 

m  («),  (T>,  (8)  (-4»,^«)! 

0, 

0, 

a 

IV.  (9),  (10),  (11)  (^.'«U.«): 

0, 

0, 

0. 

(12),  (13)  (X«): 

0, 

0, 

Gy. 

V.  (.14),  (15),  (16),  (19)  {AJf^A.^»):  . 

0, 

0, 

0. 

(17),  (18),  (20)  (4/')): 

0, 

0, 

Gr 

VL  (21),  (88),  (88),  (86)  (^M,^«)' 

0, 

0. 

0. 

(8t),  (26),  (87)  (^«)! 

0, 

0, 

m  (28)  bie  (32)  (^,<*),^„(«>)  oder  {A}^  -  l , 

j  -^^W):  0, 

0, 

0. 

Eb  mao:  im  Anschluß  an  dies<-  ZiiPnmineasteiluDsr  darauf  aufmerk- 
sam gemai'.iit  werden,  daß  die  hümimoijilien  Gruppeu  (8)  (11)  (16) 
(^23),  wülche  sich  als  kräitig  pyroelektrisch  erwiesen,  eine  axiale 
Erregung  nicht  zulaseen,  woraus,  wie  schon  S.  252  bemerkt,  folgt, 
daft  die  eUiktrisdbe  Erregung  polare,  die  magnetiselie  alio  in  d«r  Tat 
axiale  Natur  bealtai  — 

Aus  dem  Amdmok  (31)  für  das  thermodjnamiiehe  Potential  f<dgt 
der  Wert  der  Entropie  der  Volnmeneinheit  an 

17  -  öo'  +  Q; H,  +  G,'H,  +  G^H^,  (33) 

wobei  die  die  DifFerentialquotienten  der  G,^  nach  der  Temperatur 
bneiehneD.  Durok  die  Überlegungen  von  Ö.  257  bestimmt  sieh  an 

+  konst,  (34) 
und  bei  geringen  Temperatnrindenuigen  ^        ^  «  zu 

ö;-^,  (85) 

fialls  die  Konstante  so  bestimmt  wird,  dafi  0-^  mit  %  Teiackwindet. 
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AdialMitiMhe  VarBudeniiigen  aind  nach  8.  187  darofa  koosfanV 
UeflMiBde  fintropiewerte  deimort;  die  Fonnel  (33)  signalinart  alao  Um- 
Uäk,  wie  die  g^eieligeitalteto  (83)  einen  elekboknloiiidieny  nunmelir 
einen  magnefcololorischen  Effekt,  d.  h.  eineTemperatai&ndening  im  Falle^ 
dnft  der  pjmmagnetaach  erregbare  Körper  einem  Hagnetfeld  ausgesetrt 
wird.  Ein  solcher  reziproker  Effekt  wird  wegen  der  äußersten  Klein- 
heit der  direkten,  pyromarfnetischen  Wirkung  aber  kanm  jem^  ex- 
perimentell naohgewiesen  werden  können« 

§  145.  Beobaohtungen.  Von  den  Grup})en,  welche  nach  obiger 
Zusammensteilung  pjroiuagnetjsche  Erregung,  also  auch  ein  dauernde» 
magnetischea  Moment  zuliissen,  bieten  uns  swei  je  ein 
Minond  Ton  zu  Beobaohtnngen  geeignetem  Vorkommen. 
Zu  der'  Gruppe  (12)  gehdri  nach  S.  97  Dobtnit,  der  liei 
TraTwaella  in  gHSAeren  rhomboediiflehen  SpaltimgnUlofcen 
(denen  des  Kalkapat  ilmlieh)  Torkommt;  zu  Gmppe  (24) 
gehlhi  Apatit,  von  dem  sich  in  Canada  größere  Kristalle, 
haaptwU^hlich  dniek  die  fliehen  dea  aeehamitigen  Priimae 
begrenzt,  finden. 

Firriir  110  steDt  eine  der  an  Dolomit  gelegentlich  aus- 
gebildeten Formen  dar,  welche  die  Dreizähligkeit  der  Haupt- 
achse und  (las  Fehlen  einer  durch  sie  gebenden  Symmetrie- 
ebene  und  von  zu  ihr  normalen  zweizähligen  bjrametrie- 
acbsen  deutlich  erkennen  läßt,  minder  deutlich  das  Vor-  in«.utL 
handemcin  dea  87mmei3n€Mnianuna.  . 

Figur  III  gibt  eine  reiohllichige,  bei  Apatit  anfbeltnde  Form 
wieder,  an  der  man  daa  Fdüen  der  betr.  Symmelrieebene  nnd  Sym- 
metrieachsen gleichfalls  wahrnimmt.  Das  Yorhanden- 
sein  dea  Symmefcriezentnmia  drfiekt  aioh  hier  in  der 
erkennbaren  Sjmmetrieebene  normal  zur  Z- Haupt- 
achse aus,  'hV  durch  die  Sechszähligkeit  der  let7tpren 
bei  Anwesenheit  des  Zentnuns  nach  dem  äatz  von 
S.  6"?  gelordert  wird. 

Beide  Formen  lassen  einen  bevorzugten 
DrehungSHinu  um  die  Z-Achse  erkennen,  der 
sich  in  der  schiefen  Anordnung  der  kleinen  ab- 
afampfendaa  FÜdien  «  anadxfieU.  Eben  diea«  Drehr 
Qn^BKom  ateUt  die  Yerwandftaehaift  der  daigeefcallten 
Formen  mit  dam  aadalen  Vektor  (a.  Fig.  94  ß  auf 
a  ISl)  her. 

Entsprechend  der  Tatsache,  daß  die  magnetische  Aehse  von 
Dolomit  und  Apatit  in  der  drei-  resp.  sechszähligen  Hauptachse  li^y 
worden  f&r  die  Beobaohtongen  ana  den  KnitaUant  paraUelepipediaohe 
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PMpamto  panUcl  der  Hanpfadba^  orifintiflit  Ton  beOinfig  5  cm  Unge 
und  mit  Querdimeniioueii  Ton  raud  2  und  1,6  cm,  bflrgHtaiUi 

Das  Prinzip  der  angewendeten  Meevonginietliode  war  das  folgende 
(s.  Fig.  112).    Als  „Magnetoakop*'  war  ein  sorgTältig  astasiertes 

Magnetsystem  aus  2  x  10  Uhrfederabschnitten 

in  einom  7ip?T>lic]v  weitgehend  evakuierten  Glasrohr  gg 
an  einem  Quarzfaden  uufjf  liiiiigt.  Die  Mittelpunkte 
der  mit  ihren  Polen  entgegeugesetzt  liegenden  Nadel- 
systeme befanden  .sich  in  etwa  5  cm  gegenütiLigem 
Abstand,  d.  h.  m  dem  Abstund  der  beiden  Endäüchen 
der  Enetallprapazmle.  IStnes  dar  KnBfcallpraparate  1k 
war  in  Terfcikaler  SteUnng  auBeilialb  dee  GlaRohxee 
befoit^  80  daß  seine  beiden  Endflidien  eidi  in  den 
Höhen  der  beiden  Kadebysfteme  be&nden.  Die  dieser 
Position  entspiechende  Gleichgewiektdage  des  Magne- 
totkops  wurde  mit  Spiegel,  Femrohr  und  Skala  be- 
stimmt. Hierauf  wurde  durch  eine  Drehung  um  die 
horizontale  Achse  a,  mit  welchor  der  Kri'^tnll  fest 
verbunden  war,  der  Kristall  umgekelirt,  so  daß  sein  zuvor  unteres 
Ende  nunmehr  oben  war,  und  abermals  die  Gleichgewichtsli^e 
bestimmt. 

Der  Wahrgenommeue  Unterschied  in  den  Ablesungen  rührte  zum 
Teil  Ton  dem  Eristell  bar,  som  Teil  Ton  der  Fassung,  mittels  welcher 
der  KristsU  an  der  Aclise  a  befestigt  war.  Um  beide  Einflösse  sa 
tranneDy  wurde  der  Kristall  in  seiner  Fassung  umgekehrt  und  mm 
anf  dieselbe  Weise  sweimal  beobachteti  wie  suYor.  Addierten  sieh 
ursprünglich  die  beiden  Wirkungen,  so  sabtiahierten  sie  sich  nunmehr. 
Durch  Kombination  aller  vier  Abl^ongen  ließen  sich  somit  die  ab- 
lenkenden Wirkungen  Ton  Kristall  und  Fassung  gesondert  bestimmen. 

T^m  die  Empfindlichkeit  des  Meßverfahrens  beurteilen  und  die 
beobachteten  Ablenkungen  zahlenmäßig  deuten  zu  können,  wurden  die 
Kristallprü parate  ,s(;hließlich  je  durch  ein  hölzernes  Parallelepiped 
gleicher  Dimensionen  er^ietzt,  auf  dessen  ()))rrfläche  ein  System  ebener 
Drahtwindungen  normal  zur  Längsrichtung  augebracht  war.  Wurde 
dureh  diese  Windongen  dn  (sehr  sdiwacher)  elektriseber  Strcnn  ge- 
sandt, so  wurde  das  Parallelepiped  einem  homogen  erregten  Msgnet 
Ton  bekanntem  Moment  Squivalent.  Die  Yeigleiehnng  der  doroh 
dieses  Stromsjstem  herrorgemfenen  Ablenkung  des  Magnetoskops  mit 
der  TOn  den  Kristallen  bewirkten  gestattete,  die  letzteren  zahlenmäßig 
zn  interpretieren.  Die  mit  dem  Magnetoskop  bei  den  verschiedenen 
Beobachtungsreihen  noch  eben  nachweisbaren  gesamten  Ladungen  oder 
Polstärken  der  End  dächen  an  den  Präparaten  Tarüerten  zwischen  10~^ 
nnd  10~^  (gr.  cm.  sec.). 
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Die  Baobaehtangm  an  dem  Dolomitpräparat  ergaben  die  Ein- 
wirbmg  anf  das  Magnetoakop  iSut  in  der  Orense  der  BeolMchtungs- 
^eUer  liegend.  Die  Beobachtung  mit  dem  gleiehgeetaUeten  WinduigB- 
«ystom  ließ  schließen^  daß  das  dnnernde  magnetiaclie  Moment 
dea  Dolomit  den  Betrag  fon 

1,6  •  10-*  (gr.  ent  aeo.) 

jedenfalls  nicht  übersteigt.  Da  nach  rlom  auf  Ö.  247  Berichteten  das 
dauernde  elektrische  Moment  des  brasilianiscbf^n  Turmalin  den  Wert 
33  jedenfalls  übersteigt,  insofern  alle  Feklerquellfn  dahin  wirken,  den 
beobachteten  Wert  zu  klein  erscheinen  zu  lassen,  so  ergibt  sich,  daß 
in  den  entsprechenden  Emheiteu  das  magnetische  Moment  des  Dolomit 
mindestens  2  •  10"  mal  kleiner  ist,  als  das  elektrische  des  Turmalins. 

Der  am  Ap«tit  wnhrgenommezie  Effekt  war  «rheblieh  grdßer;  er 
•ergab  sieh  auf  rond 

0,6  •  10~*  (gr.  em.  aec), 

«twa  gleich  dem  40-£achen  des  bei  Dolomit  erhaltenen.  Da  der  Apatit 
bräunlich  gefärbt  war,  und  diese  Färbung  auf  einer  Beimengung  von 
Eisenoxydiil  beruht  haben  dürfte,  war  eine  sekundäre  Ursache  der  relativ- 
kräftigen  Wirkung  nicht  ganz  uusgeschlossen.  Um  /.u  untersuchen, 
ob  Ferromagnetlsmus  die  Ablenkung  yerursacht  hätte,  wurde  das 
Pkftpaawt  4  Stunden  lang  in  «inem  knpfenien  Kasten  and  in  anm 
magnetisoheii  Meridian  normaler  Lage  auf  begumender  Glfibhitie  «p- 
balten  nnd  dann  abennala  beobaehtet  Die  erbaltenan  Beaultate 
eümmtai  mit  den  froheren  aber  gut  überein.  Sohliefilicb  wurde  aus 
dem  Präparat  durch  Zerschneiden  und  geeignetes  Znaammenkitten  der 
Teile  ein  Parallelepiped  gebildet,  de»seu  Längsachse  normal  zu  der 
Kristallachse  lag,  —  eine  Operation,  die  bei  dem  durch  das  Glühen 
brüchig  gewordenen  Material  nur  unrollkommen  gelang.  Dies  Prä- 
])arftt.  (las  nach  der  Theorie  keine  magnetische  Erregung  hätte  zeigen 
»oiien,  wirkte  in  der  Tat  auch  nur  sehr  wenig  auf  das  Magnetoskop. 

Es  ist  aläo  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit  dafür  vorhanden,  daß 
permanente  magnetische  Momente  bei  Kristallen  Ton  geeigneter  Symr 
metrie  TOikonunen.  — 
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Wechselbeziehungen 
zwischen  einem  Skalar  nnd  einem  Tensortripel. 

(Thennische  Dilatation  nnd  tensorielle 
Pyroelektrizittt) 

I.  Abschnitt. 

AUgiUMttM  Aber  tenMri eUe  pbysikalisehe  SigeBschaflen  von  Kristallen. 

§  146.  Sin  poliM  TeosortzipoL  Beseidmen  P^^  gewöhnlidifr 
(nidit  orthogonale)  Kompoiunton  eines  Tensoitnpels  P^f  Pjgf  Pmr 
iralelies  etwa  bei  einem  physikalischen  Vorgang  die  Rolle  der  un- 
abhängigen Vftriabeln  spielt,  so  sind  nach  S.  148  in  dor  skalazen 
Funktion 

jSf  -  ftt  Pu  +  ftfPii  +  A.iVi  +  HPn^u  +  Ai  Pti  +  Pii^ii)  (1) 

die  Paraiiietei  p/^^  gewöhnliche  Komponenten  eines  Tensortripels 
Pit  Pu>  Pmt  w<)l<^he8  eine  physikaliBche  Eigenschaft  des  Körpers  cha- 
lakterisiert 

Wir  wollen  antersnchen,  welche  geometrischen  Eigen- 
eehaften  des  Tripels  pi,  j}^  durch  die  Symmetrien  der 
Tersehiedenen  Kristallgrnppen  verlangt  werden. 

Bei  dieser  Aufgabe,  d.  h.  also  bei  der  Spesialisierang  des  An* 
Satzes  (1)  auf  die  verschiedenen  Kristallgruppen  ist  zu  unterscheiden^ 
ob  S  ein  gewöhnlicher  oder  ein  Pseudoskalar,  sowie  ob  die 

polare  oder  axiale  Tensoren  sind.  £s  ordnen  sich  einander 
sonächst  die  zweimal  zwei  Fälle  zu: 

u)   S  Skalar,  polar, 

ß)   8  Psendoflkalar,  axial, 

die  nach  S.  153  einen  zentriseh  symmetrischen  Vorgang  ehazak> 
terisieren,  und  dagegen  die  Falle 

y)    S  Skalar,  P,.  axial, 

d)    S  Pseudoskalar,    JP^^  polar, 
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iralche  einem  asentri sehen  Vorgang  entsprechen.  Die  FUle  ß)  und 
4)  haben  biabng  geringe  physikaliache  Bedeniong  und  mögen  in  swefte 
linie  getfeellt  weocden.    Diee  hingt  damit  nieammen,  daA  die  fitr 

unsere  Entwicklungen  fundamentale  ekalare  Funktion,  das  thermo- 
^fynamische  Potential,  jederzeit  ein  gc wohnlicher  Skalar  ist 

Wir  wenden  uns  zunadist  dem  ersten  Falle  a)  zu,  der  sich  weiterhin 

al^*  besondere  wirhtif^  erweisen  wird.  Uber  ihn  ('wie  über  den  zweiten 
Fall  ß)  mit  zentrischer  Symmetrie)  ist  nach  S  lüO  allpompin  zu  sagen, 
daß  sieb  für  die  durch  ibu  umfaßten  Erscbemuiigen  die  82  Kristall- 
gruppen in  die  elf  Obergruppen  der  Tabelle  auf  S.  101  zusammen- 
zieheu,  deren  Sjmmetnelürmeln  allein  duruii  Sjmmetrie&cliseu  aus- 
drückbar sind. 

Da  die  SymmetrieverhMtniwe  eines  polaren  TemortripelB  feep. 
dnr  ihm  entepiechenden  TeneoiflSehe  fiberana  einfteh  aind,  nnd  da 
gifliohee  Ton  denen  jener  elf  Obergn^pen  gfli^  eo  kann  man,  wie  im 

vorigen  Kapitel,  auch  in  dem  jetzt  Tttrilegenden  FaUe  den  metho- 
diachen  Weg  der  Anpaaeung  eines  Ansatzes  an  die  Sjmmetnererhalir 
nisse  einer  KristaUgruppe,  der  in  §  55  skizziert  ist,  yermeiden  nnd 
alles  Notige  direkt  aus  der  geometrischen  Anschauung  ableiten. 

Soll  nämlich  die  physikalische  Symmetrie  der  kriFtallographischen 
entsprechen,  so  muß  jede  kri8tallogi  :i|iluf*che  Svranii  tneachse  mit  einer 
Symmetrieachse  der  Tensortiache  zusammenfallen.  Zweizählige  kiisiallo- 
graphische  Achsen  wirken  dabei  weiter  nicht  spezialisierend  auf  die 
Tensorflache,  da  deren  Sjnimetriea(ÜLBen  an  sich  im  allgemeinsten 
FaUe  EweuihUg  eind.  SÜne  drei-  oder  Tier-  oder  eeehns&blige  kriatallo- 
graphisehe  Aehise  Teriangt  indeesen,  daB  die  TensorflSehe  eine  Bota- 
tioneflidlie  um  dieee  Aohie  ist|  denn  die  lentrieehen  FUohen  aweiten 
Grades  werden  stets  su  Rotationsflächen,  wenn  man  emer  ihrer  Sjm* 
metrieaehsen  eine  andere  ZShligkeit  als  swei  auferlegt 

TTm  das  Yorstehende  aar  Spezialisierung  dee  AmMtaeB  (1)  zu  yer- 
werten,  berücksichtigen  wir,  daß  die  Parameter  p^^  sich  mit  der  Orien- 
tierung des  Koordinaten8y>tf»n!H  rmdem,  auf  welches  die  Funktion 
bezogen  ist.  Als  ein  Hauptkoordinatensystem  ist  im  I.  Kapitel  je 
ein  solches  bezeichnet  worden,  dessen  Achsen  in  möglichst  nahen  Be- 
ziehungen zu  den  Syiumetrieelementen  der  Kristallgruppe  stehen,  ins- 
besondere, soweit  angängig,  iu  Sjmmetrieachseu  fallen.  Die  auf  dieses 
Hsnptaehaenejatem  bezogenen  Piiimeter  p^f  werden  demgemifl  die 
geometrieehen  YerhSltniiae  dea  Tenaortripels  der  am  ansehanliohaten 
darstellen.  Für  ihre  Anürtellung  genfigt  außer  dem  schon  Gesagten 
die  Bemerkong  t<hi  S.  134,  daft  bei  Znaammenfallen  einer  Eoordinaten- 
acliae  mit  einem  Tensor  r]»  s  Tri]  e!<  die  zu  ihr  parallele  Komponente 
erater  Art  m  dem  betreffenden  Tensor  eelbst  wird,  die  sa  ihr  noiv 
malen  Komponenten  sweiter  Art  aber  veriohwinden. 
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IhitPiiyPasy         Ö,  0. 


Nach  dieson  Bflgdn  «rgeben  noh  sofort  fllr  die  elf  ObeignippeD 
Im  UDtriMih  symmetrischen  Vorgangs  die  folgenden  Schemata  der 
Pamneter      filr  das  Haoptkoordinateiuyatem: 

L   (1),  (2)  Keine  Symmetrieaobfle:  p^,,      p^,       p,,,  p,^^ 

TL    (3),  (4),  (5)  Ai,A.,A.,  0,    0,  p^. 

III.  (6),  (7),(8)(J.«,^«):  At,A.,  A.,  0,   0,  0. 

IV.  (9),  (10),  (11)  (^;%  J.«): 
(12),  (13)  (^/)): 

V.  (14),  (15),  (16),  (19)  (^(W): 
(17),  (18),  (20)  (J.W): 

VI.  (21),  (22),  (23),  (26)  {Ä,^^,ÄJ')): 
(24),  (25),  ^27j  (^.(«)): 

VIL(28),(29),(30)(A<^^<^)):       1  o,   0,  0. 

(81),  (82)  (4,«  ^  ^«  ~  J.«):  l  ^       '  ' 

Verschwindet  p^^  und  so  wird  hierdurch  p^  mit  dem  Tensor 
Pjjj  des  Tripels  parallel  Z  identisch;  rerschwindet  auch  noch  p^^,  so 
wild  gldehaeitig  p^  zu  p^,  p^^  zu  wobei  enteree  paiallel  X, 
letrteres  parallel  T  liegt 

Die  Tabelle  zeigt,  da8  die  elf  Obergruppen,  die  im  all- 
gemeinen  bei  sentriaeb  aymmetriacben  Vorgingen  auftreten, 
sich  bei  den  durch  ein  blofiea  Teneortripel  charakteriaierten 
noch  weiter  auf  nur  fünf  zusammenziehen. 

Da  die  Versdiiedeiiheiten  zwischen  Skalar  und  PseudoriEalar, 
zwischen  polarem  und  «^^^Hfm  Tensor  sich  nur  bei  den  (mit  Inversion 
verknüpften 'i  Dei^lvbewegrmgen  zweiter  Art  Gleitend  machen,  so  kommen 
sie  bei  den  Bezielmiigen  der  Art  ß)  auf  S.  2tj>^  nicht  zur  Geltung. 
Denn  da  es  sich  liier  um  zentriscb  symmetrische  Vorgänge  handelt, 
können  die  Kriätallgruppen  allein  durch  Symmetrieachsen,  d.  h.  dordi 
Deckbewegungen  erster  Art  charakterisiert  werden. 

Die  Parametersysteme  der  vorstehenden  Tabelle  sind  hienwch  also 
anch  auf  die  Beiiduingan  zwischen  einem  Ftoidoskalar  nnd  einem 
aadalcn  Teneor  anwendbar. 

§  147.  Sin  aadales  TensortripeL  Wirkung  der  verschiedenen 
l^yBuneMeelemente.  Während  der  Fall  u),  daB  S  ein  gewöhnlicher 
Skalar  und  das  Tensortripel  der  polar  ist,  sich  durch  eine  geo- 
metrische Überlegun«?  direkt  erledigen  ließ,  kann  man  für  den  Fall  y), 
daß  bei  gleichem  Skalar  das  Tenfiortripel  axial  ist,  nur  weniges  all- 
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gem«m  snsngeiL  AUerdings  kommt  das  Besnltat  Yon  §  64  m  Be- 
tnMshty  wonach  in  besag  auf  azentnsehe  Vorgänge  von  der  Art  dee- 

hier  vorliegenden  alle  zentrisch  symmetrischen  Kristallgruppen  au»- 
iaUeoa.  Im  übrigen  läßt  sich  aber  nur  behaupten,  daß  bei  allen  den- 
jenigen Gruppen,  deren  Symmetrieforraeln  ausschließlich  Sjmmetrie- 
nebs'pn  entlialten,  die  Werte  der  Parameter  von  dem  Fall  a)  Geltung 
behalten.  Denn,  wie  soeben  in  Erinnerung  gebracht,  den  Deck- 
bewegungen erster  Art  gegenüber  kummt  die  Verschiedenheit  der 
polaren  oder  axialen  Natur  irgendeiner  gerichteten  (iröße  und  somit 
auch  eines  Tensors  nicht  zur  Geltung. 

Weiteres  ans  den  geometrischen  VerhSltnisaen  abmleiton,  isfc  hier 
schwieriger  nnd  niiTorteilhaft.   Es  erweist  sich  sonach  angemessen^, 
hier  mm  enten  Male  das  methodische  Yerfiüireii  sor  Spesialiaierong- 
eines  Ansalxes  auf  die  yersohiedenen  Kristallgruppen,  das  in  §  55- 
skizziert  isly  snr  Anwendong  zu  bringen.  Dies  Verfahren  ging  dahin,, 
daß  der  zu  spezialisierende  Ausdruck  yon  dem  zugrunde  gelegten 
HanptkoordinatenBystera  anf  alln,  diesem  nach  der  Svmmeti'ieforrael 
der   Knstali^ruppe    gleichwertig«  u    l\r>ordinat<»nsyston)«'   t rausform i ort 
werden  sollte,  und  daß  die  Bedingungen  dafür  aufgestellt  werden 
sollten,  daß  er  sich  in  bezug  auf  jedes  dieser  Systeme  in  gleicher 
Form  mit  den  gleichen  i'arumeteru  darstellt,  wie  ursprünglich.  Nach 
diesem  Schema  soU  nunmehr  hier  Yer&hren  werden. 

Um  die  FSUs  et)  und  y)  aneeinaiider  wa  halten,  woHbb  wir  jetst. 
eine  neos  Beceichnmig  einftthTen  nnd  statt  (1)  schiBihen 

wobei  du-  Ng^^  die  arislen  Tensorkomponent«!!  darstellen. 

Das  Hauptkoordinatensystem  X,  Yf  Z  mag  mit  einem  der  ihm 
gleichwertigen  X!^  X',  Z'  verbunden  sein  dnroh  das  System  der 
Aichiungskosinns  |  ^,   ^,  ^, 

«1  h  n 


X 


ß%  Vt 


(8) 


£s  lauten  dauii  die  uUgemeiuen  Transformatlousformeln  für  gewöhn- 
liche Tensorkomponeoten  nach  dem  System  (22)  auf  8.  1S7 
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Wir  beginnpn  damit,  zn  untersuchen,  welche  Bedingungen  durch 
die  erfüllt  sein  müääen,  damit  die  ^Aclwe  eine  irgeadwieTiel- 
sählige  Symmetrieachse  sei. 

In  diesem  Falle  muß  hei  einer  Dreiiung  des  Koonliuateusystems 
um  irgendeinen  Winkel  um  die  Z-Acb^e  der  Ausdruck  (2)  für  S 
wieder  in  sich  übergehen. 

Bezeichnet  man  kurz  den  Sinus  und  den  Kosinns  des  Drehung 
Winkels  mit  $  und  c,  eo  wird  dat  Syitem  der  BiehtuDgefcoaiiras  sa 

und  es  trausformiert  sich  das  äystem  der  Nf^^  auf  das  gedrehte  Ko» 
ordinstensjstem  gemäß  (4)  nach  dem  Schema 

jyM-j'i,  (5) 

Setzt  man  dies  in  den  Ausdruck  (2)  für  S  ein  tmd  beieiehnet  den 
«0  traoeformiezten  Wert  mit  8',  so  eigibi  sich 

+  J^s>»  («) 

Soll  die  Diekong  eine  DecklMwegung  sein,  00  mlliieii  die  Panr 
meier  Ton  ET  mit  denen  toh  iS  fibeninatinimen.  Diee  liefert  die  Be- 
xielrangen 

(-  (%i  -  0, 

-«„(l-«)  +  n„s-0,  (7) 
—  »fjjS  —         —  c)  =-  0, 
((iHi  ~  n^c    —  2n^^8)$  —  0. 

INe  eitte  und  die  iweite  Bedingung  sind  idenfciMlL  Sie  md  die 
ittnfte  «ind  duroh  den  Faktor  « —  ein  ^  erfUlt,  wenn  der  Dnlrange- 
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trmk»l  t  — 180*  l>eträgt,  die  BjmmetrieMlue  ilso  sweisShIig  ist 
Im  aiid«m  FaQe  miteBeii  die  Ekunmem  Yenoliwindeii,  wae,  da  flu« 
Determiiieaite  ^Eine  ist^  also  nicht  yerBohwinde^  auf  «u  iht~^ 
führt  Die  dritte  und  die  vierte  Oleiehnng  liefisii  fttr  alle  Diehnnga- 
wiiikel      —  tiji  —  0. 

Somit  ergeben  eich  für  die  Paiameter  n^^  die  Schemata 

för  fiji,  n„,  Mj,,  0,  0,  1^, 

för        Jl/),  ^W:       n^^,  n«,  0,  0,  0. 

Doieh  BfUisehe  Yertauschimg  folgt  hieiane  andh 

för  4.«:  n,,,  fs,,  IS,,  f^i,  0,  0. 

ftr^W,4,(*),^W:fiH,  iHa.       0,  0,0. 

Diese  Resultate  stimmen  ersichtlich  mit  den  für  dio  Parameter  Pj^^ 
in  der  Tabelle  auf  S.  270  enthaltenen  üherein,  entsprechend  dem  oben 
Bemerkten,  daß  bei  den  De('kbewej;^ng*'ii  t  rstcr  Art  sich  polare  und 
axiale  Tensoren  gleichmäßig  verhalten  müssen.  — 

Einer  Spiegelung  in  der  zur  X-Achse  normalen  Ebene  entspricht 
nach  S.  'dii  dos  System  der  itichtungskosinns 

ft-    0,   y^-  0, 
«b-    0,        +      y,-  0, 

«b-  0,  iS,-  0,  n-'  +  i- 

Uaudelt  es  sich  nm  ein  axiales  Tensortripel,  so  kehren  dessen  Kom- 
ponenten hei  der  Spi(?gelung  die  Vorzeichen  um;  es  gelten  für  diesen 
Fall  aläo  die  Beziehungen 

lfm  ^i,   lfu-  +  ifn.  J'..-  +  J^.',- 

Damit  diese   Trun.si'ormation   S'   mit  S  übereinstimmen  lasse, 

weiter  eelmibeii 


iek  «forderHek  daß 

**ii>  '^8»       ♦*»  veraehwinden.  Wir  kOmifln  also 


ftr        0,  0,  0,  0,       iH,.  (11) 

Durch  zyklische  Vertauschung  erhält  man  hieraus  auch 

för        0,  0,  0,  14,,  «,1.  0.  (12) 

Es  erübrigt  aehlieAlieli  noch  die  Bebandlnng  einer  in  die  Z^Achae 
fidlenden  Spiegelachse.  Für  die  ihr  entsprechende  Deckbewegnng  ist 
la  komlniiienn  eine  Drehung  um  00^  um  die  ^ Achse  und  eine 
Spiet^lnng  in  der  zur  Z-Achse  normalen  Ebene.  Dies  liefert  nach 
obigem  das  System  der  Bichtongskosinaa 

Voigt,  KzlmllpbTÜk.  1» 
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«1-     0,    ß,^     1,    yj-  0, 
c,=  -l,              0,    7,=  0, 
0,   A-     0,   y,  1. 

Für  em  axiales  Toisortripel  lind  außerdem  die  YosMiefaen  aller  Kom^ 
poii«iiieii  uBUEttkehraiL 

So  gelangt  man  m  den  TnaufoimBtiontfoimeiln 

Damit  nach  dieser  Substitution  S*  mit  <S  übereinstimme,  mu£ 

sein.  Es  ergibt  sieh  demgemSB  das  Parameterschema 

für  S,:    iHt,  -       0,  0,  0,  (U) 

woraus  auch  folgt 

ftr  S.:   0,  «„,  -  «„,       0,  0.  (15) 


%  148.  Bin  axialea  TeoaovferipeL  Scliemata  der  Komponenten  für 
die  88  Hilatallgrappen.  Dnrdi  Yontehendes  ist  die  Sinwirkong  jedes 
euuselnen  SjnunetrieeLements  anf  die  Parameter  n^^  aufgedeckt^  nnd 
man  kann  mit  Hilfe  der  gewonnenen  Schemata  nun  leicht  die  Pam- 

metersysteme  för  eine  jede  Symmetrieformel  bilden,  indem  man  nur 
benlrksiphtigi,  daß  bei  der  Kombination  verschiedener  Symmetrie- 
eleraf^nte  die  Wirkung  jedes  einzelnen  bezfigrlich  des  Versehwindens 
eines  Parameters  oder  aber  der  Gleichheit  von  zweien  erhalten  blei- 
ben muß. 

Im  iolg6ii<Jen  sind  die  Parametersvsteme  für  die  sämtlichen 
Gruppen,  welche  kein  Syiiimetriezentrum  besitzen  und  welche  nicht  von 
Tomherein  ausfallen,  gemäß  den  vorstehenden  Regeln  zusammengestellt. 

I.   (2)  Kein  Sjmmetrieeiement:    Hy»  «in,  n^^,  ^»  **is* 

n.   (4)(JS?.);  0,    0,   0.    n„,  «„,  0. 

(5)  {ä;''):  «h,    w„,  ftn,  0,  0, 

UL   (7)         AJ*>)i  «o,   n„,  «„,  0,    0,  0. 

(8)(^«,£J:  0,     0,   0,    0,   0,  Hl,. 

IV.  (10)  «u,    «lu  "3».        0,  0. 

(11)  (Ä}'\E^:  0,     0,   0,    0,    0,  0. 

(13)(ulW):  iSi,  U,    0,  0. 
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V.  (15)  (ÄJ^\  ÄJ^: 
(IG)  (Ji;%  ig: 

(18)  (^.(*)): 

(19)  (5„  ^«): 

(20)  Ä): 


0, 
0, 

0, 

0, 

0, 
0, 
0, 
0, 
0, 


0. 
0. 
Ulf. 

0. 


0. 


0. 


Yt  (22)  (^/«),  J/)): 
(23)  {Ai^,  EJ: 
(25)  (^.O): 

(37)  (^W,^,): 


0. 
0. 

a. 


0. 


VIL  (29)  (^,(^),  ^/O- 
(30)  (5„5,): 
(32)  (4.W^J,W^J,W): 


0. 


Wie  sa  der  Tabelle  auf  S.  270  bemerkt,  ist,  wenn  nad  flu 
▼ersehwuideiiy  Md  mit  n^j  identiseb;  wird  außerdem  noch  «i,  zu  KtiU, 
80  geht  sngleieh  «j^  in  fi|,      in  «q  Aber. 

Dieee  Parameter^ysteme  aind  aefar  mannigfiilti|^  iniofeni  an  den  in 
der  Tbbelle  von  S.  270  enthaltenen  und  hier  bei  Anwesenheit  bloßer 

dymmetrieacHsen  wiederkehrenden  eine  ganze  Reihe  neuer  getreten  sind. 
Allerdings  fallen  auch  wieder  siemlich  viele  Qmppen  gSnsUoh  aus, 
nimlich  außer  den  mit  einem  Symmetriezentrum  behafteten  auch  alle 
diejenigen,  in  deren  Syinmetrieformel  die  Kombination  A^^E^  für 
N  >  2  oder  aber  %Aj-*\  auftritt. 

Bemerkenswert  ist,  wie  seltsame  Lagen  das  Tenportripel  in  dorn 
jetzigen  (dritten)  Falle  y)  mitunter  hnt,  während  es  bei  dem  früheren 
et)  der  Regel  nach  mit  einer  oder  mehreren  Koordinatenachsen  zU' 
sammeotiel. 

Eine  etwas  nähere  ßetraclitung  verdienen  in  dieser  Hinsicht  die 
Gruppen  (4)  und  (8),  wo  das  System  gilt 


Im  letifteren  Falle  liegen  swei  der  drei  Tensoren  in  den  HalUerangs- 
linien  der  Winkel  cwisehoi  X-  und  F- Achse,  der  dritte  in  der  Z- Achse; 
der  letzte  Tensor  ist  aber  gleich  Null.  lit'  beiden  andern  haben  ent- 
gegensetzt gleiche  Werte.  Man  erkennt  leicht,  wie  hierdurch  die 
Symmetrie  {AJ^^,E„)  der  Ghmppe  wiedergegeben  wird. 


resp» 


0,  0,  0,  n^,  «,„  0, 

0,  0,  0,  0,    0,  itj,. 
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Im  ersten  Falle  liegen  zwei  Tensoren  in  einer  Ebene  durch  die 

Z-Achse  symmftrisch  zn  dieser  Achsf .  der  dritte  steht  dam  normal; 
die  beiden  ersten  huln^n  »-nt (regengesetzt  gleiche  Werte,  der  dritte  ist 
gleich  Null.  Auch  hier  erkennt  man  leicht  die  Wahrung  der  Sym- 
metrie {£,)  der  Gruppe. 

II.  Abschnitt. 

Die  tlieraiiflehe  BiUtatien. 

§  149.  Allgemeliie  VorbemeErkmigeii.  Ähnlieh,  wie  der  als  Pyxo- 
elektrizitit  bekannte  Vorgangs  ist  aneh  das  km  alt  thermische  Düsp 

tation  bezeichnete  Phänomen  in  Wahrheit  ein  spesieller  Fall  eines 
Yiel  allgemeineren  Effektes,  nliinlich  der  Zusammenwirkung  von  Tem- 
peratur und  Druck  bezüglich  der  Deformation.     Das  Spezielle  des 

Falles  liegt  einmal  in  der  auch  hier  zumeist  vorausgesetzten  raum- 
liclien  Gleichförmigkeit  der  Temperatur,  sodann  und  hauptsächlich  in 
der  Voraussetzung  eines  hei  der  Erwärmung  konstant  gehaltenen  all- 
seitig gleichen  Druckes,  der  Hegel  nach  in  der  Größe  des  Atmospbären- 
druckes. 

Ebsmio  wie  die  Pyroelektrisitftt  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
bei  der  Behandlnng  der  Piezoelektrisitüt  Ton  einem  allgemeineren 
Standpunkte  ans  besprochen  werden  wird,  soll  auch  diese  spesielle, 
freie  thermische  Dilatation  sp&ter  in  die  allgemeine  Thermo- 
elastiait&t  eingereiht  werden.  Aber  dieselben  Überlegungen,  welche 
eine  Vorwegnahme  der  Pjroelektrizität  empfahlen,  haben  auch  in  be- 
zug  auf  die  thermische  Dilatation  Gewicht.  Wiederum  steüt  die  letz- 
tere ein  Phänomen  von  so  ausgezeichnet  leichter  Meßbarkeit  dar,  daß 
es  schon  dadurch  aus  der  Reihe  der  komplizierteren,  ^iel  weniger  leicht 
beobachtbaren  sehr  deutlich  heraustritt.  Es  kommt  hinzu,  daß  diese 
spezielle,  freie  thermische  Dilatation  mimer  noch  ein  reiches  und  dabei 
in  sich  abgeschlossenes  Gebiet  bildet,  um  seine  gesonderte  Betrachtung 
2Q  rechtfertigen. 

§  160.  Beobaolitiiiigen  über  theimiaolie  Vtwkelllndewmgsn  und 
ftbtr  thermische  kabische  Dilatation.  Wie  schon  in  der  Einleitung 
bemerkt,  ist  das  spesifische  Verhalten  der  Kiistalle  bei  einer  Erwftr* 
mung,  nnmlieh  ihre  ungleiche  Dilatation  nach  yerschiedenen 

Richtungen,  durch  Beobachtung  der  damit  zusammenhängenden  Er- 
scheinung der  thermischen  Artdernnfr  der  Krisfallwinkel  i.  J.  1823  von 
Mifsrherlich^)  entileckt  worden.  Die  bezüglicheu  Beobachtungen  wurden 
an  Kristallen  angestellt^  die  in  einem  Quecksilberbade  verschiedenen 

1)  JB.  MiktMkkt  Pogg.  Ana.,  Bd.  1,  p.  lU,  19U. 
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Temperaturen  ausgesetzt  werden  konnten.  Die  Kristalle  waren  in  ge- 
eigneter Weise  an  der  Achse  «insi  Beflezidn^goniometen  angebracht, 
and  60  wurde  jeweil  di^  der  Beobac^tnug  in  unterwerfende  IlSehe  auf 
kurze  Zeit  dnrch  Senken  der  Qnecianlberoberfl&eke  freigelegt 

Die  beobackteien  Knttallfl&eken  waren  die  Ton  Bhomboedem  (i. 
Fig.  69  auf  S.94),  nnd  die  gemessenen  Winkel  0  diejenigen^  welche  an 
deren  Polkanten  liegen.  Es  ergab  sich  so  hei  den  nachstehenden 
Kristallen  das  folgende  System  von  Winksiänderangen  ft,  wobei  &  sich 
auf  die  Ausgangstemperainr  10**  f»  anf  eine  Stoigenng  derselben 
nm  lOO«  C  besieht: 

Kalkspat    B  -  mH'fi        -  -  S'SS", 
DolomH     0  -  106^5'       fi  -  ~  4'6", 

Eisenspat    0  =»  107^  fe  -  -  2'22". 

Biese  Winkeländerungen  sind  in  Anbetracht  der  bedeutenden  Tem- 
pei^tursteigerung  sehr  klein. 

MitscJierlich  zog  aus  seinen  Beobachttingen  den  richtigen  Schluß, 
daß  sie  auf  *^M'ne  Tnrprliifdpn  shirke  lineare  Dilatation  der  Kristalle 
nach  vergeh leti eil «'11  üichtungen  deuteten.  Er  berechnete  aus  den 
Winkelanderungen  die  Differenzen  der  thermischen  Dilatationen  der 
untersuchten  KriBtalle  parallel  uud  normal  zur  Hauptachse  und  be- 
mühte sich  auch^),  diese  Diö'erenz  bei  Kalkspat  durch  direkte  mikro- 
flkopisehe  Ansmsssmig  dsr  Längen  geeigneter  paraM  resp.  nomial 
aar  Hauptachse  gesehnitftener  Mparate  bei  Tmebiedenen  Tempeift- 
inren  an  bestimmen.  Anfierdem  beobachtete  er  im  Verein  mit  Duhng 
und  JPttU  in  Paris  die  knbisohe  Dilatation  von  Kalkspat  bei  Tem- 
peratarsteigening. 

Die  Methode  der  Messung  der  thermiseben  Änderungen  TOn  Kri- 
stall winkeln  hat  Tor  deijenigen  der  Messung  von  Langen  gewisse 
praktische  Vorteile,  insofern  dabei  etwaige  Temperatur'andernngen  an 
den  7Mr  MfB^^ung  dienenden  Apparaten  kainn  störend  wirken.  Diese 
Ap]i:ii:it<  sind  aus  i«'r>tropeni  Material,  und  ein  solches  ändert  bei  einer 
gleich toruii«ren  Temperet  nrändf^rung  zwar  seine  Längsdimensioneu,  aber 
nicht  seine  Winkel.  Aileriiiiig>s  iiaben  die  VVinkeländeruiigen  den  Nach- 
teil, nicht  auf  absolute  Werte  der  linearen  thermischen  Dilatationen 
in  ffiliFsn,  wie  das  bereits  anf  S.  175  berrorgekoben  ist 

Wegen  der  praktiscken  Vorzüge  der  Metbode  haben  sieb  naeb 
MügdurUdi  mehrere  Forscher  —  insbesondoe  E,  Neumamt  C*  Nah 
mann,  Fldkk&r,  B&itmkampf  BetM  ^  mit  derartigen  Beobaektnngen 
imd  der  tbeoretiseben  Verwertung  Ton  deren  Beenltaten  aor  Besl^- 


1)  £  MMmm,  Pogg.  Ana.  Bd.  10,  p.  m.  18S7. 
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mung  der  Parameter  der  linearen  üieniUBchen  Dilatation  beschaftigl. 
Die  letstere  Aufgabe  iti  eine  rein  gaometrimhe  imd  soll  luer  nidifc 

näher  erörtert  werden. 

Dagegen  nmr^  kurz  einor  einfachen  Methode  zur  Demonstration 
der  thermischen  Wmkelandemng  gedacht  werden,  welche  flief?e  inter- 
essante Erscheinong  einer  größeren  liorerschaar  zu  demonstrieren  ge- 
ätattet.    Man  schneidet  zn  diesem  Zweck  ein  plattenförmiges  Spal- 
y  /m.   tungsstück  von  iuiikspat  parallel  zu  deböen  lauger 

Diagonale  in  iw«i  Hilften  (Fig.  113a),  die  man  in 
/      «fc      s^^  ▼«rwendeter  Lage  wieder  gniMtmmfwilrittet  (Fig.  113b). 

Von  den  Winkeln  a  mid  ß  swiwfaen  Platten-  und 
Spalifliehen  Terhalten  sieh  bei  einer  Temperator- 
änderung  a^,  eiBeneits,  ßu  andererseits  imter- 
einander  gleich;  um  so  liely  als  die  «  abneluDeii, 
nehmen  die  ß  zu.  Daraus  folgt,  dafi  bei  einer  Temperatmiad^ 
rung  die  Pkttcnflachen  dea  Präparates  sich  in  ihren  Hälften  gegen- 
einander neii:;eu  miissen  (Fig.  113c).  Diese  kleine  Neigung  kann  man 
sichtbar  machen,  indem  man  die  Plattenhüiften  mit  Spiegeln  armiert 
und  mittels  derselben  von  einer  stpaktörmigen  Licht^juelle  bei  Zwischen- 
schaltung einer  itmse  Bilder  auf  einen  fernen  Schirm  wirft.  Diese 
Kider  weohseln  bei  einer  Temperatoraadenmg  ihre  relatiTe  Lage.  — 
Wenn  die  Beobachtungen  fiber  themusohe  Wiiikäbideniiigea 
naeh  einer  oben  gemachten  Bemerkung  aoek  nnr  lehtiTe  Werte  von 
thenniscfaen  Dilatationen  m  liefern  Termdgen,  so  eigeben  sie  diaaa 
doch,  dank  dem  Umstände,  daB  man  über  die  Orientierung  der  dm 
zu  messenden  Winkel  bildenden  Ebenen  im  Kristall  frei  und  mannig- 
faltig verfügen  kann,  in  Vollständigkeit  Die  Beobachtung  der 
kiibi^'  hen  Dilatation  liefert  hinc^egen  nur  einen  einzigen  Parameter, 
denn  diese  Größe  ist  dnrchrms  nnabhängig  von  der  Art  und  der  Orien- 
tierung aller  BegrenzungseiemeDte  der  benutzten  jäüristailpräparate. 
Immerhin  kann  die  letztere  Methode  unter  Umstünden,  z.  B.  wenn  wegen 
Spaltbarkeiteu  des  Krl^taümateriales  die  Herstellung  von  Präparaten 
ftr  antee  Beobaohtongsarten  beschränkt  ist^  zur  Ej^^nzung  anderer 
lletiioden  von  groBem  Ifutaen  sein.  Sie  stellt  sn  die  GrOfte  nnd  die 
regelmftBige  Begreniaog  der  aa  beobachteten  Pripsrate  keineriet  An* 
sprflche  und  ist  dadmoh  gerade  fltr  BjutaUe  sehr  beqnem. 

Die  Aeolotropie  des  Materialee  kommt  bei  der  kobisehen  Dila- 
tation nicht  zur  äeltmig;  letstere  Größe  kann  also  nach  den  bei  iso- 
tropen Körpern  anzuwendenden  Methoden  abgeleitet  werden.  Diese 
Methoden  kommen  bekanntlich  darauf  hinaus,  daß  man  ein  thermo- 
nn  ; enu  tiges  Gefäß  zunächst  mit  einer  Flüssigkeit  von  nnderweit  be- 
stimmter thermischer  Dilatation  füllt  und  damit  der»  n  scheinbare 
Ausdehnung  bei  verschiedenen  Temperaturen  beobachtet,  darauf  das 
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Gefäß  mit  dem  zn  tmtersachenden  Körper  and  der  firftberan  MdMig- 

kait  füllt  und  die  Beobachtung  wiederholt 

"Rezetchn^t  {A^  die  knbigche  Dilatation  der  Flüssir^lceit,  (A^  die- 
jenige der  Hul;>stan7.  des  Gefäßes  Ixn  nuer  Temperaturäiuicrung  t,  und 
F(j   das    von   der   blüssigkeit   bei    der  Ausgangstemjieratnr   O-^  em- 
genommoiie  \  olunien,  so  ist  die  bei  der  ersten  Beobachtung  zur 
Geltung  kommende  (scheinbare)  YolumenäiLderung 

^i^e- F,((J^-Uit)).  (16) 

SeMieliiiei  V  dis  Vohuneii  du  emgetanditeii  ftften  Körpers, 
MUM  MmmIia  DilAtation,  so  gi1)i  die  sweite  Boobaditimg 

(F.-  +         -^oW.  (16') 

Hiaiaiit  folgt 

^.Fe~  d^F.-  F(U)  -  (4^),  (17) 

was  bei  bekannten  V  und  {A^  die  Berecbuuug  v  ^n  (^^j  gestattet. 

Die  Bcheiubaren  Volumenäuderungen  könneu  entweder  aus  der 
Yerftadenrng  dat  BfeandeB  des  FlfiBsigkeitsmeniskuB  in  dem  Bohr  des 
ÜMnnometenrtigen  MUe«  oder  aber  durch  W%aiig  d«e  bei  aolSng- 
fieher  FftUong  infolge  der  Tempemtusteigenmg  MuflieBenden  HOssig- 
baiMiiMiitaiiis  bestimmt  wwden. 

§  151.  Beobeeihtiuicefli  Unelier  «hermischer  Dilatationeii.  Eine 

direkte  Messung  thermischer  linearer  Dilatationen  bietet,  wie  schon 
bemerkt,  die  Schwieri^lceit.  daß  das  Meßinstrument  leicht  durch  die 
Tpmperatnrnndenmt;  beeintlußt  wird;  eine  Änderung  von  dessen  Di- 
mensionen icii  meist  schwer  in  Rechnung  zu  setzen,  da  seine  Tempe- 
ratur der  Regel  nach  nicht  genau  bestimmt  werden  kann,  und  dies 
ist  um  so  bedenklicher,  als  die  Metalle,  aus  denen  die  Meßinstrumente 
m  bestehen  pfle)<en,  doh  sehr  stark  mit  der  Tempentnr  dflüBerew, 

Man  hat  diese  Schwierigkeit  dadurch  umgangen,  daB  man  sieh 
anf  die  Messang  der  Differensen  swisohen  d^  Dilatation  des  imter- 
■nehten  KristaDs  und  eiiies  KmrmalkSiperB  von  anderweit  bestimmtem 
Tsiliatten  besohriiikte;  dabei  worde  jener  Köipo^  genau  der  gleieben 
Temperatur,  wie  der  BUstaU,  ausgesetst  und  diente  gewisseEmaBen  als 
Btalon  ftlr  die  am  Kristall  aossofnhrende  Messung. 

Dieser  Gedanke  ist  zuerst  Ton  P/'a/f  und  dami  in  Tollkommenerer 
Form  von  Fizeau  ztir  Anwendu]^  gebmcht. 

Pfaff^)  fährte  die  Messung  der  L&ngendifferenz  zwischen  dem 
KristaUprapaiat  nnd  einem  MetaUstab  auf  eine  Winkelmeasung  su- 

1)  Fr,  Pfaffe  Pogg.  Ann.  Bd.         p.  171,  1668;  Bd.  107^  p.  148,  löö9. 
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rück,  indem  er  (Fig.  114)  den  Metallstab  m  als  Träger  einer  Aolne  a 
mubildeie,  vm  welche  sich  ein  Hebel  drehte,  der  mit  dem  einen 

Ende  h  auf  dem  oberen  Ende  dos  Kristalls  h  auflag. 
*  Bei  einer  IVmperaturiindcnnig  dehnten  sich  Metall- 
Btab  und  l'räparat  verschie<len  stark  aus;  es  trat 
^  eine  Drehung  des  Hebels  (ih  ein,  die  mit  Femrohr 

und  Skala  an  dem  mit  dem  üebel  Terbundenea 
Spiegel  s  abgelesen  werden  konnte. 

Fizeau^)  verwendete  (nach  dem  Voi^ng  von 


] 


JeridMu^  und  Angström*))  rar  Beetiminung  der- 
edlMn  lAngendiffinMBi  «m  optifohee  Yer&liren,  die  BeolMMthtiuig  der 
27eiti^8elien  luterferenierecheinaiig.  Baa  Pküuip  aeuier  Anoränuig 
i  ift  dM  folgende  QSi%.  116). 

Eine  plankooTeze  Glaelinee  L  liegt  mit  ihrer 
ebenen  Flache  auf  drei  Schrauben  woS^  die  eine  Metall- 
platte M  dnrchflefasen  and  zugleich  sowohl  FOAe  dee 

ganzen  Systems,  als  auch  Trüger  der  Linse  von  ver- 


V 


—  —  änderlicher  Läni/e    bilden.     Die   obere  Fläche  der 

Metallplatte  ist  hochpoliert.  Fällt  auf  die  Linse  das 
Licht  einer  Natriuintlanime  aus  geeigneter  Entfernung  nahezu  normal 
auf,  so  kann  man  mit  einem  Fernröhrchen  die  luterferenzstreifen  be- 
obachten, zu  welclu  n  die  Zusammenwirkung  der  an  der  untern  Fläche 
der  Linse  und  an  der  obem  Fläche  der  Platte  reflektierten  Wellen  Ver- 
aalMBung  gihb  Ifit  ihrer  Hilfo  lanen  sieh  deon  diese  heidMi  Ittehln 
nahera  peraUel  Btellen,  ao  daB  die  Streifen  eine  für  die  Beobachtung 
paeaende  Breite  beaitaen.  Anf  der  üntorflSehe  der  Linse  aogebraehte 
punktförmige  Maiken  geataitan  die  Interferensafareilen  ra  lokaliaieren. 

Bringt  man  diea  Syatem  ans  Dreifoß  und  Linse  mittels  «nes 
Luftbades  auf  höhere  Temperatiuv  m  wird  die  untere  Fliehe  der  Linse 
infidgeder  Ausdehnung  der  sie  tragenden  Sehrauben  gehoben.  Wahrend 

dieses  Vorganges  wandern  die  Interferenzstreifen;  wenn  bis  aar  Er- 
reichung der  Temperaturerhöhung  r  eine  Anaahl  Streifen  an  den 
obenerwähnten  Marken  vorubergewandert  ist,  —  wobei  im  allge- 
meinen keine  ganze  Zahl  ist,  —  so  besteht  die  Beaiehung 

JV,4-Z,^,  1.18) 


1)  JjL  Fizeau,  zahlreiche  Arbeiten  in  deu  C.  A.  von  1864 — 1968,  soMmmeage- 
&0t  I.  B.  ia  Pogg.  Ann.  Bd.  188,  p.  664,  1866.  Weitere  Beobaehtoogen  nadi  ikm 

Fizeau9c\xexi  Methode  lind  besonders  von  B,  Benott  angeetollt;  Trav.  et  Min. 
da  bur.  intern,  des  poids  et  nies.,  Paris  T.  I,  p.  1,  1881,  T.  VJ,  p.  1,  1889. 

2)  E.  B.  Jerichuu,  Pogg.  .\nn  Bd.  54,  p.  139,  1841. 
8)  K.  AngstrOtn,  Pogg.  Ann.  Bd.  ätt,  p.  828,  1861. 
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ftUs  l  die  WellenliUige  des  benntiteii  Iiiehtes,  Lq  den  anfängliehen  Ab» 
stvid  ^j^ischen  Platte  und  unterer  Linsenfläche,  die  tiiemusohe 
lineMre  Dilatation  des  Materials  der  bchraaben  bei  der  TOigenommenen 

Temperatursteigemng  r  bezeichnet. 

Die  Beobaclitinif?  von  TV',  gestattet  bei  bekanntem  X  (für  Na- 
Licht  =  5898  •  10~ '  nun  i  und  bekanntem  die  thermische  Dilatation 
des  Schniubenmaterials  zu  liestimmen. 
Nunmehr  wird  das  Kristallpriiparat  in  der  Form  einer  auf  der 
oberen  Seite  polierten  Platte  von  angemessener  Dicke  (1  cm  ca.),  nor- 
mal za  der  zu  nniennobenden  Richtung  geschnitten,  auf  die  Platte 
desTSflchohene  gelegt  und  durch  eine  geringe  ReguUenmg  der  Sohrwiben 
wieder  dae  Syetem  der  InterlbreosrtreifeD  in  geeigneter  Entfidtnng 
berrorgerufen.  Die  Wiederholung  der  Beobaofatang  Aber  die  Wande- 
ruDg  der  InteifSaraiizstreifen  bei  Steigerung  der  TaDi|iaratuT  nm  %  gibt 
dann  eine  Streilnizabl  N,  bettimmt  durch  die  Formel 

N^-^I^A^-LA,  (19) 

'wobei  L  die  Dicke  der  Platte^  A  ihre  thenniaeihe  Dickeoinderung 
beseidinet 

Die  Kombination  der  beiden  Beobachtongen  gestattet^  bei  bekanntem 

Ii  die  thermische  Dickoüuiderung  A  zu  berechnen. 

Je  nach  den  Werten  der  Dicken  Lq  und  i,  der  thermischen  Dila- 
tationen Aq  und  A  kann  in  (l'J)  N  sowohl  positiy  als  negativ  sein; 
im  « TRten  Falle  wandern  die  Streifen  nach  der  Seite,  wo  die  Dicke  der 
(schwach  keilförmij^en)  Luftschicht  zwixdien  Kristallpräparat  und 
unterer  Lingenfläche  kleiner,  im  letzlt  :eii  Fall  nach  der  Seite,  wo 
sie  größer  ist.  Bei  sehr  genauen  Beobachtungen  muß  der  Umstand 
berücksichtigt  werden,  daß  die  Welleidüngeu  Ä  ein  wenig  mit  der 
Temperatur  Tariieren.  Einige  der  aaUrme&en  ron  Fißeau  erhaltenen 
Beenltate  sollen  unten  mitgeteilt  werden. 

Hier  mag  nur  noch  erwähnt  werden,  daß  daa  FueoHwSud  Yet- 
fobren  einige  Yerbeeaerongen  er&hren  bat.  Aübe')  bat  einen  Apparat 
komtmiert,  bei  dem  die  Beleuchtung  des  JFVjMawschen  Systems  gleich- 
aeitig  mit  Lieht  von  verschiedenen  Wellenlängen  stattfindei^  und  durob 
Beobachtung  der  Interferenzerscheinung  mit  Hilfe  eines  Prismen- 
»^vcferas  die  Systeme  von  Interferenzstreifeu  für  die  verschiedenen 
FiLrilPn  nebeneinander  sichtbar  werden.  Dies  Verfahren  bietet 
lieu  Vorteil,  daß  das  Abzählen  der  während  der  Erwärmimg  an  den 
Marken  vorüberwandemden  Streifen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  un- 
nötig wird.  Bezeichnet  nämlich  die  Zahl  der  vorübergegangenen 
Sträen  f&r  die  Farbe  Ton  der  WeDenlinge  X^,  und  ist  N^^n^-^  6^, 

1)  S.  a  iW/ncA,  Zeitichr.  f.  Inrtr.  Bd.  IS^     »66,  40t,  497,  189$. 
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wobei  eine  ganze  Zahl,  ein  eoihitr  Bruch  ist,  io  mttfl  nach 
(19)  für  die  Tenohiedenon  Farben  1,2,...  gelten 

K  +  »i)Ät-(%H-^«-..'  (») 

Die      bestimmeu  sich  aus  der  Ruhestellung  der  Interferenzstroiten 
nach  Erreichung  der  Tempemturiinderung  t,  die       Bind  bekannt; 
man  findet  dann  leicht  durch  Probieren  ein  Sjstem  Zahl  werte 
weleb*  di«  Gleichung  (20)  befriedigen,  beecmder»  wenn  ein  ungefahm 
Wert  Ä  beEeits  belwint  itk 

Eine  wwtere  Yetbeeieraiig^  die  toh  ly/nc/i*)  angegeben  ist,  er- 
ietak  dea  ettUemeii  Tiabk  dee  FtMumm^m  Appetiftee  dnrefa  einen 
Bing  Ton  Beq^nitdi,  der  ao  oiiantiert  is^  diB  die  Bingachae  nift  der 
KEietalUmaptachse  zusammeniillib  Im  Interesse  sicheren  Stehens  ist 
der  nntare  Rand  des  Ringes  so  liiugeschliffen,  daß  drei  FOfle  ent- 
stehen. Der  Vorteil  dieser  Neuerung  liegt  darin,  daß  die  thermische 
Dilatation  von  Bergkristall  einmal  sehr  klein  ist,  daß  also  nicht,  wie 
bei  drr  alten  Anordnung,  gelegentlich  in  Formel  [W)  LA  sich  durch 
die  kleine  Differenz  zw»'ipr  fijroßer  Zahlen  au s<l rückt.  Außerdem  und 
besonders  aber  ist  Bergkiifltali  ein  scharf  churaktei  isierter  Stoff  von 
konstanten  Eigenschaften,  während  jede  Stahlsorte  sich  anders  verhält. 
Mui  kann  also  bei  Bergkiistall  mit  einem  bekannten  Wert  ron 
operieraL*) 

NaMrlieh  filllt  bei  der  VerbeaBeiiing  Ton  IViiyHdk  ein  Vorteil 
dar  .F^Mowaoben  Anordnung  fort^  die  MOgliebkeil^  die  Didce  nnd  den 
KaüwinJkel  der  Lnftedhichft  au  variieren,  in  der  Interferenaen  zustande 
kommen.  An  den  Planparallelisums  der  beobachteten  Knatallplatten 
werden  demgemifl  kdherö  Anfordenmgen  geitellt» 

§  152.  Daa  erste  thermodynamisohe  Potential  der  thermischen 
Dilatation.  Die  VorL'-ruit;''  der  thermischen  Dilatation  können  nach 
allen  Krfahrinii^'i'u  mit  Sicherheit  als  reversihel  betrachtet  werdenj 
denn  die  hier  und  da  beobachtbaren  thernnbchen  Nachwirkungen, 
d.  h.  Deformationen,  die  von  einer  Erwärmung  bei  Erreichung  der 
ursprünglichen  Temperatur  zurückbleiben,  sind  ioimer  sehr  klein 
gegen  die  Geaamtdefoimaition  und  encheinen  mit  dieaer  nicht  not- 
wendig Terbnnden. 

Wir  aind  aonadi  berecbtig^  die  Methode  dea  tfaennodjnamtaohan 
Potentiab  ananwanden  und  mOaeen  hieran  Ton  dam  Anadmak  (31)  anf 
Sw  166  auagehen,  der  die  an  der  Tolnmeneinheit  bei  einer  Andanuig 


1)  a  Puifrich,  ZeiUchr.  f.  Kristall.  Bd.  81,  p.  1899. 

2)  Die  nemte  Bestinuanag  ist  von  K.  Sdtett  gsgebia,  s.  Ann.  d.  Phjs., 
Bd.  »,  p.  887,  lÖOa. 


Digitized  by  Googl 


f  tu.  Dm  «ite  ÜMKBuk^jnainisdM  PoMial  der  timiieliMi  Oilfttnlim.  S80 


4«r  Delbirmatioii  sn  Ifliitende  inBero  i^bait  aaigibt  DiMer  Amdmek 

d'«  «  _  +         -f  •  •  +  (21) 

und  f0iii0  YnfßmdbLimg  mit  dam  aDgemetneii  SehonA  (107)  auf  8. 188 

da  ^X^dxt,  (2») 

bestimmt  die  Haaptvariabeln  oder  Terallgemeinerteu  Koordinaiaa 
der  Deformation  gleich  den  sechs  Deformationsprößrn  x^, .  .  .  x^,  die 
^ranUgemeiiiArten  Kiifle  2^  gLsioh  den  seobit  JDruokkompononten 

.         .  . 

Es  ist  für  viele  Zwecke  bequem,  die  allgemeinen  Bezeichnungen 
Xj^  uuil  beizubehalten,  weil  sich  dann  die  Formeln  dorch  Ein- 
führung von  Summeuzeickan  vereinfachen  lassen. 

Das  anie  thermodjmumMha  Potential  alallaa  wir  gemift  dar 
«lAafoidantliflIiaii  Klainhait  der  Zahlemrarte^  welehe  die  DafonnatioiMn 
Sji  in  aUan  ptaktiecli  wiehtigen  FSUan  bemtaen,  dorek  eine  Beiha  naeh 
ateagndai  Potenian  der  dar,  die  wir  im  aDgemainan  immar  baielti 
mit  dem  linearen  Qliad  abbredien  können. 

■ 

Wir  eafenn  demgemlB 

-S-^o+^ÖA,   *-l,2,...6.  (23) 

Die  Parameter  Q  sind  dabei  jedenfalls  Finiktion^^n  fler  Tempera- 
tur oder  bequemer,  wie  R  249  in  einem  ähnlichen  l  alle  ausgeführt, 
der  Temperatur! Ii tferenz;  t  gegen  eine  normale  Temperatur  d^^:  im 
letzteren  Falle  kann  man  über  die  in  den  Q  vorhandenen  Koiistünten 
so  veriugeu,  daß  alle  Q  mit  r  verschwinden,  in  den.  Q  wird  übrigens 
in  dieeem  F^e  (außer  dem  bei  den  jetzt  betraehteten  Vorgängen  naeh 
8.  876  fcooitant  an  denkenden  Drnek)     idbat  anftiefeen. 

Nadbi  den  allgemeinen  Sitaen  Ton  §  101  aind  dann  die  Werte  der 
Dniflikkomponantai  und  der  Betrag  i}  der  Sntropie  der  Yolomen- 
^udieit  gegeben  dweh 

^*--ä^7-«*»  Ä«l,2,...6; 

(24) 

wob«  die  oberen  Indiaea  wieder  die  DüferentiaÜon  naeb  t  andenten. 

Die  etaten  Fonneln  aeigen,  dafi  bei  einer  gegen  die  nonnale  ge- 
änderten Temperatur  im  Innern  des  Körpers  Druckkomponenten  von 
den  Betragen  • .  •  X,  —     entstehen.  Die  Beschränkung  dea 

Ansatzes  (23)  für  |  auf  die  in  den  X;^  linearen  Glieder  läßt  diese 
Drucke  als  Funktion  der  Temperatur  allein  erscheinen;  die  Ein- 
führung  höherer  Qiieder  wfirde  die  Drucke  von  den  Deformationen 
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abhängig  maehcn  —  eine  Wirkung^  deren  üntenaeluing  tms  in  dem 
Absohmtt  Uber  Elastisii&t  beediSItigen  wifd. 

Die  thermiechen  Draoke  eind  die  Uneehen  der  thenuiiohen 
Beformationen^  und  es  wird  gleichftUf  epSter  dargelegt  wetden,  wie 
diese  Wirkung  zustande  knm^nt. 

Der  Ausdruck  (24)  für  i]  liefert,  konstant  gesetzt,  die  Bedingung- 
eiuer  adiabatischen  ZustandBÜnderung.  Da  in  ihm  neben  r  die  De- 
formationsgrößen j:^  auttreten,  so  bedingt  die  Änderung  ilf  r  It  t/^teren 
eine  solche  der  ersteren:  adiabutiscke  Deformationen  bewirken  Tem- 
peraturäu  de  rangen. 

Insbesondere  gilt  für  eine  adiabatische  Veränderung,  die  Ton  dem 
Zufltaiid  T  ^  0,  ■ '  *  ^       0  ansgelit  (oder  deneeLben  irgend- 

wie erreiolLt),  die  Bedingong 

(26) 

Es  ist  möglich,  Aber  eine  in  Torhandene  Konefante  so  an  7er- 
fßgen,  daß  {Q^^^^^O  ist;  Terfährt  man  demgemSfi,  so  nimmt  die 
Bedingnng  dieeer  adiabatteeben  Verftademng  die  ein&ebere  F<iim  an 

über  die  firfiße  Q^^  resp.  Q^'  können  wir  nähere  Auskunft  er- 
halten durch  die  allgemeine  Formel  ril2^i  von  S.  189  für  die  spezifische 
Wärme      hei  konstant  eriialteuen  Deform ationen,  welche  lautete 

am 

Sie  ei^ibt  uns  sofort 

r.-*(«i"+-2'«»"*^,  (27) 

also  als  spezifische  Wärme  bei  fehlender  Deformation  auch 

r,"  (28) 

Bs  ist  souach 


-  d%  +  konst.^ 


oder  nach  unserer  Yerfögong  über  die  Konstante  in 

Wir  haben  bieher  Ober  die  AbhSngigfceit  der  Q  Ton  der  Tera- 
petatoxSndemng  r  nichts  angenommen,  weil  hier  bei  hinr^ohend 
großen  %  sienlieh  komplizierte  Gesetae  auftreten  können,  und  weil 
große  t,  wie  oben  geieigt^  fiktiBch  angewendet  werden. 
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Beschiünken  wir  uns  aber  auf  kleine  t,  so  können  wir  fflr  die  Q 
eine  PotenTreihe  in  r  ansetzen  und  mit  den  niedrigsten  zulässigen 
OVmhrn  nbbrecben.  Diese  sind  in  Qi,**  *  enichtlidi  die  liuearenj 
WUT  setzen  somit 

«»-«.»,  4.--^,        ft»  A-l,2,...6,  (30) 

d.  h.  wir  nehmen  die  tiiermischen  Drucke  der  Teniperaturänderung  t 
proportional.  Die  Faktoren  heißen  die  Konstanten  des  ther- 
mischen Druckes. 

In  Qq  müssen  wir  um  ein  Glied  weiter  gehen  und  schreiben  (da 
^  und  Q^'  mit  t  rerschwinden  sollen) 

ft-to*«.  (31) 

El  wild  dann  nadi  (28),  da  ümerlialb  der  emg^fttlirfcea  AnnUie- 
mng  ^  mit  9^  m  TerfaMUchen  is^ 

Ans  (27)  wird  nunmehr 

die  ipcaifigohs  WlnoA  bei  beliebig  TOigeacihriiebeiiflr  konitenter  Defor- 
mation ist  also  in  der  eingeführten  Annahemng  mit  der  bei  fehlen- 
der Deformation  identisch,  d.  h.,  sie  ist  von  der  Tcxgesehriebenen 

Deformation  unabhängig. 

Die  Größe  geht  durchaus  der  spezifischen  Wärme  y,  bei  kon- 
stantem Volumen  parallel,  die  in  der  Tliermodynamik  von  Korpern, 
(He  unter  allseitig  gleichem  Druck  stehen,  eine  so  großo  liolle  spielt-, 
sie  ist.  wie  jene,  nicht  direkt,  sondern  nur  auf  Umwegen  mit  Hilfe 
einer  groben  Znhl  Ton  verschiedenartigen  Parametern  zu  berechnen. 

Unter  Benutzung  der  emgeiührten  Annkiitirung  wird  nun  der  An- 
aatz 1^23)  für  i  zu 

und  die  Bedingung  der  adiabatischen  Änderung  (26)  zu 

§  158.  Das  zweite  therm odynamisohe  Potential  der  thermlsolien 
Dilatation.  Das  zweite  thernioiiynamischo  Potential  ^  benutzt  nach 
dem  Inhalt  von  §  102  neben  der  Temperatur  die  verallgemeinerten 
Kifte  als  unabhängige  Variable.  Diese  Kräfte  sind  nach  obigem 
ftr  miBer  P^blem  die  Druckkomponenten  X^, . . .  2^;  wir  fcOnnen 
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abo  in  ihnen  leicht  einen  Aniete  ftr  t  bilden,  wenn  wir  eine  Poiens- 
leihe  nach  den  «uetEen. 

Bei  Beschzinkong  auf  die  Qlieder  eiater  Ordnung  werden  wir 
Bclureiben  kdnnen 

f-^+JS^Ä^»,      ftr  A-l,2,...6,  (36) 

wobei  die  A  (außer  von  Ton  t  abhiiagen  und  mit  t  verschwindend 
angenommen  werden  dürfen. 

Es  gilt  dann  nach  (120)  auf  S.  191 

^^^  —  ilj,      für  A»l,2,...6, 

Die  >4,  deuten  sich  durcli  die  ersten  Formeln  als  die  thermi- 
schen Deformationsgrüßen;  unser  m  den  lin^rer  Ansatz  ent- 
spricht der  Beschrankung  auf  die  bloße  Temperaturwirknng.  Höhere 
Glieder  würden  den  Einfluß  von  Drucken  auf  die  Deformationen  aus- 
drücken; sie  werden  uns  in  dem  Abschnitt  über  Kiostizität  beschäf- 
tigen. 

Der  Ansdrack  für  ^  liefert^  konstant  gesetzt  die  Bedingung  einer 
adiabatisehen  Znitanda&ndenmg.  Geht  diese  Ändernng  Ton  dem  Zn- 
atand  f^O,  x^^O,  h^l,,,  .6  ans  oder  erreicht  sie  deoedben^  so 
lautet  die  betreiPende  Bedingung,  wenn  (analog  wie  8.  284)  anch 
(^1«%.«— 0  gemaefat  wird, 

0-J,'+^A'X».  (88) 

Sie  stellt  (  ine  Beziehung  zwischen  t  und  den  dar,  bestimmt  also 
die  bei  adiabatischer  Erzeugung  eines  Druckes  eintretende  Tempera- 
änderuug. 

Fflr  die  spezifisehe  Wirme  bei  konstanten  Drucken  ergibt  sich 
nach  Formel  (123)  auf  8. 191 

-y^-^(V+-2'^"-X,);  (89) 
fitlr  die  spesifisohe  Winne  hei  fehlenden  Drucken  folgt  hienuia 


woraus  sich  bestimmt 


-  - (41) 


Wieder  vr  rt  uituchen  sich  die  Formeln,  wenn  man  die  Ä  nach 
Potenzen  von  %  entwickelt  und  mit  den  niedrigsten  auftretende  Gliedern 
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abbrickt^  wis  eine  bestumiite  Klwoheit  tob  %  TOnmaetei  können 
himr  wsliTetben 

Ä,^a,T,  a,-^/;,         Ar  Ä-l,2,...6  (42) 

und  die  alfl  Koeffisienten  der  thermiiohen  Dilatation  be- 
leichnen»  analog  aaeh 

^-i«.T*  ^1,  (43) 

wobei  ^  j  mit  Yj  naeh  (89)  identiech,  d.  h.  die  spenfiadie  Wime  bei  kon- 
stanten Druoken  toh  der  Art  nnd  GrSBe  dieiar  Drucke  unabhängig  wird. 

Diese  apesifieclien  Wärmen  geben  genau  dem  parallel,  das  in 
der  Thermodynamik  Ton  Körpern  nnter  allseitig  gleichem  Druck  ein© 
80  große  Rolle  spielt;  ja  darf  bei  der  einf^effihrten  Anniihenmg 
damit  id^^ntifiziert  werden,  da  ein  allaeitig  gleicher  Druck  ein  epesieller 
Fall  des  liuT  vorgesehenen  ist. 

Der  Ansatz  für  das  Potential  {;  wird  hiemadl 

t  -^ll+r2<;X,.  (44) 

die  Bedingnag  der  adiabatiadien  Änderung  (ÜB) 

0  >'  +  ^>.X..  (46) 

§  164«  Allgemeine  DiBkuBsion  der  thenniachen  Dnuike  tmd 

DUatatftoiien.  Die  Eutwicklangen  der  vorstehenden  beiden  Paragraphen 
geben  einander  völlig  parallel;  das  zweite  therm odynamische  Potential 

gestattet  genau  die  pjl eiche  Behandlung  wie  das  erste.  Indessen  ist 
doch  zu  V>ptor!en,  dab  eine  Unabhäng^irfkeit  der  Paranif  tpr  beider  An- 
sätze voneinander,  die  nach  der  vorstehenden  DHrsteilung  vielleicht 
zu  existieren  scheint,  in  \\  irklichkeit  nicht  vorhanden  ist.  Dies  er- 
geben sciion  die  aligemeinen  Betrachtungen  in  §  102.  Es  bestehen 
zwischen  den  Yariabeln  ^r^^  und  X;^  nebst  der  Temperatur  Relationen, 
die  nach  den  Fonneln  (116)  und  (117)  auf  8.  190  au  sobreiben  sind 

resp. 

und  duxeb  diese,  sowie  durch  die  Besiehung  (118) 

i+2X,x,-t  (48) 

sind  aaeh  die  Parameter  (resp.  di*  1  > mperaturlunktionen)  und  Aj^ 
der  beiden  Ansätze  miteinander  verkuüplt. 
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BflBielftiigeia  der  Form  (46)  oder  (47)  rafrügteUen,  «iiid  wir  in- 
dessen  hier  noch  nicht  in  der  Lage;  der  7n<MMninamh*iig  swiicheD 
Deformationen  und  Dmckeu  ist  der  Gegenitaady  d«r  HUB  in  dfln  Ab- 
schnitten über  ElastiziiÄt  beschäftigen  wird;  es  maß  Bomit  anch  Bflino 

Verwertung  bis  dorthin  vertagt  werden.  Tlier  kann  es  sich  nur  um 
Folgerungen  au.s  dem  Vorstehenden  handeln,  die  von  diesen  Be- 
ziehuni,n'Ti  unabhängig  sind.  Dergleichen  sind  in  ziemlich  weitem 
Umfange  möglich,  einmal,  weil  die  gi  ometrische  Natur  der  Parameter 
unserer  Ansätze  erkennbar  ist,  und  sudaun,  weil  eine  Reihe  ron  ihnen 
direkte  Objekte  der  Beobachtung  ^iind. 

Wm  das  erste  angeht,  so  ergibt  sich  aus  den  ersten  Formeln 
{24)  und  (37),  verbunden  mit  der  Tatsache,  daß 

—       iTy  =  Xfff ... 

sowie 

.g«iw5b]ilicbft  polare  Tcnaorkomponenten  sind,  die  Folgerung,  daß 
gleiche  Naior  haben. 

Es  ist  also  sowohl  für  die  thermischen  Drucke,  die  doreh  die 
{^^f  wie  für  die  thennischen  Dilatationen,  die  durch  die  if,  gemessen 
werden,  je  ein  polares  Tensortripel  charakteristisch,  das  rei^.  durdi 
Qi,  Qu,  Qm  und  durch  A^,  A^^,  .1^,  dargestellt  sein  möge. 

Diese  Tripel  werden  nach  §  Dö  als  diejenigen  der  thermischen 
Hauptdnicke  und  Hauptdilatationen  zu  bezeichnen  sein. 

Hierdurch  ist  dann  sogleich  die  Art  gegeben,  wie  die  iVcsiU/*'  f '23) 
uiul  (.iG)  für  §  und  f  bei  Benutzung  des  liauptküordinatensvsttnis 
sich  für  die  verschiedeuen  Kristallgruppen  spezialisieren.  Man  hat 
dazu  nur  in  der  Tabelle  von  S.  21 0  die  p^^  mit  den  betieä'endeu 
Q  oder  A  an  TerlauBdiw. 

Ea  sei  bemerkt,  daß  nach  dieser  Tabelle  die  Orientierung  der 
Tensortripel  der  Q  resp.  der  Ä  gegen  die  HanptkoordinataDaehsen 
bei  den  Systemen  III  bis  YII  TölUg  fest  liegt»  daß  aber  im  allge- 
meinen  nicht  gleiches  bezüglich  der  Systeme  I  nnd  U  stattfindet 
In  der  Tat  sind  die  Q  und  Ä  Funktionen  der  Temperatur,  tlber  deran 
Oesetz  im  allgemeinen  nicbta  nnszosagen  ist.  Berilcksichtigt  man 
dann  noch,  daß  die  Q  resp.  die  A  die  Parameter  je  einer  Tensorfläohe 
von  der  Üleichung 

ft«"  +  «y"  +  Q,^  +  2(fty*  +  Qt^x  +  Q^xy)  -  ±  1  (40) 

lesp. 

Aiic'  +  A^y*  4-  A^g*  -f  A^yg  +  A^mx  +  A^xy  —  ±  1  (ÖO) 
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darstellen,  sowie  daß  dpren  TTfiiiptachsen  Große  und  Orientiprnng  der 
K^onstituenten  des  bez.  Tensortrii  cls  bestimmen,  so  erkennt  man,  daß 
diese  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  eine  mit  der  Temperatur 
wechselnde  Orientierung  der  beiderseitigen  Tensortripel  zur  Folge  hat, 
sowie  einer  der  i'arumeter  (,>^,  oder  -^1^,  Ä^,       yon  Null  ver 

■dueden  ist 

Hierana  folgt,  daß  die  thermischen  Hauptdrucke  und  Hauptdila- 
tetianen  bei  den  EmtaUdn  des  monokUneii  Systems  (U)  in  der 
Zr-£beiu^  bei  deoaa  des  iankiiiim  Systemee  (I)  nnbesdizinkt  be- 
vegludi  sind,  wenn  die  Temperatar  x  Tariieii.^) 

Bs  mag  tUnigens  bemerkt  werden,  daß,  wenn  oben  toh  einem 
Festliegen  eines  der  Tensortripel  gegen  die  Hauptkoordinateiiaohsen 
gesprochen  ist,  dies  eben  nur  in  dem  ausgeftüirten  Sinne  der  ünTer- 
ftnderlichkeit  hei  wechselnder  Temperatur  zu  Terstehen  ist.  Im  übrigen 
zeigt  der  Umstand,  daß  die  TeTisorflächcn  im  IV.,  V.,  VI.  System  zu 
Rotation.sfiäclion,  im  VII,  zu  KiiG:<^hi  'degenerieren,  daß  bei  diesen 
Systemen  die  Lage  der  beiden  TensorrTi  in  der  XF-Ebene  reap.  aller 
drei  Tensoren  unbestimmt  oder  w  iLlkarlich  wird.  Diese  Art  freier 
Beweglichkeit  ist  natürlich  nicht  mit  der  oben  besprochenen  infolge 
weehselnder  Temperatur  zu  kon^dieren. 

Beschränkt  man  sich  auf  kleine  Temperaturanderungen  t  — 
Ton  einer  Anfiuigstempeniitar  4^o  ans,  so  gilt 

and  es  sind  die  nnd  Fnnktionen  der  Ansgangstempemtor  9"^^ 
welche  dieselben  Tensoreigensehaften  haben  wie  die  Qj^  mid  selbst 
nnd  sich  ebenso  für  die  Yersehiedeneik  KnataUgruppen  speaialisieren 

wie  diese. 

Aach  ihre  Tensortripel  bestimmen  eine  Art  thermischer  Haupt- 
dra^ke  und  -dilatationen ,  doren  Orientierungen  in  den  Systemen  III 
bis  \'IT  festliegen,  in  den  Systemen  I  und  II  in  der  oben  beschrie- 
benen Weise  mit      Tariieren  können. 

§  155.  Theorie  der  Beobachtung  line&rer  tliermiBCher  Diiatu- 
ttonen.  Der  direkten  Beobachtung  sind  in  erster  Linie  Äußerungen 
der  tiiennisehen  Dilationen,  in  viel  niederem  Grade  Äußerungen  der 
tiiermiselifin  Dnidke  zugänglich. 

Die  iheoretiBeh  einlMbste  Erscheinang  der  ersten  Art  ist  die  tlier- 
nüseiie  lineare  Dilatation;  die  GrSBe  derselben  für  eine  Biehtong, 


1)  Be*  bnchtungen  über  ilorartigL-  Yorgärij^p  sind  /,.  B.  Ton  J.  Beckenkamp 
M  Qips  (monoklin)  and  Auorthit  (trikJin)  angeatellt  worden.  Zeitscbi.  f.  Kristall. 
Bd.  <y  p.  460,  1882,  Bd.  6y  p.  486,  1881 
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welche  dnrrh  die  Kosinus  cf,ß,y  ^gen  die  willkürlichen  .Achsen  Xf 
Y,  Z  daüxiiert  ist,  wird  nach.  (48)  auf  B.  172  g^ben  durch 

^  -  Ji«*  +       +       +  ^l^f  +        +  ^«Z^-  (M) 

Sind  die  liichtimgskosinus  u,  y  gegen  die  Hauptdilaiationsachseii 
gemeBsen,  so  wird  nach  (49)  ebenda  einfacher 

Di»  gowObnliGlieik  Meiiiiiigniietiiodflii  der  lÜMima  Diktaftlon  Im 
KraMIm  b«trajleii  fibrigoii  nioht  immer  in  Birenge  die  QrOBe  ^; 
iaebeiOBdere  besieht  lich  die  Ifelhode  Ton  Fißetm  mit  Sioberfaeit  ni- 
nldiit  auf  eine  andere  Glröße.  Bei  der  Erwärmung  Ton  plattenfi^r- 
migen  Präpamten  und  der  Messung  von  deren  Dickenandenmg  kommt 
nicht  die  lineare  Dilatation  in  der  Richtung  der  Normalen  der  Platte, 
sondern  vielmehr  die  V'ariation  der  Länge  der  Nnmialen  von  oinf^m 
Punkt  der  unteren  anf  die  obere  Flüche  zur  (Teilung,  also  diejenige 
Große,  die  in  §  94  mit  du  n  bev^eichnet  und  über  deren  Zusammen- 
hang mit  der  linearen  Dilatation  parallel  n  auf  S.  174  u.  f.  gesprochen 
ist  Bei  der  Kleinheit  der  thermischen  Dilatationen  von  Kristalleu 
fioäm  eber  jedeneit  die  frflheren  Überlegungen  Anwendung,  und  iet 
die  VertMednmg  Ten  dn/n  mit  ^  geelettet 

Sind  die  Lagen  der  thermisdien  DilataÜcmaaehaen  ane  der  Sym- 
metrie des  ErietallByttemB  aUeitber,  so  genfigsn  die  Beobaehtangen 
in  deren  Richtongen  zor  Ableitung  aller  Dilatationsparameter.  Bei 
dem  rhombischen  System  sind  die  Riobtongen  aller  drei  Hauptachsen» 
bei  dem  trigfmalen,  tetragonalen,  hexagonalen  System  eine  Richtung 
parallel  und  eine  normal  zur  Hauptachse,  bei  dem  regulären  System 
ist  eine  einzige,  TÖllig  beliebige  Riohtimg  der  Beobachtung  su  unter- 
werfen. 

Bei  den  Kriötallen  des  monokliuon  System^  genügt  die  Unter- 
suchung der  Dilatation  in  der  ^-Achse  und  in  drei  liichtungen  der 

Ebene,  um  die  Zahlwerte  aller  Uauptdilatationen  und  außerdem 
die  Lage  der  beiden  in  dk  XF-Ebene  fsQenden  absnleiien. 

Für  Richtungen,  die  in  der  ZF-Bbene  liegen,  rednnert  eieh  die 
Gleichung  (51)  anf 

^f'^Ät€^+Atfl^+A^aß  (58) 

oder,  wenn  man  u  =  cos  if,  ß  ^  sm  ^  setzt,  auf 

^  -        +      +  Ui-  ^)  oos2^  +  -4,  ein 2^^).  (64) 

Durch  Beobachtung  von       für  drei  verschiedene  Richtungen 
(a.  B.  ^  =  0,  ^  —  \7c,  lif  —  ^3r)  bestimmt  aiob  A^^      .4^  oder     +  Ä^, 
— A^f  A^,  FOr  die  letrteren  Größen  gilt  nach  den  allgemeinen  Trans- 
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formatioiiaformein  \22)  auf  S.  137  für  TensorkomjHiiit  nt(>n,  falls  der 
Tensor  Äi  deoo.  Wmkel  V't  Z- Achse,      —     mit  der  T-Ackse 

einschließt, 

Bin  2*05  ^  ^ 

hieraus  bestiiumeu  sich  dann  leichfc  die  gesuchten  Parameter  Ai,  Aj^ 

und  vo-  .  '  . 

Die  ganse  Aufgabe  geht  parallel  d«r  Aiiftuehimg  te  Ampteeliseii 
einei  K<gelnehiiittaw. 

Bei  den  KnstaUen  des  trikünoi  System«  nnd  die  Biehtangen 
und  die  ZaUgrOfieii  fttr  alle  drei  Hanptdilaielioiien  sa  beefcimmen; 
es  bedarf  dazu  der  Beobachtmig  toh  ^  in  sechs  unabhftngigen  Rich- 
toogeiL  Die  Ableitung  der  gesuchten  sechs  Größen  rae  den  direkten 
Messungsresultaten  ist  hier  der  Aufisuchung  der  Lage  und  Größe  der 
Hauptaolisen  einer  zentriselioTi  Obf^rflnche  7wpitpn  Orades  aus  sechs 
Hadienyektoren  aiialf>g  und  im  ail^^emeinen  sehr  umständlich.  Die 
analytische  Aufgabe  ist  die  folgende. 

Da  die  Orientiemng  des  Tripels  der  Hanptdil.tiatioueii  aabekannt 
ist,  so  bat  man  von  einem  wiiiiiüriich  gewählten  Achseusjstem  X  YZ 
auszugehen;  auf  diesae  bezogen  siellt  sich  die  lineare  DilstaÜon  in  einer 
diirek  cc,  ß,  y  definierten  Riebtang  nach  (51)  dar  ala 

Beadebnen  u^,  ß^,  die  Bidtfenngakoonna  dar  gleichen  Richtnng 
in  basng  auf  die  HanptdilatetioDflaohaen^  ao  iat  sngleicb  atatt  (53) 

jJ^Ata^'-\-  Ajjßo'  +  AnjYo*- 

Legt  man  die  gegenseitige  Orientierung  der  beiden  Aohaenkrenae 
fett  dnrob  daa  Schema  der  Bifibtongakoainua 


X 

r 

z 

«1 

ßi 

n 

-An 

4ai 

n 

(56) 


SO  18t  nach  den  aligemeinen  i^ormeiii  {22)  von  S.  137  fQr  Tensor- 
tran sformation 

  m 
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Um  nun  die  Richtungen  und  die  Großen  der  Hauptdilatationen 
abzuleiten,  müssen  zunächst  durch  Roobachtungen  von  sechs  Zahl- 
werten  von  .  /  in  sechs  verschiedeueu  iiichtusgeu  die  Farameter 
.  .  .       bestimmt  werden. 

Diese  Be-^timmung  geschiebt  möglichst  direkt,  indem  man  diese 
letzteren  Riclituugen  in  die  X ,  Y-,  Z-Achsen  und  die  tlrei  Halbie- 
rungslinien von  deren  Winkeln  legi  Bezeichnet  mau  die  bez.  sechs 
Werte  you  ^  mit       . .  .  z/g,  so  gilt  dann 

woraus  die  sechs       sich  sofort  ei^eben. 

Sind  diese  berechnet,  so  mfisfem  die  Qleichimgsii  (57)  unter 
Benatsiing  der  allgemeinea  Bedingungen  Ton  der  Form 

«i* + V + V- 1,  ßiYi  +  An  +  ßsn  -  0  (59) 


nach  den  drei  A-^,  Ajj,  Aj^  und  den  neun  Richtungskosinus  a^,  /J^. 

autgelöst  werden.  Diese  Andeutungen  über  die  Führung  der  Kech- 
nnng  müssen  hier  genügen. 

Nur  ein  Resultat  von  großer  Einfachheit  mag  erwähnt  werden. 
Nach  den  allgemeinen  Transfonnationeeigenschaften  Ton  Tensortripeln, 
wie  auch  naeh  den  Formeln  (57)  ist 

dies  Aggregat  der  HanptdUatationen  berechnet  nch  also  obne  wdfteres. 
Nacli  Formel  (66)  auf  S.  176  stellt  dasaelbe  die  der  betreffenden 
Temperator&iidenuig  entsprediende  kubische  Dilatation  (Ä)  dar. 

§  156.   Numerische  Resultate    einiger  Beobaohtungeik  über 

lineare  thermische  Dilatation.  Ausföhrliche  Zusammenstellungen  Ton 
numcrist  he!i  Werten  der  physikalischen  Parameter  von  Kristallen 
fallen  uuMerhalb  des  Raliinens  dieser  Darstellung;  dennoch  ist  die 
Mitteilung  einzelner  austrewäblter  Zahlwerte  zur  allgemeuieu  Charak- 
terisierung der  Größenortinung  und  der  Art  der  betrachteten  Vor- 
gange, wie  auch  zur  Verwertung  zwecks  lilubtrüLiou  theoretisciier 
Folgerungen  nicht  an  umgehen.  So  mag  auch  hier  eine  Auewahl 
«OS  den  sahireichen  Beobachtungsresultaten  ron  Fißeim  und  BenaU 
Fiats  finden. 

Im  allgemeiDen  genügt  man  den  Messungen  Uber  thermifche  Di- 
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latetUm  Ton  EmkaUen,  indem  man  die  Panuaeter  Af^  in  der  Foim 

(61) 

imd  t  rem  einer  geeigneten  mitÜleien  Temperatur  ans  redhnet;  hier- 
duxeh  sind  daim  die  Koeffiirienien      der  Üiermiafthiin  Diktotion  be- 

^* S  +  ^ßk'  ^-  C"^/ 

Die  Kooatatilen  und  sind  im  folgenden  für  einige  der  be- 
iBuoiMan  nnd  für  phyaikaliaohe  UntersnehuDgen  wiolitigaien  Kiiatalie 
nwehiedener  Systeme  nummmengeetellt 


Reguläres  System. 


r'-  10» 

Diamant 

1,44 

Steinaals 

38,69 

4,48 

Sylvin 

35,97 

5,14 

Flußspat 

17,96 

3,82 

16,17 

1,82. 

Hezagonales  Syst« 

sm. 

«j[  10» 

B«(7U  (F.) 

0,84 

1,82 

-1,62 

1,14 

0,99 

0,98 

-1,34 

0,81 

Jodaüber 

0,10 

1,88 

-2,26 

—  4,26 

Tetragonales  System. 

a, .  10« 

Rata 

6^70 

140 

8,29 

2,24 

Zirkon 

1,67 

1,90 

8,87 

1,40 

Yentnaa 

7,72 

1,66 

6,70 

1,74 

Trigonales  System. 

Äj  .  10« 

«m 

«ni»0' 

Qnan  (F.) 

13,24 

2,38 

6,99 

2,04 

«  (B.) 

13,16 

2,53 

7,11 

1,71 

Kalkspat  (F.) 

-  6,75 

0,83 

25,57 

1,60 

-  5,54 

0,19 

24,96 

2,73 

Turmalin 

3,06 

1,82 

7,77 

3,20 

Wismut 

10,84 

8,10 

15,37 

2,08 

AntnnoB 

8,28 

1,34 

17,80 

-0,94 
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Zahlen  für  Kristalle  des  mouoklinen  und  des  trikliaen  Systems 
anzugeben,  wflrd«  umständlich  lein,  weil  die  RiohtuDgen  der  Hanpi- 
dilatationndiMiiy  auf  weilehe  dieeelbea  m  beziehen  w&ien,  nach  S.389 
bei  diesen  Systemen  mit  der  Temperatur  Tarüeren.  Diese  YariationeD 
sind  gar  niebt  unbetrScbtHch,  dürfen  somit  also  bei  der  Gharak- 
terisierong  des  thermischen  Verhaltens  eines  Kristalls  jener  Systeme 
nicht  Obergangen  werden.  Um  hiervon  eine  Vorstellung  zn  gehen,  sei 
erwähnt,  daß  nach  Beobachtungen  von  Beckeiikamp^)  die  Winkel,  welche 
die  thermischen  Dilatationi^achsen  in  der  Symmetrieebene  dos  mono- 
künen  Gipses  mit  einer  daselbst  kristallGgraphisch  festgelegten  Rich- 
tung einschließen,  bei  einer  Differenz  der  Ausgangstemperaturen  von 
100*^  C  um  mehrere  Grad  variieren. 

§  167.  Dlsknaalon  der  ZaMweite.  Die  mi^etdlten  ZaUwerte 
der  und  zeigen  betrSchüiche  Unterschiede  in  der  absoluten 
Grdfie;  sehr  gttinge  theimiadie  Dilatationen  beeitsen  Diamant  imd 
Beiyll,  sehr  große  Steinsala  und  Sylvin;  die  angegebenen  Zahlen  ftr 
metallische  Kristalle  ne};men  keine  Ausnahmestellung  ein. 

Von  besonderem  Interesse  ist,  daß  bei  manchen  Kristallen  die 
thermischen  Hauptdilatationen  nicht  sämtlich  das  gleiche  (zumeist 
positive)  V^orzeichfii  haben,  gewjj^se  Kristalle  sich  vielmehr  in  be- 
shinuiten  Richtiingeu  bei  Temperatursteigerung  zusammenziehen.  Hier 
öchneidet  das  Ellipsoid,  das  nach  8.  180  durch  die  Deformation  aus 
einer  im  Kristall  konstruierten  Kugelfläche  entsteht,  diese  Kugel. 

Man  möchte  anniehst  Termuten,  daß  diejenigen  materiellen  Linien, 
welche  den  Kegel  vom  Zentrum  naoli  dar  Schnittlinie  Ton  Engel  nnd 
Ellipsoid  erfüllen,  bei  der  ErwSrmnng  keine  Dilatation  erleiden.  Dem 
ist  indessen  nicht  so;  die  Richtungen,  die  nach  der  Deformation  in 
jenen-  Kegel  fidlen,  lagen  vor  derselben  außerhalb,  wie  dies  auch  die 
Konstruktion  Ton  S.  181  mit  Benntsnng  des  HüfseilipBoids  er> 
kennen  laßt. 

Genauer  Übersicht  man  die  Verhältnisee  leicht  im  Falle  eines 
Kristalls  der  Systeme  III  bis  VI,  wo  die  thermischen  Dilatationsachsen 
festliegen.    Hier  liefert  die  bei  Zugrundelegung  der  tliermischen  Di 
latationsachsen  geltende  Formel  (52)  bei  Einsetzen  von  .i^  •=»  0  durch 


Aragonit 
Topas 


10« 
9,90 
4,23 


Rhombisches  System. 

"l  «II  •  •  10» 

0,64  In  7?  ,%68 
1,42        3,47  l,e8 


33,25  3,36 
5,19  1,82 


0  =  A^a'  +  A^p*  +  Ajj^f 


C63) 


1)  J,  fsefeeiitoefi,  1.  c 
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die  Gleichung  des  Kegels,  welcher  die  Richtunf^en  fohlender  ther- 
mischer Dilatation  enthält,  im  Falle  eines  Kristalls  der  Systeme  IV 
wo  « Äjif  wild  der  Kegel  sa  einem  EreiBlcegel  mn  dio 
Z-HauptedhM^  und  das  Beine  Qflbviig  befltimmcaide  drtteU  aeK 
Mt  duioli  . 

Gleichzeitig  geben  die  Formeln  (75)  anf  S.  179  f&r  die  Xodennig  der 
BiehtuBgikoeiiiaB  einer  matorieUeii  Linie  allgemein 

da^aiÄ,-J),    dß^ßiAr,-J\  (65) 

wobei  jJ  Äja*  -^uß^  +  -^niy^'  ^®  mohtungeiL  ▼ersohwinden- 
der  Dilatation      wird  sehr  ein^Mh 

d«^-a»^i,  d/s»-Mni  ^yo^y»-^- 

ist  Äi «  JLq  und  setzt  man     »  cos       so  ergibt  sieh, 
Niu  ist  nach  (64) 

%'^o--^^',  (66) 

also  wird  schlie&lich 

Im  Falle  ron  Kalkspat  betrSgt  nach  Fumm  fllr  die  Temperafar- 
gteoien  0«  vatA  100^0  ^--631. 10-«  +  2687  •  10-*; 

hieraiu  ergibt  ndi  dann  mnd 

a>^=6ö"öu,   d^f^  6'. 

Die  nagaliren  Werte  einzelner  thermischer  HanptdUatationen 
laamm  im  allgemeinea  die  knbiaohe  thennische  Dilatation 

positiv,  (las  Volumen  also  mit  wachsender  Temperatur  gleichfalls 
wachsend  Eine  nehr  interessante  A.U8nahme  bildet  JodsUber,  für 
welches  nach  der  obigen  Tabelle 

(A)  -  -  (3,06 1  +  OfiOl  ö  »*)  •  10-  • 

wild. 

§  166.  .Anwindiiac  der  flaUwarto  rar  Bereolimmt  tiiemiadlMr 
WfafcwUnrtamngmL  BecOglieh  der  tiieimisehen  Winkelindenuigmi 
von  ebenen  FUehen  sind  die  Ooaetaw  doreh  die  Formeln  (57)  nnd 
(61)  auf  S.  174  nnd  175  gegeben.  Die  erBteren  Formeln  iMlen  die 
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Vatiodenuigeii  der  BiohtmigskofliiiiiB  tiaeat  FliehiniioniMJcii  gegen  das 
beliebig  gewiUte  Koordinateneyetem  der;  legt  man  diee  KooidinsteBr 
ejitem  in  die  HenptdiletetioneeefaBen  und  ioigt  (dnvoh  die  Befoetignng 
dee  ErietaUf)  daf&r,  daß  eine  Drehung  d^r  Aehaen  bei  der  Br- 
wärmung  yeriiindert  wird,  so  nehmen  dieee  Formeln  die  einfachere 
Gestalt  (84)  resp.  (85)  auf  S.  181  an.  Bei  EinfÜhning  der  ther- 
mischen HaaptdÜfttationen  Aj,  A^,        erhält  man  dann 

dß  =  ß{r\A^  -Aa)-i-  a\Ä,  -  A^^),  (68) 

dy  -  -A^-\-  ß'Un  -  ^m». 

In  diesen  Ausdrücken  tritt  besonders  auscliaulieh  hervor,  daß  (wie 
schon  S.  175  bemerkt)  nur  die  Abweichung  der  Deformation  von 
einer  allseitig  gleichen  die  VVinkeländerungen  bestimmt;  die  Zufügung 
einer  nach  allen  Bichtungen  gleidieu  Dilatotion  A  zu  der  gegebenen, 
d.  h.  die  Yertanaehung  von  Ai  mit  +  . . .  ändert  den  Wert  der 
da,  dß,  dy  nieht 

BegoBre  EnataUe^  bei  denen  Ag*^  A^^'^  Ajjj,  geben  ftr  da,  dß, 
dy  Null;  Kristalle  der  Syateme  lY  bis  71,  ftr  welche  A^^Aa, 
lieftm  statt  (08) 

d«-«y\^iu~  Ji),    iiß  =  ßy\A^-  A^, 

dy-K«*  +  ^«)(^-^m). 

Die  ersten  beiden  Foimeln  drftdEen  aus,  daß  die  FlSehennormale  sieh 
bei  der  ErwSnnnng  des  EriataUs  in  dem  Meridian  durch  die  Anfimga- 
läge  bewegt^  wie  das  der  Sjnmietrie  des  Voiganges  entsprieht 

Setot  man  y^OM^,  dy^  —  am  9d^,  +  ^'  «*  sin'  so  er- 
gibt sieh 

d»'~  —  mn»«M»(Ai—Ajjj},  (70) 

Um  *'Hi  Beispiel  für  die  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln 
zu  geben,  benutzen  wir,  daß  die  Normalen  auf  den  Flächen  eines 
Spaltungsrhomb oeders  von  Kalkspat  einen  Winkel  von  rund  45'^  mit 
der  Z-Hanptachse  einschließen,  und  daß  bei  diesem  Material  zwischen  0* 
und  100> C  A^"-  0,00053,  +  0,00264  ist  Die  ktste  Formel 

eigfbt  dann 

d^  -  +  {0,mii  -  +  0,00168  -  -f  6'26". 

Die  Formel  (61)  Ton  S.  175  £är  die  Änderung  des  Winkels 
swischen  zwei  beliebigen  Flächennormalen  uad  Iftotet  bei  lüiu- 
fährung  der  thermisohen  Uanptdilatationen 
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V  sin  X'"  -^i  (2«ifi3  —  («1*  -f-  «g'j  cos 

+  ^mi^nn  -  (Tt*  +  yt*) «» ad- 

V  verHchwintlet  bei  regulären  Kristallen,  wo  J  ^  =  J^jj  =  bei 
Kiütaiien  der  Systeme  IV  bis  VI,  wo      =        ergibt  sich 

vma%^(4ui-  -  (y»*  +  y.")  «>•  z)  (72) 

Handelt  es  sicli  um  die  Winkel  ^  zwigchen  zwei  Flächennormaleu, 
die  gleich  viel  gegen  die  Z^ßauptaehBe  geneigt  sind^  so  iit  ^  ^  =^  ^j,  = 
alio 

*.ttiiZ-2y«(^„-^,)(l-C08r),  (78) 

oder 

Bei  dem  Spaltungsrbomboeder  von  Kalk^paL  lat  2^'  rund  gleicii  iiiina, 
%  (iMeh  a  877)  -  W 

was  der  Beohiefatong  Yon  JlfdlsrJMi«^  entsprieht 

§  159.  Adiabatiflohe  Zustandsänderungen.  Da  die  direkt  der 
Beobaditong  sngKoglichen  Größeu  nicht  die  Parameter  der  thermischen 
Drucke,  sondern  diejenigen  der  thermischen  Dilatationen  sind,  bietet 
▼on  den  beiden  oben  abgeleiteten  Ausdrücken  (24)  und  (37)  iRir  die 
Entropia  der  Volumeneinlieit  derjiMTiitre,  welcher  diese  letzteren 
GrüÜen  *  nthälfc,  für  uns  Vorteile,  und  dies  uni  so  mebr,  als  die  in  ihm 
als  Uuauiiüngige  auftretenden  Drnckkompouenteu  auch  bei  eventuellen 
Beobachtungen  die  direkt  gegebeneu  Grüüeu  »ein  werden,  mcht  die  iu 
dem  anderen  auftretenden  Deformationen.  Wir  knüpfen  demnach 
onsere  BebaehtoDgen  epezieU  an  die  Fomel  (37)  an,  oder  noch 
direkteri  da  es  si<ä  für  uns  speraell  um  die  Diskussion  adiabatischsr 
Bergings  handdi^  an  die  Bedingnng  (45)  bierfttr,  die  sich  ans  jenem 
Ansdrack  ergibt. 

Diese  Bedingung  sac^t  aus,  daß  bei  einer  adiabatischen  Yer* 
Änderung,  welche  den  durch  —  •  •  •  =  ^  =  0  und  v  =  0  definierten 
Zustand  berührt,  zwische»  don  hervorgerufenen  Drucken  und  der  ent- 
stehenden Temperatoränderuiig  die  Beziehung  besteht 

rjt^^^a^X^,       A-l,2,...6,  (74) 

odw  aber  ausführlicher 

V-*e(«i-X«+«ii;+«»^.  +  »4J;+«»'2r.+  fl.^-  (7ö) 
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ist  dabei  mit  der  sjtezitischeii  Wariue  der  Volumeueinheit  bei  kon- 
stautem  Druck  i^ruktisch  identisch;  it^  lai  die  Temperatur,  von  der 
ans  die  Änderung  r  gerechuei  wird.  * 

Die  Poimel  lißt  als  SnelieiiiimgeD,  welehe  d«  Veriudten  der 
£rifteDe  toh  demjenigen  der  isotropen  Körper  nntorwlieiden,  sweieilei 
erkennen. 

Betnefatei  man  ein  Präparat  in  Form  eines  rechtwinkligen  Par- 
allelepipeds,  das  in  ])eliebiger  Orientierung  am  einem  Eheftall  hwue- 

geschnitten  ist,  wählt  dessen  Kantenrichtungen  zu  Koordinatenachsen 

X,  Y,  Z  und  übt  iiuf  dus  iw  piner  dieser  Achsen  normale  Flächen- 
paar  gleiche  normale  Drucke  au'^,  so  werden  hierdurch  imcb  S 
die  X,,  .  .  .  Xy  in  dem  Präparat  seib.st  bestimmt.    Wird  in  ispi<  l> weise 
auf  die  Flächen  normal  %\vt  -f  X-Achse  der  Druck       pro  i^iächen- 
einheit  ausgeübt,  so  folgt  hieraus 

ond  wenn  diese  DmokeaBflbnng  als  adiabetiseh  betmcfatet  werden 
kann,  etwa  hinreiehend  eehnell  stattfinde^  naeh  (75) 

Analog  liefern  normale  Draeke  und  Pg  anf  die  sor  ±  Y-  und 
cor  ±^  Z-Aj^bMe  normalen  FUcken 

Die  in  TersokiedenerBioktnng  adiabatiaek  aaageÜbtenDrnoke 
geben  hier  also  im  allgemeinen  Terackiedene  Erwirmnngen. 

Da  bei  isotropen  Korpern  ~  o,  =  O3  ist,  so  stellt  diese  Ver- 
schiedenheit ein  speziell  kristallphysikalisches  Phänomen  dar,  wobei 
natürlich  die  re^ilHren  Kristalle^  die  derselben  Relation  folgen,  ausfallen. 

Werden  auf  Fliicheii])aare  normal  zur  ^  Y  und  tut  Z  Achse 
tangentiale  Drucke  in  Uiclitungen  aosgeUbt,  wie  sie  durch  die  nach 
S.  104  geltenden  Be/.iehimgen 

—  r.. —  z.,-p»  (79) 

angedeutet  sind  und  sich  mechanisch  gegenseitig  zerstören,  so  entsteht 
bei  «diabeftisdiem  Vorgehen  eine  Temperaimlnderung 

nnd  Analoges  liefern  Dmcke  gegen  die  andern  Fliehenpaare. 

Da  bei  isotropen  Körpern  «4—05  —  0^  —  0  ist,  so  stellt  diese 
Temperatniindenmg  gleiehfeUs  ein  speiiell  kristaUpkyirikaliscHeB  Phi- 
nomen  dar,  bei  dem  wiederum  das  regolXre  Sjstem  anslilli 
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Eine  direkte  Realisierung  der  hierbei  vorausgesetzten  Anordnung 
isk  nidlt  wohl  möglich;  wir  haben  keine  Mittel,  auf  ein  paraUelepipe- 
ditohM  KTuiaUprapanit  derartige  taogoitiftle  Drnoke  Bnsmfibeii.  In 
dem  Espiiel  Aber  EbstiBittt  werden  wir  mdesMii  aeigen,  daS  derartige 
BrnckTerteiliDigeD  iimerlialb  eines  tordiarten  Stal»ee  TorkommoL  Der 
▼oniehend  fBetgeefellte  Unterschied  in  dem  Yerhalteii  isoiroper  and 
hMtellininclier  Kdiper  läßt  sieh  demgemlB  enok  daliin  fönnnlieten: 

St&be  »ne  isotropen  Körpern  zeigen  bei  Torsion  keine 
Temperataränderung,  Stäbe  aus  kristallisierter  Bnbstans 
kdnnen  dergleichen  aufweisen. 

Hierbei  ist  die  Znlissigkeit  einer  Beadur&Jcmig  der  Tbeorie  Torans' 
gosefat,  wie  sie  oben  eingeführt  ist  Bei  Herauieihiing  Ton  GUedem 
höherer  Ordnung  können  kleine  Wirkungen  der  jetst  ansgesohlossenen 
Art  anch  bei  isotropen  Edrpem  aoftretsiL 

IIL  Abschnitt 
Teaserielle  PymlekirufÜL 

§  IbU.  Vorbemerkungen.  Es  ist  bereits  an  melireren  Stellen 
darauf  hingewiesen  wurden,  daß  die  früher  allein  betrachteten  elektri- 
schen Err^ungeii  der  Dielektrika  von  yektoriellem  Charakter  keines- 
wegs die  einzig  mögliolLen  sind,  daft  vielniehr  aadi  solehe  von  ten- 
■orieller  Symmetrie  Tork<munen  kdnnen  und  durch  die  modernen  Ynfr- 
«teUnngen  Aber  die  Konstitntion  der  Kbleküle  sogar  wahrseheinliefa 
gemadit  werden. 

MsD  wird  daher  in  Erweiterung  der  TOn  TT.  Thomam  vertretenen 
und  S.  240  u.  f.  besprochenen  Anschauungen  vermuten  dürfen,  daß  es 
Kristalle  gibt,  die  dauernde  Momente  zweiter  Ordnung  besitzen,  wie 
sie  in  §  211  erörtert  sind,  und  daß  deren  Wirkungen  bei  konstanter 

T*'mperntur  nicht  ni orklich  werrlon,  weil  sich  auf  der  Oberfläche  dieser 
ivriMtalie  duri'h  luiiutnz  pinr  kompensierende  Ladungsverteilung  biklet. 
Variiert  aber  die  Temperatur  hinreichend  schnell,  und  äTidf>rn  sich  diese 
laneren  Momente  mit  der  Temperatur,  so  werden  die  kuiuponsierenden 
Schichten  nicht  Zeit  haben,  sich  vollständig  auszubilden,  und  es  wird 
^  VerSnderung  der  Momente  in  einem  nadi  aufisn  gessndten  Feld 
viikiem  werden. 

ISrsiehtUdier  Weise  kommen  in  beeog  tipi  die  tensorielle  pyto- 
^)l«ktrisehe  Srregung  dieselben  allgemeinen  ErwBgungen  in  Betnchty 
^«  S.  234  u.  f.  bei  der  Tsktoxiellen  Ervsgnng  sogestellt  worden  suid. 
^iigleichformige  Erwärmung  kompliziert  das  Problem  infolge  der  hier 
auftretenden  Spsnnungen  und  Deformationen,  die  mit  ihren  spesiellen 
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Symmetarien  denjenigen  der  KristailBubstans  im  allgemeinen  widei^ 
Bpreeheu  und  eine  eigene  pUsoelektriBelie  Erregong  geben;  die 
letztere  wfiide  auch  dann  auftreten^  wenn  die  betreffenden  Span* 
nungen  und  Deformationen  iauf  mechanischem  Wege,  ohne  Tem- 
ponitu ränderung  lierrorgebracht  würden.  Wie  bei  der  Tektorielleii 
Pyroelektrizitat,  so  soll  dergleichen  auch  hier  ausgeschlossen  und 
die  Betrachtung  auf  eine  gleichförmige  Erwärmung  beschrankt 
bleiben. 

Daß  auch  eine  gleichförmige  Erwänuung  von  einer  Deformation 
begleitet  wird,  und  daß  diese  Defonimtiou  eine  Piezoelektrizität  zu 
der  eigentlichen  und  wahren  Pyroelektrizität  (die  als  eine  Folge  der 
Enrftrmung  bei  aufgehobener  Deformation  fibrig  bleiben  müSte)  hior 
zufügt,  sei  im  AnacUnß  an  das  S.  23ö  ErQrterte  hervorgehoben.  Wir 
werden  aus  den  dort  besproch^ien  Grflnden  auch  hier  diese  Pieao- 
elektrizität  in  die  Pjroelektrizitat  im  gewöhnlichen,  weiteren  Sinne 
des  Wortes  mit  einbeziehen. 

Wir  haben  nunmehr  darzulegen,  welche  Erfahrungstatsachen  für 
die  Aüimlime  einer  merklichen  Stärke  tensorieller  pyroelektrischer 
Erregung  sjjrprhen  Die  Verhältnisse  liegen  liier  keineswegs  so  ein- 
fach wie  bei  der  vekkoriellen  Pyroelektri/.ität-,  insbesondere  haben 
wir  mit  der  Möglichkeit  zu  rechneu,  daß  stärkere  vektorieUe  Er- 
regungen gelegentlich  tensorielle  Scheinwirkungen  zu  üben  vermögen. 

§  161.  Anordnungen,  welolie  ein«  beotMUOiliMM  tenaorlelle 
elekftclsdhe  Anregung  ermSe^dheiL  Das  Charakteristische  der  tenso* 
riellen  Enegnng  ist  eine  zentrische  Symmetrie  ihrer  Wirkung;  aber 
eine  zentrische  Symmetrie  der  Erregung  eines  KristaUes  im  ganzen 
ist  keineswegs  ohne  weiteres  beweisend  fUr  das  Vorhandensein  einer 
tensoriellen  Erregung  jedes  Volumenelementes.  Zunächst  muß,  um 
einen  Schluß  in  letzterer  Richtnnfr  zu  ziehen,  die  Homoj^cnität  und 
Einheitlichkeit  des  Torliei^enden  Kristalles  erwiesen  sein;  in  der  Tat 
hai)eu  sich  in  einer  ganzen  Ueihe  von  fraglichen  Fällen  zontrischer 
ErreM;ung  die  betreffenden  Kristalle  bei  genauer  Untersuchung  dur(^h 
die  Hilfsmittel  der  At/Jigureu  oder  der  Beobachtung  im  polarisierten 
Lichte  als  ZwiUingsbilduugen,  als  Aggregate,  die  nach  S.  21  durch 
Umwandlungen  ans  einfiushen  Individuen  entstanden  sind,  oder  ab 
inhomogene  Gebilde  nach  Art  der  S.  22  besprochenen  erwiesen. 

Indessen  nUski  der  Nachweis  der  Einheitlichkeit  noch  nicht  aus, 
um  eine  zentrisch  symmetrische  Erregung  eines  giinzen  KristaUes  oder 
eines  I^parates  als  tensorieU  in  den  Voiuraeneiementen  zu  erweisen. 
Es  muß  vielmehr  die  Erregung  auch  noch  den  speziellen  Wirkungs- 
charakter haben,  der  naeli  den  Ansfübnuifren  von  §  115  u.  f.  die  Folge 
von  tensoriellen  Momenten  der  Volumenelemente  ist.    Auf  diesen 
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Charukter  haLen  aber  die  früheren  Beobaohter^  die  ohne  theoretisohe 
Gesichtspunkte  Torgiugeu,  nicht  geachtet 

Um  dies  an  einem  spezielh^n  Reispiel  zu  erliiutein,  wollet!  wir 
den  Fall  betrachten,  daß  em  BHuleniorniiger  Kiistali  von  zentrischer 
Symmetrie  bei  gleicliförniiger  Erwärmung  etwa  unter  Anwendung  des 
BestäubungBYeiiahreuB  au  seineu  Endeu  scheinbare  positive,  aui  seiner 
mtle  fleh^litte  negiÜTe  lAdnngen  zeigt  —  ein  Fall,  der  in  der 
Tit  bei  Kftlinm-  nnd  ystrinmlithin meiüfatiaistftllen  beobachtet  worden 
ist  Die  Theorie  ISfit  erkennen,  daß  eine  aolebe  Iiadungsverieflang 
auf  ienaorieUer  Errang  niclit  bernhen  kann,  dafi  in  dieeem  Falle 
riebnehr  aUer  Wahrscheinlichkeit  naoh  der  scheinbar  einfache  zentrisch 
•  Bjnunetrische  Kristall  die  Verwachsung  zweier  hemimorpher  Kristalle 
darstellt,  bei  der  die  beiden  analogen  Enden  naeh  auBen  gewendet 
sind,  die  beiden  antilogen  naeh  innem,  oder  umgekehrt.  Wir  wolltti 
di^  etwas  näher  darlegen. 

In  dem  theoretisch  einfachsten  Fall,  daß  der  säulenförmige,  in 
der  Achsenrichtung  erregte  Kiiötail  an  beiden  Enden  durch  eine 
Inibib  begrenzt  wird,  koiumen  die  Entwickeluugen  von  216  in 
Betracht^  welche  zeigen,  daß  bei  wirklicher  tensorieUer  Erregung  der 
EilsfeaQ  mit  awei  Doppelbelegungen  sejaer  GmndflSehen  Sqnifaleni 
iiL  Dieee  aekeiiibaren  Ladungen  werden  oaeh  auAea  kaum  jemala 
merklielie  Wirkongai  &nfieni  können,  weil  das  Feld  dieser  Doppel- 
flachen  nur  nachai  deren  Randem  merküoh  und  dort  auf  aehr  kl^nem 
Baum  sehr  stark  ist.  Infolge  hierfon  wird  sich  dort  eine  kompen- 
sierende Oberflächenladung  fast  momentan  herstellen  und  jede  Wir- 
kiuig  des  eiTegten  Kristalles  nach  außen  zerstören. 

Ist  dagegen  der  sanlenförmige  Kristall  an  den  Enden  durch 
Pyramidenflächen  begrenzt,  so  zeigen  die  Überlegungen  von  S.  217. 
daß  er  in  (iiesem  Falle  mit  Ladungen  der  Kanten  äquivalent  ist,  die, 
wie  schon  !5.  231  bemerkt,  durch  das  zumeist  bei  qualitativen  Unter- 
•adiungen  über  pjrodektrische  Erregungen  auge wendete  Bestäub ung»- 
^vfidmn  kanm  nadhanweiBMi  aind. 

Weder  in  dem  einen,  noeh  in  dem  andern  FaUe  können  naeh  der 
"nieoiie  bei  merklidi  gleiehförqiiger  Erwärmung  infolge  tou  mole-^ 
InilartenaorieUer  Bnegnng  auf  dm  Mitten  dar  Sioleiilädieii  aohein- 
bare  Ladungen  einer  Art,  auf  den  die  Enden  dee  Kristallea  bildenden 
flachen  I^Mlungen  der  zweiten  Art  auftreten.  In  der  Tat  ist  es  in 
den  Fällen,  wo  dergleichen  beobachtet  sind,  auch  gelungen,  durch  die 

odr  <!or  At/fir^nrpn  den  Nacltweis  der  Zusauunengesetetheit  der 

•cheinliac  eiiita<'h('ii  Kristalle  zu  erl>ni]t^;cn.  • 

Das  V  orsteheiide  läßt  deutlich  erkennen,  wie  wesentlich  für  den 
experimentellen  Nachweis  der  tensoriellen  pyroelektri sehen  Erregung 
^  exakte  Theorie  der  möglichen  W  ii  kung  einer  solchen  sein  muß. 
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§  162.  Die  Potentialfunktion  doB  tensoriell  erregten  KriBtalles. 
Wenn  es  auch  höchst  wahrscheinlich  ist,  daß  die  tousorielle  Pyro- 
elektrizität  ebenso  wie  die  vektorielle  einen  umkehrbaren  Vorgang 
darstellt,  so  Terbietot  sich  doch  die  Anwendung  der  Methode  des 
thennodyiiftmiBchen  PotentialeB  dureh  dm  Umstand,  daß,  wie  ei  nach 
dem  S.  225  Gesagfeeo  scheinti  ein  Ansdnidc  ftr  die  Arbeit  einer  ten- 
loriellen  Erregung  liek  nicbt  obne  EinfSbrung  molekularer  Voreiel' 
hmgen  gewinnen  läßt.  Wir  können  aber  auf  die  Bildung  des  thermo- 
dynamischen  Potentiales  der  tensoriellen  Pyroelektrizität  um  so  eher 
verzichten,  als  der  Hauptnutzen  eines  solchen,  nämlich  die  Ver> 
knüpfiing  der  pjroelektri sehen  mit  reziprokoi  elektrokalorischen  Vor- 
gängen, zunächst  keinerlei  praktische  Bedeutung  hat,  Dn  der  Nach- 
weis der  direkten  Wirkungen  Schwierigkeiten  bietet,  so  ist  eine 
Auftiuduug  der  so  ungleich  delikateren  inverseu  vorerst  wenig  wahr- 
scheinlich. 

Wir  begnügen  uns  also  mit  der  Hypothese,  daß  in  uen  nicht- 
leitenden Kristallen  dauernde  tensorielle  elektrische  Momente 
(Pu),  {Pn)f  ■  •  ■  (At)  Bzietieren,  die  Fonkfcioxiett  der  Tempezaliur  sind. 
Wir  baben  dergleichen  sowohl  in  Kristallen  mit  aentriscber  Symmetrie^ 
als  in  deigenk^  obne  eine  solcbe  sasalasseii,  mflsaen  aber  nach  den 
allgemeinen  tfberlegungen  yon  §  202  erwarten,  daß  ihre  Wirkung  in 
den  azentrischen  Kristallen  durch  diejenigen  der  vektoriellen  elek- 
trischen Momente  im  allgemeinen  stark  verdeckt  sein  wird. 

Diese  Momente  (P^^)  spezialisieren  sich  durchaus  ebenso  wie  die 
thermischen  Drucke  Q,^  und  die  thermischen  Dilatationen  A,  mif 
die  verschiedenen  Kristallgruppen;  die  VVertsysteme  sind  unrnittt  ll>ar 
nach  der  Tabelle  auf  S.  270  zu  bilden.  Wir  wollen  allem  an  die 
Resultate  anknüpfen,  welche  diese  Tabelle  für  die  Kristalle  der  Sy- 
steme III  bis  VII  liefert.  Der  allgemeinste  Ausdruck  für  die  Potential- 
fiinktion  eines  tensorieU  err^(ten  Kriatalles  dieser  Systeme  ist  der 
dem  in.  (Rbombiscben)  System  entsprechende,  dar  bei  Benntsiing  des 
Hauptaohsensystemes  parallel  den  Konstituenten  (Pj),  (Pn)i  (-^ni)  ^ 
Tensortripets  der  (Pjui)  die  Form  annimmt 


Da  fOr  äufiere  Punkte 


ist^  so  ergibt  diese  Formel  im  FUle  der  Systeme  IV  bis  VI,  fllr 
welche  (P,)  -  (P„)  ist» 
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im  Falle  des  YII.  (R^pilarea)  Systemes  aber 

9-0.  (8d> 

Ein  regulärer  Kristall  (^imd  ebeiiBt'  (mii  isotruper  Körper)  gibt 
also  bei  gleichförmiger  Temperatur  niemals  eine  tensorielle  elektrische 

Wirkunix 

Jij«  ist  übrigens  darau  zu  ermueiu,  daß  die  Ausdrücke  (^81)  und 
(82)  die  Poientialfaiiktion  des  tensoriell  erregten  Kristallee  nur  in 
dem  Falle  darateUeo,  daß  die  kompensieraiide  ObeiflSeheiieehieht  fehlt 
Infolge  Ton  deren  Anweeenheit  werden  in  Wahrheit  «asechlieSIich  die 
TerSnderungen  der  Momente  {P^^  bei  Ändenmg  der  Tempecatar 
wirksam,  s.  B.  alio 

wobei  sich  (P^Jo         ^^^^  Auspangsteroperatnr  ^^P^^ 
geänderte  0-  —  -©"q  +  r  bezieht.  Bei  hinreichend  kleinen  Werten  t  kann 
man  die  P^^  mit  r  proportional,  also  gleich  p^j^r  setzen,  ebenso 
Pi«=»  j)jT,  n.  8.  f. 


§  168.  BeolNUditiiiigen  ttber  tenaofiell-pyiotiekMaaiie 

Wie  die  Beobachttmgen  fiber  tensorielle  Pyroelektrizit&t  mit  größter 
Aiunohi  auf  Erfolg  anzustellen  sind,  ergibt  sich  aas  den  auf  S.  217 
niBimmengestellten  Resultaten  der  Theorie.  Diese  Regeln  habe  ich 
W  einer  systematif^chen  Nachforschung  naeh  den  beafigiichen  Effekten 
in  der  nachstehenden  Weiße  befolgt.M 

Aus  Kristallen  der  Systeme  IV,  V,  VT,  wolehe  nach  ihrer  Sym- 
metne  vektorielle  Pjroelektrizität  nicht  zeig*  ii  Konnfen,  wurden  Pris- 
men Ton  rhorabifichem  Qnersclmitt  hergestellt,  so  orientiert,  daß  die 
eine  Querbchüittdmgunale  in  die  kristallographische  Hauptachse  hei. 
IHe  Seitenkaoten  dieser  Priemen,  welche  nach  dem  S.  217  Entwiekel' 
ten  bei  einer  Temperatorindenmg  dee  Prftparatee  mit  P^u  —  Pj  pro- 
portionale eeheinbare  Ladungen  erhalten,  worden  mit  metaUisohen  Be- 
legungen Terseken  und  die  Paare  einander  gegenflberliegender  Be- 
legongen  je  mit  einem  Qnadxautenpaar  eines  Elektrometers  verbunden. 
Die  so  armierten  Präparate  wurden  abweehsehid  in  TerBehieden  tem- 
perierte BSder  von  gut  getrocknetem  Paraffinol  eingetancht,  und  je  die 
Ausschlage  der  Elektrometern h dpi  beobachtet.  Diese  Ausschläge  gaben 
dann  ein  Maß  für  die  Größen  der  Differenzen  P]n~Pi'"v(Pzn~^f'i) 

1)  W.  Voigts  Gött.  Nftchr.  1906,  S.  894. 
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bei  den  betreffenden  Kriatallen.  Üie  Beobachtungen  an  Kalkspat 
(Gruppe  9\  Dolomit  (Gruppe  12),  Beryll  (Gruppe  21)  gaben  schwache 
Wirkungen  der  erwarteten  Art,  die  aber  nur  bei  Beryll  nicht  sicher 
konstatierbar  iroren. 

Feiner  wurden  Präparate  von  der  besoliriebenen  Form  auch  an» 
rhombischeii  KriBtallen  (Syatem  m)  hergestellt^  und  swar  an  drei  ans 
demselben  Erittall  mit  Adisen  parallel  der  X-,  der  F-,  der  Z-Eristall- 
achse  und  Querschnittsdiagonalen  parallel  au  den  beiden  anderen  Achsen. 
Solche  Präparate  mit  metallischen  Belegungen  der  Seitenkanten  lassen 
nach  der  Theorie  von  S.  217  ausschließlifli  die  Ladungen  dieser  Seiten- 
kanten zur  Geltung  kommen.  Zwar  befinde!;  sinh  scheinbare  Ladnnij^en 
auch  in  Form  von  Dop})eIschi(  bten  auf  den  Grundflächen  der  Prismen; 
aber  diese  Ladungen  wirken  (  wenn  überhaupt)  auf  alle  Belegungen 
im  wesentlichen  gleichmäßig  iulluenzierend  ein  und  geben  für  sich 
allein  also  keinen  Efiekt  auf  das  Elektrometer.  Die  Beobachtungen 
au  Topas j  Baryt,  Goeteslin  (Gmppe  6)  gaben  sehr  denfUebey  nun 
Teil  sogar  aufierordentlich  groBe  Wirkungen  Die  mit  den  drd  Ter- 
schiedenen  Prismen  beobachteten  AnssohlSge  des  Elektrometers  be» 
stimmen  Vorzeichen  und  GrdBenordnung  von  Pjjj  —  -^i  ~  -^m» 
Pn— Pi,  und  es  darf  als  Beweis  dafür,  daß  die  beobaehtete  Wir- 
kung wirklich  die  gesuchte  und  durch  die  Theorie  gegebene  war,  an- 
gesehen werden,  daß  die  Vorzeichen  und  die  Größenorflnung  der  be- 
obachteten Wirkungen  sich  so  verhielten,  wie  ans  diesen  Ausdrücken 
folgt,  die  sich  ja  in  der  Summe  zu  Null  t  rgkiizen  müssen. 

Durch  eine  Untersncluing  im  polarisierten  Lichte  war  bei  Topas 
und  Baryt  die  optische  Homogenität  der  benutzten  Kriätalie  fest- 
gestellt, ebenso  durch  Anwendung  des  iCun^  sehen  Bestäubungsver- 
fahxens  die  elektrische  Homogenit&t  und  das  Fehlen  vektorieller  Pyro- 
eldctrisitili  Das  Auftreten  tensorieller  Pyroelektnzit&t  wird  demgemSB 
dureb  die  heaehriebenen  Beobachtnngen  sehr  wahrscheinlich  gemacht 
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Weahselbezieluiiigeii  zwiBeheii  zwei  Vektoren. 
(£lektri2itäte-  und  W  ämeleitang.  Elektrische  und 
magnetisclie  Muenz.  Thermoelektrizitftt) 

L  Abielmiii 

Allgemeine  Gesetse. 

§  164.  Dto  Vocmeln  dos  al^comeinai  SttOmungsproliLeiiiM. 
Woin  aadi  Bcmehtmgm  swiiehen  swei  VektorgfOßen  in  melirerea 
Gebieten  dar  EriBiallpliyBflc  Bedeatnng  gewiimeDy  so  wollen  wir  doeh 

bei  Entwicklang  der  al^emeinen  Slltze  eine  einzige  Deutung  ftet- 
balten.  Wir  woU«i  den  einen  Ydctor  U  als  eine  Strömung,  den 
anderen  V  als  eine  die  Strömung  erhaltende  Kraft  oder  Feld- 
stärke betraobten  und  awiBohen  den  beiden  die  Beziehungen  aiuetEen 

U,^l^V,-^l^V,+  l,,V,,  (1) 

welelie  die  Proportioiialittt  swiedieii  den  €hr6Be&  der  beiden  Yekiorcn 
bei  Tennbiedenheit  ihrer  Biehtangen  ausdrucken. 

In  diesen  Formeln  kSmiaiL  wir  die  neun  Bufameter  als  die 
Eonstanten  der  Leitfähigkeit  des  Körpers,  in  dem  der  Vor- 
gang stattfindet)  ftlr  die  betreffende  Strömung  bezeichnen,  weil  bei 
gleicher  treibender  Kraft  V  die  Strömung  ü  annimmt,  wenn  die  Ij^^ 
proportional  vergrößert  werden. 

Wir  stellen  dem  System  (1)  sogleich  seine  Aofldsuug  nach  K^, 
^t9  ^»  gegentlber  und  schreiben  diese: 

y,-hilh  +  h^U,+  h^ü^,  (2) 
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Die  Parameter  k^^  lassen  sich  daLei  als  die  Widerstandskon- 
stallten  des  Körpers  für  die  betreifende  Strömung  bezeichnen,  da 
bei  gleicher  treibendfi    Kraft  V  die  Strömung  U  abnimmt,  wenn 

die  Pararuf  ter  k/^^  proportional  zunehmen. 

Im  Interesse  der  Allgemeinheit  wollen  wir  indessen  nicht,  wie 
es  die  signalisierte  Deutung  zunächst  nahe  zu  legen  scheint,  die 
geometrische  Natur  der  beiden  Vektoren  beschränken,  sondern 
vielmelir  zulai^seu,  daß  sowohl  L  als  V  polaren  oder  axialen  Charakter 
iMntzi. 

Da  die  An8üt/>e  (1)  und  (2i  die  betrachteten  ätrömungsvorgäuge 
TOB  nenn  Parametern  abhängig  machen,  so  bieten  sie  die  Möglich- 
keii  der  Anknfipfnng  einer  Deutung  durch  IFe^eche  acbiefwinkelige 
Teneortripel,  Ton  denen  S.  140  gesprochen  Ut,  und  es  mag  hierauf 
hingewiesen  werden.  Diese  Betnohtnngaweiae  sucht  alle  neun  Faia* 
meter  l^^  resp.  hi^f  als  gleichartig  zu  behandeln  und  schließt  sich 
damit  an  den  äußeren  Habitus  der  Aosätse.  Die  folgenden  Entwii^- 
langen,  welche  vielfältige  Beziehungen  zu  den  fundamentalen  Eni- 
wickelungen  besitzen,  die  Stokes^)  an  die  Theorie  der  Wärmeleitung 
angeknüpft  hat,  zeigen  im  Gegensnt/.  In*  rzu,  daß  jene  Ansätze  die 
Superpoäitiou  zweier  sehr  verschiedenartiger,  eiuzfln  nher 
leicht  faßbarer  Vorgänge  ausdrücken,  und  sie  erhellen  das  kompii- 
zierte  Phänomen  gerade  durch  diese  Zerlegung.  Hierin  liegt  die 
Rechtfertigung  fär  die  Wahl  der  weiterhin  benntsteu  DarsteUoDga- 
weise« 

Es  sei  übrigens  bemerkt,  daß  in  anderen  Gebieten  der  Physik, 
wo  Rektionen  Shnlieher  Form  mit  nenn  Pammetem  auftreten,  s.  B. 
in  den  Bewcgungsgleichungan  eines  Massenpunktes  bei  Einwirkung 
einer  ,,qna8ie]astischen  Krafl^  mit  den  Komponenten 

X  —  —  (a^^x  -j-  a^^y  +  a^jxr), . . . 
oder  einer  „W^ideistandskraff  mit  den  Komponenten 

analoges  stattfindet,  wie  oben  bemerkt.  Die,  mathematisch  be- 
trachtet, so  homogenen  Ausdrücke  sesr&Uen  nach  ihrer  physi- 
kalischen Bedeutung  in  zwei  ganz  yerschiedenartige  Teile,  die  hier 

nicht  charakterisiert  werden  sollen,  und  die  durch  dieselbe  Zerleonmg 
voneinander  getrennt  werden,  die  wir  unten  sogleich  zur  Anwendung 
bringen  werden. 

1}  O.  G,  Stokfs,  Cambr.  and  DttbUii.  Math.  Joani.  Bd.  «,  pw  «16^  IttT. 
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§  165.  GeooitteiMlia  OeutaBg  der  Parameter.  Wir  begumen 
die  aUganeine  Untonniehimg  Über  den  Inhalt  der  dnvoh  (1)  oder  (2) 

gegebenen  Beziehungen  mit  der  Frage  nach  der  geometriiehea  Be- 
deutung der  Parameter  J^^  und  Die  Entwi(;kelungen  Ton  §  81 
«[reben  uns  hierf  ür  die  einfachste  Methode.  Fassen  wir  die  Beziehungen 
(1)  mit  den  Faktoren  77,,  Ih,  U^,  die  Beziehungen  (2)  mit  den  Fak- 
toren Vi,  Fj,  Fj  zusamiuen,  so  erhalten  wir  zwei  skalare  Funktionen 
S  —  IPf  Z  >='  F*  resp.  gegeben  durch 

Znr  Üntersochung  der  Bedeutuug  der  l'aiamtiter  l  untl  k  haben  wir 
nun  nach  S.  152  diese  Funktionen  so  zu  ordnen,  daß  sie  linear  er- 
scheinen in  den  orthogonaleii  oder  gewSlmllehett  KompaBeoten  Irgend- 
weleber  geiiekteier  QrSßen.  ürt  diee  eneicht,  bo  hiAem  die  Puamefeer 
diflfler  linaeiren  FoErmen,  »bgeoeheni  Ton  gewiaeen  Zehlenfakioren»  je 
dieselbe  Nstar  wie  die  dnein  muliipllxicrteii  Komponenten. 
Nun  iind  nach  8.  146  die  Difilarensen 

u,v,- F,cr,=  TFj,... 

Vektorkomponenten^  zugleich  die  Aggregate 

gewöhnliche  Ten^t irkom jn »iienten. 

Unter  Benutzung  dieser  Bezeichnungen  lai^L  sich  aber  der  Aus- 
druck (3)  schreiben 

+  Hh»- kiWt+Hh.  -  ^u)^«  +  i(it»  -  ein- 
wenden wir  nnn  epedell  die  SätM  von  S.  161  an,  wodmIl  in 
einem  akaiaien  Aggregat  Yon  der  £*onn 

1*11^11  +  •  •  ■  +  ^A»Pit+  *  •  • 

die  pj^^  gewöhnliche  Tensorkompouenten,  in  einem  andern  ?on  dw 

die       Vektorkoruponenten  smd,  so  wgibt  sich  tolgendes. 

20* 
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Die  neun  LeitfahigkeitskonstaiiiMi  bwAtinni«!!  aiiMTMiti  «in  Tfu- 
Bortripel,  dämm  gewöhnliche  Komponenten  lauten 

mdereraeitB  eineii  Vektor  mit  den  Komponenten 

wobei  die  li^^  und     nene  Bezeidmnngen  eind. 

Der  reenltierende  Vektor  ma^  mit  2,  das  reeultierende  Teosor- 

tripel  niif  'i,/n>^ni  ^^^^  kürzer  mit  [?]  bezeichnet  werden.  Das 
letztere  Symbol  [l]  mag  auch  wieder  fUr  die  Tenaoiflaohe  mit  der 
Gleichung 

«u«»  +  ^.If*  +  ^1 +  »(Tny*  +  r„ jr»  +  l^n^y)  -  ±  1  (7) 

augeweudet  werden. 

Unterwirft  man  die  Funktion  Z  in  (4)  derselben  Behandlung,  so 
kommt  mau  zu  dem  entaprecheuden  Resultat,  daß 

gewöhuiiciie  Tensorkompouenten, 

*(l»-^)-*k.  K-^-iid)-*!  (») 

Vekto i  küi)  1  [ I onenten  darstellen. 

Die  Konstituenten  des  Tensortnpelß  [/tj  bezeichnen  wir  mit 
Icji,  kjji,  den  Vektor  mit  k.    Die  Gleichung  der  dem  Tensortripel  zu- 
geordneten Teneorfliohe  [k]  lautet 


Daa  Tanaoitripel  [Q  und  der  Vektor  l  ehanktariaieien  den 
ToUatftndig  und  erschöpfend  beztl{^ch  seiner  LeitfSihigkntwigenscbaften, 
das  Tensortripel  [k]  und  der  Vektor  k  ebenso  b^fl^ieh  seiner  Wider- 
standseigenscbaften,  wobei  diese  beiden  Wirkungen  als  durch  die 
fundamentalen  Ansätze  (1)  und  (2)  definiert  zu  gelten  hahon 

Da  wir  für  U  und  V  ausdrücklich  polare  und  axiale  Natur  zn- 
gelassen  haben,  so  sind  bezüglich  dos  Verhaltene  dieaer  Tenaoren  und 
Vektoren  verschiedene  Fälle  möglich. 

Haben  die  beiden  Wktor*>n  f'  und  l'  den  gleichen  (polaren 
oder  axialen)  Charakter,  ao  lat  das  TeDsortripel  [P]  nach  seiner  De- 
finition polar,  der  Vektor  W  axial  Da  nun  S  und  Z  nach  ihrer  De- 
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finitioii  Btots  gewdlinliche  Skalare  srnd^  so  liaboi  hier  andi 

die  Tenaortripel  [fj  und  [k]  polaren,  die  Vektoren  l  imd  k  axialeii 
Charakter.  Im  FaUo^  daft  ü  und  V  Tenehiadauurtig  find,  gilt  dai 

Umgekehrte. 

Die  Kiehtimgen  der  Tensoren  ^, ,  ^  bezeichnet  man  als  die 
Hanptachsen  der  Leitfähigkeit  oder  kurz  als  die  Leitfähig- 
keitsachsen des  Kristülles,  die  Zahlwerte  Ij^^ji^lm  '^^^  die  ihnen 
zugeordnetfn  Ilauptleitfähigkeiten.  Analog  werden  du-  luchrungou 
der  Tens  ireu  f^\,l\i,k^^^  als  die  Hauptachsen  des  Widerstandes 
oder  kurz  als  die  W i  t erstandsachsen  des  Kristalles  bezeichnet^ 
die  Zaiii werte  k^,  A^,  aiä  die  ihnen  zugeordneten  Hauptwider- 
•tandakoefflBienteo. 

Die  Richtungen  und  Zahlwerte  ron  [2]  und  l  einerseits,  von  [A;] 
und  h  andereweite  hingen  m  einer  ipifter  damutellanden,  im  allge- 
mflinen  keinefwegB  einfiiefaen  Weiie  soaamman;  hier  sei  nur  Tonns- 
genommen,  daft  dnrehana  nicht  etwa  allgemein  die  Biehtongen  der 
Tensoren  der  heiden  Tripel  [2]  und  nnd  die  der  beiden  VcJctoren  { 
ond  k  je  untereinander  übereinifcimmen. 

Denkt  man  sich  Bichtungen  und  Größen  fEir  das  Tensortripel  [j] 
nnd  für  den  Vektor  l  gegeben,  dann  berechnen  sich  die  Tensor- 
komponenten f,  nnd  die  Vektorkomponenten  7,  naoh  den  all- 
gemeinen Transformationsformeln  ^  Tensoiv  und  Vektorkompou^ten 
Ton  S.  137  u.  127  zu 

^  coaft,sf)  ooeft,#)  +    ooa(In,sf)  «oa(Zn,  j)  (11) 

+  hu  cos(2ni,y)  co8(/iu,ij), 

2j  =  2  cos {l,x),      =  2  cos  {Iftf),  2,  —  2  cos (2,ä). 

Hierana  folgen  dann  nach  (5)  und  (6)  aneh  die  Parameter  l^^,  l^^. 
Um  diese  letateren  GrSAen  dann  auf  ein  anderes  Aehsensyston 
X'Y'Z'  zu  traniformieren ,  bildet  man  umgekehrt  zunächst  ans 
ihnen  die  Tensor-  nnd  Vektorkomponenten  1^^,  und  1^,  transfor^ 
ndert  diese  anf  das  neue  System  und  geht  von  den  ao  gewonnenen 
Werten  schließlich  zu  den  bezüglichen     ,  über. 

Ben  Pnrametern  der  Leitf&higkeifc  verhalten  sich  diejenigen  des 
Widerstandes  durchaus  analog. 

§  166.  Der  Fall  der  Existenz  eines  thermodynamiaelien  Po- 
tentialea.  Es  mag  bereits  hier  auf  einen  wichtigen  und  immerhin  noch 
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iehr  aUgemeinfln  Speiialfidl  hingewieidn  werte.  Bei  Yorgkogm,  für 
die  ein  ÜiermodynamischM  Potential  existier^  die  aleo  amkehrbaren 
Charakter  haben,  stellen  sich  die  Komponenten  des  Vektors  ü  als  die 
partiellen  Differentialqaotienten  dieees  Poteatialea  nach  den  Kompo- 
nenten  van  V  dar,  d,  h.,  ea  wird 

^''^  ~  dVt'    ^*^~dV^'  ^^^^ 

Hier  miiB  dann  gelten 

düt     dU,     dU,  _du^     du,  _d  l\ 

aF,"ar/  ci^^dv,'  di\~dy\* 

und  diea  liefert  bei  uneerem  Ansats  eogleich 

ht^hit  hi~hif    hi^hi>  (1^) 

woraus  dann  auch  folgt 

ftn  ~  ftln»  'iii fcis>   ^    Äji.  (14) 

In  diesen  Fällen  vtrsehwuiden  nach  (6)  und  (9)  die  beiden 
Vektoren  l  und  k;  für  Vorgänge  von  der  betrachteten  Art 
mit  tiiuem  Poteutiul  sind  demgemäß  die  Kristalle  allein 
dnrcl)  ein  Tensortripel  eharakterisieri 

Führt  man  die  Richtungen  der  Tensoren  von  [/j  als  Koordinateu- 
achsen  ein,  so  werden  die  »  . . .  gleich  Null,  und  die  Fonneln  (1 ) 
nehmoi  die  Gestalt  an 

ü,^l,l\,    ü.^lnV,,  U,^l^l\. 

Es  eigibt  sich  hieraus,  daß  gleichseitig  in  den  Formeln  (2)  auch  die 
A^a^A^, ...  verschwinden  müssen.  In  dem  voraaBgesetsten  Falle 
liegen  also  die  Tensortripel  [/]  und  [A]  in  denselben  Richtungen.  Da 
aberdiee  i^eichaeitig  das  System  (2)  die  Form  annimmt 

F,-.*,F„  r,-*möi, 

80  ergibt  sich,  daß  jetzt 

ist,  die  bezüglichen  Töiisuieu  also  reziprok  zueinander  sind. 

Für  die  TensorHächen  [7]  und  [A]  liefert  dies  (ias  lu  sultat,  daß 
ihre  Achsen  in  dieselben  Richtungen  lallen  und  zueinander  reziproke 
Längen  besitzen. 

Die  vorstehenden  speziellen  Resultate  haben  eine  größere  Trag- 
weite als  zunächst  stattzuhuden  scheint,  weil  auch  in  denjenigen 
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lUten,  wo  «in  thttmodyiiMniifthiw  Potentiil  niekt  enstiear^  Ar  sahl- 
xM»  KmbUgnippeii  nioii  deren  Symmelneii  iMe  die  BeneluinfeiL 

streng  gelten  und  für  andere  nach  der  Erfahrung  merklich  genau 
erlüüt  sind. 

§  167.  Die  Parameler  der  82  ErUtallgrappen  bei  sentrisoher 

Symxnetrio.  Die  Aii^be  der  Spezialisierung  der  Ansätze  (1)  und  (2) 
für  die  32  Kristallgruppen  ist  implizite  in  den  Betrachtungen  von 
Kapitel  TV  ihkI  V  Vtereits  gelost.  Während  es  sirli  m  Kapitel  IV 
1)1)1  Eigenschaften  di  r  Kristalle  handelte,  die  durrh  tniien  Vektor 
bestimmt  sind,  handelte  es  sich  in  Kapitel  V  um  solche,  die  durch 
ein  Tensortripel  repräsentiert  werden.  Für  beide  Fälle,  und  zwar 
sowohl  unter  der  Ammhme  eines  polaren,  als  eines  axialen  Ver- 
hiltm«  itk  die  Spenaliiierung  für  &  veriifdiledefleB  Erieiallgruppen 
oben  dorehuefUliris» 

Jetrt  handelt  es  sieh  nm  EigeDadnften,  denn  Dnniellnng  einen 
Vektor  nnd  em  Teniortripel  verliuigl^  und  aswar  ist  ein  azieler  Tektor 
mit  einem  polaren  Teneortripe^  ein  polarer  Vektor  mit  einem  axialen 
Tensoriripdl  verbunden.  Wir  erhalten  die  hierauf  bezüglichen  Be- 
liehungen,  indem  wir  die  frühereh.  Resultate  einfach  kombinieren. 

Wenden  wir  uns  zunächst  zu  dem  Fall,  wo  der  Vorgang  zen- 
trisch synimt'trisch  ist,  und  die  32  GrnppeTi  sich  flpuigremäB  mif  df 
nur  durch  feymmetrieachsen  charakterisierte  Übt  rf:;nippen  zusammen- 
ziehen, so  gibt  uns  die  Übertragung  des  Schemas  auf  S.  264  und  des 
andern  von  S.  270  sogleich  folgeude  Tabelle  für  die  Tensor-  und 
VAtorkomponenlen. 

IL   (3),   (4);(5)  hifin,^»  0,  0,  f„|  0,  0,  V 

m  (6),   (7),   (8)  huki,h.f  0,  0,  05  0,0,0. 

W,   (9X(10),  (11)  ?„,ia,«s»,  0,  0,  0;  0,0,0. 

(12),  (13)  ln,ln>ks,  0.  0,  0;  0,0, 

V.  (14),  (15W16),  (19>  0,  0,  0;  0,0,0. 

(17),  (18),  (20i  ?n, 0,  0,  0;  0,0,  l,. 

VL  (21),  (22),  (2b),  (26)  0,  0,  0}  0,0,0. 

(24),  (26),  (27)  «u,lu,i.,  0,  0,  0;  0,0,  ^. 

m(28)   bii   (82)  InJuJn.  0,  0,  0;  0,0,0. 

Dabei  ist,  wie  früher,  in  l  allen,  wo  die  beiden  Tensorkom- 
ponenten      und       ?ench winden,  ^  mit  dem  Tensor  ^  identiBob, 
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und  werden,  £b]1b  anBerdem  nodi  T,,  gleich  Null  iti,  zn^eiah  und 
1^  EU  ^  und  Zjj.  Ähnlieli  ist  ^  dem  Vektor  2  identiieb^  wenn  ^ 
und  l|  Terechwinden. 

Dem  Torstehenden  Schema  euteprieht  genau  daqenige  der  k^j^. 

Berücksichtigt  man  di«  Bedeutung  der  Bezeichnungen  J^^i  und 
nach  (5)  und  (6),  aus  welcher  fulgt 

^a  —  iji  +  ii,   ^t*"^tt — hf  " 't 

so  kann  man  ohne  weiteres  das  definitive  System  der  l'arameter  des 
Ansatses  (1)  resp.  (2)  bilden.  Daeielbe  lante^  wenn  man  die  Bttameter 
jetst  in  derjenigen  Beilienfolge  echreibt,  in  der  aie  in  jenen  Antifaim 
»uftrefceny  folgendermaBenu^) 

I.  Trikiines  Syrtem. 

(1),  (2)  Keine  Symmefarieaehie:   1^,  ht*  hnl  hif  ki»  ^wi      ht*  h»- 

IL  Mo|ioklineB  System. 

(«),  W.  (6)                          ^„  t»,  0;  h,.  Ii,,  0;  0,  0,  J„. 

in.  EhombiaidLeft  System. 

(«X  Or  (8)  (-4«,^")!  »«,  0,  0;      0,  1„,  Oi  0,  0, 

IV.  Trigonales  System. 
(»>  (10),  (U)  (Äm.AJiy.       k„  0,  Oi     0,  J,,,  Oi  0,  0,  in. 
(in  (W)  (^«)  Oi        l^,  Oi  0,  0,  t^. 

V.  Tetragonales  System. 
(Ui(16)k(16),(19)(^W,4.«)s  J„,  0,  Oi     0,  ku  0}  0,  0, 
(17),  (18X  (80)  (^««)=  «...      05         hi,  0;  0.  0,  l^. 

Yl.  Hexagonales  System. 
(21),(22)k(28),(86)(^m,4,«):  1^,  0,  0;     0,  J«,  0;  0,  0,  l^. 
(84),  (26),  (27)  (^W):  l„,I„,  Oj  -1^,  k„  0,  0,  0, 

VII.  Reguläres  System. 

(S8),  (29),  (80)  (^(«),  1  ,    o   r.      n   l    o  o  o  ; 

(81),  82)  (An~An~Ä<^:\ 

1)  Auf  RTt  lerem  Wege  abgeleitet  tob  B.  Mim^ferade,  K  Jahrb.  f.  Min. 

Bd.  I,  p.  J,  1Ö86. 
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Die  Systsme  lY^  V,  VI  Terhalten  doh  dnrdmiis  gleichartig,  über- 
]uuipi  «nehdnflii  nmr  Mdu  Tonetnaader  venehSedAiie  ObergmppeiL 
Da«  regoli»  Syitem  VII  Terliilt  lioh  iioboji. 

Der  ToralelMiideii  Tabdle  eniaprieht  eine  analoge  fIBr  4ie  Widei^ 
Handakotutantem  i^ji  tmd  h^f, 

§  168.    Die  Parameter  der  Kriatallgrappen  bei  asentriBOlMr 

Symmetrie.    Der  zweite  Fall^  in  dem  die  AnaiUaie  (l)  und  (2)  einen 

Äzentrigchen  Vorgang  ausdrücken,  behandeln  wir  in  analoger  Weisp 
unter  Herair/irhnnn;  der  Sdoiemata  Ton  S.  251  niid  274.  Indem  wir 
hier  von  vornherein  die  Qruppen  fortlassen,  die  nach  ihrer  zentrischen 
oder  sonstigen  Symmetrie  fflr  die  vorliegenden  Vorgänge  ausfallen, 
gelangen  wir  zu  folgender  ersten  Tabelle  für  die  Tensor-  und  die 
Yektorkomponenten. 


L  (8) 

7       7  7 

1 

«m5 

I  7 

1 

n.  (4) 

,0; 

0. 

(B) 

0, 

7  • 

'^la? 

0,  0, 

0. 

m.  (7) 

0, 

0; 

0,0, 

0. 

(8) 

0, 

0,  0,  0, 

0, 

J«i 

0,0, 

IV.  (10) 

0, 

0; 

0,0, 

0. 

(11) 

0, 

Or   0,  0, 

0, 

0; 

0,0, 

h' 

(18) 

ö, 

0? 

0,0, 

V.  (15) 

^> 

0, 

0; 

0,0, 

0. 

(18) 

0, 

0,0,  0, 

0, 

0; 

(18) 

0, 

0; 

0,  0, 

h- 

(19) 

^. 

-«11,0,0, 

0, 

«5 

0,0, 

0. 

(20) 

hu- 

0, 

0,0, 

0. 

"VI  (22) 

'.1- 

^11»  ^Uf 

0, 

0; 

0,0, 

0. 

(88) 

0, 

a,  0,  0, 

0, 

0; 

0,0, 

(86) 

0, 

0; 

0,0, 

^. 

Vn.  (29),  (30),  (32) 

^11» 

^11,  ^11»  ^; 

0, 

0; 

0,0, 

0. 

Bioe  analoge  Tabette  giU  für  die  Widentaiidakoiialanton  i^^,  h^, 
B«BQgUdi  der  FSIle,  in  denen  Temaor-  oder  VeUorkomponenten  an 
Tensoren  oder  YekUoen  werden,  mag  auf  daa  an  der  TabeUo  auf 
211  Qeaagte  TsnrieBem  weiden. 
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BenntsEt  man  nunmelir  die  BeEiehimgen  (ö)  und  (6),  so  gelangt 
man  an  dem  folgenden  Spätem  der  Fteametar  1^^,  daa  wir  in  der  An- 
ordnui^  ilires  Anfibreteni  in  dem  Anaaia  (1)  säieiben: 

L  Triklines  System. 

(1)  (C)i  aUe^»-0. 

(2)  Kein  Sjrametrieeieiuent:  lti,la,lu'^  ^i»^»^»}  Uu^n^ht- 

II.  Monoklines  System. 

(3)  (C,  A/i  oder  C,E,)i     aUe     -  0. 

(4)  {E,):  0,  0,  l,,',  0,  0,  ;,3;  0. 

ni.  Rhombisches  System. 

(6)  (C,  oder  C,  A,^^,  E,):   aUe  i„  -  0 , 

(7)  W>U/>):  ?H,0,  0;  0,  Z„,  0;  0,  0,  . 
C8)  C^;%£,):                   0,       0}       0,  0}  0,  0,  0. 

rV.  Tngoiiales  System. 
(9)  (0,    W,       oder  C,  A,^\  EJi   aUe  i„  -  0 . 

(10)  W»)  ^<«>):  l„,0,  0;  0,  Z„,0;  0,  0,  i,, . 

(11)  (A}'>,EJ:  0,  ;,,,0}-Z,„  0,  0;  0,  0,  0. 

(12)  (C,A,^'i):  aUe  hk^O, 

(13)  C^;»)):  ln,ht,0;-l^,  ^,„0;  0,  0,  f 


SS 


y.  Tetragonales  System. 

(14)  (C,  A}*\  AJ'^  oder  C;  -4/>,  £j:    aUe  Z,,  =  0 . 

(16)  (A,^*\A^*^):  ^i,0,  ü;  0,  «,„0;  0,  0, 

(16)  (^W  E,):  0,  l,,,  0;-/,,,  0,  0;  0,  0,  0. 

(17)  iC,A(')):  alle      -  0 . 

(18)  (J.W):  0;  ^           0;  0,  0, 

(19)  (8,,AW).  Z„,0,  0;  0,  -/,„0;  0,  0,  0. 
ißO)  {SJ:  0;                   0,  0,0. 
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VI.  Hezagonales  System. 

(21)  (C,       Ä,(*>  oder  C,  4  «),  E,):    aUe  l„  -  0. 

(22)  (A<«),^/>):  h,,0,  0;   0,  Jj„0;  0,  0,  «3,. 

(23)  0,  i«,  0}  0,  0;  0,  0,  0. 

(24)  {C,  Äj^)i  aüel„-0. 

(25)  iA,^'^):  0;  0;  0,  0,  /„, 

(26)  (^.(»),      ^W);  alle  l,,^0, 

Yli  ßegaläres  System. 
(88)  (Cf, ^<*U/)):  rflel,»-0. 

(29)  {äJ*\A;*^):  0;  0,        Oj  0,  0,  l,,. 

(30)  {S^,S^):  aUe  ?,,  =  0. 

(31)  (C,       ~       ~    W):  aUe     -  0 . 

(82)  (^W~i4,«o.  J,W):    ^,,0,  0;  0,  l,,,  0;  0,  0.  kt- 

Difpe  Tabelle,  der  eine  cfenan  jjleicbe  für  die  Parameter  1%  (^es 
Widerstandes  cTitspriclit.  zei^t,  vrri^lichen  mit  der  S.  B12  >^^egebenen 
und  im  Falle  glejchai  ti<^M  1  \  ektoren  ü  und  V  gültigen,  einen  über- 
rascheuden  Reichtum  von  Typen,  obwohl  Twas  im  Fall  gleichartitjer 
Vektoren  ü  und  V  nicht  euitritt)  eine  ziemiiche  linzuixi  you  Gruppen 
^DzUch  ausfallen. 

Die  SehemAta  der  Tabelle  finden  unmftlelbaie  Anwendung  in  der 
KristaQoptik  bei  der  Theorie  der  sirknlaren  Polarieation^)  und  aigna]i> 
eieren  bier  eine  groBe  Ifannigfidtiglnit  Ton  Eiaeheinnngeny  die  sieh 
Bmtgela  geeigneten  Materiales  noch  nicht  im  Tollenüm£Eing  haben  naeh- 
weisen  lassen.  Außerhalb  de«  Gebietes  der  Optik  haben  sie  bisher  noch 
keine  Anwendung  gestattet.  Es  ist  höchst  wahrscheinlich,  daß  Vorginge 
Ton  der  Symmetrie,  die  durch  den  Ansatz  (1)  bei  verschiedenarticreTi 
ViUnd  K  flnr^ostfllt  wird,  »existieren;  aber  eine  systematische  Forschung 
nach  dergieichtn  st  iL't  aut  ungemeine  Schwierigkeiten. 

Der  eiuzige  axiale  Vektor,  der  für  bezügliche  Verenge  in  Be- 
tracht käme,  wäre  ein  magnetisches  Feld  oder  ein  magnetisches  Mo- 
ment» Ton  polaren  Vektoren  wäre  an  ein  elektrisches  Feld,  an 
«in  dektriiches  Moment^  an  einen  elektrischen  oder  einen  Wirmeeferom 
n  denken.  Ein  Vorgang  der  ftagliehem  Art  wiM  also  s.  B.  die  Er- 


1)  W,  Voigt,  Ana.  d.  Fbjs.  Bd.  18,  p.  646,  1606. 
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regung  eiiie«  (spenfieclien)  nn^etisdieii  Homentes  durch  einfln  im 
Kristall  fließenden  elektrisdieD  oder  WSnnestrom.  Es  ist  ohne  weiteres 
einzusehen,  daß  derartige  vennntilioh  &nfierst  kleine  Wirkungen  nnr 

sehr  schwierig  der  Beobachtung  zugänglich  zu  machen  sein  würden. 

Immerhin  haben  die  Schemata  der  Tabelle  auf  S.  314  u.  Hl 5  großes 
Interepse  weprers  (Irr  Aufklärung,  die  sie  über  die  Möglichkeit  der- 
artiger Erscheiiiuiiixf  I!  und  ühor  dip  TTmßtände  und  Formen,  unter 
denen  dieselben  allein  auftreten  könuen,  gewähren. 

§  169.  Der  motliodische  Weg  zur  Einlüliruug  der  Symmetrie- 
eigeneohaften.  Die  Spezialisierung  der  Ans&tse  (1)  und  (2)  ist  im 
Tontehenden  auf  die  kflneste  Weise  dnreh  Übertragung  and  Kom- 
bination der  Reenltate  der  Yorigen  Kapitel  dorchgeffikrt  Wir  woUen 
uns  aber  mit  dieser  Ableitung  nicht  begnflgen,  sondern  non  anch 
noch  den  direkten  metiiodischen  Weg,  wie  er  in  §  55  angedeatet 
isti  wenigstens  so  weit  gehen,  daß  die  neuen  Fragen,  die  auf  ihm  be- 
gegnen, erledigt  sind.  Diese  Fragen  betreffen  das  Verhalten  von 
polaren  und  axialen  Vektorkomponenten  dpTi  verschiedenen  Dedc- 
bewegungen  fregenüber  und  haben  ein  selVtstäinliges  Interesse. 

Wir  gehen  aus  von  der  skalareu  Funktion  ^3) 

die  wir  anf^das  Hauptachsensystem  besogen  denken,  nnd  tramfoi^ 
mieren  diescdbe  auf  ein  dem  Ansgangssjstem  nach  den  Torausgesetzten 
Deckbewegungen  gleichwertiges  Achsoiflystem.  Es  muß  dann  die  nene 

Form  dieselben  Parameter  aufweisen,  wie  die  alte;  die  Bedingungen 
hierfür  enthalten  die  der  bez.  Deckbewegong  entsprechende  Spesüaä- 
sierung. 

Zunächst  wollen  w  n  die  Deckbewegungeu  erster  Art  in  Angriff 
nehmen,  die  aus  dem  Vorhandensein  von  Symmetrieachsen  resultieren, 
und  wiederholen  hierfür,  was  schon  mehrfach  benutzt  ist,  daß  diesen 
Deckbewegungen  gegenüber  polare  nnd  axiale  gnriobtete  GrOfien  |^e- 
liebiger  Ordnung  sich  gleichmäßig  Tcrhalten. 

Wir  nehmen  an,  die  Z-Achse  sei  eine  ii^jendwieTiebiUige  Sym- 
metrieachse,  es  mOsse  also  eine  Substitution  Ton  der  Fonn 

Ui  -  Ü^'e  +  U,'8,       =  -  U/s  +  U/c,    U,  -  ü^'  (16) 

und  Alf*  f?TTn.lnrfp  für  1',  wobei  c  den  Kosinus,  s  Hen  binue  des 
Drt  liungswmkels  if  bezeichnet,  die  Funktion  S  mit  sich  zur  Deckung 
bringen. 


Digitized  by  Google 


i       Der  methodische  Weg  zur  Einfflhrung  der  Sjmmetriefigenscbaften.  317 
Die  durch  Substitution  erhaltene  Form  lautet 

IKe  Yergleichung  4er  FAktonn  toh  Ü^Vif  i\y\,  Ui^t  and  U^y\  in 
>8  HBd  8'  liefert  nur  swei  Benehniigeii 

INewIben  sind  identieeh  eiftllt|  wenn  s  sin  9  —  0,  die  Aehie  also 
iweisfthlig  ist;  in  anderen  FUlen  ftUtren  sie  aof 

—  ^nt    hl  ^  ~  ht' 
Die  Faktoren  tob  r,r,  und  ütV,  liefern  stets 

die  von  U^V^  und  {/gF^  analog 

Somit  ergeben  sich  die  folgenden  Schemata 

ftbr  A  »,  il  W,  A  «:  J„,  ^„  0;     Z»,,     O5  0, 0, 

woraus  durch  zyklische  Vertauschung  folgt 

ftT^»:  «II,  0, 0;  0,  i„,  1»;  0, 

mr  4,W,  A  W,  A  «:  «,„  0, 0;  0, 0, 

Durch  die  Kombination  dieser  Selieraatu,  wubei  jederzeit  Ha« 
NuUwerden  eines  oder  das  einaüder  Gleichwerden  zweier  Parametör 
bestehen  bleibt,  erhält  mau  sogleich  die  Parametersysteme  für  alle 
Gruppen,  die  nur  durch  Symmetrieachsen  definiert  sind,  und  somit 
auch  die  ganxe  Übbelle  Ton  8.  312.  — 

Wir  wenden  un|  nun  den  Deekbewegungen  «weiter  Art  su  und 
untermiehen  suniohst^  welehe  Bedingungen  die  Annahme  einer  vbl  einer 
Koordinatenachse  normalen  Sjmmetrieebene  sur  Folge  hat 
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Steht  die  Symmeirieebeiie  normal  zur  Z-Achie^  eo  entspricht  ihr 

bei  polaren  Vektoren  eine  einfache  Spiegelung  in  der  XT-Ebene^ 
Bomit,  wenn  U  den  polaren  Vektor  bes&eiclinety  das  System  von  Traus- 
formationsfonueliL 

Fl -17,',  tr,-.f/,',  17, —  Vi.  (18) 

Bei  axialen  Vektoren  ist  mit  der  Spiegelung  eine  Umkehrung  des 
Vorzeichens  des  Vektorwertes  verbunden^  denn  die  Spiegelung  Ter* 
wandelt  ein  direkte«  in  ein  inTerees  Koordinatenkreius.  Beiteiehnet 
somit  F  den  aauakn  Yektor,  so  gilt  jetst 

y.=-y^,  y, —  y^,  y^^-yi-  a») 

Hieraus  ergibt  sich  für  den  transformierten  Skalar  8,  falls  JJ' 
und  V  verMshiedenartige  Vektoren  sind» 

Die  Vei^leichung  mit  dem  Wert  (15)  von  lietert  als  Bedingung 
für  die  Existenz  d^  zur  Z-Achse  normalen  Symmetrieebeue 

2i,  —  ^  —     —     —  0, 

also  das  Schema 

für  E.'.  Ü,  0,  i„i  0,  0,  i,,;  l^,  /.„  0.  (20) 

Eine  lyklisehe  Vertanschnng  ergibt 

fllr  E,:  0,  l,,,  Z„i  1^,  0,  Oj      0, 0,  (21) 

Endlich  ist  noch  das  Vorkommen  einer  mit  der  Achse  zu- 
sammenfidlenden  Spiegelaclise  zu  berQcksichtigen.  Die  dieser  Spiegel- 
aefase  zngehori^e  Df  ckhewegung  ist  eine  Drehung  am  ±^  90^  um  die 
Z-Aclis^  mit  daraui'  folgender  Spiegelung  in  einer  anr  i^-Achse  noi^ 

malen  Ehene. 

Führen  wir  ein  intermediäres  Komponentenaystem  K,",  . . , 

nach  dem  um  -\-  90°  gedrehten  Achsenkreuz  ein,  so  erj?ibt  sich,  zu- 
nächst tür  polare  und  axiale  Vektoren  nocli  übereinstimmend,  nach  ^16) 

Für  das  polar  angenommene  ü  gilt  dann  weiter  nach  (18) 

£7.  " -£/,',  ü,"-ü;,  u,"--,u;. 

also 

U,'±ü,',    f7,=  +l//,    ü,  Oi'.  (22) 
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H]iig«gea  güt  für  daa  axial  gedachte  V  nach  (19) 

F'"^        V'      F"—        V*      V"  —  V 

F.=.±F,',    K,-r,'.  (28) 

Die  Kombjiiatiun  dieser  Formelii  ergibt  im  Falle,  daß  ü  und  V  ver- 
schiedene Natur  besitzen. 

Die  Vergleich uug  mit  (15)  liefert  als  Bediuguugea  fUr  die  in  die 
«^Achse  fallende  Spiegelachse 

Hicraiii  cigibt  sich  scfalieBUch  das  Parametersystem 

ftr      hu  ^,  Oi  k,,  -  ^11, 0;  0,  U,  0,  (24) 
und  dmch  i^hliache  Vartaaschimg 

für  6',:  0,  0,  0;  0,  l^,       0,  ^,  -  i,,.  (25) 

Dia  Kombination  der  vorstehend  fttr  den  Fall  eines  azentrischen  Vor- 
ganges abgeleiteten  Beziehungen  führt  sa  den  Parametersyitemen  der 
Tabelle  auf  S.  314  u.  315  mrück. 

§  170.  SeclBcimg  daa  (MfSBiiiiigaTOvg&uges;  Sigensohaltan  dar 
efnaalnea  Teile*  Wir  wenden  uns  nunmehr  einer  allgemeinen  Be- 
tnushtiing  der  physihaliachen  Bedentnng  der  AnaEtae  (1)  und  (2)  zu, 
wobei  wir  der  Anaehaulichkeit  halber  die  Liteipietation  des  Ve^n  ü 
als  einer  Strömung,  dea  Vektors  V  ab  der  sie  treibenden  Kraft  oder 
F^dstörke  beibehalten. 

Der  oben  nachgewiesenen  Bedeutung  der  Parameter  resp.  Jfc^^ 
tragen  wir  dadurch  Kechnung,  daß  wir  die  rechten  Seiten  der  Systeme 
(1^  und  (^)  in  zwei  Teile  zerleixen,  von  denen  der  erste  nur  von  den 
bezüglichen  Teuhor  komponenteu,  der  zweite  nur  Yon  den  entsprechen- 
den Vektorkomponeuteii  ubhänijt. 

Das  Schema     j  läßt  sich  dann  tolgendermaßen  schreiben 

l^t-^i+^i,   i^i-^.+  ^t,   ü.-Ü.i'U.i  (26) 

^.-[»i>^,  +  /.,F,  +  r.3^«,  _  (27) 

^9"^!  ^  1  +  I9»  ^ «  +  ^       wobei      =  i,^} 
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U,-i,v,-i,r,.  (88) 

Wir  imtenindiaii  nanmelir  die  EigeDwshalleii  dieier  beiden  StrSmnnge* 
teile  gesondert. 

Zur  Deutunpf  von  ü  knüpfen  wir  an  die  zentriscKe  Flache  zweiten 
Grades  an,  di(>  oben  als  Tensorf liehe  [f)  bezeichnet  wurde,  und 
deren  Gleichung  nach  (7)  lautet 

ki^  +  i^iy*  +  i««*  +  2(1«^*  +  TttJrar+         -  ±  1.  (29) 

Wir  l^en  in  diese  Fläclien  einen  Radiusvektor  r,  der  die  Fläche 
in  einem  Punkte  |,  ij,  ^  triö't,  und  konätruieren  in  diesem  Punkte  eine 
Tangentenebene  an  die  FUlehe.  Die  Gleiehnng  derselben  lautet  dann 

imd  iai  sn  ToigleielMn  mit  der  aUgemeixiaB  Qleiohimg  einer  Bbane^ 
deren  onnale  die  Lange  n  und  die  RiehtnngBkoainna  a,  fl,f  bentat, 
nSmlich  mit  ,  ^  , 

Man  erbiUt  ao 

^ul  +  ^.'i+iuS--^,  ...  (31) 

Legt  man  nim  den  BadinareUor  r  panüleL  der  Biebtang  der 
treibenden  Kraft      so  ist 

oder  wenn  c  eine  Koustaiite  bezeichnet, 

i^cv,,  n-cy,,  g-cr,.  (32) 

Die  Gleidinngen  (81)  nnd  (27)  liefern  hiermit 

cr,«-^,  i  (33) 

oder  auch  „    _  _ 

üi'.U^iU^^a.ß.y.  (34) 

Die«*^  "R»^ziohunj^  gibt  einon  anschaulioben ,  durch  die  Tensorfläche  [l] 
vermittelten  ZusammtnbriTitr  zwischen  der  treibenden  Kraft  Fund  dem 
StrömüTigsanteil  U  Aufdruck. 

Legt  man  einen  Radiusvektor  r  parallel  zu  der  Kruft  V 
.  in   die  Tensorfläche  [l].   dann  liegt  der  auf  V  hnruheude 
Ström  ungsaiiteil  U   parallel  zu   der  Normalen  v    ;ni  f  der- 
jenigen  Ebene,   welche  die  Fläche  im   Endpunkte   von  r 
berührt 
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Wmtir  fblgk  auf  (39) 

^tr«-^,  (85) 
od«r,  da  nadi  (32)    —  c^F*  ist,  andi 

r»a«  -  ^ .  (36) 

Läßt  man  Ronach  V  in  allen  möglicliea  Kichtungen  mit 
gleicher  Stärke  wirken,  bu  variiert  ü  indirekt  proportional 
mit  dam  Produkt  aua  dem  aa  V  parallelaa  EadiuffTektor  r  in 
di«  Normale  n  auf  der  Tangentenebene  in  aeinem  Sadpunki 
Yariiert  dagegen  hierbei  V  proportional  mit  r,  so  Ü  pro- 
portional mit  1/n, 

Da,  wie  oben  geeagi^  in  vielen  Füllen  der  Anteil  ?  an  der 
StrSnmng  eine  streng  yerschwindeade  Gtrdfie  besitzt  und  in  andern 
m  klein  ist,  am  sich  der  Wakmehmmig  tm  bieten,  so  besitzen  die 
vorstehenden  beiclen  Regeln  ein©  sehr  weitgehende  Bedeutung.  Wir 
gehen  auf  eine  Diskussion  dcrselbf^n  erst  weiter  unten  ein  und  wenden 
uns  jetzt  sogleich  der  Betrachtung  des  anderen  Teiles  Ü  von  ü  zu, 
der  einem  sehr  einfachen  Heaetz  folgt.  Nach  bekannten  allgemeinen 
Besultaten  sagt  das  System  (28)  nämlich  über  ihn  aus: 

Der  Strom  unirsanteil  steht  normal  auf  der  Ebene  der 
Vektoren  l  und  T  nach  derjenigen  Seite  hin,  in  bezug  auf 
welche  eine  positive  Drehung  den  Vektor  i  in  K  überführt, 
nnd  bat  die  GrdAe 

r-lFein(;,  r).  —  (37) 

Genau  dieselben  Oberlegangen  kami  man  auch  an  den' Ansäte  (2) 
anknttpfen  nnd  bilden 

^1  -  ^1  +         '  ,     r,  +  V„    }\ -  F,  +  F,;  (38) 

*«ii4  +  Ä^^t,  wobei 

r,^Ä^^/,~A,^/„  (40) 

Durch  diese  Formeln  ist  die,  euie  be^li^llUlte  Strömung  U  l^ewirkende 
Kraft  V  in  zwei  Teile  F  und  V  y^rlegt,  die  ie  nur  von  dem  Tensor- 
tripel  reep.  dem  Vektor  der  Widerstaudskoustantea  Ä^^y  abhängen.  In 
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bMUg  anf  den  ersten  Teil  V  gelten  den  obigen  anaU^  SfttM»i  die  an 
die  Teneorfläche  [k]  von  der  GleiGliiiiig 

-h       +  ÄM««  +  2(fn!f'  +  K»»  +        -  ±  1  (41) 

anknüpfen  and  lauten: 

Legt  man  parallel  zu  der  Strömung  U  einen  Radius- 
vektor r  in  dip  Tensorfläche  [Ä],  Hann  fällt  rler  zn  ire- 
hörige  Anteil  V  der  treibenden  Kraft  in  die  Kichtung  der 
Normalen  n  auf  derjenigen  Ebene,  welche  die  Fläche  [k]  im 
Endpunkt  von  r  berührt. 

Läßt  man  U  hei  konstanter  Größe  alle  möglichen  Rich- 
tungen annehmen,  bo  variiert  hierbei  V  indirekt  propor- 
tional mit  dem  Produkt  aus  dem  Radius  r  in  die  Normale  n. 

Wiederum  besitzen  diese  Sätze  eine  besondere  Tragweite  deshalb, 
weil  in  vielen  Fällen  der  zweite  Kraftanteil  V  nicht  existiert,  V  also 
die  G^amtkraft  darstellt.  Li  diesen  Fällen  kehrt  man  den  zweiten 
der  obigen  Siise  passend  so  um,  daB  man  T  bei  konstanter  Stfrke 
alle  möglichen  Bicktungen  annehmen  UBt.  Ea  variiert  dann  U 
direkt  proportional  mit  m, 

BesflgUeh  des  sweiien  Anteiles  F  gilt  nach  (40)  der  Sats: 

Der  Kraftanteil  7  stekt  normal  auf  der  Ebene  dnrok 
die  Vektoren  k  nnd  ü  nack  der  Seite  kin,  um  die  eine  posi- 
tive Breknng    in  Z7  überfflkrt,  nnd  kat  die  Gr5Be 

r-^kü  Bin  (k,ü).  (42) 

§  171»  IHsknsaion  spealeller  Fllle.  Die  Tensoiflloken  [l\  und 
[Jb]  bestimmen  sick  voUs^dig  durch  die  QrSJto  nnd  Lage  der  Ten- 
soren {[1  hit  hn  >^>P*  weleke  die  Haaptleitfahigkeits-  vesp. 

die  Hauptwiderst nndskonstanten  des  Kristalles  darstellen.  Die  Haupt- 
acksen  der  beiden  TensorÜHcben  fallen  in  die  Riebtungen  dieser  Ten- 
soren und  sind  in  ihren  Größen  mit  den  reziproken  Wuracln  aus  den 
betreffenden  Tensoren  identisch. 

Über  die  Lage  der  Tensoren  gegen  die  Kristalle  ist  in  §§  146 
bis  148  gehandelt,  und  die  bezüglichen  Resultate  sind  in  den  Tabellen 
S.  270  nr.d  274  zusammengestellt.  Letztere  ergeben,  daß  häufig, 
aber  kemeiswegs  immer,  die  Tensoren  [/]  in  dieselben  Richtungen 
fallen  wie  die  [k].  Allgemeine  Beziehungen  zwischen  ihren  Lagen 
werden  im  nächsten  Abschnitt  abgeleitet  werden. 

Wae  den  Habitus  der  Tensorflädien  angeht^  so  sind  dieselben  naok 
(29)  und  (41)  Ellipsoide  in  dem  Fall^  daß  alle  drei  Tensoren  l^,  Zq,  Im 
resp.      ha,  ^  das  gleicke  Vomieken  besitsen,  dagegen  Kombina- 


Digitized  by  Google 


1 171.  DiikoMiim  tpciielkr  Vtilew  8]^3 


tioneu  von  ein-  und  zweischaligeu  Hyperboloiden  m  dem  Fall,  daß  bei 
ihnen  eine  Yersduedenheit  der  Yoraaidien  statiliAi  Diese  beiden  Typen 
ergeben  bert^^eh  dw  Winkels  iwisdun  V  und  U  resp.  Einsehen  ÜnaA 
Vp  wie  sneh  besfl^idh  der  Gxdfien  Ton  U  mid  V,  auf  die  sicih  die  Sfitae 
Ton  S.  821  nnd  ^2  beneben,  meiUieb  Tecsehiedene  BesDUato. 

Im  FaUe  gleicher  Vorzeichen  aller  Tensoren  erreicht  der  Winkel 
MTischen  r  and  U  re.p.  >wi.ch«n  ü  und  F  m.m<d.  f «,  bleibt  viel- 
mehr  im  allgemeinen  erheblich  damnter.  Die  Länge  des  RadiusTek- 
tom  r  nnd  der  Normale  n  behalten  beide  endliche  Werte.  Im  Falle 
vtrscliip Jener  V  orzeichen  kann  der  Winkel  zwischen  V  und  reep. 
zwischen  U  xmd  V  biä  auf  X  ansteigen,  r  den  Wert  Unendlich,  n 
den  Wert  Noll  iimiehmen. 

Die  Figuren  116  unti  117,  weiche  je  einen  Ä  1 -iiauptöchnitt  der 
[2]  Flache  in  den  genannten  beiden  FUlen  darstellen,  erläntem  dies. 


* 

n«.  u«.  VI»  UT. 


Mlen  die  HanptMhsen  in  die  Koordimteneehsen,  so  wird  ans  (27) 

Sind  dabei  Ij  und  beide  positiv,  ist  aleo  die  Schiiittkurve  eine 
Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  =  l/lZ/j,  b  =  l/]/^jj,  so  sind  die  rela- 
tiven Lagen  von  r  und  n  die  in  Fig.  116  in  drei  speziellen  FSÜen 
(1,  2,  3)  dargestellten.  Ist  hingegen  ^  >  0,  la<0,  ist  also  die 
SdinittlniTTe  ein  Hyperbelpasr  mit  den  Hitlbadiaen 

so  sind  die  Yerhältnisse  die  kompUaerteren  in  Figur  117  för  fünf 
Lagen  (1  bis  5)  dargestellten. 

■ 
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Id  Falle  (1)  liegen  r  und  «  in  dar  X-AdiM^  nnd  swv  bade  nadi 
der  pofitiTMi  Btikib,  wann  ^  >  0;  bei  posüiTer  Dnhnag  TOn  r  diafat 
moh  »  in  negnÜTtf  Bichtiuig  (FUl  9);  dw  Winkil  swiwlieii  beiden 
iik  dn  recbtery  w«nn  r  mit  dir  Asymptote  paraM  wild  (Fall  3), 
Hier  irt  dann  r  »-  oo,  »  0.  Bei  weitflnr  Drohong  von  r  is^  vm 
einen  stetigen  Fortgang  der  Richtung  Ton  n  zu  erhalten,  dieses  nach 
dor  entj]fegengesetzten  Sfite  als  vorher  positiv  m  rechnen  oder  dip  zn  r 
gehörige  Tangente  in  dem  zweiton  Schnittpunkt  von  r  zu  konstruieren 
(Fall  4).  Erreicht  schließlich  r  die  +  l'  Ache,  so  n  die  —  If -Achse 
gtmaß  der  Formel  ^-1,,  V,  hei  /„  <  0.   rPall  r>\ 

Der  Wert  von  U  im  Falle  (3),  wo  wr  die  Form  0  •  oo  zeigt,  he- 
stimmt  sich  mit  Hilfe  der  für  die  Kichtuug  der  Asymptote  charak- 
teristiscdi^  Beziehung 

leicht  zu  Vy  —  2  l^ljj.  Ihm  entspricht  bei  gleichen  Vorzeichen  von 
Zj  und  für  den  Fall  des  größten  Winkels  zwischen  U  nnd  V 
(gegeben  durch  V^*:  Vt^^la-h)       Wert  Vy2lJ^. 

§  172.  Geometrische  Beziehungen  z wischten  den  Tensoren 
resp.  Vektoren  der  Leitfähigkeit  und  des  Widerstandea.  Für  ein 
Koordinatensystem,  dsm  mit  den  Hauptachsen  der  Leitfähigkeit  zu- 
itnunenfällty  müssen  nach  S.  309  die  Tensorkomponenten  l^f  l^^j  l^^ 
Tersohwinden;  fOr  ein  System,  das  in  die  HauptaduMU  des  Wideratandes 
fiUlt^  müssen  analog  die  k^^,k^^,  ^„  gleich  Nnll  sein.  Beide  Achsen- 
kreose  feUan  nadi  S.  309  aber  im  allgemeinen  keineswegs  ansammen. 

In  der  Tat  fblgt  aus  dem  Ansata  (1),  wenn  man  die  Determinante 
der  rechten  Seite  mit  ^  beseichnet,  gans  allgemein 

Kt^  —  Zjj^jj  —        ,    Ä:,,  ^  =  Zj,  ^jLi  —  (43) 


somit  also  a.  B. 

Bei  Voraussetzung  eines  mit  den  Leitfahigkeitsaehsen  anaammcn- 
üullenden  Aehsenkreoses,  ftr  welches  die  J/^^  Tersehwinden,  ergibt  dies 

^^J^a^kh/^f     •  (^) 

und  dies  ist  im  allgemeinen  von  Null  verschieden,  d.  h.,  das  Tensor- 
tripel  [h]  hat  >-h}*^  von  derjenigen  des  Tripels  [Z]  abweichende  Lage. 

Von  Ausnahmen  führt  diejenige,  daß  alle  lifl^J  'und  somit  / 
selbst)  verschwmden^  auf  den  in  §  16ü  erörterten  Fall  zurück,  iäin 
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andomr  triik  mty  wvm  swei  der  ^  f^teieh  KvU  aind,  mid  iomit  der 
Vektor  l  in  einer  Eoordixuiteiiaehee  liegt   Dieier  Fall  konuntj  m 

die  Tabelle  auf  S.  311  lelirt,  aelir  haafig  vor,  und  auch  bei  ihm 
stimmen  die  Riebtimgeii  der  Tensortripel  \J]  und  [k]  überein. 

Was  den  aus  j^egebenen  I^.  folgenden  Vektor /:  anbetrifft,  so  gelten 
für  seine  Komponenten  uaeh  (9)  nnd  (44)  Fonnelii  Ton  der  Q«0tali 

-  -  Ll/../u.  -  IM  +  k^(in  -  W]/2^  (40) 

Bei  Eininhraiig  der  Leüf ShigkeiteaehMn  lieferfc  diei 

*,  W^,...,  •  (47) 

imd  dicf^p  Formeln  zeigen  nicht  nur  —  was  von  vornherein  einleuchtet 
— ,  daß  mit  dfMii  \'pktor  /  auch  k  vprschwinHet,  sondern  außerdem, 
daß,  wenn  der  \  ektor  i  in  eine  Leitfähigkeitsachse  fällt,  der  Vektor  k 
in  derselben  Achse  liegt  Dieser  letzte  Fall  ist  nach  den  früheren 
Tabellen  sehr  häufig. 

§  178.  Die  UBeexe  TieitnUrigkett.  Die  Komponeote  der  Knit  V 
neeh  einer  beUebigm  Bicktiuig  •  iit  gegeben  dnrok 

—  Fj  cos  (5,  x)  +  F,  (JOS  {8,  y)  +  F,  cos  (s,  e) , 
also,  warn  «  in  die  Biehtong  der  Strömung  ü  gelegt  wird,  dnroh 

Setzen  tvir  ftr  die  F|  ihre  Werte  aaa  (1)  ond  llihren  die  Eiohtmig»» 
koainas  Ü,/U^«,    U,iU~ß,  ÜJU^y 

der  Strömung  ein,  so  dies 

(*u«»+ •••  +  (*»+ (^) 

Schreibt  njan  diese  b'ormel 

V~L,r„  (49) 

to  dr(kd[t  iie  die  Strömung  ü  durch  die  ihr  ponllele  Kraftkompo- 
nente F^  und  einen  Faktor  aus,  der  die  Rolle  einer  Leitfähigkeit 
spielt,  da  bri  ^rleicher  Kraft  V^^  die  Strömimg  sugleich  mit  diesem 

?"'aktor  wächst.  Man  nennt  Zi„,  welches  außer  von  den  ftir  den  Kristall 
charakteristischen  Parametern  ?v  nur  von  der  Richtung  der  StrÖmunj^  U 
abhängt,  gelegentlich  die  lineare  Leitfähigkeit  in  der  Richtung 
▼OD  ü. 
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Die  Größe  von  konstruiert  sich  leicht  geometrisch  mit  Hilfe 
der  Teuorfl&ohe  [A].   Wir  habeu  nämlich,  nach  (48)  und  (8) 

L,  ^—^  ,  (ÖO) 

und  dieser  Nenner  ist  nach  (41 )  das  reziproke  Quadrat  des  Radiue- 
yekton»     parallel  zu  ü  in  der  Tensorfläche  [AJ.    Man  hat  somit 

X.-r„«  (61) 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  lineare  Leitfäli  i 'j;k  ei  t  sich  mit 
Hilfe  der  Tensorfläche  der  Widerstände  beatimmt.  Der  Vektor  k 
spielt  dabei  gar  keine  Rolle. 

Der  vorstehenden  Betrachtung  kann  man  eine  analoge  zur  Seite 
iteUen,  bei  der  nur  Kraft  und  Strömung,  Widerstands-  und  Leitfähig- 
keitekonsteiitei  yertanaeht  sind.  Man  erhält  so  statt  (49) 

r-jr,i7.,  (52) 

wobei  CT,  die  Komponente  der  StrSmuog  in  der  Riditong  der  treiben- 
den Cmft  V  und      einen  Faktor  beseichnet»  der  die  RoUe  einer 

Widerstandskonstanten  spielt.  stellt  sich  dabei  dar  als  das  Quadrat 
des  zu  V  parallelen  Rodinsrektors  in  der  Tensorfläche  [7].  Indessen 
bat  diese  Besiehung  geringere  praktische  Bedeutung,  als  die  vorher- 
gehende. 

§  174.  Strömimg  unter  der  Wirkung  eines  Potentiales.  Wir 
haben  bei  der  Entwickuluug  der  allgemeinen  EigeuHciiaften  unserer 
Ansätze  (1)  imd  (2)  im  Interesse  der  Anschaulichkeit  den  Vektor  V 
als  eine  Strömung,  F  als  die  sie  treibende  Kraft  gedeutet.  Unter 
dieser  YoranssetBung  hat 

bekanntlich  die  Bedeutung  des  Uberschusses  der  Ausströmung  über 
die  Einströmung,  bezogen  auf  die  Volumen-  und  Zeiteinheit.  Dieser 
Übersdniß  wird  den  Znstand  an  der  betraobteten  Stelle  Terindeni, 
und  der  Ausdruck  ftr  diese  Änderung  liefert  im  allgeg^einen  eine 
partielle  DiflGBrential^eichnng  des  betreffenden  Torganges. 

Ein  speiieiler  FaU,  den  wir  sonSchst  etwas  eingehender  betrachten 
wollen,  ist  der,  daB  jener  ÜberschnA  Terscbwindet,  daB  also  in 

jedem  Volumenelement  die  Einströmung  durch  die  Ausströmung  voll- 
ständig kompensiert  wird.  Hier  kann  der  Zustand  stationär, 
d.  h.  die  Strömung  seitlich  konstant  sein. 
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Wir  woUen  demgem&ß  jetefe  U  ab  von  dar  Zeü  naabhfagig  und 

^^^^^^^-0  (53) 

Setaon  wir  in  dieae  Besiehimg  die  Ausdrftcke  (1)  ftr  UifU^,  17%, 

iO  nanltieri  eine  partielle  Differentialgleichung  fflr  V,  die  sich  be* 
sonders  ein&ch  daratelli,  wann  V  ein  Potential  hat,  nimlioh  ge- 
sohrieben  werden  innn 

äy»     — Ii- 

eibilt  man  anter  Radaioht  auf  (6) 


+  2  (i 


(54) 


Hat  dip  treibende  Kraft  V  ein  Potential,  so  enthält  also 
die  für  dasselbe  geltende  Differentialgleichung  nur  die  Ten- 
sorkomponenteu  der  Leitfähigkeiten,  nicht  aber  die  Vektor- 
komponenten. 

Ist  das  Medium  unbegrenzt,  d.  h.  tritt  keine  Nebenbedingung  zu 
der  Differentialgleichang  (54),  so  Terhalt  sich  das  Potential  O  ganz 
80,  als  wenn  der  Vektor  l  der  Leitfähigkeiten  gar  niebt  eoditäite. 

Wiblt  num  die  Hauptacheen  der  LätfSbigkeit  in  EooidinaAen- 
iebaen,  eo  wird  *  ^it ^»  ™d  erbait 

h^^  +  hi^^'k-ka'^^v,  (öö) 

Haben  Ii,  Ijj,  lju  dasselbe  (positiv  gewählte)  Vorzeichen,  so  kann 
mat)  die  Faktoren  der  Differentialquotienten  beseitigen  durch  die  Sub- 
atiLution  —     

'  =  iVx.  y-»]/^.  '-»Kr' 

wobei  Xf  noeb  Terfügbar  ist  und  in  den  Foimeb  nur  den  Zweek  bal^ 
l>  9>  I  ^  gleiebe  physikalische  Dimension  zu  geben,  wie  y,  a.  Man 
kann  etwa  aelaen 

dann  bezeichnet  die  Substitution  (56)  nach  S.  170  n.  f.  Dehnungen 
bzw.  Kontraktionen  des  Mediums  nach  den  Koordinatenachsen,  bei  denen 
ein  Parailelepiped  mit  Kauten  pHrallel  diesen  Achsen  sein  \  oiumen 
beibehält  and  bei  der  somit  allgemein  die  Dichte  nicht  g^ndert  wird. 
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Di«  Fnnnol  (55)  laatol  nmaaskr 


•  +  äii«  +  ä*»  -  (^) 


§  175,  Das  Potential  eines  QuellpunktoB.  Eine  partikulare 
Lösung  dieser  Gleichung  für  den  L'anzen  Kunm  mit  Ausnahme  des  aus- 
»ischliefienden  Koordinatenftulaugb     =  ^  «>  ^     0)  ist  gegeben  durch 

(59) 

wobei  r*— 5*+  9*+  j*;  sie  «ntipriolit  in  dem  gljj- Räume  dem  Vor- 
liiBdenMiii  eiiiM  Repubioitözentnims  ftlr  die  Kraft  V  an  der  Stelk 
I  —  9  5  »  0,  welches  nach  allen  Seiten  «ine  gleich  starke  Wirkung 
fibi  In  der  Tat  sind  bei  dieser  L<lsimg  in  dem  Jtlj-Raume  die 
Flächen  konstanten  Potentiales  Kngelu  um  den  Anfangspunkt 

In  dem  «y#-fiMime  gilt 

0  ^  (60) 

hier  sind  eleo  die  Potentialfliehen  EUipseide  toh  der  Oleichnng 

Die  spezielle  Flache  von  der  Qleichung 

bezeichnet  man  nach  Lamä  gel^entlich  als  das  „Hanptellipsoid 
der  Leitfähigkeit.  Die  Tensorfläche  [l]  der  Leitfähigkeit  beaitrt 
bei  BenutEong  derselben  Achsen  die  Qleichong 

«,«•+»„#'+ «m«*-!,  (62) 

die  beiden  EUipsoide  liegen  also  gleichmäßig,  \md  die  Hauptachsen 
des  einen  sind  reziprok  au  den  Tlauptaeliseu  des  anderen. 

Ware  kein  Vektor  l  resp.  k  vorlianden,  fielen  nl«o  nach  S.  310 
die  Teusortripel  [Z]  und  \1c]  iu  dieselben  Hichtnngon,  und  besäße  die 
Gleichung  Ifrj/j  =  •  ■  =  1  Gültigkeit,  no  winde  die  durch  iOlj  ge- 
gebene OberÜäche  mit  der  Tensorüüche  [k\  ideutiäch  sein.  Im  allge- 
Ift  diee  aber  keineswegs  der  FklL 


§  176.  Allgemeiner  COiankfteor  dmr  StrOnuing  infolge  eine« 
Onellpniikle«.  Wir  wollen  nunmehr  die  BtrSmimg  hetmefaten,  die 
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§  176.  Allgemeiner  Charakter  der  StrOmnng  infolge  eines  Qtt^piuiktot.  229 

dem  Potentialwert  (59)  resp.  (60)  entspricht.  Für  deren  Eomponemteo 
gelten  bei  HinfiUiiiiiig  der  HanpÜeitf&liigkeÜBaGheeii  die  Formelii 

uud  bei  Existenz  eines  Potentiales 

Diese  Formeln  wollen  wir  auf  das  J^j-System  trajasformieren. 
Dabei  ist  einerseits  zu  berücksichtigen,  daß  nach  (Ö6) 

5«  -      y  h'  dv"  cn  y  In'  di     dhV  ha        ^  ' 

ist;  andererseits  ist  zu  bedenken,  daß  die  Strömung  als  das  Produkt 
ans  GeBekwindic^t  in  Diekte  flieh  gleiohfrUs  an  der  Tnmsfonaetion 
befeeUigea  wird.  Denken  wir  nach  dem  am  Sehlnß  von  §  174  Ge- 
lagfeen  die  Diekte  aib  hei  der  Tranafoxmation  nngeinderl^  eo  wird,  den 
Formeln  (66)  entspreehendy 

v,-Vi,y'f,  p.-fl.i/'f  (w) 

SU  setzen  und  wwden  die  Uj^  ab  StrGmmigBkomponeiiten  im  |f 9)-B«Qme 
sn  bezeichnen  sein. 

EtM  man  mm  noch  ab 

T^"'"  vre"*" 


SO  esrhalt  man  schließlich 


(68) 


IKese  Ausdrücke  für  die  Stromnng  bleiben  also  auch  im  Raum  %X^l 

von  dem  Vektor  l  der  Leitfübitrlrfit  abhan^ijr.  Die  Kolle,  welfbe 
derselbe  spielt,  erkennt  man,  wenn  man  vorübergehend  /  und  somit 
die  gleich  Null  nimmt.  In  diesem  Falle  verläuft  im  iiaum  yl^j 
die  Strömung  U  normal  zu  den  Flächen  0  ^  konst.  Das  Auftreten 
des  Vektors  l  bedingt  somit  eine  Abweichung  von  ilir^vt  Richtung. 

Der  Sinn  dieser  Abweichuiii^;  läßt  sich  in  dem  oben  h^-tnuOitoten 
Falle,  daß  die  Knift  V  ein  liepuLsionszentrum  im  Koordiiialenaiiiung 
besitzt,  leicht  anschaulich  machen. 
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YI,  Kapitel   Weebtetbendlnmgeii  zwiBchen  zwei  Vektoren. 


Da  ^  «IIA  Funktion  nur  Ton  !*+  9*+  3*»  t*  iil^  lo  wird 

und  die  AuBdriicke  (G8)  lauten 


ttt-".^(E-«.y  +  U), 


Drücken  wir  die  Strömung  U  durch  das  Produkt  aua  der  Dichte  ^ 
in  die  Geschwindigkeit  aus,  so  kdimeii  wir  BetEen  ffä^dt, . . , 
und  erhalten  so  die  Beziehungen 

»<»i-"v-a-(.>)  +  t.j), 

Diese  Formeln  haben  eine  sehr  einfache  Bedeutung,  die  am  leich- 
t^sfoTi  zu  erkennen  ist,  wenn  man  je  alle  Stellen,  die  auf  derselben 
Kugelriiiche  um  den  Koordinatenanfang  liegen,  für  die  Betrachtung 
zusammen  fußt,  für  dieselbe  also  r  konstant  anuininit. 

Dann  stellen  die  ersten  Glieder  der  Formeln  (71)  nach  S.  ITU 
eine  allseitige  Dilatation  jeder  dieser  Kugeln  mit  der  Ge^ichwindigkeit 
mL/x^  dar,  die  Übrigen  Olieder  aber  nach  S.  159  eine  Drehung  jeder 
dieser  Kugeln  nm  eine  Aehse,  deren  Riditung  mit  dem  aas  den 
Komponenten  t^,  t^f  ^  ^  bildenden  Vektor  f  siuammenla]lt>  und  swar 
mit  einer  G^esohwindigkett»  die  doich  mXf/i*  gegeben  wird.  Der  Vek- 
tor I  ist  der  Snbstans  indiTidueJl;  und  da  nach  (67)  gilt 

80  fallt  seine  Richtung  nicht  mit  derjenigen  l  zusammen,  die  dnrdi 
die  Transformation  aua  l  wird,  und  für  welche  nach  (56)  gilt 

Die  Hiclituiig  des  Vektors  t  geht  vieimeiu'  bei  der  Traustorniation 
Ton  dem  System  jt)5  in  das  xtfB  über  in  die  Richtung  des  A'ektors  k 
der  Widerstände,  sie  entspricht  alnu  dieser  iiichtuug  in  dem  Svätem  ^1^^. 

In  der  Tat  ergibt  sidi  aus  (07) 


und  dies  ist  nach  (47)       —  jkj :    •  . 
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Wir  haben  demgemäß  folgende  komplixieite  Bttdehuiig. 
Bildet  man  durch  die  Substitution 

V-^Vt'    '-iV^'  i'-Wim 

4«n  phjdlatiBclien  Raum  xif0  in  mnm  Ranm  %m  ab,  bo  stellt  doh  in 
diesem  Baum  die  durch  (60)  V)edino;te  Strömung  an  jeder  Stelle  dar  als 
^0»  Superposition  einer  Yerschiebung  in  der  Richtung  dea  fiftdiusTektois 

▼om  Koordinatenanfans^spunkt  und  einer  Drehung  nm  diejenige  AollM^ 
welche  im  Räume  jl)^  dem  Vektor  k  im  Räume  xyz  entspricht. 

Es  iäi  klar,  daß  die  Verbindung  dieser  beiden  Bewegungearten 
eine  Art  von  schrauhenfTlrmig  verlaufeudeu  Stromlinien  im  Räume  jyj 
ergeben  muß.  Das  Genauere  erkennt  man  durch  die  folgende  ein- 
fache Rechnung. 

§  177.  Ufturtmiming  der  Stromlinien.  Da  die  Gleiehungeu  (71) 
die  OeflohwindigkeitekompoBenteo  flir  die  9tr5mang  dwetellen,  so 

liefert  die  Elimination  der  Zeit  tma  ihnen  direkt  die  Differential- 
gleichungen  der  Stromlinien  in  dem  -Räume.  Zum  Zwecke  der 
Jntegntion  ist  es  bequem,  die  3-AoliBe  in  den  Vektor  t  zu  l^n, 
somit  ?i  =    =  0  und  f >,  =  f  zu  setzen. 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  es  allerdings,  als  hätten  wir  zu  einer 
solchen  Veriügung  keine  Freiheit  mehr,  da  nach  S.  827  die  Z-,  und 
somit  die  ß-Achse  dem  Tensor  /j„  parallel  angenommen  ist.  Indessen 
läßt  uuB  die  frühere  Verfügung  über  die  Koordinatenachsen  noch 
immer  die  Möglichkeit,  das  Achsenkreuz  zu  drehen. 

In  der  Tat,  wir  hnben  eine  Tnaeftnmation  des  X90-  in  dem 
4(9§-Baiim  anagelBhr^  bei  dem,  dnich  bloße  Inderung  der  Aiihiea- 
längen,  das  TensoreUipsoid  |7]  m  die  Engel  [t}  fibergefOhrt  ist 
Diese  Transformation  gestaltete  sich  am  einfachsten,  wenn  wir  die 
Achsen  X,  Yf  Z  den  Tensoren  1^,  l^,  parallel  legten,  und  darum 
sind  wir  so  verfahren.  Wir  hätten  aber  aoeh  Ton  einer  beliebigen 
anderen  Lage  der  Achsen  X,  Y,  Z  nnsgehen  können.  Dann  hatten 
die  Transforraationsformein  allerdings  nicht  die  einfache  ^^estalt 
(501  resp.  (ß())  angenommen,  aber  das  Resultat  wäre  das  gieiche 
Fornitlsystem  (TO)  gewesen,  denn  dieses  spricht  ja  für  den  Raum  ru?^ 
die  Eigenachalt  der  Isotropie  bezQglich  des  TensortnpeiH  aus.  Somit 
dürfen  wir  auch  nachträglich  das  Achsenkreuz  'i.^^  beliebig  drehen 
and  doch  die  Formeln  (70)  resp.  (71)  benntsen. 

VerfSlixt  mm  nnn,  wie  oben  gesagt,  so  erblli  man  fOr  das  aene, 
%  «ntsprediend  orientierte  System  >  dessen  Aefasen  'S.*  nnd 

bdiebig  sind,  dis  swei  CHeichungen 

äix  ^' :  dfi'-  (S'-  f^O  :  (9'+  fj')  :  i'.  (72) 
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Die  erate  Ton  Urnen  eohreiben  wir 
xesp. 

+  Ij'dii')  -  s'<J9'  -  r^S'.  (73) 

Die  Eintühruiig  von  PolarkoordmateJi  in  der  Ü^'J) -Ebene  durch  die 
Beziehungen 

liefivt  lueraufl 

tdt'~t'dp\     also     f]ii(r')--p+koiut.  (74) 

Diopt  Gleichung         ans,  daß  die  Projektionen  der  Stromlimen  auf 
die  X'$''£bene  logarithmische  Spiralen  sind. 

Die  zweite  ans  (73)  folgende  Gleichung 

ergibt  mit  Hilfe  der  letaten  Resultate 

l!'-"?',    also    In  (r')  =  In  (i')  +  konBt.  (76) 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Schar  von  Kreiskegeln  um  die  ß  '^^^^^ui^ 
dar,  deren  Spitzen  im  Koordinatenanfang  liegen. 

Die  Stromlinien  in  dem  £'t)')'-  und  somit  auch  dem  {Q^-Ranme 
steUen  sich  also  dar  als  sehranbenfdnnige^  anf  Ereiakegeln  nm  die 
3'-AchBe  ▼erlaufende  Enrren,  die^  auf  die  3^'g'-Ebene  projisiert^  log»- 
ritiunisolie  Spiralen  liefeni.  Um  sn  den  wirUicben  Stromlinien  im 
XffM-Bxame  überzugehen,  hat  man  nur  die  durch  die  Fomielm  (66) 
gegebene  Abbildung  rückgängig  zn  madien,  resp.  also  den  Kaum 
gen^  diesen  Formeln  zu  deformieren. 

Dn  dip'je  Fnrmpln  oine  gleichförmige  Streckung  des  Raumes  j^j 
üdr-r  ^"'1)  nach  den  Arhsen  J',  f)',  3'  darsti'llen ,  bei  der  der  Ko- 
oidiiiatenaufaiig  seine  ^^telle  iniiebehält,  so  maclit  man  sich  leicht 
eine  Vorstellung  voti  dem  Verlaufe  der  Stromlinifü  in  dem  (physi- 
kalischen) xyz- iiiiume.  Sie  stellen  hier  schrauUeafüruiige  Kurven 
dar,  die  auf  elliptischen  Kegeln  aufgewunden  sind,  welche  letztere 
ihre  Spitzen  römüieh  im  Koordinatenanfang  haben.  AUe  Stromlinien 
gehen  Tom  Kooidinatoianfuig  ans,  welcher  das  Repulsionszentram 
för  die  treibende  Kraft  darstdlt;  dieser  Punkt  ist  sonach  ein  Quell- 
punkt  filr  die  Stromimg.  # 

Ist  der  Vektor  I «  0  und  somit  l-  =  0,  so  degenerieren  nat  h  (74) 
alle  Stromlinien  zu  Geraden  vom  Quellpunkt  ftus;  die  schrauben- 
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I  lT6w  Beveehiniiig  dir  HanqpükiniBlMiteB  am  BeolMidilaiigeii.  S88 


fSnnige  Krttmmmig  bernlit  also  anf  dieaeiii  Vektor.  Man  nennt  daher 
wohl  die  ihn  bestimmenden  Parameter 

ii-ÜL-IJ,   k-m-l»),  k-Hin-la) 

die  rotatorischen  Glieder  des  Ansatces  (1). 

So  wenig  sich  auch  eine  pimkißtmiige  Quelle  einer  Strömung  in 
Strenge  realisieren  läßt,  so  besitzt  die  vorstehende  Überlegung  wegen 
der  großen  Anschaulichkeit,  in  der  sie  die  Wirkung  der  rotatorischen 
Parameter  darstellt^  doch  ein  beträchtliches  Interesse. 

^  178.  Beieohiiuag  der  Hauptkonstanten  hus  Beobachtungen. 
Zum  Abschloß  dieser  allgemeinen  Entwicklung  wollen  wir  die  Frage 
«rSrteni,  wie  ans  Beobaohtangcu  Aber  Parameter  resp.  k/^^  ftlr 
irgendweldie  EoordiniAensjsteme  die  Lage  and  Form  der  Tensor- 
fliehe  ß]  resp.  [k]  abgsieLtsi  werden  kamt  IMsee  Frage  hat  große 
praktische  Bedeutung,  denn,  wie  die  speziellen  Anwendungen  der  Tor*  * 
stehenden  aUgemeinen  Überlegungen  zeigen  werden,  führen  die  Be- 
obachtungen der  Regel  nach  auf  die  Zahlwerte  irgendweicher  diesw 
Parameter.  Hauptsächlich  liefern  sie  die  resp.  k^,^,  die  mit  den 
rotatorischen  Qualitäten  des  Kristalls  und  daher  auch  mit  dem 
Vektor  l  resp.  k  nichts  zu  tun  haben,  uIbu  allein  von  den  Tensor- 
tripeln  [T]  und  [k]  abhängen,  somit  also  auch  direkt  zu  diesen  letzteren 
hinleiteu. 

In  dimem  Falle  hat  die  Berechnung  der  Hauptkonstanten  Ijj, 
Ijjj  resp.  hj^,  kj^,  kj^j^  und  der  Orientierong  ihrer  B^chtimgen  dntehans 
nach  den  8.  290  n.  f.  anseinandergesetEten  GnmdriUsen  an  erfolgen, 
denn  die  dort  als  Ansgangspnnkt  benntate  Qi9j&e  A  hat  die  Bigen- 
■ehaften  einer  Tensorkomponente  enter  Art,  geht  also  den  l^^  nnd  k^,^ 
TöUig  parallel. 

Um  grSßte  Analogie  in  der  Behandlung  des  neuen  nnd  des  alten 

Problems  herzustpllon ,  woUou  wir  zunn(?hst  einen  triklinen  Kristall 
letrachten  und  um  vorstellen^  es  sei  in  demselben  willkürlich  ein 
Achseusystem  XYZ  festgelegt,  und  wollen  die  Tensorkompouenteu 
in  bezuff  hierauf  mit  7,,,,,  7^,  resp.  Z»-^^,  /.^-  bezeichnen.  Die  Beobach- 
tung gebe  eine  Komponente  erster  Art  l'  resp.  k'  in  einer  Richtung, 
welehe  dnrdh  die  Kosinus  cc,  ß,  y  gegen  die  Achsen  X,  Z  bestimmt 
ist   Bann  gilt  ganz  entsprediend  der  Formel  (51)  anf  S.  290 

i'  -  iii«'  +  W  4-  i»/  +  inßy  +  i«y«  +  (76) 

imd  die  Beobaohtnng  von  V  in  sechs  noahhAngigen  Baehtangen  ge- 
■Mtet  die  Bestimmung  ron  2^,  . . .  Tt^*  ^®  Hanptleitfähigkeits- 
achsen  in  ihrer  Oiientieinmg  gegen  die  Achsen  X,  T,  Z  bestimmt 
dnroh  das  Schema 
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TL  Kapitel.  W«diMllMBilniagca 


«1 

hn 

(77) 


60  hestehen  daim  zwisckeii  den  l^^, . . .  2||  und  dea  ^  die  Be- 

ziebangen 


(T8) 


mit  denen  zu  Tex&hren  ist^  wie  S.  292  zu  dem  System  (51)  bemerkt. 

Bei  einem  monoklinem  Kristall  liegt  der  Tensor  l^jj  fest  in  der 
•  2^Achse;  er  ist  also  durch  eine  Beobachtung  in  dieser  Richtung  direkt 

7M  epwinnen.  Um  Größe  und  Orientiening  von  Ii  und  Zj^  7n  he- 
Rtiinin<n,  ist  davon  aussngehen^  daß  für  eine  in  die  XY-Kbeae 
lallende  Kichtung 

r-iu«'  + W  +  (79) 
is^  odflTi  wenn  ct-^ooi^,  ß^Wkif, 

V    i^^i  +  ^ti)  +  (hl  -  ^-.t'  cos      +  Z„  sin  2t^).  (80) 

Durch  Beobaehtoiig  von  V  in  drei  unabhängigen  Richtungen  der 
Xr-£bene  laBM  sich  die  Parameter  dar  |Qleichii]ig  (79)  oder  (80) 
bestimmen. 

Schließt  dann  ^  mit  X  den  Winkel        mit  Y  den  Winkel 
\7C  •—     eis,  so  ergibt  sich  wie  8.  291 

3^tt-~Ä-^;  ain2^., 

woraus  sich  Ii,     nnd      sogleich  berechnen. 

P>  i  Kristallen  des  rhombischen  Systems  liegen  alle  drei  Tensoren 
hf^f^  fest;  sie  bestimmen  sieh  also  direkt  dmeb  Beoboehtimg 

▼on  V  in  diesen  drei  Richtungen. 

Für  die  Kristalle  des  trigonalen,  des  tetafsgonalen,  des  hex^nalen 
Systems  wird  1^  durch  eine  Beobachtung  von  V  parallel  der  Haupt 

aehse  gefunden,  =  durcli  pine  in  einer  beliebigen  Hicbttmrr,  die 
hie!7.u  normal  steht.  Bei  regulareu  Kristallen  liefert  die  Beobachtung 
in  jeder  beliebigen  Richtung-  V     li=  hij- 

Genau  Entsprechendes  gilt  für  die  Parameter  k* 
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§  179.  SingullM  FSlle  von  Beobaohtnnfoifc.  Dm  Yonkdiaid 
fiber  die  Bestimmung  der  Lage  und  GidBe  der  Tensoren  Ij,  Zj^, 

TPsp.  Jijy  aus  einer  Tensorkomponente  erster  Art  Gesagte  ent- 

sprir  bt  durchaus  dem  in  §  löö  über  dio  B^^rochnung  der  thermischon 
Haupt dilatationen  Entwickelten.  Es  kommt  aber  bei  den  im  folgen- 
den zu  besprechenden  Vorgängen  noch  ein  Fall  vor,  der  bei  dem 
Problem  der  thermii>€hen  Jjxiutution  kein  in  Bukacht  kommendes 
Analogon  besitaEt,  und  der  deshalb  noch  erdrtott  weiden  eolL 

Gewieaa  Beobecktongen,  besonders  im  Gebiel  der  Wimeleitong^ 
die  sm  StrSmnngsror^nge  in  ebenen  Platten  inknApfen,  fliluran  anf 
Tensorkomponenteu  erster  Art  der  ßj  resp.  [k]  nicht  in  willkür- 
lich Torgegebenen  Riditongen,  wie  eben  angenommen,  sondern  in 
durch  die  kristallographische  Symmetrie  der  Platte  und 
des  Kristfills,  aus  dem  sie  ht  rc^estellt  i-^t,  bestimmten  Rich- 
tnn<4eu  Das  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  ein  für  die  Verwertung  der 
Beobachtungen  ganz  wesentlicher  Unterschied. 

Wir  wollen  eine  Platte  normal  zu  piner  beliebigen  Z-Achse  be- 
trachten und  darin  willkürlich  ein  A 1- Achsenkreuz  lestlegen,  auf 
welckee  sidi  die  Toisorkomponenien  l^,  1^^  belieben.  Ffir  ein 
anderee  Aebeenkreos  X'F'  in  dereelben  Ebene  gelten  andere  Tensor- 
komponenten  I^i,  2^,  T/,;  scUieBt  die  Z'-Aebse  mit  X  den  Winkel  9, 
mit  T  den  Winkel  \x  —  q>  ein,  so  gilt  nach  den  allgemeinen  Tians- 
foimationiformeln  auf  S.  137 

—  ?ji  cos"  9  +     sin'  y  +  2  i  jj  cos  tp  sin  9?, 

»  l^^  sin*  tp  -\-  /„  cos'  9)  —  2  i  IJ  cos  9p  sin  qp,  (82) 

f,',  —  —  (1^1  —  J„)  «JOB  y  sin  9  +  ^11       9  —  "i»*  9)* 

Nun  wollen  wir  das  Achsenkreuz  X' Y'  dadurch  bestimmt 
denken,  daft  f/t'^O  isi^  imd  annehmen,  die  Beobacktangamethode 
lieferte  die  sugehdrigen  wir  wollen  sehen,  was  sieh  kienuis 

für  eine  Bestimmung  von      4ty  ^it  wgi^ 

Aus  der  Bedingung  f/,—  0-  folgt 

(^11  ~  ht)  =  2 cos  2q)f 

und  da  Bugleieh  nach  (82)  ^^^^ 
=  fti  +  2»)  +  Pu         cos  29  +  21«  8in29>, 
^^M""      +  W  -  Äi  —  ^m)  cos  29  -  2li,  sin  2y,, 

so  ergibt  sich  folgendes. 

Lrt  aoBer  nnd  2^,  d.  h.  also  außer  den  Tensorkompooenten  in 
den  der  Bedingung        0  enispreohenden  Hanptriohtangen,  auck 


\ 


denn  Winkel  9  gegen  da«  willkOiliolie  ZF-Syeftem  mMn,  no 
liefam  diese  drei  Qleiolrangn  dueh  die  BaBehangeA 

Vi  +         ^1  +  ^> 

A'i-W«>»29-^»-I„,  (84) 

ft;-/^)  sin  29.  ^2/,. 

sogleich  /^i,  ^,1- 

Henddl  es  sieh  nm  einen  monoUinen  KzisteU,  und  ist  die  X  F- 
Ebeae  diejenige,  welche  die  beiden  Tensoren  ^  und  1^  enthält^  so  ist 
damit  das  PkohLem  Ton  deren  An&aeliiaig  auf  diejenige  Sinfe  gebracht, 

Ton  der  wir  im  vorigen  Paragraphen  (S.  334   ausjjingen;  es  ist  das 
Problem  dann  auf  die  dort  gezeigte  Weise  zu  Ende  zo  führen. 

Handelt  es  sich  um  einen  triklinen  Kristall,  und  stellt  man  die 
Yorstehoide  Betrachtang  für  alle  drei  Koordinatenebenen  XY,  YZ, 
ZX  an,  so  ergibt  flieh,  daß  die  Beobachtungen  an  mit  ihnen  parallel 
orientierton  Platten  alle  sechs  Tensorkomponenten  /,o.  ^33,  ?3i,  ?  12 
(die  erstt'ii  drei  sogar  je  zweimal)  abzuleiten  gestatten.  Es  wird  hier- 
durch (las  Problem  der  Bestimmung  der  Tensoren  l^,  /^j.  l^j^  nach 
Grüße  und  Kichtnng  wiederum  u-ui  die  Stufe  gebracht,  von  der  oben 
S.  333  ausgegangen  war. 

Es  muß  aber  betont  werden,  daB  die  Beobachtung  des  Winkels  ^ 
siebt  immer  mit  Qenanigkeit  ausfahrbar  ist  Wenn  man  daran£  yer- 
sichtei^  ihn  an  benntsen,  so  ergeben  die  Formeln  (83)  nnr  die  beiden  . 
Beilationen 

^.'i  +  Kr  -  \x  +  hu    Qu  -        -  (hr  -  InY  +  ^Fj, .  (85) 

Handelt  es  Bich  um  einen  monoklinen  Kristall,  so  katirt  mau  mit 
einer  Platte  parallel  der  X/-  und  einer  parallel  der  }'//'-Kbene,  in 
denen  die  iiichtungen  X  und  Z  resp.  )'  und  Z  nach  Symmetrie  mit 
den  Hauptrichtnngen  X'  und  Z',  Y'  und  Z'  /AiHammenfallen  müssen, 
Zji  nnd  ijs,  /,j  und  direkt  bestimmen,  liier  igt  dann  1^,  mit  Hilfe 
der  letzten  Formel  (85)  ohne  Benutzung  einer  Messang  von  q>  be- 
rechenbar. 

Bei  einem  triklinen  Kristall  liefern  drei  Platten  parallel  der 
XT-,  der  TZ-,  der  ZX- Ebene  je  ein  Formelpaax  der  obigen  Aiiy 
die  dann  rechnerisch  zu  kombinieren  sind. 

In  dm  Fallen  der  Wärmeleitung,  auf  welche  oben  (S.  335)  Bezug 
genommen  ist,  ergibt  die  Beobachtung  für  jede  der  beobachteten 
Platten  nicht  die  Absolutwerte  der  ij',,  /gj,  l^,  sondern  nur  ihr  Ver 
hältnis.  Man  kann  diesem  Falle  am  einfachsten  dadurcli  Rechnung 
tragen,  daß  man  die  nuf  eine  Platte  be/ügllchen  Olei  luingen  je  mit 
-einem  für  die  betreüende  Platte  charaktehstiBcheu  i^aktor  multi- 
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pliswr^  der  ab  unbekumto  Grölle  su  fUuren  ist  Man  «rkomt  so 
loiehi^  welche  Wirkung  der  genannte  TTmetend  aof  die  Bereehnungen  tllii 

Bei  den  Bj»fltalleu_  dee  rhombieehen  Systems  sind  die  Biobtnogen 
X'F',  . . für  welche  2/,,  .  . .  vefsch windet,  in  Platten  parallel  ixgend- 
einer  der  Hauptkoordinatenebcnen^  welche  diedTmmetrieformeln  Toraos- 
seteen,  sogleich  nach  Symmetrie  anzugeben;  es  sind  eben  di>  Huupt- 
koordiiiateuachsen  selbst.  Für  Kristalle  der  Systeme  IV  bis  VI  findet 
dasselbf  für  jede  beliebig  oriciiti'rre  Platte  nnfb  dor  herrschenden 
Symmetrie  statt;  die  bezüglichen  liiciitungen  liegeu  hier  parallel  und 
normal  zu  der  durch  die  i^-Achse  geheiiden  Meridianebene.  Hier 
wird  aläo  die  vorstehend  behandelte  Probleuiäteiiung  nicht  aktuelL 

Mit  dem  Vorstehenden  wollen  wir  die  allgemeine  Diskussion  der 
fondaaientelen  Ansfttee  (1)  und  (2)  absoUießen  and  nns  nun  der  Be- 
teaehftnng  der  eimwlnen  spesieDen  Eiseheinangsgebieto  snwendnii  in 
denen  dieselben  Anwendung  flndeiL  Nor  bei  einigen  Ton  ihnm  wird 
■ich  die  vorstehend  benutete  Dentong  mit  Hilfe  einer  Strömnug  und 
einer  dieselbe  erhaltenden  Kraft  direkt  aufdrängen;  aber  aneh  in 
andern  Fällen  erweist  sie  sich  gelegentlich  n&telich. 


II.  Abschnitt 
Blektrixititeleiiiiig. 

§  180.  Die  Grundgleichuugen.  \  on  allen  l^hiinomen,  die  auf 
der  Wechselwirkung  zwischen  zwei  Vektoi^ößen  beruhen,  entspricht 
dasjenige  der  elektrischen  Strömung  in  einem  metallisch-leitenden 
KiiiBtall  am  ToUstiadigsten  dem  im  yorstehenden  behandelten  Schema. 
Lmeiiialb  eines  isotropen  metallisch«!  Leiters  Terlangen  die  Sym- 
metriereshSltnisse  den  ParaUelismns  swischen  Strömung  U  und  treiben- 
der elsktrischer  Feldsttrke  E,  zugleich  gestattet  die  Erfahrung  (Gesets 
Ton  Ohm),  die  Strömung  der  Kraft  proportional  zu  setzen.  Die  ein- 
fachste Erweiterung  dieses  Ansatzes  auf  Körper  von  kristallinischer 
Struktur  «reschieht  durch  Aufgabe  der  ersteren  Beziehung  unter  Bei- 
bebHliuug  der  letzteren;  sie  scheint  nahezu  gleichz"ifiir  von  verschiedenen 
Autoren  ang»'wendet  worden  zu  Hein  und  führt  direkt  zu  dem  Ansatz  (1) 
aus  §  ll»4.  Iii  der  Ke^el,  insbesondere  bei  <len  meisten  stationären  Vor- 
^Oigeu,  besitzt  die  elektrische  Kraft  eine  Poteutialtunktion  <pi  in  diesem 
FsUe  nehmen  die  Systeme  (1)  und  (2)  von  S.  805  die  Formen  an 

0^,-ht^  +  \,B,  +  i„B,  ('n||  +         +'»lf)'  •••  ^8«) 

TBSp. 

E,  Ii  -  K,U,  +  k,,ü,  +  (87) 

Voigt,  KrlftMUpbjnik.  M 
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Die  Parameter  dieser  Formain  sind  die  elektrischen  Leitfähigkeitä- 
ntp,  W^errtandiküMtMiteiL  bgindeiDe  1»efehfSvkieiide  Banehniif 
findet  iwi8olie&  ümfiii  nidit  ftett;  der  VoigMig  iil  im  thermodyna- 
•  miiehniD  Biniie  iRermbel»  es  enatint  fiir  ihn  kein  ÜMrmodjnuniMsh«» 
Pofintial.  Die  Arbeit  der  tnibenden  Kraft  besteht  nicht  in  elektrischer 
Eongie  weiter,  sondern  setzt  sich  in  Wärme  (Joule- WSime)  mn^  ebsr 
et  gibt  SU  dieser  Umwandlung  keinen  reziproken  Yoigaag. 

Die  Ansätze  (8r»)  und  ('87)  sind  also  im  allgemeinen  mit  neun 
voneinander  unaHhärnriiren  Parametern  hphaftet;  die  letzteren  hp- 
stimmen  nach  dem  Inhalt  des  vorigen  Abschnitts  je  ein  Tensortxipel 
m  resp.  [k]  und  einen  Vektor  l  resp.  k,  welche  die  physikalischen 
Eigenschaften  des  Kristalls  bezüglich  der  Elektrizitätsleitnng  ans- 
d rücken.  Da  Potentialgradient  und  Strömung  beide  polare  Vektoren 
aindy  eo  Jet  der  diiioh  (86)  resp.  (87)  dargesteUie  Vorgang  sentriich- 
ejmmetrieeh;  dae  Tensortripel  [^J  resp.  [k]  iet  also  in  miierm  lUIe 
pohuv  der  Yektor  {  reep.  h  aadaL  Die  Exiatans  der  Vektoren  2  xeep. 
h  ist  nach  §  177  der  Aoidmck  ftr  die  M&^chkeit  rotatoriseher 
Vorgange,  und  die  Tabellen  auf  8.  311  u.  312  lassen  erkennen,  bei 
welchen  Kristallgruppen  dergleichen  im  Prinzip  möglich  Bind. 

Wie  sich  die  Parameter  und  Ä^j  durch  die  Bestimranngsstücfce 
der  Tensoren  und  Viktoren  ansdrflcken,  ist  8.  308  auseinandergesetzt. 
Ihre  Werte  hängen  ab  von  der  Orientiemng  des  Koordinatensystem« 
(auf  das  sie  sich  beziehen)  gegen  die  Tensoren  und  Vektoren. 

Von  diesen  Koordinatensystemen  sind,  wie  früher,  zwei  Arten  zu 
unterscheiden.  Einmal  kommt  das  Hauptachsensystem  in  Betracht^  das 
möglichst  gesetamäßig  gegen  dae  ohankteriitiBehe  Tensortripel  (und 
damit  auch  gegen  den  Vektor)  gelegt  ist;  auf  dieeee  beaiehen  eich  die 
Werte  der  Parameter  in  den  Tabdlen  auf  8. 811  u.  812.  Diee  System 
wird  bei  allgemeinen  Betrachtungen  durch  XTZ  beaeichnet. 

Sodann  wird  gelegentlich  ein  willkürlich  gegen  das  Hauptajetem 
OiiMitiertes  Koordinatensystem  X' Y' Z'  zur  Anwendung  gelaagen^ 
dessen  Achsen  durch  die  Form  des  der  Untersuchung  unterworfenen 
Kristallpräparats  an  die  Hand  gegeben,  /.  B.  bei  einem  rechtwink- 
ligen Pnrallelepiped  dessen  Kanten  parallel  gelegt  werden.  ^V'ir 
wollen  die  auf  das  Wilik  i'licb^^  System  X' Y' Z'  hezc^enen  Para- 
meter weiterhin  durch  l^.  und  /V^ ,  bezeichnen.  — 

Die  Beobachtungen  über  Elektrizitätsleitung  in  Kristallen  be- 
aiehen flieh  aiueeUießlieh  auf  den  station&ren  Zustand,  wo  die  StrOmung 
naeh  GrOAe  und  Richtung  zeiilieh  konstant  ist^  und  in  jedem  Volumen- 
dement  die  Einslj^ung  durdi  die  Attsstiömnng  kompensiert  wird. 
Hier  gilt  naeh  S.  326  die  Bedingung 
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d.  h.  BMh  (86) 

+  (i»  +  i»)       +     +  W        +  (»»  +  W  &  -  0-  (89) 

IKese  Foimdii  dad  ebeofowolil  auf  das  BaispMampAm.  XTZ 
ala  aueh  auf  daa  beliebige  X'Y'Z'  anzairandaiL  Wie  aohoa  8. 327 
bemerkt^  kommai  in  dieeen  Fonnek  die  roiatonadien  QualiiSteii  dee 
Eiialalla  nicht  zur  Oeltung;  ihre  Parametor  aind  aiuaehlieftlieh  die 
Komponenten  des  Tensortripeis  [r|. 

Ben  Torateheoden  Hanptgleiehiuigen  oidiien  deh  Oberflichei^ 

bedingnngen  zo. 

In  der  Grenze  g^en  einen  Nichtleiter  muß,  wenn  fi  die  Bichtnng 
der  Noxnialen  auf  dem  Fl&chenelement  bezeichnet, 

r,-o  (w) 

Bein,  refl|>.  bei  Rinfflhrui^g  der  JbLomponenten  u&Qh  den  Koordinaten- 
achsen _ 

cos  (w,  x)  +      cos  («,  y)  -f-      cos  (n,  xr)  =  0.  (91) 

Der  Strich  üher  dem  Symbol  U  soll  dabei  aadenteiiy  daS  der  bezüg- 
liehe  Wert  in  der  Oberfläche  des  Korpers  genomtnen  werden 
•oD;  er  hat  hier  also  eine  andere  Bedentong  ale  in  §  170  u.  f. 

In  der  Grense  swiaehen  zwei  Leitern  a  mid  h  muß  bei  stütionizem 
Zustand  die  Summe  der  von  der  Grenze  abfließenden  Strömungen 
gleich  Null  eein,  alao  gelten 

wobei  «  je  iiiieb  dem  Lineru  des  betreÖenden  Leiters  gerichtet  zu 
denken  ist.  Außerdem  folgt  aus  der  Beobachtung,  daß  die  Potential- 
funktion  ip  beim  Passiereu  einer  Zwiticiieugrenze  um  einen  der  Kom 
binaticm  beidoB  KOiper  a  vnd  h  mdiTidneUen  Betrag  springt 
Dieter  Beferag  muß  bei  Eriatallen  von  der  Orientierung  des  EUemente 
der  Zwiseheagrenae  gegen  die  EjisteUe  unabbangig  sein.  Denn  im 
andern  Falle  könnte  man  ans  einem  leitenden  KristaU  nnd  einem  Metall- 
draht, den  man  in  zwei  un gleichwertigen  Flächen  an  den  Kristall  leg^ 
ein  galTaniacbeB  Element  bilden,  das  bei  konstanter  Temperatur  einen 
Strora  und  somit  eine  Arbeitsleistung  liefert.  Eine  solche  Anordnung 
muß  aber  Tia<^li  dem  in  §  98  auseinandeorgesetzten  W.  TAom^sohen 
Prinzip  als  uumüglicli  gelten. 

Es  sei  bemerkt,  daß  die  Hnuptgleichung  (88)  resp.  (89^  in  Ver- 
bindung mit  den  Grenzbedingungen  i^)  nnd  (i>2)  (in  denen  die  in 

IS« 
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(91)  angegebene  Bedeutung  von  und  die  Definitionen  (86)  der 
StrÖmungekomponenten  su  berücksichtigen  sind)  und  mit  dem  soeben 

geschilderten  Verhalten  von  tp  selbst  in  den  Zwischengrenzen  das 
Problem  der  stationären  elektrischen  Stedmung  eindeutig  bestininien. 
Dies  läßt  sieli  leicht  mit  Hilfe  der  all^^emeinen  Metlioden  der  Potential- 
theorie beweisen,  soll  aber  hier  nicht  näher  ausgeführt  werden. 

Bezüglich  der  Verwendung  der  vorstehend  entwickelten  Haiipt- 
und  Grenzbedingnngen  wollen  wir  inis  auBscliließlich  auf  Probleme  he- 
•chräuken,  welche  praktische  Bedeutung  beäitzeu,  nämlich  entweder  die 
Theorie  widitiger  Beobechtungsmethoden  liefern  oder  aber  den  Inhalt 
der  Toratdienden  Gleiohuiigcn  anschaulich  machen.  Betrachtungen 
%on  wesentlich  mathematischem  Interesse  liegen  außerhalb  der  Ziele 
dieser  Darstellung.  BcBflglich  dergleichen  kann  u.  a.  auf  Abhand- 
lungen Ton  StoJces^)f  Boussinesq^)  und  Minnigerode^)  verwieeen  werden^ 
die  (  benso  mit  der  thermischen  wie  der  elektrischen  Stromverzweigung 
in  Beziehung  stehen.  — 

Abschließend  sei  daran  erinnert,  daß  in  neuerer  Zeit  eine  kine- 
tische Theorie  der  Elektri/itiitsleitung  in  der  Entwicklung  be- 
griffen ist*),  welche  D)it  der  Vorstellniu,'  von  zwis(dien  den  fVstl legen- 
den ponderabeln  Molekülen  trei  bewegiichen  Elektronen  operiert  und 
im  übrigen  die  Methoden  der  kinetischen  (Tastheorie  benutzt.  Biaher 
erstrecken  sich  diese  Bestrebungen  nur  aut  isotrope  Körper,  geben 
aber  dort  einen  höchst  bemerkenswerten  Einblick  in  die  inneren  Be- 
aiehungen,  wdche  die  Elektrizitatsleitung  mit  der  Wänneleitung, 
sowie  mit  Üiermoelektriseheii  und  Terwandten  Erscheinungen  Ter* 
knttpfen. 

Es  würde  sich  gewiß  lohnen,  eine  Übertragung  jeuer  Betrachtungs- 
weise auf  Kristalle  zu  versuchen  und  zuzusehen,  wie  jene  Zusammen- 
hiinge  sich  bei  ihnen  «restalten.  Obgleich  in  dieser  Richtimg  nur  erst 
«ehr  wenig  Beobachtungsraaterial  vorliegt,  scheinen  die  Kristalle,  unch 
bei  Vorgängen,  bei  denen  ihre  speitÜischen  Symmetrieverhiiituisse 
nicht  zur  Geltung  kommen,  sich  keineswegs  ohne  weiteres  den  für 
isotrope  Medien  geltenden  Regeln  zu  fügen.  Wir  werden  die  wich* 
tigsten  der  sich  hier  bietenden  Fragen  unten  kurz  berflhrm. 

Außer  diesen  Fragen  des  inneren  Zusammenhanges  Terschiedener 
Erscheinungsgebiete  kommt  noch  eine  ganz  speadelle  für  das  einsehie 


1)  6".  G.  Stokeif,  Cainbr.  and  Dubl  Math.  Journ  T.  6,  p.  215,  186! 
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Jooni.  de  Math.  (2)  T.  14,  p.  265,  188». 

•{)  Ji.  Minnigerode,  D\m.  Götting.  1862. 
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Ann.  d.  fh>s.,  Bd.  1,  p.  566;  Ud.  a,  p.  370,  1900;  Ä.  H.Lorents,  Amstexd.  Proc., 
T.  7,  p.  488;  y«nl.  Anwt.  T.  IS,  p.  498,  1904. 
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Gebiet  der  Elektrizit&ts-  (und  ebenao  der  ^7&me-)  Leitung  in  Befamch^ 
nimlich  düjeBige,  ob  ^e  kinetiMÜie  Theorie  das  YoAfmmm  rotar 

toriecher  Yori^nge  in  den  genannten  Gebieten  zulaßt  oder  aber  aus- 
schließt.  Diese  Fr^e  hat  angesichts  der  Tergeblichkeit  der  bis- 
herigen Versuche,  diese  prinzipiell  so  interessanten  VoTffLage  in  der 
Natur  au&tifiadea,  nieht  imerhebliohee  Inteseese. 

§  181.  Strömnng  in  einem  dünnen  Zylindör.  Die  Einfachheit 
der  Probleme  der  stationären  elektrischen  Stromleitung  berulif  be- 
kannt! i<h  hauptsächlich  darauf,  daß  mau  die  Stroraleitpr  in  Lrniiier 
Genauigkeit  nach  außen  hin  elektrisch  isolieren  kann.  liii?l>ebuiidere 
kann  man  deshalb  die  Strömung  innerhalb  eines  dünnen,  in  beliebiger 
Ori^tierung  aus  einem  Kristall  au^eschnittenen  Stabes  yod  beliebigem 
Qnonwhnitfci  an  deseen  Enden  eine  Spamnmg  angelegt  ist,  ab  aehr 
▼oDittndig  paraJkl  der  Stabadiie  yerkafemd  betraehten. 

FiUt  die  Stabaehae  in  dia  Z'-Aofaae  dea  willkflrlieheii  Eoordi- 
natanajatemea,  ao  ist  in  einem  aoldien  Falle  »  (7/  —  0,  Ü^^U 
WH  aeiMn,  nnd  die  Formeln  (87)  liefern  hier  aogleich 

— U-^^'  ^ — ry-^^'  ^ — ^-^»v.m 

Bei  einem  gegen,  die  Länge  kleinen  Querschnitt  des  Stabee 
darf  man  die  Flächen  ip  =  konsi  innerhalb  dcB  Stabes  als  eben, 

ftf'dx',  ctp'ri/,  cKflcz  also  als  konstant  annehmen.  Es  ist  dann 
auch  die  Strömung  U  innerhalb  des  Quersclmitteti  konstant. 

Da  im  Pralle  einer  stationären  Strömnng  nach  (88)  U  auch  längs 
b'  konstant  sein  muß,  so  ergibt  die  letzte  Formel  (93)  durch  Inte- 
giatioD  nach  / 

(94) 

ftlla  die  Werte  dea  Poteniialea  an  den  Stabenden  dnidi  und 
die  Stablänge  dozeh  L  beaeiehnet  werden,  lieÜBit  diea 

Vi-yi-J^ÜL.  (96) 

Da  die  Stromstärke  J  durch  das  Produkt  ü  Q  der  Strömnng  in 
den  Querschnitt  graben  Ist^  so  raraltiert  als  der  Anadmok  dea  (Mm- 
achen  Gesetsea  fit  nnsem  Fall 

Q  stellt  dabei  den  Widerstand  des  Stabes  dar,  im<\  es  ist 
bemerkenswert,  daß  diese  Größe  sich  ausschließlich  durch  den  Fara- 


(96) 


Digitized  by  Google 


342        VI.  Kapitel.   Wechaelbeziehnngen  zwudien  zwei  Vektoren. 


meter  bestimmt  Durch  die  LeitfälugkoitBkonBtaiiteii  drückt  «iok 
^  ans  gemäß  der  Formel 

T  T 

(97) 


wubtii  yl  die  Determimuite  der  Parameter  des  Systemes  (86)  bezeicbnet. 
Da  nach  (93) 

80  liegen  die  Potentialilächen  im  allgemeiueu  geueigt  gegeu  die 
Stabquerschnitte  und  fallen  mit  denselben  nur  dann  zusammen,  wenu 
die  Parameter  k'^^  und  A^,  TeraeliwindeiL  Die  allgemeinen  Bedingungen, 
unter  denen  letzteres  stettfindet,  sind  nemlidi  kompliziert,  da  naeh 
S  165  1^  nnd  ncfa  als  Aggregate  einer  Komponente  des  Tensor- 
trqiels  [k\  und  der  parallelen  Komponente  des  Tektors  k  darstellen. 
Spezielle  Fälle  sind  dagegen  leicht  erkennbar.  — 

Beobachtungen  des  elektrischen  Widerstandes  an  Stäben,  die  ia 
verschiedenen  Richtungen  ans  einem  leitenden  Kristall  geschnitten 
siiul,  liefern  nach  (9»i)  den  Parameter  ^-33  für  die  Rlchtun{T  der  Liings- 
achs*^  Z'  des  IStabes.  Soweit  es  sich  um  einen  Kristall  bandelt,  bei 
dem  die  iSymmetrieverhältnisse  die  Lage  der  Hauptleittähigkeiisachsen 
erkennen  lassen,  köimen  die  Hauptwiderstandskonstant^n  Är^,  Ä^,  k^ 
direkt  beobachtet  werden,  indem  mau  drei  Stäbe  anwendet,  deren 
Z'-Längsachse  je  dner  dv  drei  ]BbuptaGh8en  parallel  liegt;  denn  bei 
diesen  Orientieningen  wird  Ai^  mit  ^ ,  An  oder  identisch.  Dies 
findet  hei  Kristallen  des  rhombischen  Systemes  stett;  bei  solchen  des 
trigonalen,  tetragonalen,  hexagonalen  genügt^  da  hier  hi^h^j^  ist,  die 
Beobachtung  nur  eines  Stebes  parallel  und  eines  nornud  au  der  kristallo- 
graphischen  Hauptachse. 

Bei  monoklinen  und  triklinen  Kristallen,  wo  außer  doi  Zahl- 
werten der  Parameter  h^,  Aj„       auch  noch  die  Richtungen  von  zwei 

oder  allen  drei  Widerstandsachsen  bestimmt  werden  niHssen,  ist  eine 
größere  Zahl  ?on  Stäben  und  Beobachtungen  notwendig,  wie  dies  in 

g  178  austrefilhrt.  ist. 

Uber  die  rotatorisciien  i'arameter  A'jjÄw.  Ag  geben  Beobachtungen 
der  Widerstande  von  Stäben  in  keinem  Falle  Aufschluß:  auch  lassen 
diese  Beobachtungen  in  den  baileu  inoiiokiiner  uiiu  tnkliner  Kristalle, 
wo  diese  Parameter  existieren,  keinen  Schluß  auf  die  Größe  der  Haupfe- 
kitfahigkeiten  ^,^11,^1,  noeh  auf  die  Lage  der  Leitfahigkeitsacbsea 
SU,  wie  dies  sowohl  Formel  (97),  als  insbesondere  die  Resultate  des 
§  173  erkennen  lassen. 
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§  182.    Messungon  der  Widerstände  dünner  Stäbe.  Wider- 
standsbestimmun^en  s'on  Stäben,  die  an  sich,  dank  der  gegenwartig 
«rreichteu  Vollkommenheit  der  dazu  dienenden  Hilfsmittel,  zu  den 
leichtesten  physikalischen  Beobachtungen  gehören,  werden  bei  Kri- 
staUen  durch  Schwierif^eiten  des  Matarialea  aabr  baemirikihtigi 
Einmal  kommt  die  notwandig  steta  aahr  garinga  OidBe  dar  Pt&paiata 
in  Batracht;  sodaan  ond  Inapttlehlich  Snänrn  aidb  wcoig  andara 
phynkalisclir    Konntantcn   in   ähnlicliem   Maße  durch   geringe  Bei- 
mengungen fremder  Stoffe  zur  Kristallsubstanz,  wie  dia  alaktriaohea 
Widerstände,  und  da  die  Xutur  als  Kristallzüchterin  keineswegs  immer 
sehr  sauber  arbeitet,  so  ist  das  toii  ihr  erhältliche  Material  für  Wider- 
standsbestimraungcu  außerordontlich  gering,    Kfinstlich©  Züchtungen 
bieten  hier  nur  wenig  ErRatz.  da  metallisch  leitende  KristAlle  wohl 
nur  aub  Schmelzau  zu  gewinnen  äiud,  und  di<^e  der  Behandlung 
großa  Schwierigkeiten  entgegensetzen. 

Diase  leteteren  Schwierigkeiten  aind,  wie  ea  scheint^  am  geringafeea 
bei  dem  trigonal  in  Gruppe  (9)  kriatalliaierenden  Wiamnt;  diai  H^oefal 
bildet  bei  adu  laogpamam  Erkalten  gelegentlich  sehr  große  Lkünduen, 
welche  sich  durch  ihre  Sp»1t  ii:<7sfladien  normal  zur  Hanptachae  in 
dem  zertrümmerten  Guß  ankündigten  und  mitunter  heraualSBen  lassen. 
Dies  Verfahren  ist  zuerst  von  M(iUrucci^)  und  neuerdings  von  Ptrrot-) 
angewendet  worden,  von  erst^ueni  speziell  zum  Zweck  der  Gewinnung 
von  Material  für  relative  Widerst^indsbestinimungen;  die  Beobach- 
tungen von  Ferrot  betrafen  ein  anderes  Problem  und  werden  weiter 
unten  besprochen  werden. 

MaÜeueä  hat  das  Verhältnis  der  elektriaehen  Widexttiude  parallel 
und  normal  sur  Hauptachae  dureh  Beobachtung  an  nach  dieien  Rich- 
tungen orientierten  Stäbchen  bestimmt  und  ^ :      «  1 : 1,6  gefunden. 

Absolute  Werte  Ton  Widerstandakonstanten  1^  hat  Bäcksiröm*) 
an  Stäben  von  Eisenglanz  beobachtet.  Dieaea  gleichfalls  trigonal  in 
der  Gruppe  (9)  kristallisierende  Mineral  kommt  in  Norwegen  in  großen 
sehr  homogenen  PlnHen  normal  zur  Hauptachse  vor  und  hat  Bnok- 
Strihn  au(!h  nftch  für  ander»*,  weiterhin  zu  besprechentle  wichtige  Mes- 
sungen vor/üiiliches  ^Material  geliefert.  Die  (Trundtiächen  der  Platten 
zeigen  häulig  eine  Streifung  nach  gleichseitigen  Dreiecken,  die  der 
Dreizähligkeit  der  Hauptachse  entüprecheu  uud  die  Festlegung  der 
durch  diese  Achse  gehenden  Symmetrieebenen  gestatten. 

Der  Heasong  unterzogen  wurden  durch  BäcÜr&m  Stäbchen  von 
rechteckiger  Form  Ton  1  bis  3  cm  Länge  und  2  bis  3  mm*  Quer- 

1)  CÄ.  Matteucä,  C.  R.  T.  iU,  p.  &41,  913,  18ö5;  T.  42,  p.  1188,  1866; 
Arnn.  de  Chim.  (8)  T.  48,  p.  467,  1856. 

2)  F.  L.  Perrot,  Arch.  de»  Scienc.  (i)  T.  C,  p.  105,  1898. 

S)  H,  Bodutföm,  öfren.  Akad.  Stockholm  1888,  Kr.  8,  p.  688. 
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schnitt.  Da  das  Ziel  der  Beobachtung  nicht  allein  die  Bestimmung 
der  Hauptkons  tauten  des  Widerstandes,  sondern  auch  die  Veriükation 
der  Theorie  war,  so  wmden  nicht  nur  Stabe  parallel  zur  Haiiptachae 
und  parallel  sn  einer  zur  Äehee  nomalen  Richtmig  der  MeBsmig 
luiterworfeiiy  eondnn  einerteits  zwei  Rlchtmigea  normal  zur  Achse  — 
SqniTalent  den  in  dieser  DarsteUnng  mit  x  und  y  bezetchneteo  — 
und  andererseits  mehrere  nm  andere  Winkel^  als  0*^  und  90^  g^sn  die 
Hauptachse  geneigte  imtersncht 

Die  Messungen  gaben  filr  die  beiden  zur  Hauptach^o  normalen 
Richtungen  mit  großer  'TpTinuiL^lceit  die  gleichen  VViderstandskon- 
stanten,  wi<^  dies  der  Theorie  entspricht;  die  Hauptkonstanton  fanden 
sich  bei  Ohm  als  Widerstands  ,  Zentimeter  als  Längen-,  QuudratmiUi- 
meler  aia  Querschnittseinheit  für  die  beigeschriebenen  Temperaturen  t 
nach  Cekuw-€braden: 

0»    40ß  80,8 
17»    35,1  68,7 

100<»    18,3  33,1. 

Um  diese  Zahlen  anf  CGiS- Einheiten  zn  reduzieren,  sind  sie 

mit  10'  zn  multiplizieren. 

Die  große  Verschiedenheit  der  bei  dprselbf^n  Temperatur  in 
den  beiden  Hauptrichtuugen,  wie  auch  Hie  '^tarke  Veriuidorlichkeit  der 
auf  dieselbe  Hauptrichtung  bei  yerschiedeneu  Temperaturen  gültigen 
Zahlen  ist  gleicii  i)emerken8wert. 

Um  die  Theorie  bezüglich  der  Abhängigkeit  des  Widerstandes 
Ton  dem  Winkel  B  der  Stromnohtnng  gegen  die  Hauptachse  zu  Tsri- 
fizieren,  wurden  Beobachtungen  bei  drei  verschiedenen  Winkeln  an- 
gestellt und  simfUch  auf  die  Temperatur  «  »  17»  reduziert  Der  Zu- 
sammenhang des  beolMMshteten  h'^  mit  den  Hauptkonstanten  und 
jtjn  ist  nach  S.  309  gegeben  durch  die  Formel 

J^'^hj  mk*B  +  kjjj  eos*6. 

Borechuet  man  die  Hauptkonstanteu  aus  sämtlichen  Beobach- 
tungen, indem  nuiii  den  einzelnen  Zahlen  Gewichte  gibt  gleich  der 
Anzahl  der  bei  ihrer  Bestimmung  benutzten  Stäbchen,  nämlich  4,  2, 
1,  3,  so  ergibt  sich  die  folgende  Gegenüberstellung  der  beobachteten 
und  der  bcnrechneten  Werte 

beob.  bpr. 

27«  50'  -  60,5  bU.itl 

'^^"^  6'  Ä)i-'H'?  -'^^^ 
yü"  *,  -  3ö,l  34,86. 
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Die  Überein8timmüii(:(  ist  gegenüber  den  vorliegoiden  Beobach- 
tangsschwiVrirfkelten  sehr  befriedigend  und  kann  als  eine  Bestätigong 

der  Theorie  betrachtet  werden.  — 

Mit  einem  Teil  flcR  von  Pcrrot  hergpfitellten  TT''?>>??Hf-Materia1p'^  hat 
neiiordings  vnn  Everdhigm^)  galvanische  Beobacbtungeii  verschiedener 
Art  ausgeführt,  darunter  jinch  die  Bestimmung  des  Widerstandes  von 
dünnen,  in  yerschiedeneii  iiichtuiigeii  orientierten  Stäbchen  in  al  vo- 
lutem  MaÜe  und  CtriS'-- Einheiten.  Die  von  ihm  benutzten  Präpa- 
late  waren  parallel,  normal  nnd  unter  60**  zur  Hauptachse  orieiitiert; 
die  kteieren  lagen  in  2  zesp.  3  Tttnehiedeoen  Meridianen  dmoh  die 
HaaptadiBe,  die  nach  der  Theorie  ftr  die  Elektrizitttaieitung  einander 
l^eichwertig  find. 

Gibt  man  den  auf  jede  Gattung  bezfigliohen,  nnier  sieb  nicht  sehr 
gilt  ubereinstimmenden  Zahlen  Gewichte  (1^  3,  3),  welche  der  AwmIiI 
der  für  ihrr  Bestimmung  benutzten  Präparate  entsprechen  —  ge- 
mäß der  Auffassung,  daß  die  Hauptfelilerquellen  in  der  Inhomogeni- 
tät des  Materiales.  r'^syi  in  der  Wirkung  kleiner,  schwer  zw  ver- 
meidender Sprünge  liegen  — ,  so  erhält  man  die  folgende  Zusammen- 
stallong  der  beobachteten  und  der  berechneten  Zahlen 

beob.  her. 
0*    A^jj^  3,48  3,62 

-  60«    k'^  -  2,72  2,65 

-.SO«»  2,32. 

Auch  dieee  Beobachtung  kann  als  Bestätigung  der  Theorie  gelten. 

Daa  Yerbaltnis  h^k^  wftrde  rieh  ans  den  obigen  Zahlen  sa  1|55 
•igehen,  w&hzend  Maltknßci  (nadi  S.  34:))  1,6  gefnndNi  hatte.  V«m  .Emt- 
ämgm  aelhei  halt  den  ans  awei  einzelnen  Stäbchen  parallel  nnd  nor- 
mal ZOT  Hauptachse  g^iehlosaenen  Wert  1,68  für  den  besten. 

Lommda*)  hat  naoli  einer  (vielleicht  prinzipiell  nicht  so  sichern) 
Methode,  welche  eine  quadratische  Wismut^lMB  parallel  zu  einer 
Meridianebene  bei  Strömen  parallel  und  norniid  /ur  Hnuptaolise  be- 
nutzte, kjjjki  ^  1,78  gefunden.  I!s  herracht  über  die  bezüglichen 
Daten  also  noch  große  Unsicherheit 

§  183.  Strömung  m  einer  dünnen  ebenen  Platte.  eniger 
praktisches  als  theoretisches  Interesse  besitzt  das  Problem  der  elek- 
triaehen  Strömung  in  einer  dfinnen  ebenen  kriataUinisohen  Platte^ 
Kann  hier  (ihnlidh  wie  beim  dflnnen  Stab)  die  Strdmnng  dnrehana 
der  Begrensnng  parallel  angenommen  werden,  und  legt  man  die  .^-Aeha» 

1)  L.  ran  Et^erdinfini.  Leiden  Comm.    Nr.  «1.  lÖOO;  Stipl.  Nr.  2,  1901. 

2)  L.  Lownds,  Anu.  d.  i'liju.    Bd.  »,  p.  677,  1902. 
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noriual  zur  Plattenebene,  bo  ergeben  nah  ans  (87)  die  Chnmdgieiehnngeny 
indem  man  ü^'  —  0  setet»  zu 

ag»      ,     ,      ,     ,  ^^^^ 


Inon  man  weiter       und       anoh  nooli  als  aaabliangig 
Ton  f  '  belaaditen.  Die  leteto  der  Toietebenden  Gleidningen  beelimmt 
dann     als  lineare  Funktion  von  z\  s.  B.  y  =  qPo  +  ''7ii  wobei 
und  (f)^  allein  von  2;'  und  y'  aUiangen.   Rechnet  man  §*  von  der 

Mittelfläche  der  Platte  aus,  so  kommt  das  Glied  e'tp^  we^en  des 
äußerst  kleinen  in  den  V'piMf^n  ersten  Gleichungen  i99l  nicht  zur 
Geltung.  In  diesen  tritt  vielixieiir  nur  (p^,  in  der  letzten  i!'ormel  (99) 
dagegen  nur  tp^  auf. 

Besitzt  der  Kristall  keine  rotatorischen  Qualitäten,  so  ist  it'li; 
in  diesem  Falle  läßt  sich  der  Zusammenhang  /.wiächeu  dci*  treibenden 
Kraft  mit  den  Komponenten  —  ctp/dx'f  —  dq>jdy  und  der 
StrSmnng  dnrdh  eine  geometrieche  Dantellang  Teraneehanlieheo,  die 
eine  Übertragung  der  lanmfiehen  Konetniktion  Ton  S.  322  aof  die 
Ebene  ist. 

Bildet  man  nimlicb  die  Ellipse  TOn  der  Gleieihung 

welche  nichts  anderes  ist  als  die  Schnittellipse  der  Ten- 
sorfläche Iii]  mit  der  X'F'-Ebene.  dann  liegen  E  und  ü  gegen- 
einander, wie  die  Xormale  n  ant'  einer  Tangente  an  diese  Ellipse 
einei-seits  und  der  Radiusvektor  /•  nach  der  Beriihruugsstelle  anderer- 
seits. Läßt  mau  E  bei  konstanter  (»rrtße  alle  möglichen  Richtungen  an- 
nehmen, so  variiert  dabei  b  proportional  mit  dem  Produkt  aus  n  und  r. 

Wir  woUoi  aber  die  oben  beilinüg  gemsdite  Annalmie  fehlender 
lotatoriflcher  Qaalit&ten  weiterlun  nicht  beibehalten,  sondern  zn  dem 
allgemeinen  Fell  anrfickkehren.  — 

Soll  die  StrGmnng  stationär  sein,  so  mnB  non  (da  17^*^0  ist) 
nacih  (88)  gelten  ,  .  , 

^+^-0.  (101) 

Es  ist,  um  diese  Formel  /u  etihvlekeln,  ans  den  ersten  beiden  ölei- 
chungeu  (99)        und  U^'  zu  berechnen.    Wir  achreiben  kurz 
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wobei 

und  (loa) 

k'      k'    ! ' 

es  ergibt  sich  dann  die  Bedingung  (.101)  in  der  Form 
oder  auch 

»;.»-ls-(*;.+*;.j8^8V  +  *„|^'-o-  (io5) 

Man  erkennt,  dab  diese  Diiferentiftlgleicliung  ebenso,  wie  die  all- 
geiiieiuero  1^9)  für  die  räum  Ii  che  elektrische  Strömung,  von  den 
rotatorischen  l'urameteru  frei  ist.  Kjue  i'jinwirknng  dieser  Glieder 
auf  die  Verteilung  des  elektruchen  Potentiale»  findet  also  jedenfalls 
nieht  itett,  solange  auf  die  stttlidie  Begrenzung  der  Platte  jiioht 
ROokaieht  genommen  an  werden  biaaeht. 

Dieaor  leAsfore  Fall  hat  natfirlich  bei  Krittallen,  die  in  jedem 
Falle  nnr  Platten  Ton  sehr  geringer  Größe  liefern^  k«ae  praktische 
Bedentang;  immerhin  mag  er  gewisser  ansehanlieher  theoretischer 
Folgerangen  wegen  noch  etwae  weiter  Terfolgt  werden. 

Die  Gleichaog  (105)  wird  frei  von  dem  Glied  mit  ?^{pldxcy, 

wenn  man  das  Achsoiikreu/.  in  eine  solche  hn<iv  brin<(t,  daß  dafür 
^11+  ^ii  ^  ^  wird.  Das  hierdurch  bestiuimte  X**  T*^- System  ist  iden- 
tisch mit  dem  Kreuz  der  Hauptachsen  der  obenerwähnten  Ellipse,  in 
4er  die  Tensorfläche  [A:]  von  der       Y  -Ebene  geschnitten  wird. 

Fflr  dieses  Koordinatensystem  schreiben  wir  Gleichung  (105) 

und  dazu  die  Gleichung  der  Schuitteiiipse 
Die  9abetitation 

wobei  K  beliebig  ist^  z.  B.  K*^  Kt^tt  K^^^^^^  werden  kann,  führt  auf 


(109) 
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Eine  partikuläre  Lösung  ^ewr  Gleiehiuigy  die  dnen  Pol  im 
Koordinateitttiifiuig  besitet^  ist 

9--mlnV'f"+9',  (110) 

sie  liefert  als  Kurven  konstaiitfln  Potentiales  in  der  .^?)- Ebene  KraiM^ 
in  der  ^T'-Ebeoe  hingecpeil  ein  Syrtem  ähnlicher  £Uipien  ron  der 
Gleiehnng 

+  lo  —  konek. 

T9tp.  (III) 

Zu  diesen  Ellipsen  gehört  naoh  (107)  anch  die  SchnitteUipee  der 
X'  F'- Ebene  mit  der  Tensorääche  [k]. 

Was  die  Stromlinien  angeht,  so  fr)lgen  diese  leicht  durch  Anwen- 
dung des  in  S  176  }»eniit7ipn  ^'oi  tulu *  ns  Wegen  der  Worte  der  Xj^f 
liefern  die  Formdü  {^W6j  bei  geeignet  gewähltem  K  auch 

und  den  vStromkomponenten  U^,  entsprechen  in  der  j^D-£bene 
die  Komponenten 

U,=  £r,Vl'J.,   U,-f;,«}/Xi;  (113) 

sngLeieh  wird  wegen  A^;,',  +  =  0  anch  +  «  0.  Kürzt  man 
nodi  ab 

so  erhält  man  sogleich  aus  (102) 


(116) 


Indem  man  ann,  wie  in  §  177, 

setzt  und  die  Lösung  (110)  für  tp  benutzt|  gelangt  man  zu 

♦I?  — !•-(>»  +  ««)• 
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Dm  DIfliBraitialgleicliiiiig  der  Strondiiiieii  in  der  c^^D-Bbooe  wird 

Uimadi  m  ^  f^^^i  ^  (j  -  f i)  uA) ;  (in) 

m»  stimmt  mit  Formel  (73)  überein  und  gibt,  wie  diesO;  logarith- 
mische  Spiralen,  die  Ton  dem  Koordinatenanfang  snsgelien.  Der  Über- 
cra!ig  in  die  Y^-  resp.  die  X' }"-Eben«  gescbieht  mit  Tlilfe  der 
Wormeln  (112),  welche  ein^^  <rlfMfhförmige  Dilatation  nnrh  der  X-  und 
^-Richtung'  ansdrücken.  ])ie  wirklichen  Stromlinien  stellen  sich  also 
gleichfalls  als  (elliptische)  Spiralen  vom  Koortlinatenanfang  aus  dar, 
der  somit  die  Natur  einer  Quelle  für  die  elektrische  Strömung  erhält. 
Man  kaim  bekanntlich  eine  solche  punktförmige  Quelle  io  großer  An- 
ii8h«raiig  redünereo,  indem  man  der  dfinnen  Platte  dnri^  ernen  anf- 
gOMtsten  dflnnen  Draht  elektrisohen  Strom  softthri 

Die  Ableitung  des  Stromes  aollte,  am  die  obigen  Bemdtate  Ter- 
wenden  za  können,  eigentlioh  im  ünendliolien  geeobehen;  statt  dessen 
kann  man  sie  durch  einen  möglichst  grofiea:^  etwa  amalgamierten  und 
auf  die  Platte  leitend  aufgelegten  Kupferring  realisieren.  Hat  der 
innere  Rand  die  Form  der  Ellipse  r  =  Konst.,  so  ist  die  RealiaieniDg 
der  Voraussetzungen  der  Theorie  eine  sehr  vollständige. 

1  elilen  die  rotatorischen  Paiamefcer,  so  ist  f  =  0,  und  die  Strom- 
linien werden  zu  Geraden  von  der  Zuleitungsstelle  aus;  die  spiralige 
Form  ist  also  auch  hier  die  Folge  der  Existenz  der  rotiturischen 
Parameter.  Aber  die  eiektrisdien  Stromlinien  sind  kein  Objekt  der 
Beobaehtnng,  und  somit  sind  die  Torstsheuden  Resultate  in  keinem 
Falle  verifisierbar. 

Was  im  FaEe  d«r  ebenen  elektrischen  StrSmnng  flberbanpt  der 
Beobachtung  zu^^oglich  ist^  sind  Potentialdifferenzen  zwischen  to^ 
BOhiedenen  Punkten  der  stromdurchflossenm  Platte.  Ihre  Messung 
geschieht,  um  das  Problem  der  Stromverteilung  nicht  zu  komplizieren, 
prinzipiell  am  einfachsten  elektrostatisch.  Aber  der  praktischen 
Yerwendun:?  'l'T:irtv^"r  Messungen  sind  doch  bei  kristallinischen  Platten 
viel  engere  Urenzen  gesetzt,  als  bei  isoti'open,  /umal  das  Stromver- 
zweigiingsproblem  im  ersten  Falle  in  noch  weniger  Fällen  theoretisch 
fiberhaupt  oder  in  handlicher  Form  lösbar  i^t,  als  ini  /.weiten. 

Selbst  wenn  man,  was  bisher  kaum  bedenklioh  ist^  die  Existenz 
rotatoriaoher  Glieder  anssehlieDt,  entstehen  «as  der  Äolotropie  der 
SobstauB  meist  wesentUohe  Sdiwierigkeiten. 

So  kommt  ee^  daB  iDr  die  Bestünmnng  Ton  Widentandskompo- 
nenten  im  wssentliohen  nur  die  Beobachtungen  an  dünnen  Selben 
—  awsnahmsweise  auch  einmal  die  prinzipiell  nicht  verschiedenen  an 
einer  rechteckigen  Platte  bei  Stromlinien  parallel  einer  Kante,  d.  h.  bei 
Zuleitung  längs  zwei  ganzen,  einander  gegentlberliegenden  Kanten  — 
zur  Anwendung  gekommen  sind.  — 
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Wir  lialwii  una  im  ▼ontahendwi  dmeham  «nf  iUm  Ftebl«iii  der 
StromTerzweigang  in  einem  homogaun  KSrpar  beidtifakty  «u 
mekreran  Teilen  zusammengeseizte  (bis  auf  die  Angabe  der  Grenz- 
bedingungen)  ausgeschlossen.  In  d«-  Tat  haben  diese  Fälle  im  Ge- 
biet der  Elektrizitätsleitung  kaum  praktische  Bedeutung.  Im  Gbbiet 
der  Wärmel^itnn^  li^irt  «liV  Rnr'hf^  ein  wenig  MidMB^  ond  dort  soll  dee 
Nötigste  das&u  beigebracht  werden. 

§  1^4.  Allgomeines  über  beobachtbare  Wirkungen  roiatoriöClier 
Qualitäten.  Mehr  noch,  uU  liie  vorstehenden  interessanten  theore- 
tischen Überlegungen,  zieht  die  praktisch  wichtige  Frage  an,  durch 
welchu  beobachtbare  Erächeiuu iigen  sieh  die  Existenz  der 
rotatorischen  Parameter  betätigen  kunn,  welche  Beobach- 
tungen also  zn  deren  Nachweis  fuhren  könnten. 

0ie  Objekte  der  Messung  sind  in  dem  BVdle  einer  flächenhaften 
8tr5miuig,  die  hier  ansaehlieAlieh  in  Frage  kommen  kann,  nnr  «Heul 
die  elek  tri  sehen  Potentiale  der  Strömung;  der  Verhuif  der 
Stromlinien  entsieht  sieh,  wie  bemerk^  der  Wahrnehmtmg.  Daß  das 
Gesetz  des  Potentials  bei  einer  Platte,  deren  Begrenzung  außer  aoht 
bleiben  kann,  ron  den  rotatorischen  Parametern  unabhängig  isi^  ergab 
die  Formel  (105),  —  es  wird  also  ffXr  onsem  Zweek  nnnmggnglieh 
sein,  Probleme  begrenzter  Platten  zu  erörtern. 

Hierbei  beschränken  wir  uns  zunächst  auf  den  Fall,  daß  die  Be- 
grenzung durch  einen  freien  Rand  gegeben  wird,  daß  also  die  Platte 

ringsum  isoliert  ist.  Die  Bedingung,  welche  an  dem  Ramie  zn  er- 
füllen ist,  lautt!t  nach  (91),  wenn  n  eine  zur  Kandüme  normale  Kich- 
tung  darstellt,  für  alle  Bandpunkte: 

co8(ii,a;')  4-  IT,  co8(fi,y')  -  0.  (iig) 

Führt  mau  liier  die  Aii^dr  kf^  ri02  )  für  C/,  und  ein  und  setzt 
fttr  cos  (n,a;')  und  cosi  «.//  )  resp.  dx'ldn  und  dy'/thi  ein,  wobei  das' 
imd  dy'  die  Projektionen  des  Nornnilenelementes  dn  bezeichnen,  so 
erkennt  mau  sogleich,  daß  die  Sul)stitution  (108)  resp.  1,112),  welche 
die  Hanptgleichong  Ton  den  X^i  resp.  kj^i  befreite  und  sie  isotrop  machte, 
die  analoge  Wirkung  anf  die  Onnibedingnng  nicht  ansflbL  Msa  er- 
hält lielmehr,  da  fttr  das  gewählte  EoordinatsniFjatem  X^Y*  naeh 
S.  847     +  also  L%  i%  ist, 
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der  Unterschied  der  L^^  und  bleibt  also  sogar  dauu  wirksam,  wenn 
rotatorische  Parameter  Mileu,  also  L^^  verschwindet.  Da  zugleich 
die  SnbetitotioB  (112)  in  der  XQ-libeae  «in  Abbfld  der  wirkliohen 
BBpemxmg  gibt,  das  im  ungemeinen  komplirieiter  sein  wird,  als  die 
wirkUdie  Begremrang  der  Platte  (ein  Exeis  wird  sa  einer  Bllipsei  ein 
Quadrat  zu  einem  Rhomboid),  so  erhellt,  daß  diese  Probleme  flSdien- 
hafter  Strömung  erhebliche  analytische  Schwierigkeiten  bieten. 

Wie  in  früheren  Paragraphen  gezeigt^  reichen  m  Bestimmung 
der  Konstanten  und  zur  Prüfnng  der  Theorie,  so  weit  es  sich  nicht  um 
die  rotatorischen  }'ai  :ii)irt('r  handelt,  die  Beobachtuugen  stabformiger 
Präparate  aus;  ileiugenüß  g(  nügt  es  für  unsern  Zweck,  nur  diejenigen 
Fälle  flächenhafter  Strömung  in  Betracht  zu  ziehen,  bei  denen  die 
Wirkung  rotatorischer  Qualitäten  sich  am  einfachsten  geltend  macht. 
£s  sind  dies  die  Falle,  wo  X^j  =  resp.  =  ist,  also  insbeson- 
dere naeh  der  Tabelle  auf  S.  die  liUe,  wo  die  Platte  normal  sa 
einer  drei-,  viei^  oder  seehsrühligen  SjmmetrieaehBe  orientiert  ist^  also 
aneh  das  Systsm  X'T'Z'  mit  dem  Hanptsystem  XTZ  sosammen- 
gelegt  werden  kann.  Hier  kommen  bei  Krietallen  der  Grappen  12, 
13,  17,  18,  20,  24,  25,  27  rotatorische  Parameter  aar  Geltung,  und 
die  Formeln  (102)  nehmen  die  Geetalt  an 


(119) 


wobei 

gesetst  ist  Es  güt  beittufig  wegen  « 

nach  (103) 

+  (120) 

und  die  Gleichung  (106)  för  q>  lautet  jetst 

l^  +  ai^'-o.  (121) 

Die  Formeln  (119)  stimmen  Uberein  mit  deigenigen  des  HaXl- 
SffiakteSy  nimlidi  dsigenigen,  die  den  üiniluß  eines  normalen  Magnet- 
feldes auf  die  elektriedie  StrOmung  in  einer  dünnen,  isotropen 
Platte  darsiellsn;  L  ist  dort  mit  der  magnetiselieD  FeldstSxke  normal 
sur  Platte  proportional.  Man  kann  daher  auch  den  durch  die  For- 
meln (115  )  gegebenen  Vorgang  als  einen  natflrliehen  (nioht  mag^ 
netischen)  Hall-Mi^}L%  beseichnen. 
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Ffihti  man  die  Biohtang  der  Strdmtuig  U  und  die  Bidtiung  der 
Nannakn  N  auf  der  Kurve  9  »  konei  dnnh  den  betnohMea  Pnnki 
ein,  80  ergibt  der  Quotient  der  Veiden  Formeln  (UO) 

♦  //f    \     Z<i  ain  (i\r,  x)  -{-  L  cos  (JV,  x) 
^  ^  ^' ~  I^CM  W  «P=TiE(Ä^ ' 

oder,  wenn  man  durch 

X'/A=tg;t-t  (122) 
einen  Hüfswinkel  einflhrt^  anoh 

{U,x)^{N,x)  +  X'  (123) 

Die  Stromlinien  schließen  hiernach  also  mit  den  Nor- 
malen auf  den  Poteutialkarven  an  jeder  Stelle  den  dureh 
(122)  definierten  Winkel  x  (^^i"  ähnliches  Verhalten  zeigen 

im  all  gemeinen  Falle  nach  den  Formeln  (115)  die  Abbilder  der 
Strom   und  Potentiallinien  in  der  3t^-Ebene.) 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ergibt  sich  in  allen  Fällen,  wo  die  Strom- 
linien durch  die  Natur  der  Begrenzung  der  Platte  Torgeeohneben 
sind,  direkt  der  Verlauf  der  Potentiallinien. 

§  185.    Sinfaoliste  spesielle  fälle.    Der  eiufachbte  Fall  ist  der 
einee  g^en  seine  LBnge  schmalen  Stteifens,  wo  die  Stromlinien  den 
^  Bandlinien  parallel  reriaufen  mttesen. 

ZZ  Hier  liefert  der  obige  Sata  ftr  die 
■l^ir  Potentialkorren  Gerade,  die  mn  den 

^  Winkel       —  %  gegen  die  Stromlinien 

,j*  geneigt  sind,  wie  das  Fig.  118  ver- 

anschaulicht. Gegenüberliegende  Stellen 
a  und  ß  der  beiden  Randlinien  hahen  hiemach  rerschiedene  Poten- 
tiale, und  es  ift  bekannt,  daß  die  Messung  <ier  betreifenden  Potential- 
diüereuz  die  khissiscbc  Methode  zur  Beobachtung  des  (^magnetischen) 
i/oW-Effektes  darstellt. 

Durch  unsere  Parameter  druekt  sieb  di(?6e  Potentialdiöereuz  fol- 
gendermaßeu  aus.  Fiiub^t  die  Strömung  parallel  der  A- Achse  statt^ 
so  ist  in  (119)  J/j     U  zu  setzen,  wodurch  sich 

09           L  dtp 

beatimmt.  Da  innerhalb  des  Streifens,  wie  schon  S.  341  bennti^  tp 

in  X  und  y  linear  ist,  kann  man  d^jdy  mit  {(p^—  <Pa)ß  vertauschen, 
unter  b  die  Breite  des  Streifens  verstanden;  femer  läßt  sich,  da  die 
Stromdißhte  (7  —  {/j  in  erster  Anni&henmg  »  —  Lid^jdx  iat^  hierfiar 
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Jjhd  setzen,  wobei  J  die  Stromstärke,  d  die  Dicke  des  Streifens  be- 
zeidinet    Man  erkält  so 

Ea  mag  bemoikt  werden  (was  bei  manchen  Beobaehtongm  sehr 
anßer  acHt  gelassen  ist),  daß  die  Anwendung  der  yorstehenden  For- 
meln eine  gegen  die  Länge  des  Streifena  kleine  Breite  rozana* 

setzt  Messungen  unter  anderen  Verhältnissen,  z.  B.  mit  nahezu  qua> 
drati^^clieTi  Platten  angeatellt,  sind  zur  AbLeitong  absolutei:  Werte 
durchaus  ungeeignet. 

Bei  der  Beobachtung  des  magnetischen  i/o^-Efifekis  ist  ea  von 
großem  Nutzen,  daß  man  durch  Erregen,  Eommutieren  und  Ausschalten 
des  Magnetfeldes  die  Wirkung  des  Feldes  Ton  derjenigen  störender 
Nebenomatande  sondern  Inim.  Dieaar  Yortoll  aatflUt  Vei  dam  xtaittr- 
lichen  fToff-Effekt,  und  hierin  liegt  eine  Eraohwerung  der  basflgliolien 
Beobaehtangen.  Doch  konnte  man  vieUeiekt  die  Eommatation  dea 
Magneifeldea  dnroh  eine  meehaniaehe  ümklappnng  der  Kriatallplatte 
enetMn,  die  Bhnlichi  wenn  auch  nicht  eo  exakt  wirkt.  — 

Ein  anderer  durch  Einfachheit  anageseichneter  Fall  iat  der,  da6 
die  Stromlinien  mit  Radienvektoren  von  einem  Punkt  zusammenfallen; 
hier  sind  nach  dem  Satz  von  S.  352  die  Potentialkurven  Spiralen  von 
jenem  Punkt  aus.  Geht  man  üuhts  einer  dieser  Spiralen  ct-^v.-i  von  der 
A- Achse  aus.  so  triift  man  diese  Aclise  nach  jedem  erneuten  Umlauf 
stets  in  einem  andern  Punkte:  das  elektrische  Potential^  das  den  radialen 
Stromlinien  t  ütspncht,  würde  somit  uneud-  ^ 

lieh  vielwertig  sein.   Da  ein  solches  Ver^  v  ^ 

halten  phyaOcaliaeh  nidit  möglich  iat,  ao      /^\^  /\ 
kdnnan  aneh  radiale  Stromlinien  nur  dann     /      \J  \ 
atattfindan,  wenn  «ine  Mehrwerti|^eit  dea  *t  ^•••w^äsfr^r 
Potentiales  durch  die  Begrenzung  anfgeho-     \      /'  \  / 
heny  nfimlich  ein  voller  Umlauf  am  den       X./'       \  / 
Anagai^^unkt  der  Stromlinien  unmöglich  - 
gern n cht  i^f    Da  die  Beirrenzung  der  Platte  «g^iii. 
eine  Stromimie  sein  muß,  so  ergibt  sich,  daß 

die  Platte  von  zwei  Radien  begrenzt  sein,  also  eioeii  Sektor  darstellen 
muß,  in  dessen  Spitze  die  Stromzuführung  stattfindet.  Einen  Greuz- 
fall  stellt  die  volle  Ebene  dar,  die  längs  eines  Radius  aufgeschnitten 
iat,  imd  der  im  Endpunkt  des  Schnitte«  der  elektrische  Strom  zuge- 
fthxi  wird.  Bei  diaaer  Anordnung  befinden  aich  (wegen  der  Spiral- 
fimn  dar  PotentialUniea)  die  einander  unmittelbar  gegenflbarliagenden 
Ponkte  beideraeita  daa  Scfanittea  anf  einer  Potentialdüferan%  welche 
eine  direkte  Wirkung  der  rotatonaehen  Qnalit&t  daa  Matetialea  dar» 
atelli  (Fig.U9.} 
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Iit  diflier  Fall  —  weil  yon  einsr  anderen  Begrenning  des  Sek- 
tors zunäcliBt  noch  abgesehen,  die  sogefQhrte  Strömung  vielmehr  ins 
Unendliche  abfließend  gedacht  ist  —  auch  nicht  streng  reeliBierbar^ 
illustriert  er  doch  Ton  einer  neoen  Seite  die  Wirkongsweiee  der 
rotatorisoken  Parameter. 


§  186.  Analytische  Hilfsmittel  aur  Behandlung  weiterer  Pällo. 
BezfigUch  der  allgemeinen  Behimdlung  der  Gleichungen  (IIU;  mag  hier 
folgendes  erwähnt  werden. 

Der  Fall,  daß  X  -  0  und 

iety  während  die  Gleichung  für  <p  die  form 

0  +  ^  -  0  (121) 

beihllt^  itoUt  ein  yuü  behandelftee  Problem  der  Potentiflltfaeorid  dar. 
Hier  q^ieli  inabeoomdere  der  TJmatand  eine  BaUe,  daB  aowobl  der  reelle 
wie  der  imaginftre  Teil  einer  Funktion  von  x  +  iy  der  Gleicknng  (121) 
gemllgt   Seist  man  alaa  flir  eine  beliebige  Fonktion  f 

fix  +  iy)  =  9  +  »>,  (124) 

so  stellt  9(9 eine  partikulare  Lösung  der  obigen  Gleichung  dar. 
Da  weiter  swisdiea  9  und  ^  die  Besiekungen  besteben 

dtp  dvp 

da  also  (125) 

wird,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Stromlinien  die  Form  > 

da: :  ä(y  -  - 1^ :  Ii  resp.  ^dx  +  ^^dy  -  0 

sn,  weloke  integriert  anf 

^  -  konsi  (186) 

Wurt.    t  nennt  man  deshalb  die  g)  entspreohende  StrÖmungefonktioB. 

Im  Falle  Z  —  0  liefert  also  jede  Funktion  f(x  +  ^y)  ihrem 
reellen  Teil  einen  partikulären  Wert  für  (Ins  Potential,  in  ihrem  ima- 
girärfn  einen  solchen  für  die  zugehörige  btrömungsfunktion.  Und  da 
if  ui-  T  iy)  auch  eine  Funktion  von  r  -f-  iy  ist,  so  kann  auch  —  p 
als  Fotentialy  -\-     aAa  Strömuugsfunkiion  dienen. 
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An  diese  Maiioten  YerbSlbuBse  kaim  man  nim  bei  4er  Daveh- 
ftthmiig  des  Toriiegeiideii  Ftoblemes  MiknOpftn.  Wir  schreiben  ge- 
iDäB  (119)  md  (m) 

/;»        /x  (127) 
-[/,-X,(JEi+.£J  =  Xx(||  +  ^||) 

md  ueben  die  mit  9  dnrob  die  Gkicbungen  (125)  konjugierte  Funk- 
tion ^  heran.   Seteöi  wir  dann 

q>i-ttff^  (128) 

so  wird 

setMn  wir  dagegen 

♦  (129) 

so  wird 


r« 

Bs  stellt  somit 

eine  Funktion  von  x  +  deren  reeller  Teil       nnr  eine  Art 

von  Hilfe  Potential,  deren  imaginärer  Teil  aber  die  wirkliche 
Strömnngsfuuktion  des  Probiemes  liefert. 

Man  kann  nun  folgendermaßen  verfahren  Ist  für  irgend  eine  Be- 
grenzung das  ji^ewohnliche  htrömungsprobleiii  mit  L  =  0  (resp.  t  —  0) 
gelöst,  so  ißt  damit  die  ihm  entsprechende  runkliun  ^  =  (jcv, -f  ? t;^o 
bestimmt.  Der  imaginäre  Teil  t^-j,  gibt  auch  iu  dem  neuen  riubleui 
noch  die  Strömungsfunktion j  das  zugehörige  elektrische  Potential  aber 
folgt  aus  (128)  und  (129)  m 

Durch  diese  Formel  ist  in  vielen  Fällen  aus  der  bekanulen  Losung 
des  gewöhnlichen  Stromverzweigimgsproblems  die  Lösung  des  Pro- 
biemes des  i/a//-EffekteB  ohne  weiteres  zu  bilden.  Eine  Vorbedingung 
der  Anwendbarkeit  ist  ind^sen  zu  betonen,  auf  welche  die  Resultate 
von  8.  d&8  deutlich  hinweisen:  Die  Znleitongsstellen  dee  eleUrisehen 
Stromes  mfissen  anf  dem  Bande  der  Flatten  li^en,  da  im  andern 
Fidle  der  Ansdmek  (131)  fttr  ^  eine  Mefardentigkeit  liefert 

Bin  in  sehr  vielen  Fillen  nfltslieher  Ansata  f&r  ist 

A-  --2«*  la     +  ly)  »y^),  (132) 
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«ntapnohi^  falls 

r.»-(»-»0"+(»-»0',  *.-««*g^];* 


(1») 


Die  Punkte  x^,  tj,  stellen  dabei  Zuleitiinj^sstellen  oder  Quellen  der 
elektrischen  Strömung  dar,  Uber  deren  Eealiaierung  S.  349  ge- 
sprochen ist. 

Sind  nun  zwei  Quellen  ^j,  nmi  ^j,  vorhanden,  und  ist 
nti-^nij=Of  so  sind  die  durch  —  konst.  gegebenen  Stromlinien 
des  gwwüludidien  PrableiiiM  beise  durch  die  beiden  Qnellea,  nad 
maa  Inum  eineii  Ton  ihnen  snr  Begrenzung  der  PUtte  wihleo,  die 
dann  die  ZnleifcangiMttoUen  am  Bande  leigt 

Das  Potential  q>  ftlr  dieselbe  Platte  bei  Wirkaaukeit  einer  rota- 
iarisohea  Eonstantea  ist  dann  naeh  (131)  donh 


gegeben.  Diese  gens  sirenge  Formel  enthilt  eine  einfache  Metbode 
aor  Anfrnehnng  nnd  qnantitatiTen  Bestimmong  des  Totaftoiisehen  Pan- 
meters  t. 

LiegMi  2.  B.  (Fig.  120)  die  Zuleitungsstellen  an  den  Enden  eines , 
DurchmeeserB  1,  2  der  Kreisplatte,  so  sind  die  Potentialwerfce  för  die 

Endpunkte  a  nnd  ß  eines  an  ihm  nor> 
malen  Dorchmessers  resp. 


9  Iii 


die  PoteoÜaldifeens^  welelie  ein  Beob- 
aohtongBobjekt  dantollt^  wird  demgemSft 

Über  die  Schwieriirkeiten  derartiger 
Beobaclituu^en  fabgesehen  von  dem  Mangel  geeigneten  Matenales) 
ist  ö.  3Ö3  gesprochen  worden. 

Die  Lösung  (134)  für  tp  ist,  wie  schon  bemerkt,  niclit  auf  die 
YoUe  Ebene  mit  zwei  aufgesetzten  Zuleitungen  anwendbar,  weil  sie 

bei  jeder  Umlauf uug  eines  der  Pole  um  i  «unimrat,  also  viel- 

deutig wird.  Doch  blei))t  sie  brauchbar,  wenn  man  die  Ebene  eni- 
wr-der  lan^e  der  Geraden  1,  2  oder  aber  längs  deren  beiden  äußeren 
\'prlängerungeTi  iiTif'^f'hüPidet;  auch  gilt  sie  für  die  Haibebene  mit 
zwei  am  üande  beändüchen  Znleitungsstellen. 
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"PMm,  die  ab  vneiidlieh  geHen  kOnnen,  Uwmq  noh  natllriMh 
▼on  XnsteUen  meht  lienteUML  Aber  die  Yonteheiiden  aUgeniem«!! 
Resultafte  gwtatton  in  FUlen  endlidieir  Platten,  wo  eine  eiraiige  Bo* 

handlnng  umständlich  wäre,  mit  Leichtigkeit  weniggteni  qualitatiTe 

Schlüsse.  So  ergibt  sich  z.  B.  ohne  weiteres,  daß,  wenn  man  zwei 
streifenfxirmige  Platten  a  und  b,  die  aus  demselben  KristuU  in  gleicher 
Orientierung  geschnitten  sind,  einander  pa- 
rallel in  sehr  kleinem  Abstand  befestigt,  und, 
wie  Figur  121  zeigt,  in  den  benachbarten 
Ecken  1  und  2  Zuleitungen  anbringt,  dann 
in  der  Mitte  der  Trennunirslinie  1,  2  beider- 
seitig derselben  eine  rotentiaidiÜ'ereuz  herr- 
sehen  moA,  Dann  die  Potentiilliiiieii  liegen 
gegen  die  (pmiktieii  eingetragenen  mid  Ton  den  rotalozischen  ElKkfcen 
nnbeeinflnfiten)  Stromlinieiii  um  den  Winkel  ^«  —  x  geneigt  Triigfc 
man  also^  wie  das  in  der  Figur  je  in  der  lütte  der  EKOfitoi  a  nnd  ^ 
angedentet  ist,  zwei  gleichem  Potential  entsprechende  Linien  ein,  so 
treffian  dieselben  die  Zwischen  grenze  in  verschiedenen  Punkten. 

Bine  solche  relativ  einfach  herstellbare  Anordnung,  die,  wie  wir 
sehen  werden,  von  SorH  zu  andern  Zwecken  benutzt  ist,  könnte  auch 
zur  Aufsuchung  rotaturischer  elektrischer  Effekte  dienen,  l>io  Haupt- 
Schwierigkeit  derartiger  Beobachtungen  liegt  wohl  aber  in  dem  Mangel 
geeigneten  Materials. 

§  187.  Die  allgemeinen  Formeln  für  den  Hall -Effekt  in 
KrietsUen.  Der  magnetische  i/a//  Effekt  erscheint  soa&ohst  nicht 
ab  ein  Vorgang,  der  eine  Wechselbeziehung  zwischen  nur  zwei  Vek- 
toren darstellt;  in  der  Tat  besteht  er  in  der  Erregung  eines  Stromes  U 
#  bei  gleichzeitiger  Einwirkung  eines  elektrischen  Feldes  E  und  eines 
Magnetfeldes  H,  —  es  stehen  bei  ihm  also  drei  Vektoren  in  Be- 
ziehung. Indessen  liegen  die  Verhältnisse  so,  daß  uns  bisher  nur 
I  Fälle  interessieren,  wo  diese  komplizierte  Einwirkung  sich  auf  den 

früher  behandelten  Fall  der  Weehselbesiehung  zwischen  swei  Vek- 
toren reduieren  liBt;  demgemiß  stellt  sich  die  Anftgung  einiger  Be- 
meiknngen  Aber  den  magnetischen  Sa!l''EIMA  in  Kristallen  hier  als 
organisdi  ▼ermittelt  dar. 

Die  eodkdiste  Anffassnng  des  ^aß-Effekts  ist  bekanntlich  die 
einer  Beeinflussung  der  elektrischen  Leitfähigkeiten  durch  das  Magnet- 
feld. Da  jedenfalls  in  Annähemng  diese  Wirkungen  lineare  Funk- 
tionen der  Feld?<tärke  sind,  so  kommt  diese  Theorie  darauf  hinaus, 
daß  mau  die  Leitf iiliigkeitskonstanten  des  Ansatzes  (86j  durch 
AosdrUcke  von  der  Form 

i».  - + + c^. + c  Jä;  (185) 
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etweibA,  anler  den  die  Eomponeiiten  des  wirksndfln  HagnelliddM 
Tentandaiiy  und  dAmgeiniB  sehnibt 

ü,~E^L,^-i-EtI^-{-E^L^,  ...  (136) 

Diese  sehr  komplisierfceiL  AnwStee,  die  jefert  eii  SieUe  von  (86) 
iMteny  wollen  wir  diöoh  swei  Amialiineii  yereiii&ekeii,  die  jedeo&Ue 
bei  den  Toriiegenden  BeebAehtangen  eis  erflllll  bu  betndiien  Bind. 

Zoniobat  eetnn  wir  TOim  (und  diee  ist  gans  tUgemein  mn  so 

unbedenklicher,  sls  KristsUe  anderer  Art  noch  nieht  naehgewiesen 
sind)^  daß  die  uniersnebten  Kristalle  keine  natürliolieii  rotfttoriaobeii 
Glieder  beeitMO.    Dem  entspricht  die  Annahme  l/^t^li^» 

Die  iweite  Annahme  knilpfea  wir  an  den  Aasdmok  iBr  den  Shalar 

il  -  üiJ^  +        +  U,E^,  (187) 

weldber  die  Arbeit  der  elektrisehen  Feldstärke  an  der  SMmnng  in 
der  Tolnmeneinheit  danteUi  Diese  QrOBe  eriiilft  jelii  die  Form 

Handelt  es  sich  um  einen  isotropen  Kdiperi  so  genügt  man  der 
Er&hning,  indem  man  annimmt,  daft  der  in  die  magnetischen 
Feldkomponenten  multiplizierte,  d.  h.  durch  das  Magnetfeld 
bedingte  Anteil  dieser  Arbelt  verschwindet.  Wir  wollen  diese 
Annahme  auch  aof  den  Fail  dex  Kristalle  ausdehnen.  Ihr  ent^richt, 
daA  die  Besiehnngen  gelten 

C  +  ^a=0,       fllr  t,Ä,»-l,2,3.  (188) 

Diese  .Spezialisierung  kommt  darauf  heraus,  daß  man  den  Anaata 
(136)  genülß  dem  §  170  Gezeigten  in  swei  Teile 

l5-i^(L»,-£fc)-^ii(Zte-A,),  ... 

zerlegt  und  die  in  den  Teilen       TOm  Magnetfeld  ahhängigan  Tenne 

gleich  Null  setzt.  Daß  eine  Zerlegung  nach  diesem  Schema  immer 
zwei  Teile  von  wesentlich  verschiedeneii  Eifrenschaften  liefert,  ist 
§  164  u  f  dargütan.  Wir  werden  dieselbe  unten  nochmals  zu  gleichen 

Zwecken  aji wenden. 

Nach  dem  ^  orstehonden  nehmen  die  aus  (8G)  i/cwoTmeTien  ver- 
allgemeinerten Formeln  (136)  hei  Einführung  bequemerer  Bezeich- 
nungen tn^^  für  die  i'urameter  die  Qestalt  an 
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wobei 

Um  diesen  Ansatz  anf  die  verschiedenen  Kristallj^ppen  zu 
«pezialisiereiiy  betrachten  wir  wieder  die  skalare  Funktion 

beschränken  uns  aber  auf  die  in  die  Feldkompoueuten  mnltiplizierten 
Teile  fdie  mit  S'  bezeichnet  werden  mogen\  da  die  übri0;en  bereits 
früher  erledigt  sind.  Für  sie  ergibt  sicli  um  ZusammeufaHsung  der 
drei  Formeln  (139)  mit  den  Faktoren  U^,       üs  der  Ausdruck 

d.      wenn  wir  eunn  neoBii  Vektor  JT  mit  den  Eomponeuton 

«ini  (ihren , 

+  i:,  (/«jj  /f,  +      jET,  +  m,„  Hj) .  (140) 

Dieaer  Ausdruck  ist  durohau  dem  in  (3)  enthi^tenen  gleichgestaltet. 

Er  entspricht  einem  Rentrisch-symmetrischen  Voi^ng,  denn  wie 
die  mugnetische  Feldstärke  IT,  so  ist  auch  der  Hilfsvektor  K  axial, 
daneben  *S"  ein  gewöhnlicher  Skidar. 

Demgemäß  können  wir  uUes^  was  für  diesen  Fall  oben  in  S:^  164  u.  f 
entwickelt  i^t.  ;mf  unser  neues  Frubiem  übertragen;  insbesondere  ist 
die  Spezialisieruiig  des  Ansatzes  auf  die  32  Gruppen  durch  die  Tabelle 
auf  S.  312  bereits  im  voraus  erledigt. 

§  188.  Anwendung  auf  spezielle  Fälle.  Da  wir  Kristalle  mit 
uatürliclien  rotutoriächen  Qualitäten  ausschließen,  so  spezialisiert  sich 
d«r  Anmti  (13U)  doxeh  die  Besiehungen 
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und  die  noch  fibrigen  eeohs  Penmeter  ntn,  m^^,  Mf^,  m^,  nt^,  m^^ 

eind  die  gewöhDÜchen  Eoroponenten  eines  Tensortripels  m^,  nij^,  mjj^^ 
für  welches  die  den  32  Eristallgruppen  (bei  Bemttzung  des  Haupt- 
acheensYsterns)  entsprecliouden  Spesialisienuigan  ane  der  Tabelle  anf 
S.  270  zu  entnehmen  sind. 

So  wird  z.  B.  für  einen  Kristall  des  rhombischen  Systems  bei 
Voxansaetzang  des  Hanptachsensystems  X,     ^  gelten 

Vt-^E^l^^+EJl^m^  -E,H,mja,  (142) 

Die  Eiiituürung  eines  andern  Koordinateüsystenis  X',  Y\  Z'  erledigt 
sich  ohne  weiteres  durch  die  Bemerkung,  daß  die  Parameter  ll^  und 
m^'j  die  Komponenten  der  beiden  Teußortripel  nach  den  neuen  Ko- 
oidmafawaelnfflfi  X',  r ,  Z'  datateUen;  es  gelten  für  sie  also  Formeln 
der  fl.809  angegebenen  Art. 

Pör  ein  Aebsensjfsiem  X'i  Y'^  Z ^  das  gegen  X.^  Yy  Z  tun  die 
X-Aehse  nm  den  >  Winkel  B  gedreht  Mefem  diese  Formein  bei  Ba- 
nntEong  der  Abküranngen  cos€^""<^  taaB^B  die  Anedrfleike 

t  ft,-W«.  «i-0,  J,',-0, 

nnd  analoge  ftlr  die  m^^. 

Wird  nnn  eine  Platte  normal  rar  /  -Achse  der  Untennohung 
bei  einem  dieser  Achse  parallelen  Hagnetfelde  unterworfen,  so  ist  in 
den  Formehl  (139)  it^-i^-O  nnd  H^~^H  va.  setaen.  Man  er^ 
hält  so 

IV  =  ^'(/nc^+  Irr.^)-  E-H^^s'  +  m^c^-E^Q^-ly^cs,  (144) 

Für  eine  dilnne  Platte  kann  dann  (wie  S.  346)  <->  0  gesetzt 
und  hierana      bestimmt  werden. 

Bei  Einführung  dieses  Wertes  liefern  die  zwei  ersten  Gleichungen 
Tj'_-p'  ^i^iTi        _  r  '  Tr*»ii/n.?' -f  min/jiic' 
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WBi  «dl  BcihmlMii  mh 

<-»  E^JLjj^  —  JE^ HL** 

§  189.  Beoboohtimgen  ftber  den  Hall-Sffekt  an  kristallisiertem. 
Wlnniit.  Diese  Fonnehi  haben  ein  direktes  Jaterease,  weil  toh 
«cm  Everämgm'^  Beobeehtangeii  über  den  JSalT-Effekt  in  Tenehieden 
orientierlai  Flamen  ans  kxistallinisehem  Wismut  vorliegen.  Anf  den 
Fall  dieses  trigonalen  oder  rbomboedi  isehen  ^istfells  lednzieren  deb 
die  Formeln  bei  Einfahrong  der  Bedingnngen 

Drückt  man  noch  die  Feldstärken  durch  das  elektro- 

statische Potentiai  9?  aas,  so  erhält  man  analog  zn  (119) 

wobei  (unter  VemfielilBsiignng  der  Glieder  sweiter  Ordnong  in  besag 
anf  die  m) 

Fol»  jBwrdÜM^g»!  benntate  rar  Untersnohnng  des  .BciO-Bfibkts  die 
-8. 353  beechriebene  Ifethode  des  Streifens.  Fflr  ihre  Beredmnng  ist 
das  &  363  Erörterte  heransnsiehen,  wobei  -  VH  an  die  Stelle  dee 
dortigen  L  tritt   Das  Besnltat  fOr  die  Potentialdifferena  lantet  jetst 

 jiTx;^,    wobei   ^^^^^  ^^.^^ 

Fa»  Everdingen  folgerte  aus  seinen  Beobachtungen,  daß  bei  Wismut 
die  Konstante  »»„j  sehr  viel  größer  wäre  als  Wj.  In  diesem  Falle 
wiinle  hei  nicht  ZU  kleinem  cjs  der  Parameter  des  ifo^Effekts  ge- 
geben sein  durch 

Die  Beobachtnnfj:en  von  Ei  crdmgens  an  zwei  um  60"  gegen  die  Haupt- 
achse des  Kristalls  geneigten  ätreiten  ließen  sich  durch  den  Ansatz 

1)  M.  MW  £Miiv«a,  Leiden,  Coinin.  Nx.  61, 1900,  SapL  8,  IMl. 
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befriedigeud  darstellen,  wm  mit  der  dordto  dk  Tbeorie  gfigjuhmen 

Formel  übereinstimmt.  — 

Beobachtungen   Uber  den  /To/^Effekt,  die  Lmmd^^)  an  einer  . 
einzigen,  einer  MeridiHnt^bf^iu'  parrdlt^lf^n  quadratlsclien  Wismiitplatte 
augeöteüt   hüt,    liefern   zur  Aul'klilrung   der    bezüglichen  kristall- 
physilvali sehen  V'erhältniss«  nur  wenig.   Da  boi  ihnen  die  Normale 
der  Platte  senkrecht  zur  Uaaptachse  lag,  ist  für  sie 

e^O,  #-1,  Üi'-Ci,  ü,'-(7, 

zn  setMOD^  wodurch  die  Formeln  (147)  die  G^talt  erhalten 

Dies  ergibt,  daß  nach  der  Theorie  die  Konstante  des  i/o// Efiekta  in 
den  beiden  von  Lownds  beobachteten  Fällen  einer  zur  X-  und  einer 
zur  Z  Aclise  parallelen  Strömung  den  gleichen  Wert  besitzt,  voraus- 
gesetzt, dai5  (wie  Lowncls  tat)  dio  Stromstärke  und  nicht  das  dieser 
parallele  Potentialgefälle  gemessen  wird. 

TateSehlieh  Afaiieii  «neh  die  XcMMMbsehen  BeobMhtangen  in 
jenen  beiden  ]f%Uen  auf  merUich  ^eiehe  Werte  des  Panmetem. 

Eine  anfibllende  Diseymmetrie  dee  JBSitt-EiiEalclei  die  Lownds  be< 
merkt  hat,  derart^  da0  bei  ümkehznng  des  Hignet&ldee  andere  Absolut- 
wfltie  dee  Parameteie  leaaltiarten,  adieint  ecÄnndSre  Ursachen  gehabt 
zn  haben,  da  die  Abweichungen  nniegelmaßigen  Charakter  hatten. 
Die  Symmetrieverhaltnisse  dos  WismutkristaUs,  wie  auch  eines  Magnet 
feldes  gehen  in  der  Tat  auch  keinerlei  Mittel,  solche  Abweickungen 
in  einem  Sinne  zu  erklären. 

§  190.  WldeirtMideiadewiBgea  von  XiialiUen  Im  MagnetMd. 

Die  obigen  Gleichungen  des  JEToZZ-Effekte  yerlangen  neben  der  Ab- 
lenkung der  Potentiiiiniicheii  oder  -kurven  auch  eine  Einwirkung  des 
Magnetfeldes  auf  die  Leitfähigkeit  des  der  Beobachtung  unter- 
worfenen Metallsireifens.  Liegt  letzterer  normal  zur  Meridianebene 
((^,'•=0),  so  gilt  nämlich  nach  (146)  bei  der  Mheren  Lage  des 
magnetischen  Feldes  i/ir>i\ 

liegt  er  daaa  parallel  (L^*-  0),  so  gilt 

t)  fj.  Lownds,  1.  c 


(U8) 


(141)) 
(160) 
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Hurbsi  irt  die  axu  (145)  zn  «nahende  Bedeutang  von  jL,  zu  beachten. 
In  beiden  BlOen  ergeben  die  Fonneln  eine  VergrÖßeruDg  der  Leit- 
fShigkeii,  eine  Verkleinerung  de«  Widerstandes.  D»  nim  die 
Beobaditang  in  diesen  lUlen  eine  Vergr5Bernng  des  Wider« 
Standes  durch  die  Eiuwirkuug  des  Feldes  erwiesen  bat,  so  ist  gsns 
ohne  Btleksidit  auf  Zahlwerte  zu  schließen,  daß  die  Widerstands- 
ändemngen  von  Wismut  im  Magnetfelde  sich  nicht  aus  den  61ei> 
chungen  des  i/a//-Effekts  ableiten  lassen.  Es  mag  bemerkt  werden, 
daß  auch  die  Grröße  der  durch  (1  tl*)  und  f\rtO^  ausgedrückten 
Wirkungen  weit  unter  den  beobachteten  VVerieu  bUil)t. 

Es  lie<?t  nun  am  nächsten,  die  im  yorstehendon  (S.  358)  aus- 
drQcklich  vernachlässigten  (xiieder  des  benutzten  Ansatzes,  namlicli 
diejenigen,  welche  zu  der  Arbeit  Ä  des  elektrischen  Feldes  nach  (ioi  j 
«inen  Anteil  liefern,  z,ur  ErkUirung  der  Beobaciitung  heranzuziehen, 
d.  h.  also  diejenigen,  die  man  erhalt,  wenn  man  die  V^l  nicht  verschwinden 
läBt  und  =  setst.  Indessen  seigt  die  genauere  Untersnehung,  daB 
diese  Glieder  sor  Darstellung  der  Beobacfatongen  niobt  geeignet  sind; 
insbesondere  liefern  sie^  auf  die  Symmetrie  des  kristallisierten  Wismnt 
epesialisiert,  keinen  Einfluß  eines  inr  Hauptachse  parallekn  Magnet- 
feldes auf  den  Widerstand,  wibreod  die  Beobsehtnng  einen  soldien 
EinfioA  festgestellt  hat 

Dies  dringt  dazu,  die  Ansdrileke  f&r  die  Leitfibigkeiten  durek 
höhere  Glieder  bezüglich  der  magnetischen  Feldkomponenten  zu  er- 
weitem,  also  die  früheren  1^^  jetat  durch  Funktionen  Ton  der  Fonn 

Ai- hi+  ^iV^i*  +  •  •  •  +  X^^H^H,  +  (151) 

SU  ersetM  und  dann  wie  frfiker  sn  sebieiben 

ü;  =E^A^i-  E,J^  i-E.J,,,  ...  (152) 

Wieder  lann  man  den  Ansats  in  swei  Teile  aeriegen,  TOn  denen 
der  eine  zn  der  Arbeit 

U,E,  +  U,E,-h  U^E, 

des  elektriseben  Feldes  an  dem  Strom  einen  Beitrag  liefert^  der  andere 
niekt  Der  zweite  Teü^  der  duroh  die  Bedingungen 

charakterisiert  wird,  erweist  sich  zur  Darstellung  der  Erfahnmg  schon 
deshalb  ungeeignet,  weil  er,  auf  die  Symmetrie  des  Wismutkristalls 
angewendet  keine  Wirkung  eines  zur  Hauptachse  parallelen  Feldes 
sulaflt 
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364        ^>  KftpiteL  Wechidbenelraiigeii  swiieken  iwei  TeUonn. 


Wir  beaehfSiilrea  uns  abo  auf  deiyenigeDy  der  uach 
Anteiles  ttbrig  bleibt,  und  der  dnrdi  die  Beuehnngen 

charakterisiert  ist.    Schließen  wir  wieder  Kristalle  mit  natürlichen 
rotatorischen  Qualitäten  aas,  so  wird  nun  auch 

Ai-'^n,  (154) 

und  wir  können  in  einfacher  Bezeichnurg  schreiben 

Ai  -  ^1  +  »hiüi*  +  fh,B,'  +  n^M^-^  «14^%^+  n^B^B^ + fhAE,  (166) 
nB£ 

Zur  Spesialisienmg  dee  Ansatees  auf  die  KrietaDgrappen  ist 
wieder  an  die  Funktion 

anzukntlpfen,  d.  h.  an 

Hierin  sind  die  P'aktoren  der  ./^^  durch  Tensorkomponenten  P^j 
ausdrückbar:  ersetzt  Tiinn  ebenso  die  Produkte  ifj',  .  .  H^fT^,  .  .  . 
durch  die  Tensorkomponeuten  Tjj,  ....  so  erhalt  man  bei 

Beseitigung  der  früher  erledigten,  in  die  multiplizierten  Glieder 
und  bei  Benutzung  der  neuen  Symbole  folgenden  Ausdruck  für 
den  nne  interessierenden  Teil  8"  Ton  8 

(156) 


Diese  akalare  Funktion  5"  ist  bilinear  (nicht  wie*  die  in  §  187 

behandelte  Funktion  S'  in  swei  Systemen  von  Vektorkomponenten, 
sondern)  in  zwei  Systemen  Ton  Tensor komponenten.  Ähnliche Fnnk- 
tionen  werden  uns  in  dem  Kapitel  Ober  Elastizität  beschäftigen,  und 
wir  werden  dort  auch  sehen,  in  welcher  Weise  dieselben  sich  auf  die 
verschiedenen  Kristdlgruppen  spezialisieren  lassen. 

Von  vornherein  ist  erkennbar,  daß  diese  Funktionen,  dank  der 
sehr  großen  Zahl  m  ihr  auftretender  Parameter,  den  Symmetrien  der 
Tcrschiedenen  Gruppen  erheblich  weitergehenden  Au.sihuck  zu  geben 
vermögen,  als  die  in  diesem  Abschnitt  auftretenden  (ß)  und  (140). 
Demgemäß  wird  z.  B.  S"  bei  Kristallen  der  Sjäteme  IV  bis  VI  mit 
einer  drei-,  liet-,  sedisriUiligen  Symmetrieaehse  keineswegs  so,  wie 
früher  8  und  8\  die  Symmetrie  eines  Rotationskdrpers  um  jene 
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Adme  aonelmien;  es  werden  aleo  besOglicli  dtr  magnetiMhen  Widar- 
standsBUdening  keineswegs  Stäbe,  die  unter  dem  gleicben  Neigongs^ 
Winkel  g^en  die  Z-Hauptaehäc,  aber  in  yerschiedenen  Meridianebenea 
ans  emem  dieser  Kristalle  hergeBtellt  sind,  einaodw  gleichwertig  tein« 

Diesen  Umstand  bat  van  J''vtrdiri;]en^)  bei  seinen  Beobachtungen 
an  Wismut  nirht  frlcnnjit;  er  hat  demgemäß  auch  auf  die  Fe.ststeJlung 
der  Meridiaiieboneu,  m  deaeu  seine  Präparate  lagen,  nicht  Wert  gelegt, 
und  seine  Resultate  gestatten  deshail)  keine  strenge  Vergleichung  mit 
der  Theorie.  Ob  die  Abweichungen,  welche  seine  Beobachtungen  bei 
Stäben  gleicher  Neigung  gegen  die  Hauptachse  zeigen  ,  ganz  auf  die 
Yerachiedenutigkeit  der  Terschiedenen  Meridiane  sorfickgeftlhrt  werden 
können,  ist  nieki  sieher»  da  Mmlidie  Abweichungen  rieh  anch  bei  den 
Beetimmangen  dee  Widentandes  außerhalb  des  Magnetfeldes  gezeigt 
haben,  und  dieie  eehr  ^vakrscheinlich  auf  Inhomogenitäten  des  Materials 
oder  Beeinflussung  der  Leitfähigkeit  dnrch  (woU.  seh»  häufige)  kleine 
Sprfinge  beruhen. 

Davon,  daß  eine  allgemeine  qualitative  Übereinstimmung  der 
tun  Ever dingen 8chen  Beobnchtnngen  mit  der  Theorie  vorhnndpTi  ist, 
kann  man  sich  leicht  ühei /< nigrn  Es  soll  hier  aber  die  Ii ot rettende 
tlbprlpgung  nicht  mitgeteilt  werden,  und  dies  um  so  mehr,  als  die  Mittel 
zui-  Spezialisierung  des  Ansatzes  (156)  auf  die  Symmetrie  des  Wismut- 
kristalls  erst  später  behandelt  werden  können. 

Beobachtungen  über  die  magnetische  Änderung  des  elektrischen 
Widerstandes  fOr  die  Ricktangen  parallel  und  normal  zur  Hauptachse, 
die  Loumda^  mit  der  S.  S4ö  erwähnten  quadratischen  Wismutplatte 
angestellt  hat,  geben  gar  keine  Möglichkeit  einer  Yetgleichung  mit 
der  Theorie.  Nur  die  Tatsache,  daß  die  Widerstandsänderung  sich 
für  mäßige  Felder  proportional  mit  dem  Quadrat  der  magnetischen 
Feldstärke  ergeben  hat,  mag  erwähnt  werden,  weil  dies«"  Zusammen* 
hang  in  dem  Ansatz  (151)  zum  Ausdruck  gebracht  ist. 

Für  Anwendung  und  Prüfung  der  Theorie  liegt  nach  vorstehen- 
dem also  bisher  kein  Material  vor. 

Zweck  dieser  Darlegung  war  iu  erster  Linie  der  Hinweis  daraut, 
wie  notwendig  schon  allein  für  die  richtige  Problemstellung  bezüglich 
eines  kristallphysikalisehen  Vorgangs  die  Erkenntnis  der  für  diesen 
ehsrakteristisdien  SymmetrieTerhaltnisBe  ist;  daneben  auch  der  Hin- 
weis  darauf,  wie  notwendig  in  diesem  flUr  das  tiefere  Venlindnis  der 
Stromleitung,  resp.  für  deren  molekulare  Theorie,  gewiß  wichtigen 
Gebiete  neue  Beobachtungen  unter  Berücksichtigung  der  Ton  der 
Theorie  gegebenen  Direktiyen  sein  würden. 

1)  £.  van  Evtrdingen^  L  o. 
9)  X.  Xomidi,  1.  e. 
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§  191.  Die  Frage  sentrisoh  dissymmetrisoher  BlekftilaltitBleitttiig. 

Die  Ansätze  (86),  welche  die  direkte  Erweiterung  des  OAm  sehen  Ge- 
setzes darstpllen,  dnirken,  wie  schon  S.  338  bemerkt,  einen  zentriscb 
symmetrischen  Vori^ati^^  aus;  azentrische  Symmetrien  können  also, 
soweit  diese  Ansätze  sirh  zulässig  erweisen,  in  keinem  Falle  wirksam 
werden.  Dagegen  würden  Abweichungen  von  der  Proportionalität 
zwischen  Strömung  und  treibend»  Kraft  die  Möglichkeit  azen irischer 
Elekinzitttsleitaiig  eröffiieiL 

Dm  Ohmwihd  Oesets  ist  nun  in  den  IfitBton  Dezennien  gelegen^ 
lioh  dee  Anabftaes  der  Theorie  der  elekirif  eben  Schwingungen  in  metal- 
liaehen  Leltem  tsnter  sehr  Tersohiedenen  ümsünden  bei  grofien  und 
kleinen,  langsam  und  schnell  wechsebden  Enftsn  angewandt  worden, 
ohne  dafi  aus  diesen  Anwendungen  Folgerangen  entstanden  wären, 
die  mit  der  Beobachtung  nicht  im  Einklang  gewesen  wären.  Insbe- 
sondere hat  seine  Anwendimg  auf  ultrarote  Schwingnngen  von 
immerhin  noch  ungemem  großen  Frequenzen  zu  einer  der  wunder- 
vollsten }'estäti<Tungen  der  Mtixtvell sehen  Theorie  geführt.  Es  ist 
somit  wahrscheiniicli,  daß  die  Ausätze  zur  Daräteliung  der  Erschei- 
nungen der  Ergänzungen  durch  Glieder  mit  höheren  Potenzen  oder 
mit  Differentialquotienten  der  treibenden  Keifte  nicht  bedfitfen. 

In  gleicher  Richtung  liegen  die  Resultate  einiger  Ton  Thompson 
und  Loäge^)  angestellten  Beohachtungen  Aber  die  Leitflhigkeit  des 
Turmalin  parallel  den  beiden  nngleidiwertigen  Richtungen  seiner 
Hauptachse.  In  der  Tat  würden  Ergänzungsglieder  in  den  Ausätzen 
(86),  welche  rechts  Quadrate  und  Produkte  oder  aber  erste  Dififeroi- 
tialquotienten  der  elektrischen  Feld-Komponenten  F.^,  E^,  enthielten, 
ein  azentrisches  Phänornen  ausdrücken,  das  in  azeutrischen  Kri**tnllen 
existieren  könnte,  und  die  Beobachtung  azentrisnher  Leitfähigkeiten 
würde  umgekehrt  zu  ihrer  Erklärung  die  Annahme  derartiger  Ergän- 
zungsglieder verlangen. 

Bei  den  enrahnten  Messungen,  die,  um  gröfiere  L^tfähigkeiten 
zu  etsieleDy  bei  erhöhten  Temperataxen  angestellt  wurden,  bildete  die 
pyroelekirische  Erregung,  die  den  Kristall  bei  steigender  oder  fallen- 
der Temperatur  einer  elektromotorischen  Kraft  von  entgegengesetzter 
Kichtung  ähnlich  wirken  laßt,  eine  wichtige  Fehlerquelle,  die  berflck- 
sichtigt  werden  mußte,  um  sichere  Resultate  zu  erhalten.  Die  ge- 
nannten Forscher  fanden  aber  bei  Anwendung  dieser  Vorsicht  für 
beide  Richtungen  d^r  Hauptachse  dieselben  Leitfähigkeiten. 

Die  Vermutung  von  FUzgirald,  daß  bei  zeitlich  veränderlichen 
btrümen  sich  eine  Verschieden  Wertigkeit  der  beiden  Richtungen  der 
Hauptachse  geltend  machen  möchte,  ist  bisher  nicht  weiter  verfolgt 

1)  <8L  J>.  Thmp^  und  O.  Jl  IdOi*,  Phil  Hag.  (ft),  8,  p>  IS,  1879. 
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worden;  ä«  häi  aber  nacli  dem  oben  Aber  die  Ofiltigkeit  dee  0hm- 
schen  GesefieB  im  Falle  der  ultraroten  Sduringongen  Gesagten  nicht 
eben  yUü  Wahncheinli  likeit^  —  wenn  anden  es  eich  im  Tnrmalin 
noch  mn  eine  metaUieche  Leitung  handelt,  was  freilich  nicht  sicher  ist. 

Noch  nicht  gus  aufgeklärt  scheint  eine  äußerlich  bierhergehörige 
Wirkung,  die  neuerdinp^s  von  P/mv^>  zuerst  an  Karborund,  sodann 
an  Molybdänit,  Anatas  nnd  Brook it  aufgefunden  worden  ist  Platten 
dieser  Kristalle,  zwischen  metallische  Elektroden  gefaßt,  zeigten  ^egen 
elektrische  Kräfte  in  der  einen  Richtung  einen  viel  (bis  zu  4CK>0  Mal) 
grüijeieji  Widerstaud,  als  in  der  anderen.  Die  kristallographiäche 
Symmetrie  dieser  Äntlidi  boloedrisehen  EriiiaDA  kann  derartige 
WirkungoL  nicht  bedingen  —  iie  müßte  denn  ans  den  Formeleaienten 
uniicbtig  abgeleitet  fein.  Da  die  Wirknng  mit  d^r  ITngleichaitigkeit 
der  Elektroden  zunimmt,  z.  B.  besonders  stark  ist,  wenn  die  eine 
durch  eine  Platte,  die  andere  durch  eine  S])itze  gebildet  ist,  so  spielen 
offenbar  aeknndäre  Einilüsse  eine  sehr  große  Rolle,  und  es  ist  keines- 
wegs ftu'^i^'e^chlossen,  daß  ähnliche  Effekte  sich  auch  bei  isotropen 
Körpern  nachweisen  lassen. 

§  102.  Elektrolytische  und  andere  singuläro  Loituagsvorgänge 
an  Kristailuu.  Mit  der  Erwähnung  der  au  Turmaliu  angestellten 
Beobaditongen  haben  wir  nns  schon  an  die  Grenze  des  Bereiches  be- 
geben, auf  das  man  die  Erweiterung  des  Oftmschen  Gesetses  unter 
aUen  ümstinden  anwenden  kann.  Sowie  die  metallische  Leitung,  d.  h. 
also  der  Ladangstransport  durch  freie  Elektronen,  aufhört,  oder 
neben  ihr  elektrolytische  Leitung,  d.  b.  also  Ladungstransport  durch 
Ionen,  einsetzt^  können  (insbesondere  auch  bei  schnellen  elektrischen 
Schwingungen)  ganz  andere  Verhältnisse  Platz  greifen. 

Bei  seinen  später  zu  besprechenden  Versuchen  Aber  dielektrische 
Erregung  fand  J.  Curie*)  an  den  meistf^n  doi-  von  ihm  nnterBuobtcn 
Kristallen  Hpurenweise  Elektrizitätsleiiunix.  \v(  1  l'.n  der  Beol)aclituug  der 
dielektrischen  Vorgänge  ein  großes  Hindernis  entgegensetzt«.  Diese 
Leitung  erschien  im  allgem einen  als  aus  elektroiy tischer  und  metal- 
lischer zusammeogesetat  Auf  eine  rein  elektrolytische  Leitung 
wird  man  schließen,  wenn  ein  Präparat  mit  Melallbelegungen  infolge 
einer  angelegten  Spannung  eine  Polarisation  Ton  einem  Betrage  an'* 
nehmen  kann,  daß  die  bei  imn  Entladung  bewegte  Strommenge  der- 
jenigen gleich  ist,  welche  bei  Erregung  der  Polarisation  floß.  Heine 
metallische  Leitung  wird  man  annehmen,  wenn  keinerlei  Polarisation 
nachweisbar  ist. 


1)  C.  W.  l'itrce,  i'hjs.  Kev.  T.  tb,  p.  31,  1907}  28,  p.  163,  iy08. 
S)  /.  (XvHe,  Tbites,  Pari»  1888. 
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Die  Ton  Cktrie  beobachteten  Enoheinimgen  waren  sehr  mannig- 
faltig und  lagen  zwischen  den  Grenzen,  daß  einerseits  bei  konstanter 
angelegter  Spannung  der  Strom  schließlich  auf  Null  herabsank,  anderer- 
seifs  sich  zeitlich  nicht  merklich  änderte.  Da  verschiedene  Vor- 
kommen desselben  Miof^rales  sich  mitunter  außerordentlich  verschieden 
verhielten,  so  wirkten  otienbar  bei  den  Erscheinungen  sekiinciäre  Ur- 
sachen, wie  spurenweise  Beimengungen  fremder  Stoffe  oder  Flüssig- 
keitseineehlflsse,  wesentlieh  mii  QnaatitatiTe  ZiiaaBunenhioge  mit  der 
Biehtung  dee  Stromes  im  Kristall  worden  demgemäß  waek  nur  wenig 
gefnnden.  Von  Interesse  ist,  daß  bei  einigen  EristaUen  sieh  große 
Differenzen  zwischen  den  Leitvermögen  in  verschiedenen  mchtongen 
fanden.  Insbesondere  eigab  sieh  Quarz  für  Richtungen  nornial  7Air 
Hauptachse  sehr  vollkommen  isolierend,  parallel  zur  Hauptachse  da- 
gprrpu  relativ  gut  leitend.  Diese  Leitfähigkeit  steigt  mit  wachsender 
Temperatur  rapide  an. 

WarbtiTff  und  Terjetmeier^)  haben  uachtrewiesen,  daß  Quarz  bei 
einer  Teraperatur  von  2U0  bis  oOÜ''  C  miMgeprägt  elektrolytisches  Leit- 
vermögen besitzt  War  eine  normal  zur  Hauptachse  geschliffene  Platte 
xwischen  swei  QnecksUberreserroiren  befestigt,  wäche  die  Strom- 
snleitmig  yermittelten,  nnd  enthielt  das  als  Anode  dienende  etwas 
Natrinm,  so  behielt  die  Stromstarke  ihre  Größe  unrerandert  bei,  wihrend 
ein  dem  .Famdlaifsdien  Gesetz  entsprechendes  Natriumquantum  durch 
die  Platte  wanderte  nnd  in  dem  als  Kathode  dienenden  Quecksilber 
aufgelöst  wurde.  Fehlte  das  Xatrinm  in  der  anodischeu  (^uecksilber- 
masse,  so  nahm  bei  konstanter  angelegter  Spannung  dio  Stromstärke 
allmählich  ab;  die  Substanz  des  Quarzes  erlitt  durcli  dir  jetzt  nicht 
rückgängig  gemachte  Wirkung  der  Elektrolyse  (offenbar  Erschöpfung 
der  die  elekiroiy tische  Leitung  bedingenden  xNuuiumverbindung)  eine 
dauemde  Vermindening  der  Leitföhigkeit. 

Diese  Erscheinungen  sind  bisher  noch  nicht  unter  dem  Gesichts- 
pnnkt  der  gesetzmäßigen  Be8iehnn||en  an  den  Sjmmetriererhiltnissen 
untersucht  und  fallen  somit  außerhalb  des  Kreises  der  hier  in  erster 
Linie  zu  behandelnden.  — 

Einige  Beobachtungen')  bezü^ch  einer  orientierten  Oberfiächen- 
leitung  auf  Kristallflächen  haben  zwar  Beziehungen  zu  den  kristallo- 
graphisclien  Syninietrieverhiiltnissen;  sie  gestatten  ab r  r  nicht,  den  Anteil, 
welchen  innere  Leitung  un  der  Erfcheinunfj  hat,  zu  sondern,  und  sind  da- 
her einer  Theorie  uoeh  nicht  zugiiuglicli.  Das  metliodische  Verfahren  zur 
bonderung  dürfte  die  Beobachtung  laiueUenartiger  Präparate  von  ver- 
schiedener Dicke  und  yersehiedener  Orientierang  der  Seitenßidien  bei 

1)  E.  Warburg  u.  F  Tefj>tmcier,  Wi.  d   Ann.  :J2,  442,  le87;  35,  465,  1880. 

2)  G.  Wiedemann,  Pogg.  Ann.  Bd.  <(»,  p.  40i,  77,  p.  5S4,  1849;  de  Senar- 
mmt,  a  R.  T.  20,  p.  760,  1S4S. 
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niiYetinderfeer  Längs  od«r  Stromriditiiiig  aeiii.  Derartige  BeobMhr 
tui^^  wflxden  grofies  IntaveiM  Ytae^maa,  wiÜ  «b  neh  dabei  um 

einen  flächenhaften  Vorgang  handelt^  bei  deiMii  Theorie  die  Symme- 
trieverhältnisse  des  Kristallee  in  dner,  Ton  der  hier  dargelegten  ab- 
weichenden Weise  in  Rechnung  zn  setzen  waren.  Freilich  würde  ee 
einige  Schwierigkeit  bieten,  die  £inflüeee  fremder  SehiohtMi  aof  der 

Khstalllläche  auszuächließen.  — 

Einigermaßen  den  magnetischen  Wirkungen  auf  den  elektn 
sehen  Widerstand  gehen  parallel  Effekte,  die  früher  in  Selen,  Teüur 
und  neuerdings  in  Antimonit^j  bei  Bestrahlung  gefunden  worden 
sind.  Die  Verhältnisse  scheinen  aber  noch  nicht  soweit  geklärt  zu 
sein,  daß  eine  Beziehung  zu  den  Symmetrleyerhältnissen  der  Kristalle 
erkennbar  w&re. 

Schließlieh  sei  aaf  einen  yereinzeLtoi,  aber>nicht  Töllig  geglückten 
YeTsneh')  bingewieseui  Untetechiede  der  elektromotorieeben  Kraft  für 
Teraefaiedene  fliehen  einee  leitenden  Hjrietailea  gegen  dieselbe  leitende 
FlflMigkat  an&nfinden.  Auch  diese  Vennehe  Terdienen  dnrdbans  die 

Wiederholung  und  Ergänzung^  am  so  mehr,  als  die  vorliegenden  Ver- 
Sache  sich  beeonders  auf  einen  regulären  Kristall  (Magnetit)  bezogen, 
und  es  keineswegs  sicher  ist,  duß  mit  dessen  Symmetrie  die  gesachte 
Erscheinung  aberhaupt  Tereiabar  ist 


III.  Absohnitt. 
Wtoneleituig. 

§  193.  Hietoziaoliea.  Die  Itandementalen  AnaltM.  Die  Wfinne- 
leitong  bildet  eine  sweite  Anwendung  der  allgemeinen  Beiraehtangen 
des  L  Abschnitte  dieses  Kapitels,  bei  der  sich  die  Yorstellang  einer 
Ton  einer  Kraft  getriebenen  Strömung  leicht  bietet.  Aber  die  „Kraft" 
hat  hier  nicht  mehr  dieselbe  greifbu'e  Realität,  wie  im  Falle  der 
EiLektrizitätsleitung,  wo  eine  Einwirkung  in  Aktion  tritt,  die  sich  auch 
pond eromotorisch  f\h  Kraft  betätigt.  Die  bei  der  ^W^rmebewegung 
treibend  wirkende  Kraft  ist  nusschließlich  tii  t-rnio motorisch.  Sie 
besitzt  ©in  Potential.  4ie  Teniperatur,  besteht  aho  in  deren  Gefälle. 

Die  Grundgh'ichungen  für  die  Wurim  Ucwefrung  in  Kristallen 
sind  zum  ersten  Male  von  Duhamvi  )  auigestellt,  der  dabei  von  der 
Hypothese  eines  molekularen  Wärmeaustausches  ausging.  Diese  11^  pu- 

1>  F.  M.  Jäger,  YwL  K.  Akad.  t.  Wel  T.  1»,  p.        1907;  Zeitwhr.  f. 

Kriit.    Bd.  44,  p.  45,  1007. 

2)  i>£  Ilunsen,  Arcb.  des  Sc.  Phy»,  T.  24,  p.  670,  1890. 
8)  /.  M.  C.  DtÜMtnel  Joum.  de  IMcolo  polyt.  T.  21,  p.  866,  1982. 
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ihese  Itthrte  ilm  auf  sedis  K(mBtuite&  der  Wimekitiiiig^  die  mit  den 
m  §  165  eingefHIirteii  Tensorkompoiieiifceii  identiieh  eind. 

Zu  der  Ableitimg  der  Geaetse  beobachtbarer  Erscheimmgen  aua 
seinen  Gkiehungen  wurde  Duhamd^)  später  dvrdi  die  Beobachtungen 
De  Senarmonis')  über  den  Verlauf  von  Isothermen  auf  dflnneu  Kristall- 
platten  veranlaßt  Er  fand  durch  diese  Beobachtungen  «lie  Resultate 
seiner  Theon«  l  ezügLick  der  SymmetrieverhältniBse  des  Wärmeleitangs- 
Torgaoges  beblätigt. 

Lame^)  versuchte  die  Grundlagen  der  DuJtamelachea  Theorie  zu 
▼erallgemeinem,  indem  er  annahm,  daß  der  Wärmeaiutaiuch  zwischen 
Bwei  MolektUen  M  und  M*  eines  Eriatalle  (abiolot)  Terschiedene 
Ordfie  besiiae^  wenn  die  Temperatnrdiffereoz  t  —  x'  ihr  Zeieben 
wecbselto,  Er  glaubte  bi^nroh  bei  aaentriBeben  KnatBllen  in  ent- 
gegengeeetiten  Riditnngen  Terschiedene  Leitfähigkeiten  als  möglich 
erweisen  zu  kennen.  Aber  diese  Interpretation  eeiner  Endformebi  ist^ 
wie  Minnif/erodr*)  gezeigt  hat,  nicht  richtig. 

Stokes^)  hat  die  fundamentalen  Ansätze  der  Theorie  der  Würme- 
leitung  ohne  Hypothese  über  den  Mechanismus  des  Vorganges  aus 
der  plftusibeln  Hypothese  entwickelt,  daß  die  Wärm  ehe  weguug  in 
eiuem  Punkte  nur  von  der  örtlichen  Veränderlichkeit  der  Temperatur  t 
in  der  naebaten  Umgebung  dieses  Punktes  abhängt  uud  verschwindet^ 
wenn  die  Tonperatnr  in  dieser  Umgebung  konstant  ist  Die  KonsO' 
quo»  dieser  Hypotbese  sind  AnsdrQcke  fOr  die  StrSmnngskomponenten 

der  Warme  ron  der  Fonn 

+        +  (167) 


mit  nenn  Eonstanten  der  Leitfähigkeit  A^^,  welche  nach  §  165  ein 
Tensorfaripel  Xj,  A^,  A^^  resp.  eine  Tensorfllcbe  [A]  und  einen  Yeklor  l 
bestimmen.  Da  die  Strömung  und  das  Temperaturgefllle  beide 
polare  Vektoren  repräsentieren,  ist  das  Tensortripel  pohur,  der  Vek> 
tor  axial.  ^ 

Die  AuflSsong  der  Gleichungen  naek  dt/dx,  . . .  usf.  führt  an 


1)  J.  ^[.  C.  Duhamel,  ib.  T,  82,  p  15'.,  1848. 

2)  H.  (k  iknarmoiU^  mehrere  Abb.  in  den  Aim.  de  cbimie  et  pbjs.  »us  dem 
Jahre  1848. 

B)  O,  Lamif  Le^ona  aur  la  theorie  m  d»  la  ehalenr«  Paris  IMl. 

4)  JB.  Minni(jrrode,  Gött.  Dist,.  1862.    Art.  II. 

5)  G.  G.  Stokea^  Cambr.  and  DubL  Math.  Jonm.  T.  6,  p.  216,  1861;  CoH 
Pap«n  T.  3,  p.  208. 
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woW  an  die  Widerotandakoiurtanten  »jn  die  «mdogen  Bemerkongen 
anBoknUpiSBii  nnd,  wie  an  die  X^^,  Die  Temj^entor  t  kum  in  den 
Fonneln  (157)  und  (158)  Ton  einem  beliebigen  Anfangspunkt  mm 
gerechnet  werden;  za  der  EinAbning  der  absoluten  Temperatur  ^ 
liegt  eine  Yeraolaafiuig  niekt  tot. 

Wegen  der  zentrisdb-BymmetriscIien  Natur  der  dnrcli  die  AnBätaus 
(167)  und  :158)  ausgedrückten  Yorgange  spezialisieren  sieh  dieselben 
gemäß  der  Tabelle  auf  S.  312  auf  die  32  Eristallgrnppen.  Die 
Gfruppen,  denen  nach  dieser  Zusammenstellurifj:  ein  Vektor  X  resp.  x 
zukommt,  können  nach  der  S.  333  eingeführten  Bezoichnnngs weise 
rototm  ische  Qualitäten  besitzen,  deren  experimenteller  Nachweis 
eiu  wichtiges  Problem  daistellt,  auf  das  wir  unten  ausfOkrliGh  ein- 
gehen werden.  — 

Es  mag  schon  hier  betont  werden,  daß  eine  soweit  gehende 
Priiiimg  und  Bestätigimg  der  fundamentalen  Ansätze  (1Ö7)  und  (li^B), 
wie  sie  nach  3.  866  bei  den  analogen  Fonneln  der  Elektrizitäte- 
leitnng  «ugefBhrt  ist,  hier  bisher  nidht  stattgefunden  kai  Die  tot- 
liegenden  Messungen  ergeben  jedenfalls,  daß  die  Fterameter  X^^  und 
beMohtlieh  mit  dem  ^^otenU''  r  Tariiersn,  iriUirend  das  Analoge 
bezüglich  der  elektrischen  Parameter  1^^  und  X;^^  nickt  gilt,  sondern 
dort  eine  merklich  vollständige  Unabhängigkeit  nachgewiesen  ist. 
In  dieser  Abhängigkeit  der  X^i  und  x,^.  von  der  Temperatur  liegt 
eine  erste  Komplikation  der  Theorie  der  Wiirnieleitung.  Man  d^rf 
die  Ansätze  (IT)?)  und  (158)  mit  konstant  gedachton  7,,  und  x^,  im 
Grunde  nur  auf  Körper  anwenden,  in  denen  die  Temperatur  innerhalb 
sehr  enger  Grenzen  variiert;  wenn  man  hiervon  in  der  Praxis  vielfach 
abweicht,  so  rechtfertigt  sich  dies  nur  durch  die  Ungeuauigkeit  der 
recht  schwierigen  Beobachtungen  über  Wärmeleitang. 

§  194.  Hauptfl^eiolnuig  und  <*«^^f^*»gw*»g^»  Wichtige 
Methoden  der  Beobaehtong  knüpfen  in  der  Wärmelehre  nicht  an  den 

statioaftren  Zustand  an  (der  für  die  üntersucknng  der  ElektrizitSte- 
leitung  nahesn  einzig  in  Betracht  kam),  sondern  an  den  aeitlioh  ver- 
änderlichen. 

üm  fllr  derartige  Voq^bige  die  Haiqptgleiehnng  aafaastellaDy  be* 
rücksichtigen  wir,  daß 

den  Bof  die  Volumen-  und  Zeiteuihwi  besogenen  Überschuß  der  Aus- 
strSmung  Aber  die  £instr6mmig  darsteUi  Nach  der  Definition  der 
spezifischen  Wärme  c  muß  dann  geltfln,  wenn  eine  räumü^e  WSnne- 
entwiddung  (a.  Bw  elektrischen  Ursporongs)  ansgeachloesen  wird, 
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-wobei  ^  die  Dichte  der  Materie  bezeiclmet.  Dies  iai  die  gesuchte 
HanptgleiolittDg,  in  ▼dcfae  nur  noch  die  Ausdrücke  (157)  fOr  die 
StrömnngiAompoiieiiten  1F]^  einziuetsen  sind.  - 

Efl  bedingt  einen  betrilehflicben  ünterechied  unseres  Probletos 
gegenüber  der  Theorie  der  Elektrintätsleitiing,  daß  awar  gegenüber 
d«r  elektrischen  Leitung  ein  Körper  isoliert  ^^erden  kann,  nicht 
aber  gegenüber  der  Wärmeleitnng.    Man  darf  demgemäß  eigentlich 

in  Streni^e  das  letztere  Problem  flberhnupt  für  kein  abgeschlos- 
senes System  etelleTi.  sondern  muß  jederzeit  dessen  ganze  Umgebung 
mit  in  Rechnung  setzen.  Ist  diese  Umgehung  ein  Luftraum,  so  be- 
gnügt man  sieh  im  allgemeinen  damit,  dessen  Eiiiliuli  summarisch 
zu  berücksichtigen  durch  die  schon  von  Newton  gemachte  Annahme, 
dafi  aus  einem  Oberflichenelemenl  do  des  Körpers  mit  der  Tem- 
peralur  i  in  der  Zeiteinheit  in  eine  gasförmige  Umgebung  von  der 
Temperator     eine  Wärmemenge  aastritt,  gegeben  durch 

wobei  A  einen  Parameter,  die  äofiere  Leitfähigkeit  des  Korpers,  dar- 
stellt. Bei  Kristallen  wftre  dann  X  als  abhängig  von  der  Orientierung 
der  Grenrfläehe  gegen  den  Kristall  zu  betrachten,  —  es  sei  denn, 
daß  die  Oberflache  künstlich,  etwa  durch  Versilberung,  isotrop  ge- 
macht wäre. 

Die  Bedingung  für  die  Grenze  des  Korpers  nach  einem  Gasraum 
liefert  die  Erwägung,  daß  die  innerbalb  des  Körpers  gegen  die  Grenze 
laufende  Strömung  T\\  der  durch  die  Grenze  in  die  Umgebung  aus- 
tretenden gleich  sein  mofi,  was  zu  der  Besiehung  führt 

=  W i  cus  i^»,  äc)  +      cos  (n,  y)  +      cos  (»,  js)  -  Ä(r  —  r  j .  (160) 

Hierin  beseichnen  die  die  Werte  der  in  dem  Oberflücfaen- 
element,  n  ist  die  SuBere  Normale. 

Aber  abgesehen  davon,  daß  l  sich  von  der  Temperatur  r  ab- 
hingig  findet,  bewährt  sich  das  Geseti  der  Proportionalität  mit 
i  — T„  nur  fiir  kleine  Temperaturdifferenzen.  Die  Ungenanigkeit  des 
Gesetzes  kann  nirlit  überrn^rhen,  denn  der  Wärmeaustausch  eines 
Körpers  mit  einem  umgebenden  Gas  vollzieht  sich  offenbar  auf  sehr 
komplizierte  Weise  unter  starker  Beteiligung  mechanischer  Strömung 
in  dem  Gas.  Exakte  Beobachtungen,  bei  denen  die  überÜüchenablei- 
tung  nicht  streng  aus  den  Resultaten  eliminiert  werden  kann,  sollten 
deshalb  möglichst  nur  in  hochcTakuierten  Rftumen  angestellt  werden, 
wo  wenigstens  jene  unxegelmiüigen  Konvekttonen  in  Wegfidl  kommen. 
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Außer  der  Bedingung  (160)  kommt  Ar  die  Begrennmg  dee  be- 
tneliMen  &ute%xS|MatB  beeondere  nodi  die  andere  in  Fnge,  daB 
eisi  Teil  der  ObeEffibahe  nnf  einer  TOigeeehriebenen  oder  aber  ala 

durch  MeeBoiig  bekannt  zu  betrachtenden  Teinperator  erhalten  wird. 
Bei  Yertoderlichen  Zuständen  läßt  sieb  eine  Konstanz  der  Oberflächen- 
temperatnr  durch  Berührung  der  Oberfläche  mit  einem  schmelzenden 

oder  vfrdampfenflen  Körper  erzielen,  dergleichen  aucb  bei  Winne» 
anfuhr  oder   abgäbe  ihre  eigene  Temperatur  nicht  ändern. 

Dieser  Fall  vorgeschriebener  Obertiiichentemperatur  kann  nnt«r 
deu  durch  die  Bedingung  (160)  ausgedrückten  subsummiert  werden, 
iuBofem  bei  uiiendlich  großer  äußerer  Leitfähigkeit  X  die  Bedingung 
(160)  die  Form  annimmt 

i  — 

Für  die  Zwisohenscranze  zwischen  zwei  festen  Körpern  a  und  b 
wird  eine  Bedingunn^  ^'(  liefert  dtireh  die  Forderung,  daß  (bei  Aus- 
schluß flächcuiiaiter  \\  iiriiie«  utwicklung  von  der  Art  z.  B.  des  PeUier- 
EÖekts)  die  von  beiden  Seiten  gegen  die  Grenzt  liiuienden  Wärme- 
mengen (TV^0  nnd  {W^^  sich  zu  Null  ergänzen  müssen,  was  wir 
kurs  in  das  Symbol  fawien 

(W^J.+  (W^J*-0.  (161) 

Die  Bedmiiiiig  der  TT.  erhdtt  dabei  ana  (160).  AnSerdem  kommi 
in  Betnebl^  <kß  nadi  der  Erfidunmg  die  Temperatur  beim  Durchgang 
dnrab  die  Ghrenie  stetig  bkibi^  wia  durch 

(162) 

ansgedrilrkt  werden  mag. 

Infolge  dieser  lotiten  Bedingung  kann  man  in  manchen  Fällen,  ins- 
besondere auch  solchen  stationärer  Wänne^itrömnng,  eine  konstante 

und  beknnnte  Teni]»ertifnr  eines  Teiles  dt^r  Oberfläche  des  zu  unter- 
suchenden Körpers  datluri  Ii  horvorbriTigon,  dnß  man  denselben  mit  einem 
andern  Korp«r  von  beträchtlich  höherer  Leitfähigkeit  in  Berührung 
brintrt  uiul  diesen  letzteren  durt^h  eine  Flamme  oder  einen  darum  ge- 
führten Ötrum  aul  konstanter  Temperatur      erhält    Es  ist  dann 

t  —  r^. 

Bas  Eintauchen  elnea  KSrpem  in  ein  konstant  temperiertea  und 
'  gnt  nmgardbrtes  Flfissigkeitsbad  wirkt  sndeis;  hier  gewinnt  die  Qlei- 
ebnng  (160)  mit  einem  endlichen  X  wieder  (wenigstens  angenftherte) 

Gültigkeit;  aber  I  ist  dabei  nicht  der  Kombination  Ton  KStper  nnd 
Flüssigkdi  individuell,  sondern  variiert  mit  dem  Bewegungssostand 
der  letzteren.  Dieser  letztere  Umstand  macht  die  Benutzung  TOn 
Flflssigkeitsbadem  ftlr  exakte  Messungen  lienilich  ungeeignet, 
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E«  lafit  sieh  seigoii,  daß  die  HauirtgleMshiiiig  (160)»  bei  Benniniiii^ 

der  Werte  (157)  und  in  Verbindung  mit  den  OberfüMienbedingungeii 
(160)|  (161))  (162)  und  mit  einer  Angabe  fiber  die  aniftngliche 
Temperaturverteilung,  die  Temperatur  für  jede  folgende  Zeit 
cindetitig  bestiTnmt  Auch  auf  diesen  durch  die  Hrlfsmittol  der 
l'otentialtheori^  leicht  m  erbriugeadeu  Beweia  soll  hier  nicht  ein- 
gegangen werden.  — 

F(ir  die  Anwendungiu  der  vor8t€»henden  allgemeinen  Gleichungen, 
die  wiederum  nur  prakti.scli  bedeutungäTolle,  im  übrigen  sehr  ein- 
fiMhe  Probleme  betreffen  werden,  sei  erinnert,  daß  wir  neben  dem  an 
den  SymmetriedemanieD  dee  KrirtaQi  in  Beriehnng  stehenden  Ko<ndi- 
natenkrens  XTZ  in  vielen  FSllan  TorteilhaA  ein  weiteres  X'T'Z' 
einf&hren,  das  im  bequemen  AnsehloB  an  die  Fonn  des  bei  jenen 
Anwendungen  jeweils  Yoraasgeeetztm  filrisbülpiftparats  steht.  BesQglioh 
der  Transformation  der  Parameter  it^^  und  x^^  von  dem  Haaptsystem 
auf  ein  derartiges  nilfssystem  ist  auf  die  allgemeinen  Bemerkungen 
TOQ  S.  309  an  verweisen. 

§  195.  Wärmeleifcung  in  eiuem  düuuoa  Z^Under,  Um  die 
Hauptgleichung  fOr  einen  dOnnen  zylindrischen  Stab  ans  hnstallinieeher 
Snbsluis  mit  fireier  MsnteUiehe  an  gewinnen»  dessen  Aolise  dnreh  die 
Z'-Eoordinaienaohse  daigestellt  vrird,  geht  man  Ton  der  Formel  (159) 
wUf  mnlikiplistert  dieselbe  mii  dem  Element  dx'dp'*^  dq  des  Quer- 
schnittes q  nnd  integriert  Qber  den  ganzen  Querschnitt.  So  ergibt 
sieh,  wenn  man  die  ersten  zwei  Glieder  rechts  in  ein  Integral  Aber 
den  Band  s  des  Qaeisohnittes  verwandelt 

c^  IjJ  zdq  J [W^'Q08iß^x)^W;coäin,^'))d8-^  f  W^dq, 

n  bezeichnet  dabei  die  Richtung  der  äußeren  Normale  auf  der  Rand- 
kurve s.  Da  coö(«,  ^'j  — 0,  80  ist  das  Klement  ues  KauduiLegrals 
nach  (160)  anssndrücken,  und  man  erhält  bei  gleichzeitiger  Einfilhrui^ 
des  Wertes  TT/  nach  (157) 

+  j-.J (J-ix  +  A3',  cos  {n,y'))xd8  +  dz'^J ^^2- 

Hierin  ist  ^ 

ftdi-Xi,  (163) 

unter  T  den  mittleren  Wert  von  r  auf  q  verstanden.  Ist  A  nicht 
merklich  von  der  Orientierung  des  Oberüächenelements  gegen  den 
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Kristall  abhängig,  und  ist  Jer  Querschnitt  des  Stabes  hinreichend 
klein  gegen  seine  Länge,  so  daß  gegenüber  der  vorkommenden  Ände- 
rung Ton  r  mit  ?'  diejenige  mit  x'  and  y'  als  klein  betrachtet  werden 
kann,  so  i«t  merkUch 

wobei  s  die  lAnge  der  Bandlinie  tob  q  beieieluiet 

Unter  den  gleichen  Umsttnden  werden  die  Integrale  fi  cos  (n,  x')ds 

lind  I r  cos  {n,  if')ils  sehr  kleine  Werte  besitzen  und  in  Annäherung 
neben  den  übrigen  Gliedern  vernachlässigt  werden  können.  '  Dieser 
letxt«  re  Teil  der  eiugeführten  Annäherung  ist  der  bedenk  1  i\  h~^te, 
während  der  vorige  insbesondere  dann,  wenn  durch  Versilberung  der 
OberÜäche  I  streng  konstaut  gemacht  ist,  zu  größeren  Einwänden 
kaum  Anlaß  gibt.) 

Die  vorstehenden  Überlegungen  führen  zu  der  detinitiyen  Form 
der  Hanptgleichung 

Die  Eigenart  des  Kristalls  bezüglich  der  thermischen  Leitung 
gewinnt  hier  nur  in  dem  Parameter  der  Leitfähigkeit  Ausdruck; 
es  ist  bemerkenswert^  dsA  dsrin  ein  wesentiieher  UnterseUed  Toa  dem 
Problem  der  ElektrisitStsleiftnng  in  einem  dünnen  Stabe  «ugedrflekt 
ist,  bei  dem  sieh  einzig  der  enta^nehende  Psnuneter  des  Wider- 
standes wirksam  erwies.  Allerdings  beruht  der  jetzt  gezogene 
Schiaß  wesentlich  auf  einer  nioht  gans  anbedenklichen  Annäherang, 

Die  Oleiehnng  (164)  hat  im  übrigen  durchaos  die  Form  der  für 
einen  isotropen  Stab  geltenden  Hanptgleichung,  wird  also  (ins- 
besondere bei  konstanter  Temperatur  r,^  der  Umgebung),  wie  jene, 
durch  Exponentialgrüßeu  integriert.  Für  den  Fall  des  stationären 
Zu8tandes  gilt,  wenn  man  T  von  der  Temperatur  der  Umgebung 
aus  zählty 

Die  IntegrstioinslroBslB&ten  6^  bestimmen  sieh  durch  Bedingungen  für 
die  Enden  des  Stabes,  an  denen  die  Temperstaren  TorgesehriebsEn  sind. 
T  findet  sieh  als  nur  von  dem  Quotienten  IJJl^  der  äuBem  nnd  der 
innem  LeitfUiigkeit  abhftngig;  die  letstere  Konstante  läßt  sich  also 

nur  dann  isolieren,  wenn  die  erstere^  etwa  dureh  Yenulbem  der  Ober- 
flftchsy  eine  bekannte  Größe  erhalten  hat. 

Die  Methode  der  Beobachtung  an  dünnen  Stäben,  die  im  Falle 
der  elektrisehen  Leitung  die  hanptsachliehe  Methode  der  Konstanten- 
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bestimmimg  darstellte,  ist  im  Falle  der  Wärmeleitang  nngWiiK  weniger 

empfelilensTfert.  üm  den  hei  den  obigen  Vernachlässip^mgcn  gemaeliien 
Annahmen  einigermaßen  zu  entsprechpu .  muß  man  hei  der  geringen. 
Länge,  in  (h^-  sich  KristiiUstähe  im  allgemeinen  herstellen  lassen,  die 
Quersehnitte  »rlir  klein  wählen,  und  diei>er  Umstand  macht  die  Tem- 
peraturbestiumiung  iu  den  einzelnea  Qnerschnitten  sehr  schwierig, 
stunal  die  meisten  Kristalle  schlechte  Wärmeleiter  sind,  und  demgemäß 
«m  angebraohtee  ThenaoeiAineiit  duzeh  AUeiiang  der  Wime  etirke 
Störungen  bewirken  wfirdei. 

%  196.  Bertlmmungeii  tob  relatiTen  LelfeflOili^tan  snlt  Bült» 

▼on  transversaler  Strdmung  in  Platten.  Die  Torst^hend  erwtimteil 
Übelsfönde  der  Methode  der  „liniien  Leiter''  bei  dem  Wärmeproblem 
haben  dazu  geführt,  die  Bestimmung  der  Konstanten  auf  einem  in 
mancher  Hiusif^l.t  entgegengesetzten  Wege,  niimlich  mit  Hilfe  Ton 
gegen  den  Querschnitt  sehr  kurzen  ZjHndem,  d.  h.  mit  dünnen 
Platten,  zu  versuchen. 

In  der  Tat,  wenn  es  gelingt,  deii  beiden  Gnu /ebenen  einer 
dünnen  Platte  durch  Berührung  mit  geeigneten  Heizkörpern  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  konstante  Temperaturen  zu  erteilen,  so  werden 
auch  im  Innern  (abge.selien  von  sehr  kleineu  Bereichen  am  Rande) 
die  Temperaturen  l^gs  nt  den  Qrensen  paralleler  JSbenen  konatenft 
sein.  Liegen  die  QreuEebeoflin  der  JC'F'-Bbene  parallel,  so  iat  dann 
t  nur  TOB  2r  abhlngig^  and  die  Grandformeln  (157)  werden  wa 

—  IT/— —  ^»'"^|p>  (^öö) 
die  üauptgleichung  (159)  zu 

Sind  nnd  X!^  gleieh  NnU^  wo  geht  die  StrSmung  parallel  der 
Z*Aeliae;  dies  tritt  naeh  S.  317  n.  318  ein,  wenn  die  Z'-Aohee  eine 
Symmetrie-  oder  Spiegelaehae  dea  Eriatallea  ist;  in  andem  FBllen  bai 
die  Strdmnng  eine  Xomponente  nommL  aar  Z'-Afhae, 

Diese  Verhlütnisse  sind  von  Einfluß  auf  das  Verhalten  der  Wtrme- 
atrSmnng  in  der  nächsten  Nähe  dea  Plattenrandes.  Dort  wird  man  am 
bequemsten  die  Wärmeableitung  nach  außen  durch  UmhOUnng  mit 

einem  schlechten  Wärmeleiter  möglichst  klein  machen.  Tm  FaUe 
^13  ^-S3  ~  ^  weicht  dann  aucli  am  Kande  die  Wärmeströmung  nicht 
merklich  von  der  im  Innern  der  Platte  ab.  Ist  dagegen  X\  nnd  A^g 
Ton  Null  verschieden,  so  werden  sich  die  Isothermenflächt n  n Tu  hat 
dem  iiande  derart  krümme  müssen,  daß  dort  die  Strömung  der 
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^ImdriMhcon  Uantelflftcilia  der  Plitto  merkUcih  pamUel  iii  Figur  132 
gibt  luorron  eine  Ai^^^liMi^pg    X)ie  FbMe  isl  boriiontal  liej^d  gi^ 
dacbt^  afr  und  eä  etellen  die  Schnitte  ihrer  Grundflächen,  bc  and 
dicgemgen  ihrer  Mantelfläche  mit  der  Figvrenebene  <hr.  Die 
gesogenen  Eorven  geben  schematisch  ^  Tm 
die  Stromlinien,   die  pimktierten  die 
Schnitte  der  Isnthermenflächen  wieder. 


Ist  die  lViii]>er:irur  an  der  unteren  ^Itt 
Grenze  a  h  niedriger,  als  an  der  oberen 
cd,  so  wird  durch  die  Wirkung  der 
Strömung  am  Knnde  die  Temperatur  bei  a  und  d  etwas  (Gesteigert,  bei 
h  und  c  etwas  heruntergedrückt  werden;  entsprechend  wird  sich  die 
Temperatur  in  den  an  ah  und  cd  anliegenden  Heizkörpern  einstellen. 

Der  Einfluß  einer  derartigen  Abweiclinng  der  Isothermenflächen 
von  der  ebenen  Gestalt  wird  bei  genauen  Beobachtungen  schätzungs- 
weise in  Bedmung  gesellt  werden  mflseen. 

Um  die  ohtBO.  gemaehien  YoranaaeiBmigen  konsluitor  Tempemtarän 
auf  den  Girensfllchen  wenigstens  bei  schleehtleitenden  Kiistallpktten 
möi^iebst  sn  reolisieien,  kenn  man  die  Platten  nach  einem  Yor* 
sehlag  Ton  tod^*),  der.  ahnlieh  Ton  C^irisHamen^  gemacht  und 
anch  ansgef&hrt  ist,  zwischen  die  GrnndflSehen  zweier  Zylinder  ans 
einem  gut  leitenden  Metall  (Kupfer  I  fassen  nnd  die  Metallzylinder  sa 
mit  Wärmequellen  in  Verbindung  bringen,  daß  in  ihnen  die  lao«* 
therrnenflrichen  praktisch  mit  Querschnitten 
zusammeutalltMi.  Dies  letztere  wird  bei 
nicht  groben  Quersclimtteu  (als  )  l  ei  den  in 
nnserm  Falle  vorliegenden  \  erhältnissen) 
nur  dauu  einigermaßen  erfüllt  sein,  wenn 
daa  game  System  ans  Zylindern  nnd  Platten 
naeh  anfien  recJit  ToUkommen  gegen  WSnne- 
abgabe  gesohAtst  ist 

BädssirSm^,  der  die  Torstehend  sldz^ 
sierte  Methode  bei  Platten  des  ibembo- 
edrisch  kristallisierenden  Eisenglanzes  an- 
gewendet hat,  bediente  sieli  der  folgenden 
Anordnung  (Fig-  123). 

Zwfi  Platte'i  7h  -  Pt,  dio  in  *ver8chie- 
deuer  Ut  HMitiriun^^  und  in  gleicher  Größe  aus  dem  Kristall  geschnitten 
waren,  wurden  zwischen  drei  gleiche  Kupferplatten  k^,  k^,  geschichtet. 

1)  O.  J.  jA>d(fe,  FlnL  Mag.  (5)  T.  5,  p.  110,  18T8. 

2)  C.  Christiamen,  Wied.  Ann.  Bd.  14,  p.  28,  1881 

S)  H.  BädMrm,  Oif«n.  Akad.  Stoeidiolin  1888,  Kz.  8,  p.  647. 
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Dnrrli  Vprknpferung  und  ATTinli^amierung  der  OnindflärTiPn  der  Kristall- 
platton  war  f  ii  L'  itP  Berüiirung  zwiHchen  ihnen  und  den  Kupferplatten 
gesoi^.  An  die  äußeren  Kupferplatteu  legten  sich  zwei  Dosen  J)^  und 
von  Kupfer  an,  durch  die  ein  Wasserstrom  geschickt  werden  konnte. 
Zwischen  diese  Dosen  war  mittels  zweier  Schläuche  eine  dritte  ring- 
ISnnige  geschalte!^  widelid  das  ganze  System  omgab.  Wumea  Waaaer^ 
das  ans  ainein  ThrämoBtaken  Ton  oben  her  in  die  Dose     eintrat^  klihlie 
sieh  dann  auf  dem  Weg  dnreh  den  Zylinder  D,  durch  Abgabe  von 
Wärme  nach  außen  ab  und  kam  mit  niedrigerer  Temperatur  nach 
i),  und  von  da  nach  dem  Thermostaten  zurück.    Nadi  einiger  Zeit 
der  Zirkulation  stellte  sich  in  dem  inneren  System  eine  stationäre 
Temperaturyerteiinng  ein. 

Zur  Messung  der  Temperaturen  in  den  Grenzebenen  der  Kristall- 
platten und  wurden  in  die  Kupferplatten  Thermoelemente  ein- 
gefügt; es  wurde  dann  angenommen,  daß  das  Temperaturgefälle  inner- 
halb der  Kupferphitten,  dank  deren  guter  Leitfiiiiigkeit,  vernachlässigt 
werden  könnte.  Noch  zuverlässiger  erwies  sich  die  Methode,  direkt 
die  Temperaturdifferens  zwischen  den  beiden  Grenzebenen  derselben 
EriataUplatte  aus  den  elektromotorisohen  Eiifien  der  Kombinationen 
(ilt|j»|ifci)  resp.  (X^PiX^)  zu  ersdilieBen,  wobei  die  Besnltate  der  sj^ter 
zu  besprechenden  JS&sli^Öm  sehen  Beobachtungen  aber  die  thenno- 
elektrische  Erregung  Ton  Eisenglan/,  zur  Anwendung  kamen.  Zu 
diesem  Zweck  wurden  an  den  Kupferpiatten  nur  KupferdrShte  be- 
festigt und  paarweis  durch  ein  Galvanometer  geschlossen.  Der  ent- 
stehende Strom  wird  durch  den  Widerstand  in  den  Kristal! platten 
nicht  merklich  beeinflußt,  ist  also  ein  direktes  Maß  für  die  elektro- 
motorische Kraft  der  Kombination  (Ä'j resp.  (Kp^^i),  die  ihrer- 
seits der  Differenz  der  Temperaturen  in  den  Grenzflächen  von  resp. 
|>,  direkt  proportional  ist. 

In  dieser  Anordnung  gibt  die  Methode  nur  die  Quotienten  der 
Leitfihigkeiten  för  die  beiden  Platten;  denn  die  Formel  (187) 
liefert  fOr  den  Fall  des  stationären  Zustandea  «*<^/^jv'**  0,  also 
—  dtfd»*  konstant ^(d'—O/A  Temperaturen  der 

Gren^achen,  2)  die  Dieke  der  Platte  bezeichnet.  Da  nun  bei  statio- 
närem Zustande  durch  nnd  der  gleiche  Strom  gehen  muß,  so 
resultiert 

woraus  (X'^\  :  (A^,),  sich  beetimmi  (Die  absoluten  Werte  ron  (A^)| 
und  {Xn\  würden  zu  gewinnm  sein,  wenn  man  je  eine  der  Kristall* 
platten  mit  einer  Platte  aus  einem  isotropen  Körper  Ton  bekannter 
thermischer  Leitfähigkeit  kombiniert  beobachtete.) 
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Bäckström  benutzte  zwei  Platten,  von  denen  die  eine  normal  zu 
der  I  Haupt-)Acliae  des  Kristalies  geacimitten  war,  die  andere  za  ihr 
parallel  lag. 

Bezeicbuet  man  die  bezüglichen  Hauptieitfähigkeiteu  mit  Ijj^  und 
80  ergab  die  Beobachtung 

Ii  i  Ijji  —  1,113. 

Ei  irt  bekamit,  daß  Beobaebtoiigaii  an  iw>tropen  metallisohen 
Leitem  fOr  den  QootMnien  ans  der  thennisohen  und  der  elekbriachen 
Leüftliigkeit  emen  in  Annftherang  oniTenellen,  d.  h.  Tom  benntatom 
Matarial  unabhängigen  Wert  ergeben  haben  (Qeseti  Ton  O.  Wieäe- 
mann  und  Fram).  Zugleich  muß  es  als  eines  der  schönsten  Reenl- 
tate  der  S.  34(J  erwähnten  kinetischen  Theorie  der  Wärme-  und 
und  Elektrizität^leitung  bezeichnet  werden,  daß  sich  au.s  ihr  derselbe 
Zusammeuiiung  ergeben  hat.  Nach  diesen  Resultaten  war  es  von 
Liter»  sse,  zu  untersuchen,  ob  ein  metalliäch  leitender  liristÄll  für  ver- 
schiedene Richtungen  sich  dem  gleichen  Gesetz  fügte.  In  der  Tat 
w&re  zu  erwarten,  daß  ein  Stab,  parallel  einer  Symmetrieachse  ge* 
aehnitten,  sieh  gegen  einen  longitudinalen  Wftrme-  und  Elektriiit&ta- 
Strom  ebenso  Terhielte,  wie  ein  Stab  aus  einem  isotropen  UeialL 
In  diesem  Falle  mOßte  das  Verbfiltnis  der  Leltfftbigkeiten  £ftr  Elek- 
trizität Ij :  Ijjj  dem  oben  angegebenen  für  WSrme  Xj :  gleioli  sein. 
Nach  S.  344  fand  aber  MMröm 

1:1,8; 

es  besteht  also  keine  Übereinstimmung  mit  dem  oben  angegebenen 
Resultat  über     :  3^ , 

§  197.  Beobaohtungen  zur  Ableituug  absoluter  Zalüwerte.  Um 
mit  der  obigen  Methode  der  transversalen  Strömung  dureh  Platten 
direkt  absolute  Weite  der  Wftrmeleitffthigkeiten  zu  beatimmeiiy  muß 
man  im  FaQe  des  stationSien  Zustandes  den  absoluten  Wert  W^'  der 
in  der  Zeiteinheit  durch  die  Querschnittseinheit  strömenden  Winne- 
menge meßbar  machen.  Da  aber  Wärmemengen  am  bequemsten  ans 
den  durch  sie  bewirkten  Temperaturerhöhungen  erschlossen  werden,  so 
liegt  es  naher,  fVip  Rpimtzung  des  stationären  Zustandes  aufzugeben 
und  zu  der  Hi  obaclitung  eines  zeitlich  veränderlichen  ülier/ugehen. 

Eine  einfache  AnorflniinL^  '/u  letzterem  Zwecke,  znnUcbst  für  Unter- 
suchung von  Fliissigkeiteu  bustiuitnt,  hat  H.  F.  Wcbti''^)  angegeben 
und  Tuchschmidt^)  in  einer  Modiükation  auf  einige  Kristalle  ange- 


t)  H.  F.  Weber,  Wied.  Ann.  Bd.  10,  p.  108,  1880. 
S)  A,  IWcMmid»,  Diw.  Zfiiieh  188$. 
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wendet.  Die  zu  nntersuchende  dünne  Schicht  oder  Platte  p  wird 
zwischen  »wei  dicke  Kupferplatten  l\  und      gefaßt  (Fig.  124)  und 

*   das  SyRtem,  nachdeni  es  Zimmertemperatur  an- 

L       ^  j  — f    genommen  hat,  aut  ein«  ri  obeji  ♦  Ijeiieu  Eisklota 


yyggJg*  ftofgölögt,  das  Ganze  diirnacii  schnell  mit  einer 


durch  Schnee  gekühlten  Kappe  überdeckt. 

Das  Problem  ttt  dann  tiieoxeiiacli  die  Wärme- 
bewegung  in  einem  geschichteten  Medinniy  dessen  eine  Gnindfliehe  « 
konstant  anf  d«r  Temperailor  0^  G  erhalten  wird,  wShrend  die  andere  ß 
Warme  gegen  eine  Umgebung  Ton  der  honstanten  Temperatur  0*  ab- 
gibt. Der  beträchtliche  Mangel  der  Methode  ist  der  große,  ja  ents<diei- 
dende  Einfluß,  den  bei  ihr  die  Wärmeabgabe  an  der  Flache  /3  gegen 
den  Luftraum  erhält  —  ein  Vorgang,  dessen  Gesetm  nach  S.  372 
keineswegs  sicher  sind. 

Es  mag  daher  lulfrcii,  die  Theorie  der  Methode  in  einer  An- 
näherung zu  entwickeln,  welche  die  Annahme  benutzt,  daß  in  dem 
System  der  Vorgang  des  Temperatur ausgleiches  bereittj  so  weit  T01> 
geschritten  ist,  daß  Ton  der  Exponentiabeihe,  welche  die  Verander- 
lidikeit  mit  der  Zeit  darstellt,  nnr  noch  das  Glied  mit  Ueinstem  Ex- 
ponenten wirksam  ist 

Wir  nehmen  die  drei  Platten  It^iV^^  '^^^  ^  Dicken  Dpd,D, 
den  Dichten  P,  (>,  P,  den  spezifischen  Wärmen  C,  c,  C,  den  inneren 
Leitföhigkeiten  AfX  =  X'^^,  A  und  bezeichnen  die  in  ihnen  herrschenden 
Temperaturen  mit  T^,t,  T,.   Dann  gelten  die  Hauptgleichungen 

oder,  wenn  man  die  Temperaturen  mit  e'^*  proportional  nimmt^ 

-Ö'r.-p,    _ä.,_^.,  _g.r,-|!J».,  (169) 

wobei 

Wir  geafigen  dem  durch  die  Ansätze 

T,  -  e-**{Ai  sin  Qm*  +     oos  Qg'), 
t  -  e-*'(a  tmqM'-^h  cos  qz'),  (170) 
T,  =  c-*'(^j,sin  Qz'-^  Pj  cos^iff'j. 

Rechnen  wir  die  z'  in  jeder  Platte  von  deren  unterer  Grundfläche 
RUB,  so  liefert  die  Forderung  der  Stetigkeit  der  Temperaturen  in  den 
Grenzen  (162)  die  Bedingungen 
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Am  äm  Fordenmgf  d«r  Stetigkeit  dar  SitOmiing  (161)  folgt 
JQA^  cos  QD  «  laq, 

Xq(a  COB  qd       am qä)  ^  AA^Qf  (112) 

wobei  A  die  üuüere  Leitfälligkeit  der  Tlatte  Aj  bezeicknet. 

DiflB  smd  sechs  Bedingangeu,  aus  denen  die  Qaotifliiteii  der  B, 
0,  h  und  anfiedbm  k  lidi  bestimmen.  Die  tnoimMideiito  Gleiolniiig 
i)ir  Jfc  ist  sehr  komplistert^  und  wir  lehreibeii  eie  ptsMod  waaMM  ia 
dm  Abkflmuigen 

COS  QU  -  r,   sin       -  -S, 

wo  sie  lautet 

Jl*  triti  hierin  auf  vermittelet  q  und  Qf.  Die  Gleicliung  hat  unendlich 
Tiele  Wurzehi;  nach  der  oben  gemachten  Annahme  beschranken  wir 
vaa»  auf  die  Ueiiiste  ton  ibnen,  die  naeh  deiea  Yoikommea  in  (170) 
ein  Ueiner  echter  Bnusih  sein  wird. 

Die  in  TOretelieBd^  Formel  ftaftrelenden  Glieder  habai  nnn  in 
praxi  sehr  Terechiedene  Größe,  cq  ist  für  schleclit  leitende  Kristalle  von 
der  Größenordnung  ron  0,5,  für  Eupüur  TOn  etwa  1;  X  liegt  in  der 
Nihe  Tim  l,  ji  Ton  66«  2  bei  0,005. 

Hieraus  folgt  rund  q  =  0,7  Yk,  ^  -  Oß  }//  iiiid  wenn  d  wenige 
ICiUimeter,  D  nicht  mehr  als  1  cm  beträgt,  so  »ind  qd  i  u  l  QD  kleine 
echte  Brüche.  Femer  wird  X'  etwa  0,7]/*,  A'  etwa  7,5  yA".  Die  TOr- 
etehenden  Zahlen  setzen  als  Einheiten  Gramm.  Zentimeter,  Minute  voraus. 

Nacli  diesen  Größenverhältnissen  kann  man  y  nn'l  F  gleich  Eins 
eetsen,  a  mit  qd^  S  mit  QI)  Tertaoscheu  und  £^  neben  r\  X'*  neben 

vemachlässisren. 

Macht  mau  Jus  Entsprechende  mit  coaqg',  qos  Qß'  und  am  qs', 
sin  Qß'  in  (170j,  so  nehmen  die  Ausdrücke  für  T^,  t,  die  Form 
lineirar  Funktionen  Ton  j'  tn,  weLoihe^  in  die  Gleiehungen  (168)  etn- 
gelttbrl^  die  rechten  Seiten  sa  Noll  madkeo. 

Dto  eingeflilirften  Yernachllflaigongen  kommen  aleo  daianf  hinansy 
daß  man  mmimmti  die  Indenmgigesehwindigkeit  der  Temperaturen 
in  dem  System  sei  im  Laufe  der  Zeit  bereits  so  klein  geworden,  daB 
die  Temperaturverteilung  in  jeder  Platte  merklich  dem  (linearen)  Ge* 
setz  des  stationären  Zustaodea  entaprieh^  aUerdinge  mit  seitlieh  Ter* 
inderlichen  Panunetein. 
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Unter  Eiufühnmg  der  Werte  von  A',q,Q  erhält  nun  nimmehr 
ans  (173)  leicht 

 p^c'dD  

üe  iflt  direkter  Beobachtong  2a|^|^dbi,.  indem  man  die  Tempera- 
tur irgend  einer  Stelle  des  Systemes,  am  besten  einer  Stelle  der  oberen 
Knpferplatte,  in  ihrer  zeitlichen  Veränderlichkeit  rerfolgt.  Ist  ein  Zu- 

stand  erreicht,  wo  der  Verlauf  dieser  Tonipenitnr  durch  ein  einziges 
Exponentialglied  T,  T°^~*^  merklich  voilstäudic^  darfrestellt  ^vl^li, 
so  kann  man  aus  der  Messung  von  Tj  sogleich  gewinnen.  Die  ge- 
suchte innere  Leitfähigkeit  der  Kristallplatte  ist  dann  durch  die  Formel 

bereciieiibar,  falls  außer  den  Dimensionen  der  Platten  noch  für  Kupfer 
CfP,A,A  bekannt  ist,  Zahlen,  die  durch  eigene  Beobachtung  ge- 
funden werden  können. 

Tmhschmiät  hat  Steinsalz,  Kalkspat,  Quarz  der  Beobachtung  unter- 
worfen. Steinflalx»  als  Kristall  des  regulären  (VH.)  Systemes,  TerhSlt 
sieh  thermisch  isotrop;  es  lieferte  in  absoluten  Einheiten  (gr,  cm,  min) 
X^^lj^Ofi,  Kalkspat  nnd  Qnan  gehören  dem  trigonalen  (TV.) 
System  an,  nnd  zwar  den  €hnppen  (9)  und  (10),  welche  rotatorisdie 
Qualitäten  nicht  besitzen  können.  Die  Beobaohtäng  gab  f&r  Platten 
normal  und  parallel  der     (Haupt-)  Achse 

Kalkspat   A^- 0,472,    Am  =- 0,576, 

Quarz       A,  =  0,957,   A^,  =  1,576. 

Die  Leitfähigkeit  fOr  eine  beliebige  andere  Richtung  Z',  welche 
einen  Winkel  B  mit  der  Z- Achse  einschlieftt,  ist  nach  (11)  durch 
die  Formel  gegeben 

-  Xj  sin*6  +  Ajn  cos*9. 

Für  eine  iüchtung,  die  um  45"  gegen  die  Z- Achse  geneigt  ist, 
liefert  dies 

Ajj  =  ^  (Aj  -j-  Ajjj) . 

Tudtscimidt  hat  fdr  diese  Richtung  gleiehfdls  Beobachtungen 

angestellt  und  die  Werte  0,518  fOr  Kalkspat,  1,272  für  Quarz  er- 
halten. Berechnet  man  aus  allen  seinen  Beobachtungen  bei  Erteilung 
gleicher  Gewichte  die  Hauptkonstanten  Aj,  Am  nnd  daraus  Ag,  so 
erhält  man  die  folgende  Gegenüberstellung: 
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Kalkspat  (^uarz 
beob.  ber.  l.>t'ob.  b«r. 

0=0»    A„j  -  U,576    U,574       1,57G  1,:)73 

=  45°    ^3,  =  0,518    0,522       1,272  1,268 

-90»     X,«  0,472    0,470      0,957  0,963 

:  A„  »  0,820  0,612. 

Die  ÜbereiuBtimuiimg  zwischen  Theorie  uuU  Beobachtung  ißt  sekr 
befriedigend. 

Xmmerlim  ist  die  MeÜhode  (aueli  abgeiehen  von  der  Bolle,  die 
bei  ilir  die  änfiere  Leitflhigkeit  ipielt)  wie  jede  Methode^  welche  die 
transversale  Strömimg  in  einer  dünnen  Piatie  benutat,  gerade  bei  den 

Ton  Tuchschmidt  untersncbten  Kristallen  noch  deswegen  bedenklich, 
weil  bei  ihr  die  Strahlung  zwischen  den  durch  die  dünnen  Kristall- 

[»laften  getrennten  Kupferma^Rpn  ignoriert  ist.  die  l)ei  so  diather- 
manen  Körpern  einen  nicht  unbedeutenden  i^müaü  auf  den  Vorgang 
haben  wird. 

In  dem  einfachsten  Falle,  daß  die  Kristallplatte  nicht  merklich 
absorbiert  und  demgemäB  auch  nicht  merklich  emittiert,  geht  die 
WirbiDg  der  Strahlung  dabin,  daß  die  Gleichung  (161)  fttr  die 
Stetigikeit  der  WizmeatrCmung  in  den  Grenifiaoheir  der  KiiitaUplatte 
ihre  GHfltigkeit  yerlieri  Die  im  Enpfer  Terlanfonde  Strömung  iat 
jetzt  gleich  der  im  Kristall  etatfefindenden  eigentliehen  Strömung 
plne  der  8tr6mnng,  die  infolge  von  Strahlung  die  Grenzfläche  durch- 
setzt. Diese  gestrahlte  Menge  Ist  unter  den  hier  vorliegenden  Um- 
ständen merklich  der  Temperaturdifferenz  der  einander  zugewandten 
KupferflRchen  proportional  und  Ton  deren  Entfernung,  d.  h.  also  von  l, 
unabli;in>;ig,  Sie  folgt  also  einem  andern  Gesetz,  als  die  Wiirnie- 
strümuiig  m  Kristall,  deren  Stärke  mit  der  Dicke  der  Platte  variiert, 
nnd  hierauf  beruht  die  Möglichkeit,  durch  Kombination  von  Beobach^ 
tnngen  mit  Tnachieden  dicken  Kristallplatten  beide  Wirkungen  su 
sondein  nnd  X  trotz  der  störenden  Einwirkung  zu  beetimmen. 

Wenn  der  Kristall  merklich  absorbiert  und  demgsmfii  andi  merk* 
lieh  emittiert,  so  können  die  Yerhältnisse  erheblieh  komplisiert  werden; 
es  kann  auf  diesen  Fall  hier  nicht  naher  eingegangen  werden.  — 

Eine  der  vorstehend  besprochenen  Terwandte  Methode  hat  Thmdei^) 
an^^^ben.  Bei  dieser  wird  die  zu  untersuchende,  auf  Zimmertempe- 
ratur gebrachte  Platfo  auf  einen  erhitzten  Metallklot/  «relecft  und  die 
zeitliche  VeräudeniMu'  der  Temperntnr  der  freien  ObertiUche  beobachtet. 
Zur  Markierung  einiger  bestimmter  Temperaturen  dieser  Fläche  sind 

1)  TkoUkt^  Ann.  de  Chin.  (6);  T.  26,  p.  Ul,  1888. 
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auf  derselben  kleine  Proben  von  Substanzen  mit  verschieden  hohen 
Schmelzpunkten  angebracht;  es  wir^l  ancrpnoTnraen.  daß,  sowie  eine 
dieser  Substaiizeu  sclimil/t,  die  Tempel  am  r  der  ül)eriiäcbp  dorea 
Schmelzpunki  gleich  gesetzt  werden  darf.  Beobachtet  wird  die  Zeit, 
die  zvviächeu  der  Erreichung  zweier  jener  festen  OherÜächentempera- 
turen  verBtreicht. 

Um  abrndate  Weorte  fltr  dio  nomale  Iieitfahigkeili  iL  der  Platten 
m  erhalten,  bedarf  es  der  Kenntnis  TOn  deren  äußerer  lieiifahigkeit 
üi  Smangelang  derieiben  kann  m«i  fBr  Teraeluedeii  orientierte  Platten 
au  deraelböi  Snbetaniy  bei  Annahme  gl  ei  ober  äoBeier  Leitflliigkeil^ 
wenigirtena  relative  Werte  fBr  X  erhalten. 

Perrot^)  hat  diese  theoretisch  offenbar  etwae  bedenkliche  Methode 
mit  drei  Probesubstanien  (a-Naphtliylamin;  o-Nitroanilin,  Ki^f^tÜiaUn) 
Ton  den  Schmelzprodukten  bei  5U**,  t>6®  79**  zur  Ableitung  relatiTor 
Werte  der  Leitfähigkeiten  von  kriataUisiertom  Wismut  angewendet 
und       T  Aj  «=  1,37  gefunden.  — 

Die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  beschriebenen  Beobach- 
tungen bezogen  sicli  auf  Kristalle,  bei  denen  die  thermischen  Leifc- 
fähigkeitsachtieu  direkt  auä  deren  Sjmm&trieelementeu  folgten,  wo 
demsemiß  abo  anoh  die  HaupÜeitfi^keiten  direkter  Beobachtung 

die  yerhilteiBBe  Weniger  einflMh  liegen  nnd  für  die  Bendinnng  der 
Hiaii]»tkonfltenten  am  den  ftr  beliebige  Riohtongen  Z*  beobachteten 
die  in  §  178  aaaeinandetgeiotrten  Geeiehtepini^  inr  Anwendung 
m  bringen  sein. 

§  198.  Fläclicnhnfte  Strömung  in  c^fner  dünnen  nnbegrenetott 
Plntte.  Der  Fall  einer  piinktförmiRen  Q,uelle.  Der  Fall  einer  Kristall- 
|ilatle  mit  freien  Grundflächen  parallel  der  X'  F'-Ebene  wird  behandelt  mit 
Hiiie  der  auf  das  X'Y'Z -Achsenkreuz  bezogenen  Hauptgleiebnng  (159) 

unter  Zuhilfenahme  der  Bedingungen  fttr  die  beiden  GrundflSchen 
ü  —  0  und  M^d,  die  naoh  (160)  lauten 

#-0:-(TF,')„=Ä(T,-r„), 

Dabei  ist  die  Temperatur  der  Umgebung  auf  beiden  Seiten  der  Platte 
gleich  angenonmten;  I  beaeichnet  die  Außere  Leitfähigkeit  der 
Grundflächen. 

l)  F.  L.  Perrot,  Axch.  dö  (itjneve,  (2;  1.  18,  p.  446,  ld04. 
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MidtipUBiart  man  die  Hauptgleichuug  mit  dä*  und  integriert  aie 
Uber  die  D«^  d  der  Pleite^  beMioihiiet  anck  den  Mittelwert  Toa  % 
auf  der  Dicke  d  mit  T,  so  erhSlt  man  unter  Benntaniig  Ton  (157) 
und  (177)  leieht  die  Beoiehiiiig 

^  dT    i'  d*T        ... .  d*T    .  a»r 
ai  "  ^»  ä«^  +  v.^  "T  ^  a«'ay'    ^  äy^ 

+  T         -     +  T        -     -  ^  (^^  +    -  2  O. 

Können  liierin  infolge  der  geringen  Dicke  d  der  Platte  die  Glieder, 
welche  (r^  —  t J  enthalt^  trotz  des  bei  ihnen  auftretenden  Nennei*s  d 
yemaeMÜMigt  werden,  und  kann  zugleich  t^i-  mit  %T  identifisiert 
werden^  so  eigibi  rieh  hieraua  die  HauptgUiehung  in  der  Form 

^  -     in  +  (ii + Ii)  ^  +     Ipi  -  7>-  «J.  (178) 

Eh  ist  wichtig  zu  beachten,  auf  welcher  wesentlichen  nnd  nicht  eben 
leicht  zu  begründenden  Vernachlässigung  diese  Formel  beruht. 

Gibt  man  dem  X' 1"- Achsenkreuz  eine  solche  Lage  X'^y,  daß 
darauf  be7ogen  jL°,  -h  —  'st,  d.  h.,  daß  dasselbe  zusaniraenfäUt 
mit  dt' II  Hauptachsen  derjemgen  Ellipse,  in  welcher  die  TenBorfläohe 

(179) 
(180) 


(181) 

Diese  öleichunf^  laßt  sich  durch  eine  Funktion  Yon  t  und  1  =  ^5* +  9* 
befriedigen;  d^m  fOr  eine  solche  wird 

Inibeeondere  kann  eine  aolohe  partünilftre  Lösung  in  den  Fällen  zur 
Anwendung  kommen,  wo  die  seitliche  Begrenzung  der  Platte  außer 
Betracht  bleiben  darf,  wo  nämlich  die  Temperatur  r  in  der  Nähe  des 
Randes  sich  nur  unmerklich  von  derjenigen  der  Umgebung,  T  also 
unmerklich  von  Null  nnterscheidet.  Nach  dem  S.  348  u.  f.  Entwickelten 
gehört  hierher  der  l^ail,  daß  sich  in  der  Mitte  einer  einigermaßen 

Voigt,  KziaUUphjBÜL  S6 
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11}  von  der  X'F'-Eb«ie  geschnitten  wird,  so  ergibt  (178) 
Die  Substitution 

^•-jl/f,  »»-«l/f.  ^'-«.«t 

fiUirt  dam^  wenn  man  noeh  T  Ton  %^  ans  sShli^  «of 

^^dT       /d'T  d'T\ 
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ausgedehnten  Kristallplatte  eine  punktförmige  Wärmequelle  befindet^ 
die  «itweder,  weil  sie  zu  schwach  is^  oder  weil  sie  nur  eine  sehr 
biir7e  Zeit  zur  Wirkung  gekonnnen  ist,  nächst  dem  Rfmde  der  Platie 

eine  merkliche  Temperatuninderung  nicht  bewirkt  hat, 

In  diesem  Falle  sind  sowohl  für  den  Htationären,  wie  filr  deu 
veriinderlichen  Zustand  bei  anfänglich  konstant  gegebener  Temperatur 
die  Bilder  der  Isothermen  in  der  -Ebene  Kreise  r  «  konst.,  somit 
die  laolhenueii  eelbst  Mipsen  Ton  der  Gkichung 

^  -h  ^  -  konei  (183) 

« 

Nimml  man  hiam,  daß  die  Teneorflicbe  [X]  Ton  der  Z'7"-Ebene  in 
der  Kurve 

geschnitten  wird,  so  sieht  man,  daß  die  Isothermen  mit  dieser  Ellipse 
gleichliegende  Achsen  Ton  reziprokem  Längen  Verhältnis  besitzen. 

§  199.  Berüoksiolitigang  resp.  £limination  der  Wirkung  einer 
eeitUehen  Begrenaung.  Das  Problem  der  ftäohenbaften  Wlnne- 
atar5muDg  in  einer  ebenen  dünnen  JB^natallpIatte  hat  aus  dem  Grunde 
eine  große  praktieche  Bedeutung  eodialten,  weil  es  möglioh  10^  dia 
Kurren  konstanter  Temperatur  direkt  sichtbar  zu  machen  und  auf  die 
Ausmessung  ihrer  Achsen  eine  Methode  zur  Bestimmung  relativer 
Werte  Ton  thermischen  Leitfähigkeiten  zu  gründen.  Da  nun  aber 
die  Annahme  unendlicher  Ausdehiiniif?  der  untersuchten  Platten  bei 
Kristallen  besonders  stark  auch  einer  nur  roh  angenäherten  Reali- 
sierung widerstrebt,  so  ist  es  nützlich,  den  Einfluß  einer  seitlichen 
Begrenzung  zu  diskutieren,  um  daraus  womöglich  Mittel  za  dessen 
Herabdrückung  abzuleiten. 

Der  liand  der  Platte  mag  durch  eine  zur  Achse  parallele,  nach 
außen  freie  Zylinderflache  gebildet  sein.  Für  jedes  Element  dieser 
FUehe  gilt  dann  nach  (160) 

cos  (m>  ic')  +  ^1'  cos  (n,  y -  I{x  -  t J,  (185) 

wobei  ;i  und  ?  sich  jetzt  auf  die  Randflaohe  bezieben.  Multipliziert 
man  auch  hier  mit  dg*  und  integriert  Aber  die  Dicke  der  Platte,  so 
resultiert 

"  t*"  ii''  +  *M  ^  +  -T^U- O)  (186) 
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•Ibo  bfli  dflir  in  (178)  eingefUlurtaii  Yemadilässigang  aaeh 

-  K  ly  +  ii  |7)e«(».»')-l(2'-0.  (187) 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichimi?  wollen  wir  nun  die  Frage  unter- 
suchen, ob  man  Form  und  Art  der  seitlichen  Begrenzung  der  Platte 
so  ZQ  wählen  vermag,  daß  die  partikuläre  Lösung  ?on  S.  385  auch 
im  Falle  der  begrenzten  Platte  anwendbar  bleibt.  In  diesem  Falle 
würde  mau  bei  der  Beobachtung  auch  läothermeneUipsen^  welche 
nicht  klein  gegen  die  Gesamtausdebuung  der  Platte  sind,  der  Messung 
nnt«rw«rfen  können. 

Für  diese  ünterenokiuig  wollen  wir  Ton  dem  (wie  sieh  unten 
aeigen  wifd,  sehr  inreifeUiaften)  Vorkommen  rotatoriseher  Glieder  ab> 
aeben,  also  A/,  —  setzen;  dann  bringt  die  Einffthrong  des  in  (179) 
benntKten  Achsenkreuzes  X^Y*  und  die  Annahme  0  die  Rand- 
bedingung (187)  auf  die  Form 

-^uf^oos(»,a;«)~A5.|2,cos(«,y«)-ij.  (188) 

Enthält  nun  T  die  Koordinaten  nur  m  der  Verbindung 

und  kOnt  man  dTßi*  in  7'  ab^  eo  leeultiert  aus  (185) 

-  2Aiä^ OOS (fi>«^ + cos y«))         f,  (190) 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  der  naheliegende  Ausweg,  zur  Kand- 
kurve  eine  der  Isothermen  r*  konst.  zu  wählen  (welche  hierzu 
in  Annäherung  bereits  bestimmt  seiu  müßten),  im  allgemeinen  auch 
dann  nicht  zur  ErfOUung  der  Baadbedingung  flEIhrt,  wenn  man 
deh  anf  den  stationären  Zustand  beechiinkt.  Denn  es  müßte  dann 
die  Klammer      wa  (n,  eoB  (n,  /))  eine  Funktion  Ton  t  aUein 

weiden,  und  dies  findet  ni<dit  statt   Bie  Klammer  hat  vielmehr  den 

Wert  2/V^(^)*^"^i^~)  '        nicht  von  x  allein  abhängt. 

Indessen  ist  ein  spp7ipnf^r  FhII  l>f»inerkenp wr-rt,  in  dem  die  Iso- 
therme als  MriTulknrTe  mit  der  beuutztni  p;irt ikuiäreu  Lösung  rer- 
träglich  ist;  es  ist  di  r  einer  verschwindenden  äußern  Leit- 
fähigkeit X,  da  dann  die  Gleichung  (I8b;  sich  auf  die  Bedingung 
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reduziert.  In  der  Praxie  j^enügt,  wenn  dafür  gesollt  ist,  daß  die 
liandtemporahir  T  klein  ist,  d.  h.,  t  sich  weni«»;  von  der  Temperatur 
der  Umgebung  unterselieiilet,  überhaupt  ein  klcinfT  Wert  von  >l, 
d.  h.  die  Bekleidung  des  nacli  eint.!r  Isothermen  geltn  luteti  Platten- 
randes mit  einem  schlechten  Wärmeleiter,  um  die  stürende  liand- 
wirkimg  herabzudrücken. 

%  300.  Die  l^olibaniMauiMtliiode  von  De  SMismiont.  Wurme- 
staömiuigeii  der  TontelMiid  betmohtafeea  Art  in,  Platten  smd  dM  «nie 
OljeU      Untenaehnngen  Aber  Watmebitaiig  in  ICristaUfln  geweeen. 

De  ßmarmoni^)  kam  1847  auf  den  glflcklichen  Gedanken,  die  leo» 
thernMn  in  einer  Platte  direkt  sichtbar  und  meßbar  /u  ni  arhen.  EEierm 
fiberzog  er  die  Platte  mit  einer  dünnen  Schicht  Wachs,  das  bei  einer 

allmählichen  ungleichförmigen  Erwärmung  der  Platte  in  dem  Boreich, 
wo  die  Teiuperatnr  etwa  C.  übersteigt,  schmilzt.  Hie  Grenze,  bis 
7U  der  bei  gesteigerter  Erwärmuug  das  Schmelzen  f  u  t  ^^'3chritten  ist, 
bleibt  auch  nach  erfolgter  Abldlhlung  sichtbar  und  sioiU  lie  Isotherme 
t  »  für  einen  gewissen  stationären  oder  veränderlichen  Zustaud 
dt^  Wärraebewegnng  dar. 

Die  Krwiirmung  bewirkte  De  SenarmofU  von  einer  feinen  Durch- 
bohrung der  E[ristallplatte  aus;  durch  diese  war  ein  Draht  geführt, 
der  Ml  aeioeni  freien  Snde  mit  einer  Flamme  ethitit  wmde.  Wlhrend 
der  Steigerong  der  Temperatur  entifceht  eine  WinneetrOmung  von 
der  Bohrong  ans,  eine  Sihmelagwnae  sohreitet  in  eUiptisoher  Form 
Aber  die  Platte  fort.  Hat  die  Knrre  nalieni  die  gewfUuobte  GrOfie  er- 
xeioht,  so  wird  die  WfirmMufuhr  zur  Platte  unterbrocihen.  Es  dilatiert 
sich  dann  im  allgemeinen  znnAchst  die  Schmelagranse  noch  ein  wenig 
inf(dge  der  liohoren  Tcmpemtur  innerhalb  des  von  der  Isotherme  nm- 
scblnsgenen  (»ebieteB.  Dann  schreitet  das  Erstarren  von  außen  nach 
innen  allniiihlieh  fort,  wobei  din  äiiß^'rst^  (irptr/e,  welche  di»^  Schmelzung 
erreicht  liatte,  durch  pinen  kleinen  Wulst  von  Wachs  markiert  bleibt. 
Es  ist  für  die  An%Neudung  der  Theorie  auf  diesen  Vorgang  wesent- 
lich, zu  beachteoi,  daß  die  durch  die  äußerste  Schmelzgrenze  g^ebene 
Iratherme  sieh  im  allgemeinen  nieht  saf  einen  stationSren  Zustand 
der  WarmestrÖmnng  in  der  Platte  besueht.  Letzteres  findet  nur  stat^ 
wenn  die  Sehmels^renae  vor  ünterbreohnng  der  WSrmeaaAilir  aom 
Stehen  komml^  also  eine  konetante  Temperatnrrerteilnng  erreieht  war. 

De  Smanmmi  hat  eine  sehr  groBeZaU  Ton  ▼erwhiedenen  Eristallen 
naeh  dieier  Methode  nntenoeht  nnd  ans  den  erhaltenen  Besaiteten 
Sehlflsse  Uber  die  Symmetriereilüiltmsse  dieser  Kristalle  hinsiehtlioh 

1)  H,  de  Setuumont,  C.  B.  T.  21,  9.  467,  ld47;  T.  82,  p.  179,  28,  p.  367, 
1848;  T.  S8,  p.  2TS,  18fiO. 
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des  Vorganges  der  Wärmeleitrinfj  j^ezogen.  Er  erkannte  das  Vor- 
kommeu  jener  füjif  Grup|)en,  die  nach  S.  312  auch  die  Theorie  bei 
solchen  thermischeii  Vorgängen  fordert^  welche  die  rotatorischen  QaaU- 
tftten  mehi  snr  Geltung  kommeii  lassen. 

Sine  laUenmißige  Verwertong  der  an  den  eUipttsehen  Isotheimen 
angestsllien  Messnngsn  irarde  erst  mSglidi,  naehdem  dnxoh  Ikämmd 
in  Verfolgung  seines  allgemeinen  Ansatzes  (157)  die  Theorie  des  Vor- 
gangee  in  der  Torstehend  geschilderten  Weise  gegelim  war. 

Die  Theorie  zeigt,  dafi  die  Halbachsen  der  beobachteten  Ellipsen 
mit  den  Quadratwurzeln  au<  <?en  ihren  Richtungen  zugeordneten  Leit 
fäliiirkpiten  nnd  1^, ,  proportional  sind,  wobei  diese  Parameter  sich 
aui  soiciie  liichtungen  der  X  1  "-Ebene  beziehen,  für  welche  Aj,  -}-  A^j  — , 
also  bei  fehlenden  Rotationsqualitäten  Ajj «—  A^^  yerschwindet.  Die 
Messung  der  Durchmesser  der  Isothermenellipsen  bei  der  De  Senai  mont- 
schen  Methode  liefert  also  zmmchst  VA^/A,,  und  daraus  erst  Aj^/A^. 

In  betreff  der  Bestimmung  der  Hanptleitfahigkeiten  X^,  Xjj,  bei 
Szistallen  niedriger  Symmetrie  (System  I  nnd  U)  liegt  hier  somit 
der  Fan  des  §  179  in  der  Komplikation  ror,  daß  die  Beobaohtnng 
mir  das  YerliSltnis  A*^/XJ^  ergibt;  daneben  ist  die  Lage  der  Haupt- 
achsen der  Isothermen,  d.  h.  also  der  Winkel  (p  in  der  Bezeichnung  von 
§  179,  nicht  eben  genau  beobachtbar,  denn  dieser  Winkel  ist  ersichtlich 
kein  gutes  Messungsobjekt.  Die  Methode  ist  also  im  allgemeinsten  Falle 
trikliner  TCristalle  nicht  vorteilhaft.  Betrachtet  man  immerhin  qr  als  meß- 
bar und  geht  von  einem  willkürlich  rrn^v'Ihlten  Hauptkoordinatensystem 
XYZ  aus,  so  gibt  die  Beobachtniig  einer  Platte  in  der  X  F-Eheno 
AjirAjjtAij,  die  in  der  FZ-Ebene  X^:  X^^,  die  in  der  ZX-Ebene 
A^ :  A^j :  .  Es  sind  somit  die  sämtlichen  fünf  Verhältnisse  der  sechs 
Parameter  zn  gewinnen. 

Bei  monoUinen  EzistaUen  liefert  die  Beobaehtong  in  der  X  F-£bene 
^u^^i'^if  diejenige  in  der  TZ»  nnd  der  2^2*Ebene  resp.  A„:Aiu 
nnd  Itiiini'  Bei  den  hSher  symmetrischen  Kristallen  finden  sieb 
direkt  die  Quotienten  Iii  In'- Im-  — 

§  201.  Modifikationen  der  Methode  von  in>  Sonarniont,  Nume- 
rische Resultate.  Die  Methode  von  De  Smarmont  hat  kleine  technische 
Vervollkommnungen  f^rfahren.  v.  Tmiuj^)  erwännt«  den  durch  die 
Bohrung  der  EriätaUpiutte  gesteckten  Draht  ^tatt  mit  einer  1  lauime 
durch  einen  elektrischen  Strom;  Jannetojs^  ließ  die  KristaUplatte  nn- 
dnrefabobrt  nnd  bracbte  die  nabeen  pnnktfftrmige  Wftnneqnelle  auf 
deren  einer  Gmndfliebe  an.   Böntgen*)  Terfobr  analog  nnd  ersstete 

1)  V.  V.  Lang,  Fogg.  Ann.  Bd.  85,  p.  ad,  1»68. 

S)  JB.  Jemmtag  isldieiche  Arbeiten  in  den  0.  B.  sait  1B7S. 

t)  SSnt^rntt  Foig.  Ann.  Bd.  III,  p.  MS.  18U. 
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ftu£erdem  den  Wachsüberzug  (mit  dem  die  Vorgänger  operierten)  durch 
ein  Behauchen  der  gut  polierten  und  gereinigten  Kristallfiäi  lie.  Bei 
Aufsetzen  einer  erhitzten  metallis<"hen  Spitze  verdunstet  dann  in  der 
Umgebung  der  Spitze  die  Hauchschicht  in  einem  allmählich  sich  er- 
weiternden Gebiet;  die  Grenze  des  Gebietes  fixierte  Bönffjm  durch 
Bestreuen  der  Fläche  mit  Lycopodium,  duü  nai'  au  noch  feuchten  Teilen 
haftet,  von  den  übrigen  aber  leicht  abflUi  Dieee  beliebt  gewordene 
Uethode  hat  indeseen  doch  ein  prinupieUee  Bedenken,  inBofom  an  aicii 
nxciit  eieher  ieti  daß  das  Vemdiwiiiden  der  Hanehaobiebt  fiberbAiipt 
eine  laotberme  definiert  Immerbia  aebeint  die  Methode  Werte  sa 
liefern,  die  nngefShr  mit  den  ron  anderen  Beobachtern  gefondenen 
flbereinatimmen. 

Zwei  prinzipielle  Schwierigkeiten  der  De  Senarmontschen  Methode 
mögen  hervorgehoben  werden.  Die  in  §  198  entwickelte  Theorie  setzt 
Yoraus,  daß  die  Isothermen  sehr  groß  gegen  die  Dicke  der  Kristall- 
platten  und  dabei  klein  jregen  deren  seitliche  Ausdehnung  sind.  Diese 
Bediugungeu  sind  bei  den  nn  uilgemeinen  mäßigen  Dimensionen  der 
meisten  Ter£Qgbaren  Kristalle  schwer  an  erflUlen,  nnd  ee  scbeinty  daß 
die  Beobaditungen  häufig  nntw  Umat&nden  anageftüirt  sind,  die  dieaen 
Torauaaetanngen  wenig  entaprecben.  Dorcbaoa  bedenUieb  iat  das 
mebilaeb  empfohlene  Verfahren,  die  Isothermen  auf  den  H&ehen 
maasiTer  Kristalle  hervorzubringen.  Hier  köonm  infolge  der,  statt 
flächenhaft,  räumlich  verlaufenden  Wärm^trömnog  sehr  wohl  be- 
trächtliche Abweichungen  dor  Isothermen  von  den  theoretischen  Ge- 
stalten eintreten,  deren  Sinu   und  Größe  schwierig  abzuschätren  ist. 

Daß  auch  bei  den  De  Soiai  fnont scheu  Beobachtungen  die  \  oraus- 
setiiuiig  genügend  kleiner  Dicken  der  Kristallplatten  nicht  stets  erfüllt 
war,  geht  aus  der  Notiz  dieses  lorschers  hervor,  daß,  weuu  die  Platteu 
nidbt  noimal  an  einer  Synratetrieaebae  heigeatellt  waren»  dann  die 
laotbermen  auf  den  beiden  Selten  der  Platten  deatUcb  einaeitig  gegen- 
einander Teraeboben  waren,  obgleich  die  Wärmequelle  die  ganae  I*latte 
normal  dnrchaetzte.  Es  ist  klar,  daß  ein  solches  Verhalten  mit  den 
Vernachlässigungen  bezüglich  r,  —  r, ,  welche  auf  S,  385  in  der  Theorie 
benutzt  sind,  nicht  vereinbar  ist.    Wir  kommen  hierauf  unten  zurück. 

Weiter  «knuif  hingewiesen,  daß,  wenn  man  df^r  Forderung 
äußerst  dünner  Kristallplatten  möglichst  weit  entgegenkommt,  in  der 
Benutzung  der  Schmelzung  eines  Uberzuges  von  Wachs  oder  der- 
gleichen zur  Markierung  der  Isothermen  eine  prinzipielle,  wenn  auch 
bei  sehr  geringer  Dicke  des  Überzuges  vielleicht  praktisch  nicht  sehr 
wesentliche  Fehlerquelle  liegt.  Die  Schmelsung  geschieht  ja  anf  Kosten 
der  in  der  Eristallplatte  fortgepflanzten  Warme,  und  der  hier  in  An> 
eproch  genomm^ie  Antdl,  der  gerade  bei  aehr  dfinnen  Platten  üu» 
Gewicht  iallen  kann,  müßte  eigentlich  in  Rechnung  gezogen  werden. 
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Der  SiiiB  der  Wirkimg  diMsr  Fehlnqiialle  geht  oifonbar  dahin, 
<Ue  Usiflinohied«  in  den  LmtfShigkeitoD  nnd  IJi  su  klein  er- 
Mheinen  za  laffen,  inflofeni  in  der  Riehtong  der  grdßeren  LeitflChigkeit 
mehr  Waclis  gescliinolzen  werden  mufi^  eko  mehr  Wftnme  Terlmnchi 
wird,  als  in  der  BidhtiiDg  der  kleineren,  in  'gleichem  Sinne  wirken 
ührigoDS  anch  zwei  andere,  vielleicht  nicht  ganz  nnhedenkliche  Fehler- 
quellen der  Methode:  die  endliche  Ausdehnung  der  direkt  erhitsten 
Stelle  und  di*~'  Strahlung  des  erhitzenden  Körpers.  — 

Um  eme  \ Orsteilung  von  den  Zahh  nyt  rliiiltiii^sen  zu  geben,  die  bei 
dem  Vordrang  der  Wärroeleitung  zur  Geltung  kunimen,  seieu  hier  einige 
Ackaeüverhäitjiisse  beobachteter  Isothermenellipsen  a:ß:y  und  daraus 
folgende  Verhältnisse  der  HaaptLeitfähigkeiten  :  :  Xjjj  ^a^iß^iy* 
nedi  den  Beohaektongen  Ton  Jamiekuf  snaammengesteUt. . 

Hezagonales  System. 

BeryU  «!y-0,90  a,!lni-0,81, 
Apatit  i-O^  -0,93. 

Tetragonales  System. 

Eutü  — 0,80  liilm'-^^Mf 

Zirkon  -0^  -0,81. 

Trigonales  System. 

Kalkipat  a ;  y  =  0,9 13  ^ ;  =  0,836, 
Quarz  -0,762  =0,580, 

TuimaLin  - 1,16  ca.  -1,32. 

Die  Qnotientea  ^i'.ljig  ftr  Ealkapat  und  Qoan  weiehen  von  den 
ans  TuduchmiätB  Meerangen  S.  382  abgeleiteten  etirker  ab,  ab  kei  der 
gnten  Definiertheit  des  betreffenden  Matertales  stattfinden  lollte. 

Wir  fOgen  m  nach  einer  Beobaoktong  Ton  Perrot 

Wiimiit        «er -1,18,      Xx:Xin  — 1|39. 

Khombisohes  System. 
Baiyi  1>064;  1:1,027,   Ax:jl„:Anz  -  :1:1,05, 

Cöleftm  -1,037:1:1,083,  -1,075:1:1,17. 

Mono  kl  in  es  System. 
(Die  Ilichtung        ist  wie  früher  in  die  Symmtstrieachse  gelegt) 

Hornblende  «:^:y— 0,706: 1 :0,80;      : jl„ : il^ - 0,50 : 1 : 0,64,  . 
Epidot  -0,934:1:1,088;  -0,87:1:1,18, 

-0,80:10,65;  -0,64:1:0,423. 


Digitized  by  Google 


999        VL  Kftpitel.  WMhMlbetMniagw  fwiiohen  swd  Yclrtoren. 


Dieae  ZaUeii  eigebeu,  daB  die 
dasselbai  Kristalles  nch  ^legentlieh  sehr  stark  unterscfacideii,  di* 

Äolotropie  der  Suhstanz  also  ^  i  den  thermischen  Vorgängen  selir 
kräftig  herrortritt.   Tn  vielen  Fällen  findet  JannetaZj  daß  die  Mi^'^im^ 

der  thermischen  Leitfahi^k^^itm  pnrnllol  don  Hanptspaltnnprsrichtnngen 
der  Kristalle  licp^n,  Xntui  li(  }i  kann  hierin  kein  nllpfem eines  Gi  «^ptx 
liegen;  t.  B.  können  KnstaJie  mehrere  gleichwertige  SpaltiingsHuchen 
be^^itzen,  während  ihnen  stets  nur  eine  Biohtuog  maximaler  Leit- 
fähigkeit zukommt 

$303.  ICethode  d«r  SwffliiicipiatoiL  Allgemain»  BawumuBg. 
Bei  dm  mMieiwirifli  piinslpttUeii  BehwierigkelteBy  wdehe  dem  De  Senat-' 
«MMi#ielieii  Verfiducoi  anhafteii»  enekeuit  «iiie  weitere  IMiode  siur 
Bestimmung  relstiyer  Werte  der  Hauptleitfähigkeiten  Ton  KnetaUen 
nicht  überfltlBsig,  eine  Methode^  welche  die  Eigenart  besitzt ^  stren|p 
zu  sein,  iniofam  ihre  Theorie  gar  nicht  die  Int^gnüon  der  Differen- 
tial gleichnngen  der  WärmebewofTiHii?  hei  gegebenen  Oberflächenbe- 
dinguntren  voraussetzt,  «nndrrrj  ujimittelbar  aus  den  Biffprentialglei- 
cliungeu  fließt  Diese  Method« . '  i  He  nachstehend  au'<oiiiaridergPset?'.t 
werden  soU,  knüpft  an  die  Betra  ■litiiritr  der  Wärmebewegung  innerhalb 
der  X  !lf-Ebene  des  HauptkoordmateiLsijstems  an  unJ  läßt  die  dazu 
normiQe  Komponente  YÖllig  beliebig;  sie  beschränkt  allerdings 
die  Wnhl  der  ZZ-Ebene  dahin,  d»£  die  Parameter  und 
Tersehwinden. 

Der  wicihtigite  BUl,  der  hier  in  Frage  konimiy  ist  der  einen 
Kneiallfl  mit  einer  in  die  <Z-Aehee  fidlenden  Symmetriea^dise,  wenn 

gleiehieitig  die  rotatorischen  Parameter  dea 

Ejiatalk  entweder  gleich  Null  sind,  oder  aber 
der  rotatorische  Vektor  A  in  die  «2^ Achse  fällt. 

Da  die  XF-Ebene  hiemach  in  eine  ITaupt- 
ebene  (obgleich  nicht  nofrüvendig  in  die  XY- 
Ebene  der  Tabelle  S  IU2)  fallen  soll,  ^ollm 
wir  die  Bezeichnungen  x',  y'  im  folgenden 
Wf.  115.  nicht  anwenden. 

Wir  verfolgen  hier  zunächst  die  Annahme  durchaus  lehiender 
rotatorischer  Qualitäten,  wo  dann  gilt  —  X^f^  für  h  und  t  =  1,2,3. 
£s  ist  dann  nach  (löT) 

—  TTj  -=  All  1^  +  Aj,  "  ^1  1^  +      ^  j  (1^1) 

dabei  gflt^  wenn  die  X-Achse  mit  der  Biehtang  A,  den  Winkel  9p, 

1)  W>  Voigti  Qm.  l^acb.  1896,  p.  2ft6{  Wied.  Ann  Bd.  «0,  p.  1807. 
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B^i  der  Bicliiimg       den  Winkel  eiiiBcliließt  (Fig.  125), 

nach  (11) 


kii  —  kl  cos*  9         sin^  q>,     k^  =     ain^f  -f  jLj,  coa*  9, 


(m) 


Wird  nun  eine  Wärmeströmung  erzeugt,  die  keine  Kompo- 
nenten naeli  der  Z-Aeliee  besitst,  im  flbrigen  aber  beliebig 
iity  80  gilt  fUr  diese 

bieraui  beetimmt  sieh  der  {<,^x  gerechnete)  Ncigangswinkel  t  der 
Isoihennen  in  der  XF-Ebene  gegen  die  F-Adise  gemäB  der  Formel 


igt  'f-. 


(IM) 


Setzt  man  hier  hinein  die  Werte  (18b)  für      and  X^,  so  ergibt  sidi 

leicht*)  . 

j^="Ctg9ptg(y  +  ^).  (m) 

Kennt  man  also  (was  zunächst  angenommen  sein  magj  die  Lagen 
der  Hauptleitfahigkeitsachsen  Xj  und  jlu  in  der  XF-Ebene,  d.  h.  den 
Winkel  fp,  bringt  man  eine  WSnueetrSmnng  herror^  deren  F-Eom- 
ponente  Tortchwindety  nnd  mißt  den  Winkdf  ^  der  Isotherme  gegen 
die  F-Aohse,  so  bestimmt  die  vorstehende  Formel  den  Quotienten. 


Um  eine  Wärmeströmuri;^'  Ton  dem  Torauflgesetiten  Charakter 
herrorsamfen  und  die  bezüglichen  Isothermen  n  * 
zu  messen,  hat  man  dann  folgendermafiesn  m 
verfahren. 

Man  stellt  eine  rechteckige  Platte  mit 
Kanten  parallel  der  X-  nnd  der  Y- Achse  her 
und  halbiert  dieselbe  durch  ei  neu  zur  X- 
Achse  parallelen  Schnitt;  darauf  dreht  man 
die  eine  Uälftc  um  eine  zu  X  parallele  Achse 
und  kittet  die  beiden  Hälften  wieder  zusammen. 
Stellt  Fig.  136  die  Zwülingsphitte  in  der  definitiTen  Form  dar,  die  ober» 
ffiflfte  etwa  in  der  ursprünglichen,  die  untere  in  der  yerftnderten 
Stellnng,  so  sind  0^^,  nnd  ßi,  Punkte,  die  ursprflnglich  einander 
benaehbart  warm. 


Vig.  II«. 


1)  Diese  bequeme  Foim  gegeben  ▼on  F.  H»  Ja^r^  Amsterd.  Pioo.  T.  8, 

p.  793,  iy06. 
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Bringt  man  Ulm  eine  der  SehmalMiten  ab  oder  ed  in  Berflhrang^ 
mit  einem  Körper  Ton  höherer  und  swar  ISogs  der  BerührungsflSehe 

konstanter  oder  wenigstens  zur  Mitt-e  symmetrischer  TpTTiperatnr,  so 
•entsteht  in  der  Platte  ein  Wärmestroni,  der  nach  Symmetrie  in  der 
Nähe  des  Schnittes  diesem  parallel  verlaufen  muß.  Die  ihm  ent- 
sprechenden Isothermen  auf  der  Oberfläche  der  Platte  müssen  dem- 
gemäß in  der  Schuittimie  einen  Knick  zeigen,  dessen  Beirag  lo  'J^f 
lat.   Wir  haben  sonach  auch 

|^-ctg??tg(9  +  i®).  (196) 

Hierin  ist  cd  nach  dem  Obigen  positiv  zu  rechnen,  wenn  bei  einem 
Wärmeetrom  im  Sinne  der  +  X-Achse  die  gebrochene  Isoihenae  die 

Spitze  voranschiebt.  Bei  der  Strömung  im  Sinne  der  —  X-Achse 
findet  je  das  Entgegengesetzte  statt,    co  >  0  setzt     >  voraus. 

Um  die  Mcssnng-  von  cj  anp/iifiniren,  müssen  zunächat  die  Iso- 
thermen sichtbar  gemacht  werden,  und  es  bietet  sich  hier  wieder  die 
Methode  der  Schmelzung  einer  auf  die  Kristallpiatte  uulgetrafrenen 
dünnen  Schicht.  Statt  des  Wachses  oder  eines  Gemisches  von  Vk  hcIi^ 
und  Terpentin,  welche  ziemlich  verschwommene  Grenzkurven  lieiern, 
•erwies  sich  eine  Hischnng  von  Elaidin-Saure  mit  etwas  Wachs  oder 
Wachsterpentin  Torteilhafter.  Kflhlt  man  den  anf  die  erhitzte  Platte 
sn^tragenen  Überzug  schnell  ab  (durch  Auflegen  der  Platfee  anf  ein 
kaltes  Metall),  so  kristallisiert  die  Elaidinsättrs  in  äußerst  kleinen 
Körnchen;  läßt  man  nach  liinwirkung  der  Wärmeströmung  Yon  einer 
der  Kanten  ab  oder  cd  aus  recht  langsam  erstarron,  m  entstehen 
große  Kristalle.  Die  Grenze  zwischen  beiden  Bereichen  ist  bei 
geeignetem  ^Tiri  hmotgarerhäitnis  der  aufgetragenen  Substanz  außer* 
ordentlich  scharf. 

Als  Würmeqnolle  für  die  Hervorbringung  einer  parallel  zur  Zwischen- 
grenm  verlaufenden  Strömun«^  wählt  man  passend  einen  Streifen  dickes 
Kupferblech,  der  an  einem  Ende  mit  einer  kleinen  Flamme  erwärmt 
wird  und  am  andern  Ende  auf  der  Querschnitttiiiche  amalgamiert  ist. 
Gegen  diese  Fläche  wird  das  auf  Zimmertemperatur  befindliche  und 
nuf  einem  scUeohten  Leiter  (Samt)  liegende  Kristallpräparat  eine 
knne  Z«t  hindnndi  iipdi'adri}  und  wieder  entfernt,  wenn  die  Sohmels- 
grenze  hinreichend  weit  auf  dem  Präpaiat  Torgesdiritten  isi  Unter 
Benutzung  gewisser  kleiner,  hier  nicht  zu  sehfldemder  Kunstgriffe  «rhält 
man  leicht  bei  der  Erwärmung  von  der  einen  wie  Ton  der  andern. 
Seite  her  Sclimekkurven,  die  auf  jeder  Hälfte  des  Präparates  nahezu 
geradlinig  verlaufen. 
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§  2ü3.  Meüiode  der  ZwUlingaplatleu ;  öpesiiölloö  zur  Auwen- 
•dung.  Der  oben  yoraubgebetzie  Fall,  dafi  die  Richtimgeu  der  Leii- 
f  tiiigkeitMiolueii  belnomi  wSmiiy  tetrt  emen  Enstdl  der  Systeme  III 
bis  VI  und  eine  Platte  parallel  einer  der  thermisohea  Symmetrie- 
ebenen  Torans.  Je  nach  der  Wahl  derselben  sind  dabei  die  Haupt- 
konstanten  Ii,     eTentnell  mit  1^,  l^i        hn>     ^  Tertanschen. 

Hier  bat  man  noch  Freibeity  ttber  den  Winkel  ^  so  an  Tesrfllgeoy 
dafi  der  Knickwinkel  o  der  Isothermen  möglichst  grofi  wird.  Man 
<eikennt  leicht,  dafi  bei  kleinen  Winkeln  at  der  gOnstigate  Wert  Ton 
^  in  der  Nähe  von  46®  li^g^;  9  somit  also  passend  ^45®  gemadit 
wird.   In  diesem  Falle  nimmt  die  Formel  (191)  die  Geatait  an 

^-tg(45°-hiö,).  (196) 

Um  den  sinfiMbsteii  Fall  sinse  Kiistalles  der  Systeme  TV  bis  VI 
niher  an  betrsehten,  so  bfttte  man  also  die  kOnsfliehe  ZwiUiug^pIatte 
hier  so  benasteUen,  daß  eine  reehteokige  Platte  pantllel  einer  Meri* 
dianebene  mit  Kanten,  die  Winkel  von  45 mit  Ii  and  einsehliefien, 
parallel  einer  dieser  Kanten  halbiert  würde. 

Die  Formel  (196)  und  die  Fignr  126  behalten  dann  bei  Yer- 
tansehnng  Ton  1^  mit       ihre  Anwendbarkeit. 

Liegen  die  Isothermen  bei  dner  Erwärmung  ?on  ah  oder  ed  ans 
80,  wie  Figur  126  seigt,  so  ist  ai>0  au  rechnen,  im  entgegenge- 
setzten Falle  <  0. 

Bei  einer  kflnstlichen  Zwillingsplatte  ron  Quarz,  die  in  obiger 
Weise  orientiert  ist,  erhUt  man  fllr  den  Kniekongswinkel  einen  Be- 
trag von  über  30^ 

Die  beschriebene  Erscheinung  ist  demgemäß  bei  Quarz  ein  be- 
achtenswertes Demonstrationsobjekt.  Sie  ergänzt  die  gemeinhin  in 
Vorlesungen  vorgeführte  Erzeugung  elliptischer  Isotherm cn  nach  De 
Senarmont,  insofern  jene  die  Lage  der  Stromlinien  gegen  die  Iso- 
thermen ni(;ht  direkt  zur  Anschauung  bringt  also  die  Mfi^liciilteit 
zuläßt,  daß  die  Stromlinien  iu  die  krumraiinigen  ( orthogonaieii )  Tra- 
jektorien  der  Isothermen  fallen;  hier  stellt  sich  bei  nahezu  parallelen 
Stromimien  die  Abweiehong  der  Isothermen  Ton  der  an  jenen  nor- 
maler Biehtong  bdehst  drastisch  dar.  — 

Bei  Kristallen  des  monoUinen  Systemee  ist  die  Lage  der  Achsen 
Ix  und  ijg  in  der  XT-Ebene  nicht  bekannt,  die  Methode  in  der 
obigen  einiMsfasten  Gestslt  alM>  nicht  anwendbar.  Man  hat  nelmehr 
den  Winkel  9»  in  Formel  (194)  als  nnbekannt  an  führen,  und  es  be- 
darf zweier  verschieden  in  der  XF-Ebene  orientierter  Zwillings- 
platten, am  IJXb       9  ^  bestimmen. 
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Walik  mau  neben  der  oben  vorausgesetzten  Platte  mit  der  Hal- 
bienmgalinie  X  eine  zweite  mit  der  Halbienmgslixiie  so  ergibt 
die  FomieL  (193),  mdem  niiii  dort  die  Werte  (192)  e»t  Ar  den 
Winkel  ip,  dann  Ar  9  + 1«  einaetit, 


(M 


■1 1 


sin 


oder  kfiner 


*^*»     {Ii  +  ^li)  4-  (M  -  iii)  C08  29  ' 

(Xi  —  lu)  «in  2  9 
(Xi-f  lii)  _(ii_in)co8  29  » 


fi  rin  2qp 


—  p  «in  2  (p 


1  -|-|ioo«  2fp  ' 

HieniDa  berechnet  deh  leicht 


(197) 


(198) 


'TT  • 


und  die  erste  Formel  fflhrt  auf 

In  Figur  127  sind  die  bezüglichen  Verhältnisse  genauer  darge- 

gtellt;  die  Flattenhälften  a  sind  in 
der  ursprünglichen  Position  lie- 
gend, b  Terweudet  gedacht 

Ist  so  durch  die  Beobaobtiing^ 
mit  swei  Platten  der  Quotient 
Aj/Au  und  die  Orientienmg  Ton 
und  Aq  gefunden,  so  lüt  aieh 
daniL  mit  Hilfe  einer  Platte  pa- 
nllel  der  Ebene  I^Ä^  oder  lalm 
ancb  Aj/Afji  oder  XnAm  gewinnen. 

Es  ist  ein  wesentlicher  Vorzug  der  vorstehend  entwickelten  Be- 
obachtungsmethode, daß  ihre  Theorie  keinerlei  Voran ssety.un gen  fiher 
die  Grüße  nn«!  <iie  Dicke  der  Kristallpräparate  macht;  -mch  spielt  die 
auftretr  iji m  : !  inde  Schicht  keine  störende  Rolle;  denn  die  Aus- 
drücke (lUlj  lür  die  Str(>uiuu2;skom])onenten,  welche  zur  Theorie  ein- 
zig und  allein  benutzt  sind,  werden  durch  eine  solche  Schicht  nicht 
geändert. 

Im  ttbrigan  bietet  die  Methode  praktisobe  Vorteile.  Eineiaeita 
bedarf  eie^  um  betrSchtliehe  Verschiebnugein  der  leothermen  an  be- 
ivirken,  viel  kleinerer  Hdohsttemperatoieo,  ala  die  D«  Smtamumiwc^B 
Methode,  bei  der  die  naheau  punktförmige  Wärmequelle  relativ  hoeh 
temperiert  werden  muß;  und  dies  ist  insbeeondere  bei  Beobaehtnng 
mancher  Salze,  die  betriksbtliehe  £rw9rmnng!UL  nicht  ertrageni  ein 
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Vorteil.  Bodami  stehen  die  ge^uchl^n  Quotienten  der  Winueleiiiing 
mit  den  heobaclitl)aren  Winkalfadercngen  in  einem  Zusammenhang, 

der  die  Hoohnchtungsfehler  weniger  wirksam  werden  Irißt,  als  dies  bei 
den  Dureiimessern  der  De  Snianufmf m'hfm  Tentliprmenpllipse  stattfindet. 
£i8  kann  darnuf  hier  aber  nirlit  niiher  ein^'ega[iLi;eu  werden. 

Beetimmuiigeii  von  relativen  iiauptieitt ähigkeiten  nach  dieser 
Methode  sind  bisher  nur  von  Jager^)  publiziert.  An  einer  Wismut- 
zwillingsplatte aus  Material  Yon  Perroi  (s.  S.  343)  erhielt  Jaya  als 
UitteL  vieiUr  Bertimmniigen 

cj  =  +  22n2', 

'wonros  folgt- 

An  Flirten  von  Quarz  und  von  Eisenglanz,  die  dem  Verfasser 
bei  der  Ausarbeitung  seiner  Methode  gedient  hatten,  maß  Jäger 

Qaan  w^-dO^dO'  V^^m"  0,571 
Eisenglans  a~  +  lO^W       Xi/im  -  1^. 

iJiese  Kristalle  sind  sämtlich  dem  IV.  System  angehörig.  Für 
den  dem  VI.  System  zugeordneten  Apatit  &nd  Jäger 

Apatit        a>  -  -  17 «  Vra  -  0,74. 

Die  oech  der  voratehenden  Methode  gewonnenen  Werte  kj/Xm 
weidiMiL  B&mÜich  mehr  tob  dmr  Einheit  ab,  eis  die  nadb  dem  De 

SenarmontBchen  Verfahren  erhaltenefB.  Bei  den  theoretischen  Schwierig- 
keiten des  letzteren  Verfahrens,  bei  dem  nach  S.  391  wichtige  Fehler« 
quellen  stets  in  dem  Sinne  wirken,  die  Abweichungen  zwischen  Ij  und 
Ijjj  7AJ  klein  ersclieinen  zu  laasou,  und  bei  der  größeren  theoretischen 
Strenge  der  neuen  Methode  ist  aber  wohl  zu  schließen,  daß  die  nach 
ihr  gefundenen  Werte  der  Wahrheit  näher  kommen. 

Da.s  eine  Ziel,  das  Jäger  bei  seineu  Untersuchungen  vertolgte, 
war  die  Prüfung  des  Wiedemann-FramHchbD.  Gesetzes  über  die  Uni- 
Terealit&t  dee  Qnotieiiten  nni  thermiecher  und  elektriecher  Leitfähig- 
keit bei  Krielalkn.  Wie  das  8.  379  bereits  bezüglich  Eisen^ßwu  be- 
merkt isl^  fand  er  anch  bei  Wismnt  keine  Übereinstimmnng  der  Be- 
obeehtongsreenlftste  mit  jenem  Geeets. 

§  204.    Anftuohnng  rotetozisoher  Parameter.    Methode  des 

Hall-Effekte.  Die  Frage  nach  dem  Vorkommen  von  Kristallen  rait 
rotatorischer  Qualität  bezüglich  der  elektrischen  Leitfähigkeit  ist 


1)  F.  M.  Jäger,  VergL  Amaterd.  T.  U,  p.  799;  T.  15,  p.  27,  1906;  Arch. 
des  Sdfliio.  (4)  T.  8S,  p.  t40,  1900. 
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bisher  wegen  des  MangaU  Ton  metallisch  leitenden  Kristallen  mit  den 
erforderlichen  Symmetrieeigenschaftenkaum  noch,  in  Angriff  genommen. 
Für  die  analoge  Frage  im  Gebiet  der  Wilrmeleitung  liegen  die  Ver 
häituiase  günstiger,  weil  eine  zu  Messungen  ausreichende  Leitfähigkeit 
für  Wärme  einem  jeden  Kristall  zu  eigen  ist.  Ol  SorH  hat  eine  Reihe 
von  Beobachtungen  publiziert,  die  zum  Zweck  des  ISaciiwoises  rota- 
toriiebar  Parameter  angestellt  worden  sind.  Bezüglich  der  ailgemeineii 
Theorie  der  in  Frage  kommenden  Methoden  kann  auf  das  in  §  184  u.  t 
über  die  Wirkungen  rotatoriseher  Parametor  der  Elektriiit&tsloitung^ 
Eniwiokelte  TerwieBoi  werden. 

Tritt  mich  bei  der  Wärmeleitung  in  Platten  (abweichend  von  dem 
Fall  der  Elektriaitätsleitung)  eine  Strömung  durch  die  Grundflädien 
in  Aktron,  so  spielt  dieselbe  bei  den  hier  Torliegenden  ProblemeTj. 
wo  es  sich  ausschließlich  um  die  Bewirkunix  von  Temperatur d  i  ff e- 
renzen  unter  Umständen  handelt,  wo  oline  rotatorische  Glieder  Tem- 
peraturgleichheit herrschen  würde,  keine  Holle.  Die  in  §  185  be 
schriebeneu  Anordnungen  können  deshalb  im  Friozip  auch  zur  Unter- 
enehnng  Aber  das  Vorkommen  rotatorischer  Effekte  bei  der  W&nue- 
leitong  benntat  werden. 

Man  könnte  also  z,  B.  (in  direkter  Analogie  sn  der  gebrftneh- 
lieben  Methode  der  üntenroehung  deB  magnetischen  ITo^^-Effektes) 
iiX^  X  eine  dünne  Platte  in  Streifenform  abed 

(Fig.  128)  benutzen,  deren  Fläche  nor- 
mal zu  einer  HauptleitfähiglceitsachRe 
Ajjj,  deren  Längskante  parüllol  zu  einer 
zweiten  Achse  Aj,  ist  und  in  dem  Streifen 
♦  eine  Wärraestromung  erzeugen,  die  sym- 
Tig.  IIS.  *   ^  metrisch  zur  Mitte  der  Breite  des  Strei- 

fens Teriinft.  (LetEteree  wäre  einfaek 
dnieh  Anlegen  einer  su  1^  normalen  EndflSdie  ah  an  einen  ^eieh- 
fönnig  erwSrmten  Edrper  sa  bewirken.)  Unter  diesen  Voranssetaangen 
würden  bei  Yorhandeniein  rotatorischer  Parameter  die  Isothermen 
nicht  symmetrisch  aar  LSngsmittellinie  des  Streifens  verlauiiBn,  ins- 
besondere die  Seitenkanten  in  verschiedenen  Entfemnngen  aa'  tmd  bb' 
TOn  dem  erwürmten  Endqaerschnitt  erreichen. 

Soret^)  hat  zu  seinen  ersten  Beobachtungen  die  auf  S.  353  be- 
sprochene Methode  der  von  einem  Funkt  o  aus  erwärmten  und  von 
diesem  Punkt  aus  geradlinig  aufgeschnittenen  Platte  benutzt,  bei  der 
infolge  der  spiraügen  Krümmung  der  Stromlinien  bei  Vorhandensein 
rotatorischer  Qualität  zu  beiden  Seiten  des  Schnittes  verschiedene 
Temperataren  kerrsdien  mttssen.  Dieser  Sprung  der  Temperatnr  muß 

1)  Ch,  Sorety  Aich,  des  Seicnc.  (4)  S9,  p.  im. 
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einiroten,  gleioliTielf  ob  die  laothermen  auf  der  nicht  an^eieluiittenen 
Flaite  ^eiee  (wie  S.  353  Toimnegeaetst)  oder  EUipaen  sind. 

Sord  hat  die  bezflgliche  Beohoehtung  einfach  so  angestellt,  daßv 
er  eine  Knetallplatte  Iftngs  einer  Genuieii  durchschmtfe  und  die  beiden 

Hälften  in  sehr  kleinem  Abstand  voneinander 
befestigte  (Fig.  129),  sie  dann  nach  Dp  Sf^un- 
morU  mit  einer  dünnen  Wachsschi clit  bedeclite 
tmd  von  einer  Stelle  o  des  Spaltes  um  durch 
einen  heißen  Draht  eine  Wärmeströmung  m  d&s 
System  schickte.  Hierbei  müßten  nach  der 
^eorie  die  leotheroien  heim  Übergang  ttbw  den 
Spalt  eine  Unste^keit  seigen,  die  h^b  eo  groß 
iaty  wie  in  dem  früher  beträehteten  Fall,  wo 
der  Spalt  nur  von  der  Wärmequelle  aasging,  nicht  dieselbe  dmrehaetste. 

Nach  den  Tabellen  Ton  S.  311  oder  312  können  rotatorisehe  Pbie- 
meter  bei  allen  monoklinen  Kristallen  auftreten,  und  zwar  liegt  bei 
ihnen  der  rotatorische  Vektor  in  der  zur  Z-Achse  gewählten  Sym- 
metrieachse. Soret  unterwarf  der  Beobachtung  den  im  monoklinen 
System  kriataUisierenden  Gips,  der  nach  Ebenen  normid  zu  Z  sehr" 
vollkommene  Spaltbarkeit  besiUt,  derart,  daß  Platten  nach  dieser 
Ebene  leicht  herstellbar  sind.  Die  Beobachtungen  gaben  indessen 
keine  Andeutungen  iBr  eine  Unstetigkeit  der  bothermen  beim  Über- 
schreiten des  Spaltes. 

Man  wird  diesen  Beobachtungen  eine  absefalieBende  Bedeotung 
selbst  für  die  eine  untersuchte  Substanz  kaum  zugestehen  dürfen,, 
denn  die  Methode  erscheint  recht  wenig  empfindlich.  In  der  Tat,  je 
näher  man  im  Interesse  genauerer  Feststellung  einer  Unstetigkeit  in 
den  Isüthcriiieri  «lio  Ijeiden  Plattenhälften  üinaTirler  brin'^t,  um  so  mehr 
muß  eine  thernusche  Wechselwirkung  zwischen  ihnen  einsetzen,  welche 
die  beiderseitigen  Temperaturen  ausgleicht.  Soret  hat  auch  selbst  das 
Bedürfois  gefühlt,  »ein  negative»  liesultat  auf  einem  anderen  W^e 
XU  kontrollieren  und  zu  erganzen. 

%  206.  Auftnohnng  sotatoxladher  Xffekte.  Disayniinetrie  der- 
Isothermen  auf  Kriatellfl&oben.    Die  zweite  Ton  Sorä  angewendete 

Methode  zur  Aufsuchung  rotatorischer  Parameter^)  beruht  auf  einer 
Tatsache,  die  bisher  noch  nicht  besprochen  ist  und  als  von  aUge- 
meinerern  Interesse  eine  Erwähnung  verdient.  Die  Lage  der  ellip- 
tischen Isothermen,  die  auf  einer  beliebigen,  an  einem  fvollBtändi^en) 
Kristall  angesckliifenen  ebenen  Flache  nach  denl  De  Stfia r?/io)(( seinen. 
Verfahren  hervorgerufen  und  sichtbar  gemacht  werden,  wird  durch 
die  rotatorischen  Qualitäten  des  Eristalles  beeinflußt. 

Um  dies  in  zeigen,  besohrinken  wir  uns  auf  den  Fall  eine» 
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Kristalles  des  trigonalen,  t«trRgoiialen  oder  hexagoiiaien  Systemes, 
bei  denen  =-  in  ist,  und  der  rotaturische  Vektor  nur  in  der  i^-(Iiaupt-) 
Aclise  li^en  k&nn.  Hier  laaten  die  Orondformeln  nach  (157)  bei 
TomuMAnuig  des  HwiptoehBeusjstems 

Die  Komponente  IIY  der  Strömung  nach  eiiiAr  Bichtunir  Z\ 
welebe  die  Bichtungskosuius  y^^  y^,      besitzt,  wird  dann  gegeben 

Bezeichnen  noch  a^,  tc^,  und  /i^,  /j^,  /jy  die  liichtuugskosinua  der 
zu  Z'  gehörigen  X'-  und  y-Bichtungen^  so  eigibt  sich  leicht 

+  An +4«%)^  (800) 

+  (tiin-ii)j't'+i,)5?. 

Liegt  nun  die  X'y'-Ebene  parallel  der  beobachteten  Grenzfläche 
des  Kristalles,  so  liefert  die  Bedingung  für  die  durch  sie  hindurch 
stattfindende  Wärmebew^ung 


unter      wieder  die  Temperatur  der  Umgebung  verstanden. 

Wir  wollen  nun  die  X'^T'-Ebene  mit  der  X^- Ebene  susammen- 
f allen  lassen,  also 

flsteen.  Dum  wird,  wenn  wir  wiadfir  t  toh  %^  aa  reehnBiiy  die  Ovena- 
bedingUBg  sa   

Hierin  ist 

—  cos     a;),      —  cos  j?). 

Wird  jetrt  das  X'T'-AidimÜDeas  um  die  Z-Aehie  vm  180^ 
.gedieht,  so  indem  die      sidi  niekt,  eher  «'  und  jf'  ksfaxen  ihre 
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Yoneiehea  xm,  werden  sn  —  «i'y  ^y/,  wilurend  ist,  so  daB 

nun  die  Gleiehoiig  lautet 

Ii  +  (Am  -  i.)J'.>'.^  +  ^»-.^ 

Dio  1  luuptgleu  bnn^  flnP^  wird  (lairegeu  duri  h  diese  Operation 
nicht  geändert;  hat  also  der  Kristaii  kerne  anderen  m  Betracht  kom- 
menden Begrenzungen  als  die  X'F'- Ebene,  d  h.,  liegen  die  anderen 
von  der  Beobachtungsstelle  so  weit  ab,  daß  ihre  Wirkung  veruach- 
Üengt  werdeii  kann,  so  ttßt  tioih  die  Asyminetrie  der  Isothermea 
dnieh  die  aUtiiuge  Diskiunoii  der  Gieubediogang  (201)  resp.  (20S) 
«kennen. 

Die  Yeigleicliniig  der  beiden  Formeb  leigt,  daB  Infolge  der 
Oberffi&ehenbedingung  die  +  X'-  nnd  die  —  X'-,  die  +  nnd  die 
—  7**  Aohie  bei  uneerom  Fkoblem  einender  nicbt  gleichwertig  tindi  daB 
also  die  Isothermen  auf  der  X'T'-Bbene  b«i  einer  Erwärmung  Ton 
dem  Punkt  x'=Oy  y'  —  0  ans  nicht  zur  J*^  and  snr  X*Aobie  sym- 
netnsok  yerlaofen,  solange  die  Parameter 

von  Null  yerschieden  sind. 

Sehen  wir  zonSchst  von  rotatonschen  Qualitäten  ab,  se^a  also 

A  =  0,  so  ergibt  sich,  daß  die  Isothermen  zur  Y'- Achse  unsymme- 
trisch verlaufen,  sowie  yjy,  von  Null  verschieden  ist,  d  h.,  sowie  die 
Bp£ri"cnznngsebene  des  Kristalies  nicht  normal  oder  parallel  zur  2- 

Hauptachse  liegt. 

Dies  Kesultut  illustriert  das  S,  390  über  die  Wichtigkeit  sehr 
geringer  Dicke  der  Kri.^tallplatten  bei  Anwendung  der  Formeln  (178) 
Gesagte;  es  erklärt  auch  die  von  De  Smarmoni  gemachte  Beobachtung 
über  die  gegenseitige  Verschiebung  der  Isothermen  auf  den  beiden 
Seiten  einer  niebt  unendlich  dOnnen  Platte.  In  dsr  Tat  kompensiert 
■ieh  in  dem  Glied  (l^  —  Aj)^^;^,  eine  ümkehiung  der  +  Z-und  der 
*|- jST-Riditang;  auf  einer  Kristallfläohe  mit  d^  ftufieron  Nonnale 
+  spielt  also  die  +  X -Biobtung  dieselbe  Rolle,  wie  auf  einer 
FIttehe  mit  der  &ußem  Normele  —  Z'  die  —  2 -Riehtung. 

Fassen  wir  nun  das  rotatorische  Glied  =F  ^yidtjdy'  in  (201)  und 
(202)  ins  Auge^  so  erkennen  wir,  daß  dasselbe  eine  Dissjmmetrie  der 
Isothermen  besÄglieb  der  X'- Achse  signalisiert,  welche  am  grSfiten 
i^ein  muß ,  wenn     =>  1  ist,  die  Normale  der  ^stallfiaehe  also  nox^ 

mal  zur  Hauptachse  steht» 

Voigt,  KilaUUptgmik.  Stf 
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Diese  DiBsymmetrie  suchte  Soret  bei  der  zweiten  Reihe  seiner 
Beohaclitrmpcn  anzufinden.  Er  benutzte  dabei  Kristalle  Ton  Dolomi^ 

die  der  Gruppe  (12),  von  Erythrit,  die  der  Gruppe  fl?),  von  Apatit, 
die  der  Gruppe  (24)  nnirehoreu,  konnte  aber  keine  Andeutung  der 
gesuchten  Erscheinung  linden. 

Indessen  sind  auch  nri^at  i ven  U»'.-iilt:ite  wenig  entschcidtMid ; 

da  die  Beobachtungen  nuiit  einmal  die  unz weilelhaft  Torli;m(icnen 
Dissymmetrien  erster  Art  (die  bei  schiefer  Orientierung  der  l>egren- 
xvngwlMoe  auf  den  Glied  Um  —  h^Mt  beruhen)  haben  lierrortreten 
UuBseDy  ist  die  ganie  Methode  effciil»ar  wenig  .empfindlieh  geweeeiL 

§206.  AallwirthTnig  xo4atoxlaelieor  SfRsikte.  XeCliode  der  SwIlllapH 
jlattan«  Bei  der  großen  prinzipiellen  Bedeutung  der  Frage  dee  Yor- 
kommenB  TOn  rotatonschen  Eflekten  im  Gebiete  der  Wärmelcituu^ 
schien  es  erwfinscht,  eine  Methode  von  noch  größerer  Leistungsfähig- 
keit in  Anwendung  zu  bringen,  als  die  von  fröret  benutzten.  Eine 
solche  Methode  ist  aber  unzweifelhaft  die  in  §  202  auseinandergesetzte 
der  Zwillingsplatten. 

Für  einen  Kristall  des  triguualeii,  des  tetragoualeu  oder  des 
hexagonalen  Systems  gelten  die  Gleichungen  \  199):  eine  Strömung, 
die  keine  Komponente  nach  der  A!-Ach«e  hat,  also  11'^  zu  Null  macht, 
liefert  statt  (193)  jetzt 

.    ,      dr  jdt  i 

Isothennen,  die  auf  einer  rar  ^-Achse  noxmalen  Doppelplatte  in  der 
S.  894  hesdiriebenen  Weise  herroigebracht  sind,  mtlBten  also  bei  Yor- 
handflDsein  des  rotatorischen  Yektors  A  m  der  Zwischengrense  einen 
Knickwinkel  o>  zeigen,  gegeben  durch 

tg  l  CO  -  X/X,, 
oder  da  o»  hier  nnsweifelhaft  sehr  klein  isi^  dureh 

Diese  Beziehung  gilt  för  den  stationären  wie  fQr  den  veränder- 
lichen Zustand  und  ist  von  der  äußeren  Leitfähigkeit  vollständig  an- 
abhängig. 

Bei  den  Beobachtungen*^  wurden  die  Isothermen  durch  Auftragen 
einer  dünnen  gleichmäßigen  Schicht  eines  Gemißches  von  Ekidin- 
sänre  and  Wachs  sichtbar  gemacht,  in  der  sieb  die  Sehmelzgrenze 
llbeiaas  scharf  markiert.  Uber  die  Art  der  Eneogung  der  Wärme- 
strdmang  ist  S.  394  gesprodien. 

1)  W.  Voi(ft,  Qöti.  Nachr.         p.  87. 
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CKbfc  man  dem  Heiskdrper  .«migemaßen  hohe  Temperfttiur,  so 
daß  ein  starhee  Temperatnrgefälle  in  der  Eristallplatte  entsteht,  flO 
amd  die  iBofhemen  in  jeder  PlattenhiUfte  in  lehr  groBer  Aniuttiemiig 
gende  Linien. 

"Der  Beobaehtung  unterworfen  wurden  zwei  Apatite  aus  Kanada, 
der  eine  rot,  dvr  andere  grün,  ein  wasserheiler  Apatit  aus  Tirol  und 
em  ebensolcher  Dolomit  aus  Traversella.  Bei  keinem  von  ihnen 
ließen  die  Isothermen  einen  Knick  an  der  Kittstelle  erkennen,  und 
die  Beobachtung  war  ziemlich  scharf,  da  die  läuthenncu  uiei^i  über 
die  ganze  Doppelplatte  hinw^  streng  geradlinig  erschieneiL 

üm  Uber  die  obeve  Qfrmn,  die  ntdi  hierMUi  fDr  dae  YerhSHaiii 
X/li  ergibt^  em  Urteil  sa  gefwinnesi,  wurde  imtenmoht^  wie  genau  rieh 
naeh  Augenmaß  zwei  Btfleke  Ton  Oevaden,  die  TOn  einem  Punkt  ana- 
geheu,  in  dieselbe  Ridhtnng  legen  laaaeD|  d.  h.  also^  wie  groß  die  ün- 
Sicherheit  der  Beurteilung  eines  geetrechten  Winkels  ist.  Um  die  Verh^i» 
niiee  deigenigen  bei  der  isothermenbeobafihtang  möglichst  ähnlich  zu 

gestalten,  wurde  auf  7-wei  kleinen  Stücken  Karton  von  der  Form  |  _| 
je  eine  feinf»  Linie  gezogen,  die  den  stumpfen  Winkel  oben  ungefähr 
halbierte;  (Iüh  eine  Stück  wurde  auf  den  drehbaren  Kreis  eines  Spektro- 
meter.'H,  <laä  andere  an  dessen  Gestell  befestigt,  derart,  daß  die  Scheitel 
der  beiden  stumpfen  Winkel  in  der  Drehungsachse  zusammenstießei]^ 
imd  es  wude  durch  Drehnng  TOn  der  einen  oder  von  der  andeien 
Seite  her  die  Poeitioa  ao^esacht,  in  der  die  beiden  Striche  in  eine 
Gerade  an  iUlen  echienen.  Die  Ableenng  ergab  Abweichnngen  Tom 
Mittal,  die  niemals  4'.  erreichten.  Es  ist  daher  wahrscheinlich,  daß 
der  EnickungsMrinkel  der  Isothermen  i^chfiUls  4'  ni^t  merklich 
tibertroffen  hat. 

Hieraus  würde  folgen,  daß  bei  den  untersuchten  Apatiten  und 
dem  Dolomit  das  Verhältnis  der  retatoriBchen  Konstanten  A  zur 
thermischen  Leitfähigkeit  Aj  in  der  liichtung  normal  zur  Hauptachse 
den  Wert  iJ2000  nicht  übertrifft,  was  praktisch  der  Null  gleich  zu 
achten  ist. 

Immerhin  wird  man  sich  hüten  müssen,  durch  diese  Beobaeli- 
taugen  den  Nachweis  als  definitiy  eibia^t  aaansehen,  daB  thermiBche 
Rotationseffekte  nicht  rorkommen.  Es  ist  dnrcfaans  nicht  ausgeschlossen, 
daft  diese  Effekte  in  den  meisten  Kristallen  unmerklich  und  trotadem 
in  einigen  wenigen  betiichtlieh  rind.  Gerade  die  Erfahrungen  be- 
lüglich  des  ihnen  so  verwandten  magnetischen  i/o^^Efifekts  sind  in 
dieser  Bichtung  lehrreich.  Hier  überragt  Wiemnt  alle  übrigen  Metalle 
so  außerordentlich  an  Wirksamkeit,  daß  der  Effekt  vielleicht  bis 
heute  noch  iinpotdecki;  wäre,  wenn  Haä  zufällig  Wismut  nicht  der 
Beobachtung  unterworfen  hatte,  — 
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Wir  haben  in  dem  Abiehnitt  n})or  Elektrizitatsleitimg  an  rlid  Be- 
handlung der  zur  Aufsuchuug  (natürlicher)  rotatorischer  EffeJcfce  ge- 
eigneten Methoden  eine  Entwioklung  der  Gesetze  fQr  die  magne- 
tischen rotatoriBchen  Wirkungen,  d.  h.  für  den  7/fi//-EfTf»kf  rrpgchlossen. 
Die  Anregung,  gleielics  hier  im  (lehiete  der  VVärmeieitun^/  zn  tun, 
liegt  unzweifelhait  vi>i,  denn  einige  Rrobachtungeu  an  isotropeu  Kör- 
pern macheu  derartige  Wirkimgeii  wahrscheinlich,  und  die  S.  340  er- 
wähnte kinetische  Tiit:ürie  der  ELektrizitäts-  und  Wärmeleitung  for- 
dflrt  lie.  « 

IndMMii  fehlt  es  in  dieiem  Gebiete^  wie  ei  aohmt,  noeh  dmrafa- 
am  an  Beobaehtmq^y  die  rieh  auf  Kriafealle  beaiehen;  llberdiee  sind 
die  fttr  den  tfaemrieohen  .Ho^^Effeki  geltenden  {hndamentalen  An- 
flitM  den  fEbr  den  galTaniechan  Effekt  in  §  187  entwickelten  völlig 
konform;  so  wird  ee  genügen,  auf  jene  hinanwoieen.  Gleiches  gilt 
bezüglich  etwa  nachzuweisender  Einwirkungen  eines  Magnetfeldes  auf 
die  thermische  Leitfähigkeit^  wosa  die  Ansätae  dea  §  190  in  Betraeht 
kommen  würdenu 

§  207.  Breebnng  der  laothtmimitKohen  und  der  Wirme- 
attOmnng  in  Swiaohangrenaen.   Daa  Pktiblem  dea  Überganga  fon 

I  itiem  Medium  in  ein  anderes,  das  im  yorigen  Abschnitt,  als  bei 
Elekbisitatsleitung  praktisch  ohne  Interesse,  aoBdrflcklioh  beiseite  ge- 
lassen wurde,  hat  im  Falle  der  Wärmeleitung  eine  größere  Bedeutung. 

Dies  beruht  darauf,  daß  hier  nach  dem  Inhalt  der  §  199  u.  f.  Mittel  ► 
existieren,   um  die  Kurven  konstanten   Potential-,   d  h.  konstanter 
Temperatur,  auf  der  Obertläche  des  durchströmten  Systems  sichtbar 
zu  machen. 

Wir  beächräuken  uns,  da  andere  Fälle  bei  Beobachtungen  niobt 
Irieht  Torhomm^  werden,  auf  den  Übergang  der  Wärme  über  die 
Gvenae  swiaehen  einem  isotropen  nnd  einem  kriafealliniaehen  KSiper. 
Die  X'r'-Ebene  legen  wir  in  die  Greniflidhe  reap.  In  daa  betnehtete 
Element  deiaelben  imd  haben  dann  naeh  S.  873  die  Gienabedingiiiigen 

wobei  sich  der  Index  q  auf  den  isotropen  ECrper  beziehen  mag. 
Unter  Benntanng  dea  Wertea  von       schließen  wir  hieraw 


(203) 


Die  Parameter  A^',  hängen,  wie  oft  benutzt^  von  der  Lage  des  X'Y'Z  - 
Koordinatensystems  ab. 
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Die  «nten  beiden  Formeln  zeigen,  daß  die  Normalen  auf  den  an 
der  befenchteien  Stalle  der  Oienie  snMuamenireilenden  Iflofkermen- 
flielien  in  denelben  Ebene  dnroli  die  Z -Acbae  liegen.  Setot  man 
er/ry'—  0,  so  wählt  mau  die  JC'Z'-Bbene  snr  ^Eiofallaeben^  and  erbSlt 


(204) 


oder  durch  Bildung  des  Quotienten 

liierin  bczeichoBt  n  resp.  die  Normale  aof  der  laothermenflache  im 
Kristall  und  im  isotropen  Körper 

Sf'hr  einlach  werden  die  Verhältnisse,  wenn  die  L*latte  oder  die 
einfalküde  IsothermeuHüche  so  orientiert  ist,  daß  A,,  —  0,  d.h.  also, 
duii  die  X  -  oder  die  Z'-Achse  eine  Symmetrieachse  ist.  Dann  resul- 
tiert das  ^rechuiigsgesetz  der  Isothermennormalen'' 

welches  dem  optischen  sehr  älinlich  ist-,  daß  an  Stelle  der  dort  auf- 
trett  iiden  ISinuss  hier  die  Tangeuten  des  Einfalls-  und  des  Brechungs- 
winkels stehen,  hat  bekanntlich  den  Effekt,  daß  es  zu  jeder  ein- 
fallenden Isothermenfläche  eine  gebrochene  gibt,  daß  somit  das  Analogon 
znr  totalen  Reflexion  in  der  Optik  hier  fehlt 

Wir  haben  biaher  Folgerungen  nar  Über  die  Riohtnng  des  ge- 
brochenen Temperatnigradienton  gezogen;  indessen  geben  die  Be- 
dingungen (203)  reap.  (204)  offenbar  anoh  Aoshnnft  Ober  seine  Größe. 
Femer  liefern  die  ans  diesen  Bedingungen  folgenden  Komponenten 
crl?x,  .  .  .  mit  Hilfe  der  fundamentalen  Gleichungen  (157)  auch 
Richtung  und  Stärke  de.s  gesamten  Wärmostromes  im  Khstaily  wenn 
dieselben  im  ersten  isotropen  Medium  gegeben  sind. 

Dieselben  Betrachtungen,  Plenen  wir  hier  den  Eintritt  des  Warme- 
stromes  aus  dem  isotropen  in  den  krintallinischen  Körper  unterworleu 
haben,  kann  man  natürlich  auch  an  den  umgekehrten  Vorgang  an- 
knüpfen. — 

Wenn  man  das  Kristallpraparat  durah  swei  snr  X'Z- Ebene 
parallele  einander  nahe  Ebenem  b^renit,  also  eine  snsammengesetsta 
Platte  betradit^y  die  von  irgendeiner  Seite  her  erwärmt  wird,  so 
kann  man  die  Brechung  der  Isothermenflachen  in  der  Grenze  zwischen 

den  Teilen  der  Platte  sichtbar  machen  und  darauf  eine  Methode  der 
Beptimmnno^  von  Lcitfiihigkeitskonstanten  gründen,  in  der  Tat,  ver- 
bindet mau  einen  Kristall  mit  einem  isotropen  Körper  von  bekannter 
Leitfähigkeit  k^,  so  führt  die  Beobachtung  der  Brechung  nach  (206) 


^  ujui^od  by  Google 


406 


YL  KqpiteL  Wechwlbenfliiaagen  nriteh«!  gw«i  VcklocMu 


10  jmd  Z,'^,  und  dweh  YariatioB  der  Orientlonuig  des  Erisfall' 
piipmts  kiuQ  man  datans  Sdüflaw  auf  die  Haapfkooataoftn  aiehan. 

Diese  Hetiiode,  die  im  Gdtkinger  Inekitot  simSehat  ao  yeneliie* 
deneii  mitemaiider  komlnnierten  GkaBorten^)  erprobt  worden  ist^ 
ludet  an  der  Schwierigkeit  hinreichend  fesier  Yerbiadung  der  beiden 
Tenebiedenartigen  Teile.  Bei  der  Erwäriiiui^  des  Präparats  defor- 
mieren sich  die  beiden  Teile  in  verschiedener  Weise  und  reißen  auch 
einen  Teil  der  verkitteten  Grenzflächen  voneinander  !ob.  Bei  der  oben 
be8|irncheuen  Metkode  der  Zwillint^gplatten,  wo  gleich r-  Körper  in 
gleichwertigen  Orientieningen  miteinander  verkittet  sind,  auch  die 
Wärniestnhnuiig  die  Kittfliiche  nicht  darchsetzt,  entstehen  aiinliche 
bchwierigkeitcn  nicht  in  nennenswertc-r  Weise.  — 

Im  vorstehenden  ist  das  Verhalten  der  Isothermenflächen 
und  der  Temperaturgradienten  in  der  Grenzfläche  zwischen  zwei 
Wftrmeleitem  behandelt,  weil  die  Isothermen  in  gewissem  Um£Guige 
der  Beobaohtuug  zugangiieh  sind.  An  sieh  hat  eine  paialldgefaende 
Betrachtang  des  Verhaltens  der  W&rmestrSmung  in  einer  Zwischen- 
grenie  die  gleiche  Bedentong. 

Die  Bedingungen  (161)  und  (162)  lassen  sieh  nSmlich  fllr  ein 
der  Z'F -Ebene  paralleles  Grenaelement  zwischen  swei  KOrpem  o 
and  h  schreiben 

(^).-(i).'  (©.-©.' 

nnd  wenn  man  darin  die  Differentialquoüenten  TOn  t  mit  Hilfe  der 
Ausdrflcke  rir)R)  durch  die  Stromnngskomponenten  ersetzt,  so  erhalt 
man  ein  Formelsysteni ,  das  die  allgemeinen  Brechungsgesetze 
des  W  ärmeatromes  enthält  und  bei  Anwenduns^  auf  die  Grenze 
zwischen  einem  isotropen  Korper  und  einem  KiistaU  zu  (203)  in 
Parallele  tritt. 

Wir  wollen  dasselbe  nicht  vprfolj^en,  da  es  geringere  praktische 
Bedentung  hat,  schou  dadurch,  daß  die  Strömungsiinicu  der  Wärme 
nicht  in  analoger  Weise  sichtbar  zu  machen  sind,  wie  dies  die  Iso- 
tbennenlnuTen  gestatten.  Es  genüge  an  beme^en,  daß  die  Geeetae 
der  Brechung  fOr  die  WärmestrOmung  viel  komplizierter  sind^  ils  fttr 
die  Temperatuigradieoten,  nnd  daß  insbesondre  das  oben  filr  die 
letzterui  abgeleitete  erste  Gesetz,  wonach  der  gebrochene  ßradient  in 
der  Einfallsebene  liegi^  ein  <Analogon  fQr  die  Strömung  nicht  besilast. 
Die  gebrochene  Str(")niTing  weieht  sowohl  beim  Eintritt  in  einen 
Kristall,  wie  beim  Austritt  ans  demselben  ans  der  EiöfiUsebene  ab. 


1)  Th.  M.  Iheke,  Wied.  Anau  Bd.  §7,  p.  ISä,  ia»9. 
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Hütte  der  TempentorgndMiit  lein  optieelMS  Analogen  in  der 
Wdlennennale,  bo  entspridit  der  WInneebrSmang  in  der  Optik  des 
YerludlendesStniUei.  Dieee  Berielwuigen  Bind  immerhin  Ton  httereaee. 

§  208.  Die  Frage  sentriBOh  dissymmetrifloher  WImuilettniig. 

Die  fundamentalen  Ansätze  (157)  für  die  Theorie  der  Wftrmeleitung 
smd,  wie  schon  S.  370  bemerkt  worden,  wesentlich  phünompnologibch 
^'inLfi'f  iilii  t,  —  pinc  Art:  höherer  lnter])olationt^f<»rnir'lii^  die  ersten 
Glieder  unendhchor  Reihen,  welche  zur  Darstellung  der  Erfahrungen 
im  allgemeinen  auareichend  erscheinen.  Man  kann  fracren,  in  welcher 
Weise  diese  Ansätsse  fortgofilhit  werden  müäaeu,  wenn  die  aus  ihnen 
geschloss^en  Gesetze  mit  der  Erfahrung  nicht  fibereinetimmen,  und 
welche  nenen  Sreeheinnugen  dnrdi  solche  Bnrettenmgen  signsliriert 
werden. 

Zwei  Wege  Insten  sieh  offenbar  ftr  eine  derartige  Srweitenuig. 
liminal  kdnnen  Glieder  mit  dsm  nSehst  höheren  DüBBrentialquotienten 
oder  aber  solche  mit  den  nSohst  höheren  Potenzen  der  ersten  Differen- 
tialquotientea  Ton  t  za  den  in  (157)  entilialtanen  AnäUaen  fitr  W^, 

gefügt  werden. 

Glieder  der  ersten  Art,  welche  ausdrücken,  daß  nicht  die  Terape- 
raturverteiluniT  in  der  allernächsten  Umgebung  eines  Punktes  allein 
die  Wärnnffiti (iiiuing  bestmwnt,  sondern  weitere  Bereiche  mitwirken, 
erscheinen  zunächst  nicht  imwahrscheiiilieh.  Es  ist  indessen  zu  be- 
merken, daß  solche  Qlieder  die  Ordnung  der  Ilauptgleichuug 

Bt  /^W^     dw,  dW^\ 

^9  dt^^XJ^^  dy  ^  dz  ) 

eihOhen  und  äomit  anoh  eine  Ei  „änzmig  der  Oberflächenhedingungen 
▼erlangen.  Die  Festsetzung  der  Temperatur  für  die  Oberfläche  des 
Körpers  würde  hiernach  z.  B.  den  stationären  Temperaturznstand  iil 
ihm  nicht  m^dir  bostimuien.  Ein  solches  Verhalten  scheint  im  Wider- 
spruch mit  der  iiirlalirunt;  /n  Riehen;  die  erste  Art  der  Erweiterung 
ist  somit  also  nicht  enj|)teiileii>\s  ert. 

Erganzungsglioder,  welch»'  höhere  Potenzen  der  erssten  Diliereu- 
tialquotienten  enthalten,  würUiJii  anssagen,  daß  bei  stärkeren  Tempe- 
raturgefällen die  Sti-öuiungskouipouenteu  diesen  nicht  mehr  proportional 
sind.  Diese  Glieder  unterliegen  den  soeben  ausgesprochenen  Bedenken 
nidit  nnd  bieten  sieh  somit  nShersr  Beiraehtung. 

Im  Falle  isotroper  ESrper  ist  die  nach  der  ersten  nmSehst  in 
Befa-acht  kommende  Potens  die  dritte;  denn  da  hier  entgegengeseists 
Biditongm  einander  gleichwertig  sein  müssen,  so  sind  gerade  Po- 
tenaeii  au^^p^esehlosBen.  Eine  gerade  Potenz  liefert  Ja  bei  zwei  Tempe- 
Rfcoigefällen  von  entgegengesetitem  Voneidien  ^  gleichen  Strd- 
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1«.  Bei  KiisUU,«!!  jedodi  nnd  gsrade  PoteuMii  ndiisig, 
nnd  wir  werden  aonut  f&r  die  ereten  EzgftiuungigliAder  VT/ 
der  Strdmaiigakoinp<me]iteii  die  Ajuftixe  maohen  kOnnen 

->^V"'l*ii(ä)'+*^(li)'  +  /*..(|7)* 
.      Bx  dt  Bt  ,      9*  dt 

+ FT  ^»  a7    + » 


Die  Faktoren  (fncx)', ...  (jT/cz){ctjcy)  sind  aaeh  ai31  jl  145 
gewfthnlifJw  Teneorkomponenten ;  der  Amnli  kt  somit  in  geomebieeher 
Binneht  dmohaae  vereohieden  von  dem  frfiheren  (157),  —  er  etimmi 
im  weeentliehen  fibomn  mit  dem  Eor  Darstellong  der  piesoekklriielieiiL 
Eraeheiiiuiigea  eingefUuien,  der  im  VUL  Kepitel  anefÜirUQk  behandeJi 
werden  wird. 

Hier  gen^t  sonAidiat  die  Bemerknng,  daß  «r  einen  weeentUdb 
aientnechen  Vorgang  darstellt^  daA  aleo  nur  bei  Eristallgruppen  obn» 
Symmetripzenta^m  seine  Parameter  von  Null  verschieden  sein 
können.  Wie  die  tt^,.  sich  bei  verschiedenen  Gruppen  spezialisieren ^ 
wird  später  gezeigt  werden.  Tndespen  sieht  man  auch  ohne  KerliTnmg 
ein,  daß  in  den  Fällen  des  \  urkommen.s  einer  drei-,  vier-  oder  sücIih- 
zähligen  SynmietrieachBe  ohne  dazu  normale  zwei7,ahlige  Achse  (^Gruppen 
(11),  i^l3),  (16),  (18;,  (23j,  (Üü)  die  gesamte  Strömung  parallel  der 
Haaptaehae  düdi  den  Anadraek  gegeben  tein  moB 

-  TT.  -  A..  t + {^+^  i!^+pui!ff-  (m 

Sind  noch,  wie  in  den  Fällen  der  transversalen  Strömung  durch 
dtinne  Platten,  die  in  §  190  n  f  behandelt  sind,  die  Isoibennen  ISbenen 
normal  zur  i^-Achse,  so  wird  ein&cher 

Die  Foimel  Iftfit  «rkennen,  in  welcher  Weise  eine  WinDesferSmnnif 
paialld  der  Hanptadbae  bei  Umkebrang  des  Tempeimtargefinea  neb. 
wandeln  müßte,  und  seigt  sngleidi,  wie  diese  Wandelung  bedingt  ist 
durch  das  Anheben  der  F!n>portionaLitat  zwischen  Strdmnng  nnd 

GefäUe. 

Da  bei  den  aaentrischen  Kristallen  sehen  die  in  den  dv/cx,,.  ^ 
quadratisehen  Terme  zur  Geltung  kommen,  so  verspricht  dereo 

Unter?inchung  eher  die  Aufdeckung  einer  Differenz  zwischen  der  Er- 
tährunjx  "^'d  dem  An^nt/  '1^7),  als  die  Untersuchung  isotroper  Körpe-r^ 
bei  denen  das  erste  iiorrektionsglied  bereits  vom  dritten  Grade  iat^ 
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Ohne  Bezugnahme  anf  Überlegungen  Ton  der  Ati  der  Tontehendoi 
irt  wiederholt  nach  einer  sweiieitig  venehiedenen  WSrmeleituDg  ge- 
ineht  worden.  Ali  nächetliegendes  Material  bot  eich  dabei  der  Tormaliii 

(Gruppe  11),  der  in  großen  Individuen  erhältlich  ist  und  daneben  in  der 
äußerst  starken  pyroelektrischen  Erregbarkeit  eine  ausgeprägte  phvBika- 
lische  Verschiedenartigkeit  der  beiden  Seiten  der  Hauptachse  bekundet. 
Erst  Tliompson^)  und  Lodffe,  sodann  Stenger  ^)  haben  unter  Benutzung 
von  Modifikationen  der  Weberschen  Methode  der  Bestimmung  von  Leit- 
fähigkeiten (8.  S.  379)  Beobachtungen  uu  normal  zur  Haiiptackse  ge- 
schliffenen Turmuiiuplaiten  angestellt.  Indessen  gaben  Messungen,  bei 
denen  in  derselben  Piatie  da«  Temperaturgefalle  einmal  parallel  der 
einen,  sodann  parallel  der  andern  Seite  der  Hauptachse  TevUe^  auch 
bei  der  genaneren  üntenachnng  Stengers  nicht  merklich  Terschiedene 
Vorginge,  so  daß  also  anf  gleiche  Leitf  Shigfceit  in  beiden  Bichtangen 
geschlossen  werden  muß. 

Beobachtungen  über  Asymmetrie  der  De  SenormoM^schen  Iso- 
thermen anf  Tnrmalinplatten,  die  parallel  der  Hauptachse  geschliffen 
waren,  angestellt  von  Thompson  und  Lodge,  sind  durch  spätere  Untei^ 
saohangen  von  Jawnetae  nicht  bestätigt  worden. 

Die  beschriebenen  Beobachtungen  benutzten  Methoden,  welche  an- 
scheinend nicht  das  höchste  erreichbare  Maß  von  Schärfe  besitzen; 
die  Ausmessung  der  Isothermen  gestattet  keine  sehr  große  Genauigkeit, 
und  die  wohl  größere  Genauigkeit  der  WeherBohan  Methode  kommt  nur 
unvollkommen  zur  Geltung,  wenn  sie  benut/.t  wird,  um  die  sehr  kleine 
Differenz  zwischen  zwei  Leitfähigkeiten  festzustellen.  In  solchen 
FSUen  ist  es  bekanntlidi  jederzeit  rationell,  eine  Methode  anzuwenden, 
die  direkt  anf  die  gesuchte  Differenz  fllhrl>  d.  h.,  eine  Verinderung  zu 
beobachten,  die  Tcorsehwindel^  wenn  die  Difoens  KuU  ist 

Unter  Anlehnung  an  die  S.  383  erwShnte  Methode  ThoMs  könnt» 
mau  zur  Erreichung  eines  solchen  Zieles  etwa  so  Terfahren:  Ein» 
Platte  normal  zu  einer  polaren  Sjrmmetrieachse  wird  in  zwei  Hälften 
geschnitten  und  durch  Zusammenfügen  der  Hälften  in  verwendeten 
Stellungen  wieder  hergestellt.  Quer  über  die  Trennungslinie  wird  auf 
der  einen  Grundfläche  ein  dünner  und  schmaler  Streifen  einer  Sub- 
stanz mit  wohl  definiertem  Schmelzpunkt  gezogen  und  nun  die  sorgsam 
horizuuLal  gerichtete  Platte  auf  die  OberÜäche  einer  erwärmteu  Queck- 
silbennasse gelegt,  die  einen  innigen  Kontakt  bewiiki 

Der  Wiimestrom  durchfließt  die  eine  Flattenbalfte  in  dem  Sinne 
der  positiTen,  die  andere  im  Sinne  der  negatiTen  polaren  Achaa  Ent- 
spricht beiden  lUchtnngen  die  Reiche  LeitiShigkeit,  so  muß  die  Probe» 

1)  S.  P.  Thompson  und  0.  G.  Lodgt,  Phil.  Mag.  (6)  T.  8,  p.  18,  1879. 

2)  F.  Stetiger,  Wied.  Ann.  Bd.  28,  p.  622,  1884. 
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mbifeBDB  wat  beid«n  PlattenlHUften  genaa  gleichseitig  eehmelien;  ein 
Nachbleiben  der  einen  Hftlito  würde  anf  eine  axentrische  Leitfihifp- 
keit  hinweinn. 

IT.  Abechnitt. 
Dielektrische  iuüuens. 

§  209.  Ältere  BeobaohfeQikgeii.  Die  elektrische  Erre^^barkeit  der 
Dielektrika  durch  Inflnens  ist  Ton  Faraday^)  entdeckt  wordm,  und 
■die  Methode,  deren  er  sich  zum  Nachweis  der  Erscheinung  bediente, 
bietet  auch  für  exakte  numehscbe  Bestimmaogen  selbst  bei  KnstaUen 
hervorragende  Vorteile. 

Faraday  brachte  zwischeu  die  Platten  eines  geladenen  Kondea- 
sators  eine  Schicht  eines  Dielektrikum  und  beobachtete,  daß  hierdurch 
-die  Potentialdififerenz  zwischen  den  Platten  herabgesetzt  wurde.  In 
gleichem  Sinne  wirkte  auch  eine  leitende,  aber  gegen  die  Platten 
isolierte  Schicht  dnich  die  in  ihr  stattfindende  Inflnena;  es  lag  somit 
nahe,  anch  die  von  dem  Dielektrikum  geübte  Wirkung  aof  eine  In> 
fluensierung  demselben  zarQckznfQhren. 

Die  Theorie  des  Yoiganges,  der  der  Influenzierung  in  einem 
magnetischen  Felde  parallel  geht,  war  durch  die  Theorie  der  Magne- 
tisierung, die  Poismn  1H22  entwickelt  hatte,  bereits  f^egeben.  Poisson 
hatte  auch  schon  irewinse  spezielle  Wirkungen  dfr  kristallinischen 
Struktur  auf  den  \ Oi  gang  der  Magnetisierung  vorHus;^;»  sagt.  Die  voll- 
ständige Erweiterung  der  Foissi/ti sehen.  Theorie  uut  isLnstaile  lieferte 
indessen  erst  W.  Thomson  1850  veranlaßt  durch  die  PZifcAer sehen 
Beobaehtnngmi  über  die  Einstellung  von  beweglich  aufgehangenen 
Kristallen  im  Magnetfelde.  Kmhlaudtf  der  1850  die  magnetischeD  Be- 
ebaohtungen  Ton  JUfdter  fortsetite^  suobte  dann  ak  Snter  nach  dem 
Analogen  dieser  Erscheinung  auf  elektrischem  Gebiete,  d.  h.  also  nach 
speeifischen  kristaUphysikaiischen  Wirkungen  im  Gebiete  der  Inflnens 
▼on  Dielektrika. 

Die  Methode  von  Kwihlaudi  -  )  war  die,  daß  zwischen  den  Platten 
eines  Kondensators  Kreisächeiben  von  verschiedenen  Kristallen  hori- 
yontul  Hutgehüngt  wurden,  und  zugesehen  wurde,  ob  dieselben  bei  Er- 
regung des  Kondeusators  eine  Tendenz  zur  Kmstellung  zeigten.  Nach 
diesem  Verfahren  wurden  von  Vertretern  der  Systeme  IV  und  VI, 
{insbesondere  Kalkspat,  Eisenspat,  (Wismut),  TurmaUn,  Beryll)  Plattso, 
welche  die  drei»  oder  seohssüüige  Achse  in  ihrer  Ebene  enthielten» 
«ntenuchty  ebenso  Ton  Vertreten!  dee  Systems  III  (insbesondere  Baryt, 

X)  M.  Faraday,  Exp.  Re«.  S«r.  XI,  18:?«. 

t)  H,  Knobkmeh,  Pogg.  Ana.  Bd.  ^3,     -itid,  1Ö61. 
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Aragon  it,  Kalinimiitnit)  Platten ,  welche  swei  sweidUilige  Symmeirie- 
«ehflen  in  ibrer  Ebene  enfhidten.  Bei  alleii  dieeen  etellte  eidi  eine 
Symmetrielinte  in  die  Richtung  der  Kraftlinien  des  elektrischen  Feldes 
ein,  es  ei|pd>en  sich  mber  zugleich  Anzeichen  von  etnrken  Störunge 
des  Vorganges  durch  die  Wirkung  meist  vorhandener  geringer  (innerer 
oder  oberflächlicher^  LpitnUiifrkeiten  dieser  Kristalle. 

Daß  dergleichen  ilie  bjrscheinungen  der  dielektrischen  Erregung 
wesentlich  stören  können,  ergibt  eine  einfache  t'berlegung.  Hat  die 
kreisrunde  Kristallplatte  eine  kleine  Zeit  in  irgend  einer  Position 
zwischen  den  Kondensatorplatten  geruht,  so  wird  in  ihr  durch  die 
FflldiOrke  E  infolge  der  Leitfihigkeit  poeitive  Ledong  nach  der  Seite 
▼on  +  Ef  n^jatiTe  nach  der  Seite  Ton  —  E  geftthrt  lein,  velche 
im  Innern  der  Platte  dem  äußeren  Felde  entgegenwirkt  und  daaaelbey 
faUa  der  Gleichgewichtszustand  vorhanden  ist,  TÖllig  vernichtet.  In 
■dem  letzteren  Extrem&lLe  Urne  in  der  Platte  gar  keine  dielektrische 
Influenz  zustande,  im  allgemeinen  Falle  noch  nicht  erreichten  Gleich- 
gewichts nnt»^r]iitrf>n  der  Feldwirkung,  außer  der  durch  dielektrische  In- 
üuenz  erregten  scheinbaren  Ladungen,  auch  die  durch  Leitung  trans» 
portierten. 

Bei  hinreichender  Stärke  der  durch  Leitung  an  die  Iländer  der 
Platte  transportierten  Ladung  kann  der  Fall  eintreten,  daß  bei  einer 
Umkehrung  dea  Feldes  die  Eristallplatte  aich  einihdi  nm  180*  dreht^ 
-weil  die  Drehung  der  ponderabeln  Maaae  schneller  vor  aich  geht,  ala 
die  Umlagenuig  der  Ladung  in  der  Platte  durch  innere  Leitung.  In 
diesem  Falle  v»  rli  It  sich  die  Platte  alao  wie  mit  einem  dauernden 
Moment  in  der  Eichtung  der  ersten  Erregung  behaltet 

Es  mag  übrigens  hervorgehoben  werden,  daß  eine  genauere  Analyse 
des  Vorganges,  namentlich  Mcnn  es  sich  niclit  nm  nif»ich(^ewichts- 
zustände  handelt,  darauf  Rücksicht  nehmen  mnß,  daJi  nach  (iein  Inhalt 
des  JJ.  Abschnittes  die  Strömung  der  Elektrizität  innerhalb  der  Kristall- 
platte  nicht  genau  in  der  Richtung  des  elektrischen  Feldes  statttindet. 

§  210.  SUmlnetlon  der  atörenden  Lettnngaeffekte.  Nach  dieeen 
£rfiüiningen  KnoUaudts  und  den  aie  beetfttigenden  späterer  Beobachter 
mußte  es  bei  Meaanngea  weiterhin  immer  eine  Hauptau^be  mif  die 
störenden  Wirkungen  der  elektrischen  Leitung  zu  eliminieren  oder 
wrnigstens  bis  zur  Unschädlichkeit  herabaudrücken.  Das  eiosige 
Mittel  zu  diesem  Zweck  ist  die  Anwendung  einer  sehr  hänfiften  Kom- 
mutierung der  Feldrichtnngy  im  Grenzl'all  die  Benutzung  elektrischer 
Schwingungen. 

Eine  Umkehr  der  Fehiruhtnng  ist,  soweit  es  fsich  um  den  rem 
dielek In. sehen  Vorgang  handelt,  ohne  Eintluß  auf  Größe  und  Richtung 
der  resultierenden  KräiFte  und  Drehungsmomente,  weldie  das  im  Felde 


412        VI.  KapiteL  WeebMlbeziehim^ii  zwisclieii  zwei  YektMeii. 


befindliche  Dielektrikum  seitens  doB  Feldes  erfährt^  sowie  die  Sr- 
regimgen  der  Volumenelemente  ungerade  Funktionen  der  Feldkom- 
ponenten sind.    Die  bisherigen  Beobachtungen  haben  eine  merklich 
ToUfltändige  Proportionalitat  zwischen  Erregung  und  Feld  er^el^en. 
und  da  die  ponderomotorische  Kraft,  diV  ein  \   lumenelement  im  elek- 
trischen  Felde  erfährt,   durch  das   Produkt  uuh  dessen  scheinbarer 
Laciuugsdichte  in  die  Feldstärke  gegeben  ist,  so  sind  die  Gesamtkräftc 
und  -momente,  welche  auf  das  Dielektrikum  ausgeübt  werden,  als 
streng  dem  Qm^drat  der  Fddstärke  proporücmal  sa  betrachten.  Hieraur 
beruht  die  Möglichkeit^  in  diesem  Gebiete  elektrostatisdie  MessDi^D 
mit  sehnell  kommutierten  Feldeni  oder  gar  mit  elektriiehen  Schwin- 
gungen anzostellen.    Finden  die  Eommntienmgen  in  Zeiten  statt,  die- 
klein  sind  gegen  die  Sehwingungsdauer  des  beweg^ch  aufgehängten 
Dielektrikum,   so   kommt    bei    demselben    eine    scheinbare  Ruhe- 
lage zustande,  insofern  die  kleinen  Bewegungen  während  der  Um- 
kehrung oder  des  Wechsc^ls  der  Feldstärke  sich  der  Wahrnehraung^ 
entziehen.     Diese  liuhelage    iöt  dann  dieselbe,   als   wenn  statt  der 
yariabeln  eine  konstaute  Fddstärke  wirkte  von  einem  Betrag,  dessen 
Quadrat  gleich  ist  dem  zeitlichen  Mittelwert  des  Quadrats  der  yariabeln 
Feldstärke.  Handelt  es  sich  z.  Bw  um  kommutierte  Feldstfirken,  demrfty 
daß  immer  eine  Zeit  7|  hierdureh  das  Feld  den  Wert  ±  B  and  da- 
swischen  die  Zeit      hindnroh  den  Wert  NnU  besitst,  so  ist  daa 

=  Kl 

■^m  -J-  T" 

Handelt  es  sich  dagegen  um  eine  sinusförmige  SchwiBgang  zwischen 
den  größten  Feldstärken         dann  ist 

Im  flbrigen  ist  allgemein  bezüglich  der  Anwendung  kommatierter 
Felder  folgendes  zu  sagen: 

Woui  bei  gesteigerten  FreqnouEzahlen  der  Kommatierangen  oder 
Schwingangen  eine  Frequenz  en-eicht  wurd,  Ton  der  aus  eine  weitere 
Steigerung  keine  merkliche  Änderung  in  den  auf  das  Dielektrikum 
ausgeübten  Kräften  mehr  gibt,  so  darf  man  schließen,  daß  die  Leitunga- 
vorgänge  auf  eine  unmerkliche  Größe  herabgedrückt  sind.  Anderer- 
seits gibt  der  Wert,  bei  dorn,  von  höheren  zu  niederen  Frequenzen 
herabsteigend,  ein  Einfluß  der  Frequenz  merklich  wird,  und  die  GrnBf 
der  ferneren  Änderung  der  auf  da.«  Diekktrikuni  wirkenden  Kmite 
eiueu  Anhalt  Uber  die  Grüße  der  Leitfähigkeit  des  Dielektrikum.  Auf 
•ine  Schwierigkeit,  die  bei  der  Anwendung  allersehDeUster  elektrischer 
Schwingungen  durch  molekulare  Reepnanzwirkungen  entsteht,  wird 
spftter  eingegangen  werden.  — 
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Die  erateu  flystematiaehen  Beobiehtungen  Aber  die  BinifceUmig 

Yon  Kristallptftparaten  (Kreiaaclieiben,  wie  sie  auch  Knoblauch  benutzt 
liatfce)  in  kommatierteii  Feldern  sind  ron  Root^)  angestellt  worden. 
Die  Anordnung  war  im  übrigen  der  K)U)lhii(c}i  Bechen  analog,  nur  war 
zwischen  den  Kon<len8atorplatten  und  der  sie  ladenden  Batt^^rie  ein 
Kommutator  eingeschaltet,  der  bis  etwa  6000  ümkehrungen  des 
Feldes  in  der  Sekuadf  gestattete. 

Die  Resultate,  welche  Moot  erhielt,  stellten  die  Wirkung,  die 
jehnelle  Konumitienuigen  des  Feldes  bezüglich  der  EUmination  der 
Vorgänge  der  Leitung  in  den  Kiistallplatten  flben,  in  heUee  Lidii. 
Am  draetischslen  zeigte  eidi  diese  Wirkong  bei  einer  Scheibe  von 
Kalkspat^  welche  die  Hanptaehse  in  ihrer  Bbene  enthielt  und  (wie 
gewöhnlich)  horizontal  zwischen  den  Platten  des  Kondensators  auf- 
gehängt wurde.  War  die  Anfangslage  etwa  eine  solche,  daß  die  Haupt- 
achse 45®  mit  den  Kraftlinien  des  Feldes  einschloß,  so  bewirkte  ein 
konstantes  Feld  eine  J^mstcUung  dieser  Achse  in  die  Kraftlinien,  und 
«ine  ümkehrung  des  Feidos  eine  nnidrehung  der  Scheibe  gemäß  der 
S.  411  besprochenen  Leitungswukinig  Rpi  schnellen  Komnuitationeu 
des  Feldes  stellte  sich  umgekehrt  die  Hauptachse  normal  jpu  den 
KrafUinien  dn;  die  aodennitige  Inflnenzwirkong  fiberw«^  hier  &n 
Effekt  der  Leitung. 

Später  hat  Bighi*)  die  Methode  der  EinsteUnog  einer  Kreis- 
Scheibe  zwischen  Eondensatorplatten  hei  schnellen  elektrischen  Schwin- 
gungen in  einem  speziellen  Falle  (Selenit)  benutst  und  dabei  eine 
andere  Orientierung  der  Platte  erhalten,  als  sie  KfuMauch  bei  sta- 
tischen Ladungen  gefunden  hatte.  Auch  hier  w^den  im  letzteren 
Falle  LeitungsTor^mge  wirksam  gewesen  sein. 

§  211.  Das  thermodynamisohe  Potential  der  dielektrischen  In- 
fluenjK.  Es  li^en  keinerlei  Bedenken  dagegen  ?or,  die  (vektorieUe) 
dielektrisdi«  lufluens  ab  ein  umkehrbares  Phänomen  zu  betrachten; 
demgemlB  können  wir  auch  aof  dieeelbe  die  Methode  des  thermo- 
dynamisohen  Potentials  anwenden.  Die  einzpfthrenden  elektrischen 
Hanptvariabeln  ergeben  sich,  wie  in  §  136,  aus  dem  Ausdruck  ftlr 
die  Influenzierungsarbeit  d'a  aa  der  Tolumeneinheit.  Bezeichnen  näm- 
lich wieder  JK^,  E^,  die  Komponenten  der  elektrischen  Feldstärke, 
Pi .  P,,  Pg  diejenigen  des  dielektrische  Moments  der  Yolomeneinheit» 

Hiemach  sind,  neben  der  abaolntsn  odsr  relatiTen  Temperatur  und  x, 
die  Feldkomponenten  als  normale  unabhängige  Variable  zu  lilbren. 

1)  E.  Moot,  iitrliner  Diss.  Ib76;  Pogg.  Ann.  158,  p.  1,  4S6,  1S76. 
^  A,  Riyhi,  Rend.  Aead.  Bologna,  T.  1,  p.  174.  189T. 
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Wir  entwickeln  das  erste  thermodynamische  Potential  der  Volumcdt- 

einheit  ^  wieder  nach  Potenzen  dieser  Großen  und  beröcksiflitirf'^n. 
daß  die  '!1ipf]pr  en?ten  Grades  in  dem  Abschnitt  über  Pyrnplcktrizität 
bereits  beiiautielt  sind,  also  liit  r  <j:e/iiäß  dem  S.  249  allgemein  Benieikten 
fortbleiben  ki'nnen.  Wir  bulialteu  jetzt  also  nur  die  Glieder  nuUtea 
und  zweiten  Grades  bei  und  schreiben 

-  26  -  «  +         +  nn^'  +  V»^* 

Hierin  sind  &  und  die  rj^.  Funktionen  lier  Temperatur,  von  denen, 
die  r}^f  in  erster  Annäherung  als  Konstanten  gelten  können.  Da 
I^]^',  .  . .  JEgJ^^,  . .  .  nach  S.  145  gewöhnliche  Tensorkomponeuten  sind, 
80  tldleii  did  aeelifl  PaianiBtor  fi^^  der  skalaren  Funktionen 

5-.-(2|  +  e) 

nach  dem  aOgomeiiieii  Sati  Ton  S.  160  gkiddUlB  Teii80iko]iiiNi]iai.ieit 
dar.  Dm^  Aaednidc  hai  dieaelbe  Form,  wie  das  themiodyiiaiiiiaofatt 

Potential  |  in  §  152,  and  yerhült  sidh  bei  Anwendang  anf  die  Ter- 
eohiedenen  Ej*i8tallgropp«D,  wie  jenes. 

Durch  Übertragung  der  Tabelle  von  S.  270  ergibt  sich  dem- 
gemäß für  die  den  32  Kristallgmppen  entsprechenden  Parameter 
bei  Benutzung  des  Haaptkoordinateüsystems  das  nachstehende  Schema: 

^  0)r  (2)  Vttf  Vnt  n»f  n»9  ^11* 

(3),  (4),  (5)  fj^i,        Tin,  0,    0,  1?!,. 

III-  (6).  (7),  (ß)  nn>  0,    0,  0. 


Vii»  Vn»  nuf        0,.  0. 


IV.  (öj  bis  (l;;) 

V.  (14)  bis  (20; 
VI.  (21)  bis  (27) 
Vn.  (28)  bis  (32)  tj«,  Vuf  0,   0,  0. 


Die  Funktion  (-)  knnn  mau  bei  kleinen  Temperaturänderuugen  r 
von  einer  Anfangatemperutur  uns  nach  Potenzen  von  r  entwickeln. 
Das  konstante  Glied  hat  für  Eins  kein  Interesse,  weil  |  nur  durch 
seine  Diü'ereutialeigenschaften  definiert  i^t;  das  lineare  nicht,  weü 
die  Entropie,  welche  durch  —d^/tT  gegeben  ist,  nur  bis  auf  eine 
additive  Konstante  definiert  isi.  Wir  behalten  also  als  niedrigstes  das 
in  multiplizierte  Glied;  dessen  Faktor  bestimmt  sich  nach  EL  257 
diurch  die  speaifisdie  Wirme  bei  konstantem  Dmok  und  fthlen- 
der  Feldwirknng  derart,  daß 

^^yt,^^.  (211) 
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Die  dielektrischen  (vektoriellen)  Momente  P^,  P,,  Pg  folgen  ans 
I  gemäß  S.  189  durch  Differentiatioii  nach  den  Feldkomponenian^ 
und  wir  erhalten 

—  'hAi 
•^t  ^  ^  - 1?«    +  %t-^  +  iJuiS»,  (212> 

^  ''^ 

wobei  i7Ai=iJt|.  Diese  Formeln  fallen  unter  dae  in  §  1Ö4  u.  f.  be* 
handelte  Schema:  sie  stellen  lineäre  Beziehungen  zwischen  zwei  TripeliL 

von  Vektorkomponenlen  dar.  Dabei  hat  aber  die  Existenz  des  thormo- 
dvnamiechen  Potentials  die  Folge,  daß  die  im  ;i11pempiTif^Ti  neun  Para- 
meter derartiger  Relationen  sich  durch  Bestehen  der  Beziehungen 
sechs  reduzieren.  Rotntorisehe  Qualitäten  kommen 
also  bei  der  dielektrischen  Influenz  der  Kriatullo  von  yoru- 
herein  nicht  in  Frar^e. 

Die  Ansätze  [212)  sind  von  W.  TJwmsm  gemacht  worden,  auch 
ist  von  ihm  bereite  aus  der  Annahme,  die  dielektrische  Influenz  sei 
ein  mnkelurbater  Vorgang,  die  Redaktion  der  nenn  Paimmeter  des- 
Aneateen  anf  leohB  gefolgert  worden.  Thonwm  bedient  eich  hiersn 
des  8.  185  emeineadei geeoblen  PriniipB,  dafi  bei  imfhennen  Vor- 
gangen durch  einen  Kreisprozeß  nicht  Arbeit  gewonnen  werden  kann» 
Dies  Ptinsip  ist,  wie  schon  S.  188  bemerkt,  durch  die  Annahme  eine» 
(hennodynanuedten  Potentials  generell  erfUlt 

§  212.  Diskussion  der  Ansdrüdke  für  die  dieliiktriBohen  Mo^ 
mente.  Die  Parameter  r,f^^.  der  Beziehungen  (2\2)  messen  die  Große  des 
dielektrischen  Moments,  insofern  dieses  bei  gleicher  Feldstärke  wächst, 
wenn  die  i;^^  sämtlich  proportional  zunehmen.  Man  nennt  sie  nach 
Thomson  die  Konstanten  der  dielektrischen  Suszeptibilität  des 
Kristalls,  oder  auch  kürzer  seine  Elektrisioruugszahlen.  Es  ist 
für  ihre  Definition,  wie  wir  weiterhin  sehen  werden,  wesentlich^ 
innerhalb  welches  Iffedinms  die  Inflnenaiernng  des  Erislalls 
stattfindet  Wir  wollen  fsstsetsen;  dafi  dies  der  leere  Raum  oder, 
was  pniktiseh  meist  gleichwertige  die  Atmosph&re  sein  soll 

Das  dielektrische  Verhalten  des  KristaDs  ist  dann  völlig  bestimmt 
dmrah  das  TensortripeL  der  Hanptelektrisiernngsaahlen  %»i}n; 
dessen  Komponenten  die  i^^^^  darsteUen,  oder  anders  aosgedrftdct  durch 
die  TeosorflAdie  [i^]  von  der  Gleichung 
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die  sich  bei  Einführung  eines  (dielektrischen)  Hauptachaensjstems  re- 
duziert auf 

Vi^  +  Vuy'  +  to^  =  ±  1-  (214) 

Die  Tensoren  7^^,  t]^j,  ij^q  sind  in  allen  bekinntein  FaQen  positiv;  es 
kommt  also  in  den  letzten  beiden  Gleich ungra  nur  das  positive  Vor- 
seichen  in  Frage,  und  die  hetreflFenden  Flüchen  sind  Ellipsoide. 

Bezüglich  der  Verwendung  der  Tensortiäche  [rj\  können  wir  das 
in  §  165  allgemein  Bemerkte  verwerten.  Hieraus  ergibt  sich  für 
unsern  Fall  folgendes  Resultat: 

Legt  man  in  dem  EUipsoid  der  Elektrisierungszahlen 
«inen  iladiusvektor  r  parallel  zu  der  Feldstärke  jE,  dann 
liegt  das  auf  JE»  bernhende  dielektrische  Moment  P  parallel 
sn  der  Kormalen  n  auf  derjenigen  Bbene,  welche  das  Sl- 
lipsoid  in  dem  Schnittpunkt  ron  r  berflhrt. 

L&ßt  man  weiter  E  sukzessiTe  in  allen  mdgliohen  Bich- 
inngen mit  gleicher  Stärke  wirken,  so  Tariiert  P  indirekt 
proportional  mit  dem  Produkt  aus  r  und  n. 

Bei  Einfuhrung  der  Hauptachsen  der  dielektriechm  Influenz 
nehmen  die  Formeln  (212)  die  ein&oheie  Gestalt  an 

Pt^Vn^y   Pt'^Vut^*  (216) 

Wir  werden  diese  Form  bei  den  speziellen  Problemen  weiterhin  meist 
angrunde  legen. 

Dies  setzt  zunächst  voraus,  daß  die  Lage  der  Hauptachsen  im 
Kristall  bestimmt  ist,  dafi  also  ein  Kristall  der  Systeme  HI  bis  VII 
der  Betrachtung  unterworfen  wiid.  In  der  Tat  bemehen  sich  auf 
solche  Kristalle  die  bei  weitem  meisten  der  bisher  aogesteUten  Be- 

olMtchtungen. 

Es  hindert  aber  nichts,  nachdem  die  allgemeinen  Influenzgesetze 

«ines  Körpers  von  bestimmter,  z.  B.  ellipsoidischer  Fonn  für  das 
Hauptachsensystem  entwickelt  sind,  die  Resultate  auf  ein  willkürliches 
Koordinatensystem  zu  transformieren.  Wenn  die  betreflendea  Formeln 
als  Theorie  einer  Beobachtungamethode  gelten  sollen,  müssen  dann 
die  Winkel,  welche  die  L&ge  der  llaupta,chsen  »/j,  »/j,,  j^j^j  gegen  die 
willkürlichen  Koordinatenachsen  bestimmen,  als  Unbekannte  geführt 
werden. 

Allgemein  sei  noch  daran  erinnert^  daß  nach  S.  208  die  Momente 
P,,  P,  als  Komponenten  einer  in  dem  infiuenzierten  Körper  ver- 
laufenden StrSmnng  gedeutet  werden  können,  die  ihre  Qnellen  in  den 
räumlichen  und  den  fiächenbaften  scheinbaren  Ladungen  von  den 

Dieliten  o  und  6  besitzen.  Da  abpr  die^p  Ln(]un<j;on  niemsilR  gegebene 
<jrröäeu  sind,  so  ist  mit  dieser  Deutung  weder  für  die  Veranschau- 
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lidumg  der  Yeirteiluiig  der  Momente^  noeh  fttr  die  Lösnog  einei  In- 
fluensprablems  ein  Yorteil  rerlniiideD. 

§  213.  Die  Onmdi^obangen  de«  Influensproblemes  In  ihrer 
ersten  Form.  Das  Problem  der  dielekfeneclMii  Influenz  einee  KrietaUs 

ist  nach  den  in  §119  angegebenen  al^meinen  Regeln  nonmehr 
folgendermaßen  zu  formulieren: 

Das  influenzierende  Fehl  F.  dessen  Komponenten  in  <1e!i  Aus- 
drücken (21*^)  rf'Bp  l'215)  für  die  dielektrischen  Momente  auftreten, 
setzt  sich  zusammen  aus  dem  Fehl  den  intluenziereuden  Systems, 
z.  B.  eines  geladenen  Kondensators,  und  aus  dem  Feld  ^  des  intiuen- 
zierten  Kristalls. 

Für  die  Kompuneuteo  des  letzteren  gilt 

«.--12.  «.— If.  «I  — I?.  (216) 

wobei 

die  PotentiaUnnktion  des  Eristalls  darstelli 

Die  Oleicbnngen  (194)  aus  §  119  nehmen  dann  die  Form  an 

^.-^{^.•-ll),  J».-ft.{ii«-|f),  l".-ihn(ii«-|?).  (318) 

und  das  (irundproblem  der  Influenz  g^eht  dahin,  diese  Formeln  in 
Verbindung  mit  der  Definition  (217)  von  tp  durch  Werte  von  Pj, 
P„  Pj  zu  befriedigen.  Seine  Eindeutigkeit  läßt  sich  nach  bekannten 
Methoden  beweisen,  was  hier  nur  erwähnt  werden  solL 

Die  strenge  Lösung  des  Problems  gelingt  nur  in  wenigen  Fällen, 
deren  wichtigste  nns  unten  beschäftigten  werden.  Eine  angenäherte 
Lösung  würde  sich  dann  stets  bilden  hiäsen,  wenn  die  Vii>^/in  '^^^ 
kleine  Zahlwerte  hätten.  Man  könnte  hier,  da  <p  aus  drei  GlUedem 
besteht,  die  je  ein  ij.  als  Faktor  haben,  in  den  Formeln  (217) 
^idfpjdx,  n^adipfdyf  Vm^vßg  ^  Glieder  sweiter  Ordnung  be- 
tnditsn  and  aJs  LSsnng  in  erster  Annäherung  sehreiben 

M,^n,E^    M,^n,,E,\    M,^ri,,,E,\  (219) 

Diese  Werte  entsprechen  der  Yeniachlässigung  des  Feldes,  welches 
der  influenzierte  Körper  nuf  sicli  selber  ausilbt,  d.  h.  der  sogenannten 
Selbstinfluenz,  und  lassen  nur  drin  äußere  Feld  wirksam  werden. 

Die  Annahme  kleiner  Zahiwerte  y,^  ist  iu  Wirklichkeit  bei  Kri- 
fitaüen  niemals  erfüllt;  die  i;^  sind  vielmehr  hier  immer  beträchtliche 
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eebi»  Brfleh«^  die  gdfi^ntUieh  der  Eiaheii  «emlwK  milie  komraen  und 
sie  in  seltonen  FSUfBn  noch  übertreffeib 

Ipdoopcm  gibt  ee  fpaueUe  Farmen  der  Kriftallpraparste,  bei 
deiUB^  geeigiete  Orientienmg  gegen  das  Feld  voniusgesotzt,  die  Selhst- 
inflnenz  nur  unbedeutoTul  ist.  Letzteres  findet  in  lier7orragenderQ 
Maße  statt  bei  dünnen  Stäbchen,  falls  deren  Moment  der  Stab- 
achbü  parallel  ist;  es  ist  hierauf  S.  208  u.  2U9  hingewiesen  worden; 
an  letzterer  Stelle,  wo  derartige  Stäbchen  durch  sehr  jsrestreckte  Ro- 
tationseUipBoiiie  approximiert  sind,  finden  sicii  liir  das  innere  Feld 
einee  solchen  auch  (quantitative  Angaben. 

Bei  genügender  Felnbeifc  der  Sttbchen  leeien  neh  deAigemSft  die 
Beetehnngen  (219),  welche  die  Selbitinflnens  TemacUässigen,  fOr  die 
Orifiotienmg  der  Stabechee  penlkl  einer  Hanpteehee  der  FBlclie  [fß 
in  bettiehtUdher  Annftherong  snr  Anwendung  bringen.  Der  Be* 
obeohtnng  zugänglich  wiren  in  solchem  Falle  etwa  die  Frequenzen 
sehr  kleiner  Schwingungen  derartiger  Stäbchen  um  eine  BnhelegB^ 
btt  der  die  Stabachse  in  die  Richtung  der  Kraftlinien  fallt. 

Wichtiger  sind  für  uns  die  Falle  dünner  Kreisacheiben,  über  die 
nach  S  410  u.  f.  Reolmcfituiigen  Torüegeu,  and  auf  die  wir  daher 
etwas  näher  eingeben  wollen. 

§  214.  Um  dio  Figuronaclise  drelxbaro  £.otatiouaellipBoide  und 
AeleeoihAibeii  im  elektriaohen  Velde.  Es  kommen  hier  die  Be- 
trachtungen lur  Anwendung,  die  in  §  III  und  118  Ober  die  Potentiai* 
fnnktion  homogen  erregter  Ellipeoide  ai^feeteUt  worden  sind;  denn 
Ar  I^agen  der  bloßen  Ordßenordnung  iigendwelclier  IBffekte  laaeen 
eich  dünne^  kreieronde  Platten  durch  eehr  efairk  abgeplattete  Etotrtiomh 
ellipsoide  ersefaEOL 

Übertragen  wir  die  Resultate  von  S.  205  u.  f.  auf  unsem  Fall, 
so  ergibt  sich  folgendes:  Das  Potpiitinl  eines  hoTno<j-en  erregten  Ellip- 
soides  mit  Achsen  parallel  den  willkürlichen  Koorduiatenachsen  XY'Z 
aui  einen  inneren  Punkt  hat  die  Form 

P.  V + A'  P.y + A'^,'«-) ,  (SSO) 

wobei  die  Pj^'  die  Momente  der  Erregung  und  die  Konstanten  be- 
zeichnen. Handelt  es  sich  um  ein  Kotatiou.sellipsoid  um  die  2^'- Achse, 
dessen  Halbachse  c  parallol  g  sehr  klein  neben  der  dazu  normalen  a 
ist,  derart,  daß  a« 

eine  sehr  bedeutende  Größe  ist^  so  wird  der  obige  aUgemeine  Aus- 
druck für  (p^  zu  , 

-  '-yP'x  +  P.'y -)  +  4,  P.V.  (221> 
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IbJgt  daoiL  Air  die  Eomponenteii  des  ümerea  Feldee  des 
KUipsoides  mick  (216) 

V  V  4«P;;  (222) 

im  Falle  emer  Erregung  parallel  znr  X'I^'- Ebene,  wo  P^' ~  0  ist,  er- 
gibt sich  sonach  die  von  der  Erregung  des  EUipsoides  hemihreude 
mnere  Feldstärke  als  kleiii  ?ou  der  Ordnung  ijb\  sie  kaiui  dem- 
gemSB  bei  genügend  großem  a  neben  dem  Snfieni  Feld  Temaeh- 
läsgigt  werden.  Man  gelangt  in  diesem  lUIe  trete  betrSehtlieber 
Werte  der  so  den  Tereinlioliften  Olei^migen  (219),  weldie  das 
Inflnensproblem  bier  TöUig  Ideen. 

Die  Voraussetzung  P,'«-0  —  die  übrigens  bei  allen  Anwen* 
düngen  unnötig  isfc^  weldie  nnr  an  die  Werte  von  P/  und  an- 
kaüpfen  —  ist  nun  insbesondere  in  dem  praktisch  wichtigen  Falle 
erffillt.  da6  die  Z'-  resp.  Rotations-Achse  in  eine  kristallographische 
Sy in metneachse  fällt  und  das  Feld  normal  /u  dieser  wirkt;  erstere 
Bedingung  reduziert  nämlich  die  dritte  Gleichung  (212)  auf  P,  =  i?«  J?8> 
letztere  macht  zu  Null.  Die  erst^  und  die  zweite  Formel  (212) 
aber  werden  bei  beliebiger  Lage  des  Xi"^- Kreuzes  zu 

Pi  —        +  iji,  E^,   P,  —  %^  +  flü-^j 

webei  ijj,  ^  ^^^j,  nnd  ftbren  bei  Benntnmg  der  Hanplaebsen  zn  den 
eisien  beiden  Formehi  (215). 

Der  Torstebend  erdrterte  spesielle  FaU^  in  dem  die  Selbetinflnens 
des  Eristallpriparates  su  yemachlässigen  und  die  Lösang  des  Inflnena- 
problems  direkt  ansogeben  ts^  enthalt  die 
Theorie  der  qualitativen  Versuche  von 
Knoblauch  und  Tloot,  die  oben  beschrieben 
worden  sind.  Die  Verhältnisse  liegen  liipr 
so  einfach,  daß  sie  sich  am  anschaulicliöten 
geometrisch  darstellen  lassen.  ^Fig.  130.) 

Um  dies  zu  zeigen,  konstruieren  wir 
auf  dem  Bilde  der  Kreisscheibe  neben  der 
Biohtung  der  äußeren  bomogenen  Feld«  ng.iso. 
skirke      die  Sehnittfcurve  der  Ebene  der 

Seheibe  mit  dem  Tenaoi^EQipsoid  der  ElektrisiemagsBablen  von 
der  Gkiclinng  (313);  wir  nelunen  dabei  in  Übersinstimmnng  mit  der 
Anordnung  der  genannten  Experimente  an,  daß  die  Platienebene  in 
einer  Sjmmetrieebene  jenes  EUipsoides  liegt^  wobei  die  Hauptachsen 
der  Schnittelltpse  in  die  Biehtongen  rjj  und  fitUen  und  der  Länge 
nach  mit  l/Yrjj  und  1/V^  proportional  sind. 

Wenden  wir  dann  die  Konstmktion  Ton  8.  416  an,  welche  mit 

87» 
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«mem  BadiuB  r  parallel  zu  E°  operiert,  so  fi^bt  sich  in  der  zu- 
gehörigen Normale  «  die  Richtung  des  erregten  Momentes.  Da  die« 
Moment  bei  Yernfichliißsigunij?  der  Selbstinäu'-n/  als  in  der  Platte 
konstant  betrachtet  wirrl,  po  ist  die  Erregunp  dor  Piatie  n;ieh  S  204 
äquivalent  mit  einer  Ladung  des  Plattenrandes  von  einer  i>ichtigkeit, 
die  proportional  ist  mit  dem  Kosinus  des  Winkels  zwischen  Normale 
und  Radiusvektor  für  den  betrachteteu  Randpunkt,  die  also  auf  der 
mit  +  bezeichneteii  Seite  positiv,  auf  der  mit  bezeiobneien  negativ, 
«tob  symmetriseh  sn  der  Richtung  von  «  anordnet 

In  dem  homogenen  elektrisehen  Felde  Ton  der  Riditung  £^  er- 
leidet somit  die  Platte  ein  Drehnngamoment,  welehea  die  kleine  Adiae 
der  aufgezeichneten  Ellipse  in  die  Richtung  der  Kraftlinien  zu  bringen 
sucht  Diese  Position  ist  eine  stabile  Gleichgewichtalage;  bei  einer 
Ablenkung  aus  derselben  führt  die  Platte  Oszillationen  um  die  bez. 
Position  aus.  Die  Richtun<j  der  kleinen  EllipsenRebse  ist  aber,  da 
die  Achsen  indirekt  i)rojjortional  mit  den  Quadratwurzeln  aus  den 
ElekUisicrungszahleu  sind,  die  Richtnnof  der  größten  in  der  Ebene 
der  Platte  vorhandenen  Hauptelektrisierungszahl.  Soweit  nie  Ii  t  Stö- 
rungen durch  Leitfähigkeiten  eintreten,  haben  sonach  um 
die  Fignrenachse  drehbare  kreisförmige  dflnne  Platten,  die 
parallel  an  einer  Symmetrieebene  hergestellt  sind,  im  homo- 
genen Felde  die  Tendens,  sieh  mit  der  Aehse  der  größeren 
Elektrisierungssahl  parallel  an  den  Kraftlinien  einsustellen. 

Was  vorstehend  fttr  eine  Platte  parallel  zur  Ebene  7^^;^^^  durch- 
geführt ist,  läßt  sich  natOrlich  ganz  entsprechend  für  die  £benen 
VnÜm        Viu  Vi  erweisen. 

Anch  kann  man  <lif  rein  qualitative  geometrifcbe  Befraelitung 
ohne  alle  Schwierigkeit  durch  eine  quantitative  Berecbrni;ig  der  bei 
jeder  Position  der  Scheibe  auf  diese  wirkenden  Drebungsmornente 
ersetzen.  Die  betreffenden  Formeln  werden  sich  uns  unten  beiliiutig 
ergeben. 

§  215.  InHuenaierang  einer  Kugel  im  homogenen  Feld.  Da 
nacli  S  20.')  eine  homogen  erregte  Kugel  anf  innere  Punkte  ein  raum- 
lich konstantes  Feld  ausübt,  so  erkennt  man,  daß  die  Formeln  (218) 

des  Inlluenzprnbleras  ZU  Boziehungf^ii  /wischen  lauter  konstanten 
Größen  werden,  wenn  man  diese  Annahme  konstanter  Erregung  auf 
eine  Kugel  anwendet,  die  der  Influenz  durch  ein  räutnlich  konstantes 
äußeres  Feld  unterliegt.  Aub  dem  Auadruck  (löH)  auf  S.  205  für 
die  Potentialfunktion  der  homogen  erregten  Kugel  folgt  in  unserer 
Beseichnung  nnd  fÄr  die  Hauptachsen  X,  Y,  Z 


^  uj  d^od  by  Googl 


§  215.  iuflaenzieruug  einer  Kugel  uu  homogenen  Feld.  ^\ 
somit  uekmen  die  l'  ormeln  (218)  die  Gestalt  an 

•Pi  -  Ii  (s.*  -  T      '       -     (^'°  -  ' 

woraus  folgt  , 

Bei  Benutzung  der  dielektrischen  Hauptachsen  bestimmt  sich  also 
ausschließlich  durch  E^^       ausschließlich  durah  E^^,  aus- 

pschließlifh  durch  E^^.  Liegt  demgemäß  die  influenzierende  Feldstarke 
E^  parallel  einer  dieser  Achsen,  so  gilt  gleiches  von  dem  influenziertcn 
Moment.  In  diesem  Falle  macht  sich  die  kristallinische  Natur  der 
Kugel  nicht  geltend;  die  Influenz  verläuft  ebenso,  als  wäre  die  Kugelt 
isotrop  mit  derjenigen  Elektrisieningszahij  welche  der  hetreifeudea 
Hauptachse  zugehört 

Da  bei  YanuMshliMigung  dsr  SdlwtmfliienB  die  Formeln  (219) 

gelten,^sü  geben  die  Glieder  ^  (n  =  I,  II,  lU)  in  den  jetzt  erhal- 
tenen Ausd nicken  die  (schwächende)  Wirkung  der  iSelbstiuliueuz  an. 
Diese  V\  irkung  ist  öonach  im  Falle  der  infiuenzierten  Kugel,  da  die 
r}^  bis  zu  einer  Einheit  hetr^eu  können,  außerordentlich  groß,  nnd  es 
ist  nicht  daran  zu  denken,  den  Weri^  der  sich  ohne  Rücksicht  auf  die 
SelbiliiifliMiui  .ergibt,  hier  als  einen  Kiheningiwerk  «1  behandela. 

Eb  ist  bemerimunrarl^  daß  die  steii  M^wtchende  Wirkung  der 
Selbetinihiens  nur  Ton  der  Sabetana  der  Kugel  abhSngi^  aber  gar  nicht 
Ton  deten  GrSfie.  Schreibt  man  die  Formeln 


P,  -  (ij,;        P,=  (i7„)i:,»,   P,-(rmi)^:/,  (225) 

dann  sind  sie  mit  (219)  gleiohgeataltet,  und  die  sind  ebenso  blofie 
Parameter  der  Eristallsubstanz,  wie  die  rj^. 

Mhti  kann  demgemäß  zur  geometrischen  Bestimmung  der  Lage 
und  Größe  des  MoTnentes  P  in  der  Kugel  die  S.  416  erwabute  Kon- 
struktion ttnwtiU(ieii,  wenn  man  dabei  nur,  statt  von  dem  durch  (214) 
gegebeneu  Ellipsoid,  ausgeht  von  dem  anderen  von  der  Gleichung 

(%i)y*+  (te)**-  1.  (226) 

Femer  kann  man  auch,  wenn  die  Kugel  um  eine  der  dielektrischen 
Hauptachsen  drehbar  befestigt  ist,  und  die  ftnßere  FeLdstftrke  an 
dieser  Achse  normal  liegt,  durch  Hcransiehnng  der  an  dieser  Achie 
normalen  Schnittkuire  des  EUipsoidee  nnd  der  geometrischen  Über- 
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legungen  roin  S.  419  «rkamen,  da6  die  00  bewegliolie  Kvg^ 
Tendflmz  hat,  sich  mit  der  Biehtong  des  in  jener  Ebene  Uegendem 
giOßeren  Teniora  %  panUel  den  Knftlinien  dee  Feldes  einnijdiJleii. 

B»  die  geeamien  Feidkomponenten  im  Innem  der  Engel  dnieih 

g^eben  werden,  und  rla  »liV  Worte  der  in  (224)  bestimmt  »md, 
00  erhalt  man  für  die  Gesamtkompouenten 

Dies  und  abetmeli  Bemehnngen  Ton  der  Form  (219);  es  ISfii 
aoh  also  Größe  und  Riehtong  der  gesamten  Feldetftrke  E  im  innero 
der  Engel  dnroli  eine  Eonstmktion  der  mehrfach  besprochenen  Art 
mit  HiUs  dee  Sllipsoides  Ton  der  Gleichung 

-1,  +-J^  +  --T.  —1  (22») 
i  +  -j-<l,     i  +  Tln  *T,lni 

ansohanlich  besbmmen* 

Abgesehen  Ton  diesen  Beriehungen  haben  die  Ausdrücke  (227) 
ftr  Elf  noch  das  Interesse,  sn  seigen,  daB  mit  immer  wachsen- 

den JBäektrisienmgeaahlen  das  Feld  im  Innern  der  Engel  abnimmt  und 
sohliefilich  sn  NnU  wird.  Da  nun  ein  verschwindendes  inneres  Feld 
die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  der  Elektrizität  auf  einem  Leiter 
is^  so  ei^bt  sich,  daß  man  für  die  Iiifltieriz  einer  Kngel  in  einem 
homogenen  Felde  die  leitende  Substanz  als  ein  Dielektrikum 
von  unendlich  großen  Rlfktrisierungszahlcnhet  rächten  kann. 
Wir  werden  später  sehen,  daß  dies  in  viel  größerer  Allgemeinheit  zu- 
lässig ist.  — 

Für  den  Außenraum  ist  die  homogen  erregte  Kugel  nach  S.  205 

einem  in  ilirpm  Zentrum  liegenden  Polpjiar  von  einem  Moment  gleich 
dem  GesaniUiioment  der  Kugel  äquivalent.  Ihr  PoteTitial  dort  ist 
also,  wenn  K  las  Volumen  der  Kugel  bezeichnet,  und  deren  Zentrum 
im  Koordiuateuunfang  liegt,  nach  (101)  auf  S.  205  gegeben  durch 

IBerans  bestimmen  sich  sogleich  die  von  der  Kugel  in  den  AaBen> 
ranm  gesandten  Feidkomponenten,  die  sich  dort  den  infla«uderendeii 
Komponenten  E^*,  E^^  E^  snperponieren. 


Digitized  by  Google 


I  tu.  Eiaftlliniiiig  «inM  belkUgeii  KooidiiiftleiiiTitoiiit, 


423 


Liegt  dtt  Kugel  mit  einer  der  dielektrie^en  Hanpieehaen  der 
inflnenaereiicleii  Feldstirke  parallel,  so  redasiert  eich  der  Ansdrook 
fttr  enf  das  eine  betreffende  Glied.  Es  TerUilt  lieh  dann  die  Kogel 
auch  beafl^fdi  des  Ton  ihr  ammehenden  elektrisdien  Feldes  nicht 
▼eradueden  von  einer  isotropen  Engel  mit  einer  Elektrisiemiigenhli 
die  degenigen  für  die  betreffende  Hanptacbee  entspricht. 

§  216.  Binfiilirung  eines  bolicbigou  Koordinatensystem a.  Im 
vorsteilenden  ist  gemäß  deni  H  4li'>  l  lesagteu  der  Vorgang  auf  dus 
Hanptachsensjstem  bezogen  gedacht,  das  mit  den  Ilichtungen  der 
Tensoren  i^j,  t^jj,  ijjjj  zusammenfällt.  Die  so  gewonnenen  Formeln  sind 
unmittelbar  anwendbar  in  allen  den  Fällen,  wo  dies  Achsenajstem 
«08  den  Symmetriererhiltoissen  des  ErisiaUee  ableitbar  ist  Findet 
solches,  nidit  stat^  so  mnß  man  ein  wiUklIrlich  gelegtes  Koordinaten« 
aystem  X*Y*Z'  benntsen  und  bei  praktischen  Anwendungen  der 
Formeln  dessen  Orientierongswinkel  gegen  die  Banptadhsen  als  Un- 
bekannte f&hren. 

Um  Yon  den  Torstehenden  Resultaten  auf  dies  Achsenkreuz  Uber* 

zugehen,  knüpft  man  am  besten  an  die  Formeln  (226)  an^  in  denen 
(Vn\  iVm)  ^  Konstituenten  eines  Tensortripeis  pandlel  ijn, 

ijjj^  betrachtet  werden  können.  Ans  ihnen  folgt  dann,  wenn  man  die 
auf  das  Aehsensystem  X'Y'Z'  bezi^enen  Größen  gleiohlftUs  durch 
einen  oberen  Index  charakterisiert, 

^1-  (.iJ^*'.  —  (280) 

wobei 

i^'hk)  hestimmen  ai<di  dabei  nach  den  Tianstormationsfonneln  ilSr 
gewdhäiehe  TensorkomponenieB>  s.B.  den  Gleichungen  (11). 

Beobachtungen,  die  auf  eines  der  (ffl^)  führen,  kdnnen  daam  in 
dir  S.  388  n.  t  auseinandergeeetsten  Weise  zur  Bestimmung  der  GrÖften 
nnd  Lagen  der  {rjj),  (i/^),  {nm)  ^ren,  womit  dann  auch  die  Elsktri- 
%y  %i>  %a  M^brt  bestimmt  sind. 

Nehmen  wir  die  Kugel  um  die  wiDkflrliehe  Z'- Achse  diehbar  an 
und  sekien  ein  zu  dieser  Achse  nonniles  Fd^  somit  Ef'^  0  Torauii^ 
so  sind  für  die  Einstellnng  der  Kugel  im  Felde  nur  die  Momente 

maBgebend.  Das  Moment  P/  gibt  nämlich  nach  (150)  8.  204  zu  ent- 
gegengesetzten Ladungen  solcher  Flächenelemente  Veranlassung,  die 
bei  gleichen  a-'  nnd  y'  entgegengesetzte  besitzen;  und  die  vom  Felde 
auf  diese  JUadungen  ausgeübten  Drehungsmomente  kompensieren  sich. 
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Hieraus  folgt  durch  Anwendung  der  Betrachtungen  von  S.  419^ 
daß  die  drehbai  p  KinnA  so  einstellen  wird,  dafi  die  kleine  Achs» 
der  Ellipse  toh  der  üieichung 

«.)«" + i^)»"  +       - 1  (»»> 

in  die  Riehtuiig  der  KrafHinien  fallt.  Da  diese  Ellipse  zugleich  die 
Schnittellipse  des  Ellipsoids  von  der  Gleichung  (226)  mit  der  X' Y'- 
Ebene  darstellt,  m  kann  mau  durch  Beobachtung  der  Einstellung  der 
Kogel  bei  verschiedenen  geeignet  gewählten  Drehungsachsen  die 
Orientierung  des  Hauptachsen- Systemes  der  {t^i),  {Vu)}  iVm)  ^^^P- 
nuj  Vm  ehielten.  — 

§  217.  Allgexneines  über  die  Kräfte  und  Drelrangemonieiit«,. 
wcAolie  dto  Sögel  im  F^de  erflUirt  Um  Genaueres  Aber  die  Kiifl» 
und  DrehnngimomMite  zn  ermittebiy  welehe  die  infloenucdrto  Kugel  im 
homogenen  Felde  erfSlurfc,  kann  man  an  die  von  ihr  in  den  AuBenraom 

ausgehende  Potentialfunktion  gc  ,  anknüpfen,  für  welche  der  Ausdruck 
in  (229)  angegeben  ist  Aus  ihr  folgt  das  Potential  (fr  auf  eine  Ladung- 
—  e  an  der  Stelle  x,  y,  0  nach  der  Formel  ^ 

^  — —  ««JPa- 

Nun  kann  das  homogene  Feld  mit  den  Komponenten  Ej^,E^^,E^^ 
selbst  durch  einen  solchen  Pol  von  genügender  Starke  in  sehr  grofier 
Entfernung  herrorgebracfat  gedacht  werden;  es  muß  dazu  nur  gelten, 

wobei  JCytffM  die  Koordniuten  de«  Puls  bezeichnen,  und  r*»^sc^-\-y'-i-g^  ist, 
Nimmt  man  dies  an,  so  erhält  man 

«  J  +  (i?n)-El"  +  Öte^-Ei**).  (238) 

Ein  solches  Potential  bestimmt  nun  nach  S.  194  nicht  nur  die 
Wirkung  der  influen zierten  Kugel  auf  den  intiuenziereuden  Pol,  sondern 
auch  umgekehrt  die  Wirkung,  welche  die  Kugel  im  Felde  des  Poles 
erleidet. 

Es  gewinneu  hier  die  allgemeinen  Fonneln  (133)  vuu  '6.  195  An- 
wendungy  wonach  die  Gesamtkomponenteu,  welche  ein  starrer  Körper 
erfahrt^  sich  aua  dem  Potential  durch  die  Änderungen  desselben, 
bei  gewimen  Verrflcknngen,  die  Drehungsmomente  durch  die  Jisde» 
rungen  des  Potentials  bei  gewissen  Drehungen  bestimmen,  gemSB  den 
Formeln 
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Index  e  (ibitt  das  firfihareD  m)  deutet  hierin  an,  da6  bei  den  ge- 
numten  Bewegungen  die  Ladongen  in  nnvennderter  Stirke  an  dem 
Korper  haftend  za  denken  sind. 

Die  Xiadongen  aiod  hier  anegedrfiekt  in  den  Momenten 

(Vu)E^  (i?m)J^'; 

diese  Produkte  sind  somit  bei  den  in  den  Formeln  (  '2H4  i  unuHdeuteten 
Differentiationen  konstant  zu  halten,  nnd  diese  DiÜereutiationcn  be- 
ziehen sich  sonach  nur  auf  den  einen  Faktur  in  den  Quadraten 
E^^^f  E^^K  Eb  ist  klar,  daß  man  zu  denselben  Easultateu  ge- 
langt, ob  man  unr  den  einen  Faktor  düFmntiiert,  oder  aber  di» 
HiUte  nimmt  Ton  den  Differentialen  der  Quadrate^  denn  es  ist  t.  R 

Hieraus  ergibt  sich  nun  auch,  daß  man  in  uni>erm  Falle  an  Stelle 
Ton  (^234j  »chreibeu  kann 


Ä— —  i^*  W_  t^*  7_  i'* 
^--iH» 


(235) 


wobei  die  Differpiitintionen  jetzt  im  iSinue  flor  v Ist  "i nd  i  gen  Ände- 
rungen von  <P  bei  \  erschiebung  und  Drehung  zu  nehmen  sind. 

§  218,  Berechnung  der  wirkenden  DrehnngBrnomente.  Pür 

die  wirkliche  Ausf&hrung  dieser  Differentiationen  ist  zu  bedenken,  daft 
unser  Koordinatenachsensystem  XYJZ  dem  Kreuz  der  dielektrischen 
Hauptachsen  parallel  liegend  angenommen  ist.  Eine  Drehung  der 
Kngel  drückt  sirh  also  durch  eine  Drehung  dieses  Achsenkreuzes  gegen 
den  festgehaltenen  influenziereuden  Pol  aus.  über  <I>  nur  von  der 

relativen  Lage  von  Kugel  und  Pol  abhängt,  »o  kaun  man,  statt  die 
Kugel  um  ii^endeine  Achse  in  positivem  Sinne  zu  drehen,  mit 
demselben  Effekt  auch  den  Pol  um  dieselbe  Achse  in  negativer 
Riditong  drehen'  —  mne  Operation,  die  sich  analytisdi  etwas  ein- 
facher ausdrUekty  als  die  erstere,  und  deshalb  hier  benutzt  werden  soU> 
Um  das  Drehnngsmomeut  um  die  X-Aehse  zu  berechnen,  drOoken 
wir  E^*,  Eff      dureh  die  gesamte  FeldstSrke  E^  folgendermaßen  aus: 

Jffi»-JP»cosd,   ^2<>-JB*Bindco8ff»  ^•-E'sin ^ sin  «,  (236) 


I 


4S6        ^  KapiM.  WMMbMlaliniDgMi  swiiohM  mni  Tekfeoran. 

^b«i  ^  den  Winkel  swiselien  E*  nnd  der  X-  oder  ^-Aelise,  tc  äea 
Winkel  swiecheai  den  Ebenen  (X^  £*)       (X,  Y)  re&p.       ^  be- 

%  zeichnet.  Eine  Drebong  des  inflnec zierenden  PoÜM  tub. 

die  X-Achse  wird  dann  durch  eine  Variation  Ton  €t  dar- 
gestellt, und  zwar  entspricht  ein  Wadisen  von  a  einer 
positiven  Drehung.  Bei  einer  positiven  Drehung  der 
iLugel  würde  umgekehrt  u  abnehmen,  (ä.  Jb'ig.  131.} 
'S        Wir  lehieibeB  somit 

«  —  JT ((r}j)  ooB»4^  +  (ijn)  sin**ooe"«  -f  (ij^)«»**«»*«)  (237) 

und  erhalten,  da  das  Drehungsmoment  yi^inder  Richtung  wachsender  ee 
anf  den  Pol  durch  —  cOjda  gpireHf  n  wir«),  das  auf  die  Kugel  wirkende 
Moment  A  durch  -^d0/da  bestimmt,  uomit  also 

^-jrJB**ain'^eoi«Bina  ((ijn)  ~  (ijn,)) 

-jrjsi«jBi«((i,„)-(w). 

Die«<e  Formel  zeigt  in  Übereinstimmung  mit  der  S.  422  erwähnten 
geometrischen  Betrachtung,  »laß  die  \\  iikuug  des  Feldes  stet-s  dahin 
geht,  die  Achse  größerer  Elektrisierungszalü  (r^jj)  oder  resp.  ij^j 

oder  m  die  iiichtung  der  Kraftlinien  zu  bringen,  und  daß  diese 
Position  somit  die  stabile  Gleichgewiehtslage  der  um  die  X-  xesp. 
%-Aehee  drehbaren  Kugel  dareielli  — 

Die  Fonnel  (238)  für  A,  die  luer  aof  metliodifldiem  Wege  ans 
dem  Potential  0  gewonnen  iit,  liftt  aiek  bei  der  Einfsefaliiit  der  in 
nnserm  Falle  Torliegenden  Yerhintn  i  sse  direkt  ableiten.  Ee  iet  nfltslioh, 
ajach  diesen  zweiteuf  kflneren  Weg  zu  gehen. 

Die  Gesamtmomente  (Pi),  (P,),  (Pj)  einer  Ladungsverteilong  nach 
den  Richtungen  der  Koordinfttenaoheen  X,  Yt  Z  sind  nach  S.  196 
gegeben  durch 

W--^^.  W-2tA, 

wobei  Cf  eine  Ladung  an  der  Stelle  x^,  y^,  $^  beseiohnei.  Das  Drehungs- 
moment ^  nm  die  X-Achae^  welehes  diese  Veiteihing  in  einem  be- 
liebigen Felde  mit  den  Komponenten  X,  F,  Z  erfftbri^  bestimmt  aieh 
jiadi  dsasen  aHgemeiner  Definition  dnreh 

A^2^^{tf^Z^'-z^l\), 

ist  des  Feld  homogen  nnd 

Y,~S,*,  Z,-E,\ 

SO  gibt  dies  nach  der  Dehuition  der  (PJ 
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Bei  der  Abkitang  dieeer  Fonnel  iei  niekto  weiter  beaatzt,  als  die 
fiomogenititt  des  wirkenden  Feldee  E*;  die  Benelrnng  Int  elso  eine 
mtkr  allgemeine  Bedeutung. 

In  dem  ipesieUen  FUto  einee  liomogen  erregten  Eöipers  Tom 
Tohmien  K  wird 

(PJ-äP»;  für  »-1,2,3, 

«leo 


fallt  einmal  die  dnreh  das  homogene  Feld  erregte 
Kugel,  für  welche  aperaeUer  galt 

4ies  liefert  dann 

in  Übereinatinminng  mit  (288). 

Darunter  fallt  aber  auch  eine  dümiey  um  ihre  Figorenachse  dreh- 
bare, durch  das  homogene  Feld  inflnensierte  Kreiaaeheibe,  bei  der 
die  Selbatinfiuena  TemachlSflaigt  werden  teC  i^i  die  Figurenaehie 
in  die  Biehtung      ao  gilt  hier 

■Pf  =  na^%^9         —  nia^^ 

und 

Hiermit  let  die  S.  420  angekündigte  numerische  Bestimmung 
dee  Tom  homogenen  Felde  auf  die  Kieiflaoheibe  auageflbten  Drehunga- 
momenta  geliefert 

§  219.  DiskuBsioa  der  Resultate.  Die  vorstehenden  Entwicke- 
langeQ  gestatten  die  unmittelbare  Übertragung  von  einer  Drehung  um 
die  T^j-Achse  auf  eine  solche  um  die  und  W'i* 
t/ju -Achse.  Legt  man  jedesmal  die  Feldstärke 
^  in  die  zur  Drehungsachse  normale  £bene  und 
beetimmt  ihre  Lage  resp.  dnroh  den  Winkel  « 
gegen  i?n,  ß  gegen  lym,  y  gegen  ij,,  die  jetet 
bequemer  bei  einer  Dfehnig  der  Kugel  gemiß 
Figur  132  in  poaitiTem  Sinne  wechaend  ng.  isr 

gereehnet  werden  mögen,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Wertsjstem 

A"  —        ein  «  eoB  a  — 

M  KE>'  sin  ßooBß  (^(ijni)  -  (iJi)),  (240) 

W^- -        »in  y  eot  y      -  (thi)). 


Digitized  by  Google 


428 


Yergleidit  man  diese  FonneHii  mift  dem  Anadnick  für  dae  Dreinui|^ 
momen^  ireldheB  die  Sehwerloraft  anf  einen  am  eine  hotisoniale  Aoihs» 
drehbaaren  Körper  anuabt,  nnd  welcher  lautet 

i>  _  ~  Msg  sin  ^, 

(unter  M  die  Masse,  a  den  Behwerpnnkteabstand,  i>  die  Elongation 
Terstanden),  so  ei^ibt  sich  bei  kleinen  Elongationen  formale  Überein- 
stimmung, da  die  cos  a,  cos  /3,  cos  hier  mit  Eins  vertauscht  werden 
können.  Im  nhrigen  nimmt  |  sin  2a,  \  sin  ?  Rin  '2y  deshalb  die 
Stelle  von  sin  ein,  weil  im  Gegensatz  zu  dem  S('hwere})endel  hier  nicht 
nur  die  Positionen  r;  =  0,  /3  =  (»,  y  =  0,  sondern  auch  a^%f  ^ 
y  —  71  stabile  Gleichgewichtslagen  darstellen. 

Die  treibende  Kraft  tritt  bei  dem  Pendel  linear  auf;  ^  repräsentiert 
bei  ihm  die  wirkende  I'  eldstiirke.  Bei  der  iütiuenzierten  Kugel  erscheint 
die  FeidatilriDe  hingegen  quadratisch.  £8  hängt  dies  damit  zusammen^ 
daß  in  dem  ersteren  Falle  die  Maase,  auf  welcha  die  Feldatftrke  wirkte 
nnabhlngig  Ton  dieser  Torhanden  ist^  im  letateren  Falle  hingegen  ersfc 
als  Folge  dar  wirkenden  FeUstirice  in  der  Engel  entsteht. 

Was  den  Eiufinß  der  Snhstaas  der  Engel  angeht,  sa  treten  die 
Parameter  (^J  nnr  in  den  DÜFerensen  (i}J~ (O  ftr  »  und  m«], II, III 

mL  Bei  Gleichheit  zweier  (i;J  versishinndet  eines  der  drei  Drehmigs- 
momente;  bei  Gleichheit  aller  verschwinden  alle  drei  Momente. 
Die  drehend«  Wirkung,  welche  die  £agel  im  Felde  erfihrt,  ist  alsa 

nicht  nur  bei  isotropen  Körpern,  wo  dies  nach  Symmetrie  unmittelbar 
einleuchtet,  sondern  auch  bei  regulären  Kristallen  gleich  NuU. 

Da  die  nnr  in  jenen  Differenzen  in  die  Formeln  (240)  ein- 
o;ehen,  können  mich  iief)l)achtungen  über  DrebungserscheinTiiifren  nn 
Kugeln  im  homogenen  Felde  nur  jene  Diff*  i '  ;izeu,  aber  niemals  absolute 
VV'erte  der  {f]^)  liefern.  Das  günstigste  Ubjekt  der  Messung  sind  die 
Frequenzen  v  {=  2:t  durch  die  Schwingungsperiode)  vou  Schwingungen, 
kleiner  Amplitude,  bei  denen  ^  =  —  y/^a,  •  •  •  wird,  unter  J^,  •  •  • 
Koastanten  ▼emtaBden,  Besfliebnem  noch  £,  ^  dieTtigheitsmoment» 
nm  dia  Rotationiadisen,  so  ergeben  sieh  drei  Frequensen  t\,  v^, 
ftr  die  Drehungen  nm  die  Aohsen  der  171,  i^j,,       Ton  den  BeMgeo 

V-^/S,     V=-3VaR,     V=iV,/9l.  (241) 

Im  Falle  der  Kngel  vom  Badius  7?  und  der  Dichte  ist  das  Tzftg* 
heitamoment  für  jede  Achse  |  KB^q,  im  Falle  einer  zur  Drehungs- 
achse normalen  Scdieibe  Ton  der  Dieke  D,  dem  ßadina  jß,  der  Dichte  ^ 
beträgt  es  \KR^q. 

Im  Yorsteheuden  haben  wir  uns  auBschließlich  auf  die  Bere<dmnn|^ 
der  Drehungamomente  anf  eine  Engel  oder  Kreiascheibe  nm  eine 
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der  H>iiptaeli«en  rj^  besohraolrti.  Für  das  allgemeine  Problem  einer 
Drehung  um  eine  beliebige  Achse  nnd  die  Formeln  mit  Hilfe  der 
8.  423  gegebenen  Direktiven  in  analoger  Weise  ohne  Schwierigkeit 

zn  entwickeln.  Da  dieselben  indessen  bisher  praktische  Bedentong 
nidit  besitaeu,  bo  wollen  wir  auf  aie  nicht  näher  eingehen. 

§  220.  Translatoriöolie  Kräfte  im  inhomogenen  Felde.  Was 
die  Gesamtkompunenton  H,  Z  angeht,  die  eine  Kugel  im  homo- 
genen Felde  erfährt,  so  folgen  diese  nach  (235)  durch  Berechnung 
der  Andarangeu,  die  |  bei  Yenohiebungen  der  Kugel  parallel  der 
X',  der  T",  der  ^AcIim  erfBbrt.  Nnn  ist  aber  nnier  den  hier  ge- 
machten  Aimahmen  in  der  nenen^  der  ecvton  pandlelen  Podtion  das 
Feld  nnd  somit  das  Potential  iP  das  ^ehe,  wie  in  der  nwprÜngJichen; 
es  finden  mdk  demgemäß  andi     B,  Z  m  NnlL 

Translatorische  Kräfte  erfahrt  sonach  die  Kogel  (nnd  ebenso 
iigendein  anders  gestaltetes  Präparat)  nur  im  inhomogenen  Felde, 
auf  welches  unsere  Formeln  im  allgemeinen  nicht  anwendbar  sind. 
Ein  spezieller  Fall  läßf  sich  indessen  mit  ihrer  Hilfe  behandeln,  näm- 
lich derjenige  eim  i  s(>  Wpint  ti  Kugel,  daß  in  dem  von  ihr  erfüllten 
Bereich  das  äußere  inboinugene  Feld  für  den  speziellen  Zweck  der 
Berechnung  der  Influenz  als  konstant  betrachtet^  etwa  dem  im  Kugel- 
aentrum  wirkenden  gleichgesetzt  werden  darf. 

Wieder  ist  zu  bedenken,  daü  die  von  uns  benutzten  Koordinaten- 
achsen den  Hauptachsen  der  dielektrischen  Influenz  parallel  sind. 
Ihnen  parallel  sind  also  die  Tersdiiebongen  der  Kugel  anssufllhrcaii 
weldie  die  Formeln  (235)  fBr  die  auf  die  Engel  wirkenden  Gesamt- 
komponsnien  Toranssetsen.  Bas  Kngelaeninun  gelangt  durab  dieselben 
an  eine  Stelle  anderer  Feldstärke  und  die  Formeln  (285)  ergeben  dem- 
gemäß einen  von  Null  verschiedeuen  Wert  von      H,  Z. 

Das  Resultat  läßt  siob  noch  etwas  andere  ansdrfteken^  indem  man 
ein  skalares  Feld  dadurch  herstellt,  daß  man  jedem  Raurapunkt  n^h^e 
denjenigen  Potentialwert  0  anordnet,  dem  die  Kiitrf^l  in  der  vor- 
geschriebenen Orientlernng  im  äußeren  Felde  niit  rlii  trt,  wenn  ihr 
Zentrum  in  jenem  Punkt  a,  6,  c  liegt.  Die  Kraftkomjionenten,  welche 
die  Kugel  im  Felde  erfährt,  sind  dann  gegeben  durc^ 

H— Z  —  \'l.  (242) 

Die  Gesamtkraft  jF  fällt  hiemach  in  das  Gefalle  Yon  0  und  ist 
dessen  halbem  Betrag  gleich;  aber  O  und  somit  F  Tariiersn  bei  einer 

Jinderung  der  Orientierung  der  KugeL 

Die  Formeln  (242)  enthalten,  auf  eine  Kugel  aus  einem  isotropen 
Dielektrikum  angewendet,  die  Theohe  dessen,  was  man  gewöhnlich 
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die  Abstoßungs-  and  Anziehangswirkiing  der  das  Feld  er> 
seagenden  Ladangen  wai  die  Kogel  nMuit  Da  hier  nach  (iSSS)  gilt 

«  — —  Jr(i?)^, 

so  liegt  die  auf  die  Kugel  ausgeOhte  Kraft  F  normal  zu  den  FlUchen 
konstanter  Feldstärke.  Diese  Hicbtimcf  kann  völlig  von  derjenigen 
der  Kraft  eE*^  abweichen,  welche  om  elektrischer  Pol  e  in  demseibea 
Felde  erfahrt.  Wird  7.  B.  das  Feld  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Pole  ±  c'  hervorgebracht,  so  liegt  in  der  Symmetrieebene  dieses  Pol- 
paares  die  Kraft  F  parallel  dieser  Ebene,  eE^  steht  zu  ihr  nonnaL 
Bei  einer  Kristallkugel  liegen  die  Verhältnisse  viel  komplizierter, 
weil^  wie  W)h<m  bemerkt,  daa  Potential 

nnd  somit  auch  die  bei  den  Formeln  (242)  TOranagMehsto  Feld  Ton 
der  Oriflntierong  der  Kogel  abbfingt 

Ein  fOr  pvaktiacke  Anwendung  wichtiger,  auch  dmeh  BSinfadiheit 

anigezeichneter  spezieller  Fall  ist  der,  daß  die  Kugel  mit  einer  der 
dielektris<dien  Hauptachsen  rj^  in  die  Richtung  der  äußeren  Feldstärke 
jB*  fällt,  eines  der  also  mit  identisch,  die  beiden  andern  gleich 
Null  werden.  Hier  ist  die  Kraft  F  in  einer  beliebigen  Eichtling  8 
bestimmt  durch  die  Formel 

F. —  ^(v.)'fr,  i.-i,n.mi  (2*8) 

denn  obwohl  ana  dem  Verschwinden  zweier  Komponenten  E^^  in  der 
betrachteten  Lage  der  Kogel  nicht  das  Verschwinden  der  bezüglichen 
cE^jcs  folgt,  so  kommen  diese  Differentialquotienten  in  (243)  doch 
Iii  cht  zur  (Teltung,  da  sie  naoh  dem  Werte  Ton  0  in       selbst  malti- 

piiziert  au t traten. 

Die  translatorischen  Kräfte,  welche  eine  kleine  Kugel  in  einem 
inhomogenen  elektrischtn  Felde  erfährt,  ötehen  nach  (243)  mit  den 
absoluten  Werten  der  Parameter  (t^J  in  engstem  Zusammenhang;  ihre 
Messung  liefert  eine  wichtige  Methode  zur  Bestimmung  dieser  Parameter. 

§  221.  Boltzmanna  Methode  aar  Beetinunung  von  Vefctrl- 
aienmgiaahlen«  Beobaditungen  dieeer  Art  sind  Ton  BciUmumm^)  an 
Kngdn  des  rhombisch  kristallisierenden  9chwefeb  ansgeflihrt  worden. 
Der  Grandgedanke  der  hierbei  aar  Anwendung  kommenden  Mefliode  war 
die  Elimination  des  ans  direkten  Beobaehtnngen  achwieri|^ 


1)  L.  .BottMMNNS  Wien.  BeE.  6<L  70  (S),  p.  842,  1874;  Pogg.  Ann.  Bd.  IW» 
p.  631,  1874. 
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zu  erschlieflenden  Faktori  dE^/ds  in  Formel  (243)  durch  di» 
Eombination  von  Messungen  an  einer  dielektrischen  und  an  einer 
gleich  groBen  an  dieselbe  Stelle  deesdben  Feldes  gebiaohten  leitenden 
KugeL   Nach  S.  421  ist 

W  ftrii-I,n,m, 

■nnter  f]^  die  bez.  Hauptelektrisienmgszahl  rerstanden,  und  man  kann 
eine  leitende  Kugel  als  den  Grenzfall  einer  dielektrischen  Kutrel  reit 
unendlich  großer  Elektrisierungszahl  betrachten.  Es  ist  demgemäi^  iür 
die  leitende  Kugel  ^ 


und  die  in  dem  oben  yoraosgesetzten  Felde  auf  sie  wirkende  Kraft 


Demgem&fi  reealtiert  in 


eine  von  BE^/Bs  freie  und  wa  Bereduning  Ton  (%)  aus  der  Beobaolitiing' 
geeignete  Bektion. 

Die  ICeerangen  der  Erafte  JF,  und  F,^  geadiahen  mit  Hilfe  einer 
Drehwage  (D^  in  Figur  133),  an  der  bei  L  abweebielnd  die  dielek- 
trische und  die  gleich  große  leitende  Kugel 
befestigt  wurde.  Das  auf  diese  Kugeln  wir-  -  * 
kende  Feld  war  durch  eine  fest  aufgestellte 
leitende    und    c^eladene    Kugel   M  hervor- 
gebracht.   Bei  gleicher  Ladung  ist  dann  das 


QM 

Dz 


Feld  im  Bereiche  der  Kugel  L  immer  das  ö  ^ 
gleiche.    Die  au  der  Drehwage  gemäß  den  ^  ^ 

Formelu  (243)  bis  (245)  zur  Geltung  kom- 
mende Richtung    ist  die  Yerbindnngslinie  der  Zentra  Ton  L  nnd 
in  die  gleiche  Bichtong  flOlt  im  Mittel  die  Feldrichtcmg^  ist  aUo  »neh 
die  Achse  deejenigen  17,  sn  bringen,  weLohee  durch  die  Beobaohtang 
bestimmt  werden  soU. 

Der  abeolnte  Wert  der  Feldstärke  j^^  ist  der  Ladung  der  Stand> 
kugel  M  proportioiul,  die  Kräfte  und  JF',^  sind  deren  Quadrat 
proportional  Es  war  somit  erforderlich,  11m  die  einzelnen  Beobacli- 
tungen  vergleichbar  zn  machen,  relative  Werte  der  Ladungen  von  M 
bei  denselben  zu  bestimmen.  Dies  geschah  mit  llilfe  einer  zweiten 
Drehwage  {fi%)i  deren  bew^Iicher  Teil  zur  Erde  abgeleitet  war. 
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wShrend  die  auf  die  Kugel  P  wirkende  Standkugel  B  mit  der  Siand- 
kugel  M  leitend  verlmnden  war  und  somit  ein  dieser  gleidies  Potential 
besaß.  Wenn  die  Abstände  der  Kugeln  M  und  L  einerseits,  R  und  P 
andererseits  ^oß  gegen  die  Kngelradien  und  gegen  die  infol'je  der 
Lfulungen  auftretenden  Ablenkungen  cc^  und  r^,  der  beiden  Hebelarme 
sind,  80  Imuhm  ii  diese  Ablenkungen  als  Maße  der  je  auf  die  beweglicLen 
Kugeln  iiusgeübteu  Kräfte  gelten.  Der  Quotient  FJF^^  ist  dann  durch 
den  Quotienten  f^i^jo  t^«io  dargestellt. 

Um  zu  erkennen,  ob  bei  dem  untercuchtea  Kristall  die  elektrieebe 
Leitfähigkeit  einen  merkUcben  Anteil  an  der  Erseheinnng  lieferte, 
benutzte  BoUmam  neben  Danerladnngen  —  1^  Minute)  kurz  an- 
haltende und  auch  WechseUadnngen  (mit  Hilfe  einer  oesillierenden 
Stimmgabel  kommutiert),  deigleiehen  bereite  in  §  210  erörtert  sind. 

Bei  dem  Yon  Bnifzmaim  untersuchten  Schwefel  (von  dem  zwei 
Kugeln  von  14,5  und  17,5  mm  DunTimpsger  zur  Anwendung  kamen) 
ergab  sich  kein  merklicher  Einfluß  der  Ladungsdfitier;  dem  Material 
ist  somit  eine  hohe  Isolation  eieren.  Die  durch  die  Messung  der  Quo- 
tienten FJF^^  erhaltenen  Zahlwerte  für  die  drei  Hauptachsen  sind 

^(,h)- 0,488,   ^(ih0-(^497,  V^(%„)- 0,667 

und  haben  eine  Sicherheit  von  etwa  eiriern  Prozent. 
Da  nach  der  Definition  von  (ijj  auf  6.431 

SO  erhält  man  hieraus  dieElektrisierungszahlen  des  rhombischenÖchwefels 
1,,  -  0,224,     ij„  -  0,236,     nm  "  0,300, 

was  denn  aueh  eine  Vorstellung  Ton  der  Größenordnung  dieser  Para> 
meter  bei  Kristallen  liefert. 

Die  IMtammmB^ea.  Apparate  sind  von  Bom>idk  und  Nowak^) 
SU  Beobaehtungen  an  einigen  anderen  Kristallen  benutzt  worden.  Die 
Engeln  aus  dem  betreffenden  Material  wurden  einerseits  einem  Wechselfeld 
aupgeset'/t,  das  in  jeder  Scknnde  etwa  einmal  kommutiert  wurde,  so- 
<bnn  einem  solchen  mit  einer  Umkehruug  nach  je  mnd  40  Sekunden. 

Für  (lr(>i  Kugehi  aus  deui  reguliiren  Flußspat  ergaben  sich  durch 
die  Quotienten  FJF^^  nach  (245)  bei  diesen  beiden  Krregungsarten 
im  Mittel  die  Zahlwerte 

T  (^i)  ^»^^ 

-voraus  folgt  ^z?«  /.-  t 
  ^                  =  0,463    resp.  O,obö. 

1)  ßomich  und  Ihtoak,  Wien.  fiec.  Bd.  70,  (2)  p.  ft&O,  1874. 
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Hiernach  polarisiert  sich  Flußspat  bei  Ungw  uidAuenideni  Felde 
erheblich  stärker,  als  bei  schneller  kommutiertem;  es  ist  demgemlB 
neben  der  dielektriscl  ri  Erregung  nocli  eine  sweite  Wirkung  Ton  der 
Art  einer  Elektrizitätsleiinng  als  vorhanden  anzunehmen. 

Für  Kalkspat  normal  und  p:irnllel  zur  Hauptachse  fanden  sick 
bei  schneller  und  langsamer  ivommutation  des  Feldes  die  Zahlen 

^(%)-0^92  reep.  0,748; 

^(Vm)-0,m   Twp.  0,716; 

es  ist  also  eine  starke  \Virkiui|^  in  demselben  biniie,  wie  bf  1  1  lußspat 
vorhanden.    Fiir  die  ElektriHierungszahlen  würde  hieraus  folgen 

i}i-0^23  reep.   0,710,      nm^OJbll   reep.  0,600. 

Bei  Quan  erwies  eich  die  LeitfiUiigkeit  eo  etaik,  daß  bei  der  längeren 
Fddwirkung  ein  ITnterBoliied  zwiwdien  JF^  nnd  F^^  kaum  merklieh  war. 

Spftier  hat  Sord^)  nach  der  BoKffmasNieclien  Methode  (in  Kom- 
bination mit  derjenigen  der  Einstellung  drehbarer  Kugeln)  eine  Reihe 
von  in  den  Sjstomen  II  nnd  III  krietiklliBieFenden  Sdzen  nnterancht. 

§  222.  Die  Methode  von  Graetz  und  Fomm.  Diejenige  Eigen- 
schaft der  Potentialfunktionen  einer  homogen  erregten  Kugel,  welche 
die  Lösung  des  Influenzproblems  für  diesen  Körper  im  homogenen 
Felde  durch  die  Annuhme  einer  homogenen  Erregung  gestattete, 
ist  nach  §  215  einzig  die  Eonstanz  der  innem  Feldkomponenten 
unter  diesen  UmstSndeiL  Da  nnn  die  i^eiehe  Eigenschaft  anßer  der 
Kogel  auch  das  dreiachsige  EUipsoid  besitzt,  so  kann  man  die  vor^ 
stehend  benntzte  Methode  der  Losung  in  weitem  Umluge  auf  das 
Problem  der  Influenziemng  eines  Ellipsoides  im  homogenen  Felde 
(Ibertnigen. 

Es  treten  hier  an  die  Stelle  der  P^ormeln  (22S)  für  die  innem 
Feldkomponenten  jetzt  nach  (163)  auf  S.  205  nur  die  wenig  ah* 
weichenden 

wobei  die  allein  Funktionen  der  Achsenverhaltnisse  des  Ellipsoides 
darstellen.  Hieraus  folgen  dann  die  Bedingungen  (218)  für  die  Mo- 
mente     in  der  Fonn 

1)  G.  Bora,  C.  &.  1. 116,  p.  1608{  Anh.  d.  Sc  (8)  T.  80,  p.  181,  919,  89T, 

422,  18d3. 

▼•if»,  Xrfitanplifidk.  M 
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woTMU  rieh  ergibt 

Uni  die  Drehtingflmoiiiento  zu  berechnen,  welche  ein  ho  erregtes 
Ellipsoid  im  homogenen  Feld  eriiilirt,  kann  mau  aii  die  Bemerkung 
Ton  S.  426  anlmüpfen  und  einfach  den  Ausdruck  (239) 

wie  die  enalogen  ftlr  M  und  N  aiif  den  Toriiegenden  Fall  übertragen. 
Dabei  irt  (PJ  JTP^i  omd  Jl  beseiGlmet  das  Yalnmeti  des  betraoh- 
teten  EUipsoides. 

Die  Geeetee  dieser  Diehnngniiomeiite  nnteneheiden  aieli  watend 

^  lieh  von  denjenigen  der  firflher  betrachteten,  auf  Kugeln  ausgeübten 
dadurch)  daß  sie  nidit  allein  von  den  Differenien  der  £lek~ 
trisienmgsaAhlen  abhängen.  In  dar  Tat  erfahrm  ja  auch  isotrope 
Korper  von  ellipsoidisclicr  Form  in  einem  homogenen  Felde  Drehnngs- 
niomeiite,  was  bei  Kugeln  nicht  stattfindet.  Der  Grund  für  diese 
auf  isotrope  EUipsoide  ausgeübte  Wirkung  liegt  in  letzter  Instanz 
darin,  daß  bei  diesen,  wie  bei  allen  nicht  kugeligen  Körpern,  die 
Selbstinflueuz  von  der  Orientierung  des  Körpers  gegen  das  Feld 
abhängt  Infolge  hiervon  sind  auch  die  Momente  Pj^,  und  damit 
daa  Potential  0,  welches  der  isotrope  Körper  im  Felde  erfahrt^  ton 
deesen  Qrientiening  abhängig-,  die  Drehungen,  welche  in  den  Qno- 
tienten  d0/BX,..,  aum  Ausdruck  kommen ,  veraolaasen  also  eine 
Indenmg  des  Potentials,  nnd  dem  entspricht  die  Wirksamkeit  der 
Diehnngamomente  JifM,N, 

Im  Prinzip  ist  somit  in  der  Beobachtung  des  Drehungsmomentes, 
welches  ein  ellipsoidischer  Körper  im  homogenen  elektrischen  Feld 
erfahrt^  eine  MÖAode  zur  Bestimmung  absoluter  Werte  der  JEUektri- 
siernngszahlen  gegeben.  Eine  praktische  Schwierigkeit  liegt  nur  in 
der  HersieUnng  einer  ellipsoidifichen  Form  der  zu  untersuchenden 
Körper. 

Gradz  und  Fomm^),  welche  den  vorstehend  entwickelten  Gedanken 
zimäcli.st  für  isotrope  Körper  zur  Ausführung  7ai  bringen  suchten, 
haben  auf  die  Herstellung  derartiger  Formen  verzichtet  und  dünne 
KreisBcheibeii  und  ieine  Kreiszylinder  durch  abgeplattete  und  gestreckte 
Rotationsellipsoide  approximiert.    Ebenso  ist  Fdlüiger*)  bei  einer  an 

1)  L>  GraeU  m.  JL  Fmm,  Mfineb.  Ber.  v.  8.  Juli  n.  4  Nor.  1908;  Wied.  Ann. 

Bd.  68,  p  84,  1894. 

2)  M.  Fdlinger,  Ann.  d.  Fbjs.  Bd.  7,  p.  8S8,  1908. 
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die  Torgenannie  Arbeit  augeächlosäeneu  Uiitersuchuugsreihe,  welche 
sioh  «ai<ok  waS  Kristalle  «rrtreekte,  Terfiilixeii. 

UxisweifeOiaft  liegt  liier  eine  Ureache  nidit  uabetrichtlieher  ün- 
■ioherlteil^  die  um  so  großer  iat^  je  gröfier  das  Yerhaltiiis  der  Ideinatea 
cor  größten  Dimension  des  Mparates  ist  Nach  den  in  den  ge* 
nannten  Untersuchungen  benutzten  Formen  der  Praparate  dürften  ge- 
legentlieh die  fOr  die  abgeleiteten  Zahlwerte  betrachüiohe  Fehler 
besitzen. 

Beide  Beobachtungsreihen  }»eniitzten,  nrn  die  WirkiiriL''  /.wTAW'mtot 
(etwa  pyroelektrischer)  statis(  hf^r  Ladungen  und  etwaij^er  i^eitfuhig- 
keiten  auszuschließen,  Wechselfelder,  bei  deneu  nach  S.  412  der 
Mittelwert  des  Quadrates  der  Feldstürke  zur  Geltung  kommt.  Die 
Präparate  wurden  zwischen  den  Platten  eines  Kondensators  in  ge- 
wfinschter  (etwa  um  45^  gegen  die  Novmale  der  Platten  geneigter) 
Orientierung  ihrer  größten  Dimension  anfgehingt^  nnd  ihre  Stellung  mit 
Spiegel  und  Femrolir  abgelesen.  Die  Platten  waren  mit  den  Klemmen 
einer  Wechselstrommaschine  verbunden,  welche  durch  einen  angemes- 
senen Widerstand  ond  durch  ein  Hitzdrahtyoltmeter  geschlossen  war. 
Beim  Arbeiten  der  Maschine  erhielten  die  Kondensatorplatten  eine 
periodisch  wechselnde  Potentialdi  ffcrenz  V\  das  Voltmeter  gestattete 

die  unmittelbare  Ablesong  von  V  V^. 

Gemessen  wurde  die  Drehung  der  Präparate  unter  der  Wirkung 
des  erregten  Wec]i«ielfeldesi  T))»'  yione  Oleichgowichtslage  ist  durch 
das  Gleichgewicljt  /.wischen  il<  in  I  )r<  hongsmoment  des  Feldes  und 
demjenigen  der  Aufhängung  detiuiert. 

Von  den  Kesultaten  FdLingers  seien  folgende  augegeben: 

Qnars  i^»- 0,294,  ihn '=0,323; 

Tnrmalin  -  0,488,  -  0,441 ; 

Kalkspat  =  0,597,  «=  0,522; 

Barjt  ijn- 0,868,  ijm- 0,488. 

Diese  Beobachtungen  waren  mit  dünnen  zylindrischen  Stäbchen 
parallel  den  Hauptachsen  angestellt.  Eine  Beobachtungsreihe  mit 
kreisrunden  Platten  parallel  einer  Hauptebene,  die  um  eine  Haupt- 
achse drehbar  befestigt  waren,  lieferte  fttr 

Baryt  0,477,   ij^  =  0,723,   ijni- 0,475. 

Ob  die  Abweichungen  gegen  die  Werte  von  S.  438  mehr  duroh 
die  Verschiedenheiten  des  Materiales  oder  durch  die  ungenügende  Ei^ 
fÜUung  der  Voraussetaungen  der  Theorie  bedingt  sind,  ist  nicht  zu 
entscheiden. 


88*  ^ 
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§  22S.  Bto  Bwalfee  Wom  dM  XnflunuproblMmi.  Die  dlelek- 
tsiaohe  Induktion.  Des  Vorstehende  gibt  mn  Beispiel  für  die  erst» 
Art  der  Behsndlung  Ton  Infloenzproblemen,  die  in  §  119  allgemein 
auseinandergesetzt  ist.    Die  zweite  Art,  die  sich  in  §  120  skizziert 

fiiidot,  bringt  die  bez.  Aufgaben  in  direkte  Beziehung  /n  den  StrS- 
mungsproblemeii,  insofern  sie  davon  ausgeht.  daB  dir  Resultante  aus 
der  gosamten  Feldstarke  E  und  dem  4. t fachen  des  vektori(»iien  Mo- 
mente« P,  die  sogenannte  dielektrische  Indnktion  oder  Polari- 
sation Jf  sich  ab  eine  Strom  uug  darstellt,  deren  Quellen  in  den 
wahren  Ladungen  des  Systemes  liegen.  Die  Grundformeln  für  diese 
BeiBiditangsweise  sind  nadt  8.  890 

^  dy  ^  dz  (248) 

A).+  (-ü»- W, 

wobei  ^  und  ^  die  xiomlidien  und  fliobenbeftsn  wahreii  Lednnge- 
diobten  beseidmen,  und  die  erste  Formel  im  Innem  eines  stetigen 
K(")rpen^  die  zweite  in  der  GreosflSche  swisehen  iwei  decgieioben 

Körpern  a  und  b  gilt. 

Nun  ist  in  vnsenn  Falle  saoh  (218) 
somit  läfit  sieb  schreiben 

«^s -  Hl ^1  +  % ^«  +     E,,  (249) 

wobei 

«*»- 1  +  ^Ä'?»«  «u- «»»-  ^*nhh'  (250) 

Die  Ansdzfleke  für  die  Komponenten  tT^  gehen  denjenigen  für 
die  ganz  panllel;  beide  lassen  sidb  in  gleicher  Weise  sIs  StrS^ 
mnngskomponenien  deuten^  also  sn  dem  Ansatz  (1)  in  PaiaUele  bringen. 
Die  weit  größere  Fmohtbarkeit  dieser  Deutimg  in  dem  neoen  Fall 

liegt  darin,  daß  die  wahren  Ladungen,  und  damit  die  Quellen  der 
J- Strömung  häufig  gegebene  Größen  sind,  was  von  den  Quellen 
der  P  Strrjmung  (die,  nach  dem  S.  203  allgemein  fiber  Tektorielle 
Momente  Gesagten)  in  den  scheinbaren  Ladungen  liegen,  niemals  gilt. 

Wird  die  Induktion  oder  Polarisation  J  als  Strdmnng  unter  der 
Wirkung  der  Feldstärke  E  gedeutet,  so  nehmen  die  b^^,  s^^  die  Stelle 
der  Leitfähigkeiten  ein.  W.  Tfiomstm  hat  sich  bemüht,  diesen  Parallelis- 
mus  dadurch  auszudrücken,  daß  er  die  Parameter  c^^,      als  die  Kon- 
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■tanten  d«r  dieUktriscben  Permeabüitftt  beieioliiiote.  Außer- 
fUm  wird  für  ne  audi  der  Name  der  allgemeinen  Dielektrisit&is- 
konetanten  beiratai. 

Diese  Parameier  §^^f  kdnneii  die  Elektrtrienmgpialileii  i^j^^, 
die  ans  ihnen  nach  den  Formeln 

17**-  .  1?«  -  1*^^,   für  A  und  *  -  1, 2, 3,  (261) 

folgen,  in  jeder  Hinsidit  ersetzen.  Sie  repräsentieren,  wie  jene,  die 
Komponenten  eines  Tensortripeis  [f],  das  mit  dem  der  tj^  der  Lage 
nach  zusammenfällt.  Av")irpnd  f^pino  Konstituenteu,  die  di<'lel< triscben 
Hanptperraeabilitäteu  oder  die  Hauptdielektrizitätskon- 
stanten (j,  t^jf  mit  den  Uauptelektrisierungszahlen  i2i>  ^u» 
durch  die  Beziehungen 

..-1  +  4«,.,  fl»-'-^,  «-l,U,m  (368) 

verbünd«'!!  sind. 

Es  fallt  auf,  daß  nach  (250j  und  (251)  die  Komponenten  erster 
Art  i^^  uud  ijjji  durch  andere  Beziehungen  miteinander  verknüpft 
werden,  als  diejenigen  zweiter  Art  und  i^^^^  man  möchte  nach  den 
Formeln  (252)  fftr  die  Eonstitoenten  beider  Tripel  viellMcht  er- 
warten, daß  die  Beaiehungen  fllr  die  Komponenten  sweiter  Art  analog 
denen  ftbr  die  Komponenten  «reter  Art  lauten  müßten. 

Die  Saehe  klärt  eich  dureh  die  Überlegung  auf,  daß  die  ersten 
Foimeln  (252)  die  Konstituenten  in  swei  Teile  1  und  4x%  ser^ 
legeDy  Ton  denen  der  erste  ein  Tensortripel  mit  drei  gleichen  Kon- 
stituenten darstellt;  derartige  Tripel  haben  aber  nach  S.  138  yer- 
schwindende  Komponenten  zweiter  Art.  Ganz  Analoges  gilt  bezQglich 
der  zAveitpn  Formeln  f252),  und  hierdurch  erklärt  sich  die  abweichende 
l  onn  (i(  r  Bt /  •  hmigcn  (250)  und  (251)  für  die  Komponenten  erster 
und  di«-jenigen  zweiter  Art. 

Bezüglich  dps  gegenseitip;en  Verhältnissp?i  toti  Fnldstärke  E  und 
Induktion  J  v.vj^i'lxm  sich  die  anschaulichen  geometrischen  Gesetze  in 
der  b,  41»)  gezeigten  Weise  dureh  die  Betrachtung  der  Tensorfläche  |f ), 
d.  h.  des  £Uipäoide8  von  der  auf  die  Hauptachsen  bezogeneu  Uloiehuug 

+  «n**  +  hn»*  -  1  •  (253) 

Die  Spezialisierung  der  Parameter  f,,  auf  die  verschiedenen  Kristall- 
gmppen  geschieht  nach  dem  auf  S.  414  gegebenen  Schema,  in  dem 
einfach  die  7^^^  durch  die  if^^  ersetzt  werden. 

Für  die  Parameter  (r^J,  welche  nach  S.  421  bei  der  Influenzie- 
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rong  der  Kugel  im  homogenen  Felde  anfkrateu,  ttgtbt  atcli  in  den 
Permeabilitäten     der  Anadmok 

ftr,.-l,n,UL  (264) 

§  224.  DielektriBitätekonstanten  und  Brechungamdises.  Da 
Messung  der  traasktorischeu  Kräfte,  die  eine  kleine  Kugel  in  einem 
nicht  zu  schnell  mit  dem  Orte  variierenden  Felde  erführt,  zu  einer 
Be^tiinmung  der  Absolutwerte  der  ILiUptelcktrisierungszablen  r]^  fnhrt', 
80  liefert  sie  auch  dergleichen  für  die  Hauptdielektrizitätskonstanteu  . 

Die  Bestimmung  dieser  Größen  war  das  eigentliche  Ziel  der 
BcitBmaamochm  Beobaehinngen,  aber  die  in  §  221  beriohiei  ist  JfoJ^ 
weU  batte  bekanailicb  in  Beinem  ESntwnrf  einer  eleiktrom^neiaBeben 
IdcbtUieorie  ftr  isotarope  Körper  einen  Znsammenbang  zwiacbm  dam 
Breobnngf index  ü  für  sebr  große  WeUenlfingen  ond  der  Dielektniilifai- 
konitaute  e  abgeleitet^  derart^  daß 

sein  sollte;  analoge  Beziehungen  sollten  bei  Kristallen  zwischen  den 
drei  Uauptbrechungsindi^es  n^  ,  n^,  f?.,  und  den  drei  Haaptdielektrizitäte- 
kons^ten  q^,  i^q,  i^jq  bestehen,  so  daß  also 

Eine  Prüfung  dieser  Relation  wflnscht«  IMfemann,  naclidem  er 
sie  für  Gase  duichgeiülirl  hatte,  uuu  auch  für  eiueu  iviiätalL  zu  er- 
'biingen. 

Ana  Torbandenen  Beobachtungen  Uber  die  Haaptbrechungsi n diie» 
dea  rbombiaehen  Scbwefela  aobloB  BoUmmnn  dnrob  Extn^olation  auf 
nnendlicbe  WeUenl&ngen 

3,591,  V"  4,096, 

wibrend  seine  Beobacbtongen  Ton  S.  482  bei  Benatmng  der  Be- 
ziebnngen  (262)  lieferten 

«x  — 3,811,  3,970,   «jn  =  4,7T8. 

Die  hierin  ausgedrückte  angenäherte  Ü})ereinstimmung  beider 
Zahlenreihen  galt  lange  Zeit  als  eiue  glänzende  BestätiguDrr  der  ^T(fr- 
•/rv/Zschen  Theorie.  Wir  wi.sseu  jetzt,  daß  die  Übereinstimmiuig  auf 
einem  glücklichen  Zufall  beruht.  Es  ist  nicht  zulässig,  in  der  von 
Boltssmann  angewendeten  Weise  auf  unendlich  lauge  Weilen  zu  extra- 
polie]*en,  falls  das  Medium  Absorptionsstreifen  im  Ultraroten  besitzt; 
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^  Fng«  BMh  dargleiclieii  hat  sich  SoUmam  nioht  gestoltt»  sie  iit 
«Mth  nur  whr  sdiwierig  wai  Grand  toh  Beobacbtiiiig«!!  genllgMid  va 
beantwoxieiL.  Gflgwiw&rtig  benutzt  man  gdegenUkh  amgekehrt  Be- 
obachtungen Ober  di«  Dielektrizitätskoiistanteiiy  um  den  Wert  des 
Brechungsindex  für  nneDdUob  lange  Welien  zu  finden  und  damit 
ScHIüsse  aber  min  al1gwn<in«i  Yorbalifla  im  uitraroteii  Gebiete  m 
ziahea. 

§  225.  Diskusaion  der  allgemeinen  Gesetze  der  dielektrischen 
Induktionen.  Die  Darstellung  der  dielektrisckeu  Erregung  durcli  die 
Momente  P  einer-,  durch  die  Induktionen  J  andererseits  und  damit 
im  Zuwmmenlming  dia  Behandlnng  das  Inflaensprobleme  in  der  ersten 
«md  der  aweitan  Form  geetaliat  eidi  weeentHoh  yerscliieden,  beeondeni 
aua  dam  Qnmde,  daß  die  Momente  auf  dia  ponderabehi  DidektrilEa  be- 
schränkt, die  Induktionen  aber  anob  fOr  den  Snßem  fianm  definiert 
aind.  In  der  Tat  yerscbwinden  die  ElektrieieningnaUan  Ar  den 
leeren  Raum;  die  HauptdielektrizitatskonBtanten  Sj,  «u,  nehmen  dort 
aber  den  übereinstimmenden  Wert  Eine  an,  nnd  bieiana  folgen  dann 
anoh  die      —  1,  die      =  0. 

Die  Indnktionsströmung  verläuft  also  nicht  nur  inii^^rhalb  der 
Dielektrika,  hoiidern  erstreckt  sich  im  aUgemeineu  allseitig  ins  Un- 
endliche: sie  fehlt  nur  allein  innerhalb  etwa  vorhandener  Leiter,  wo 
im  Falle  des  Gleichgewichts  das  Feld,  und  soiuit  auch  die  Induktion 
yaiMbwindai  Lefartere»  iet  nidii  im  Widerqmieh  mit  der  Bemer- 
knikg  Ton  8.  422,  daß  Leiter  bei  Gleiahgewiehtq^blemen  ala  Dielek- 
trika mit  anendlichen  Elektridenmgnahlen,  nnd  aomit  nnendlichaa 
Dialaktrimi&tdEOnatanten  betradiiet  werden  dürfen,  wenn  man  nur 
annimmt,  daß  in  den  Ausdrücken  (249)  für  die  Indnktionskomponenten 
die  Feldkomponenten  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  werden, 
jUa  die  Dielektrizitätskonstanten  unendlich  groß.  — 

In  den  uns  intere»;*?!prenden  Fällen  hat  die  elektrische  Feldstarke  E 
jeder/fit  eine  Potentialiunktion  cp;  dies  darf  sogar  bei  den  nrirh  S  413, 
432  und  435  zur  Ausschaltuug  der  Leitfähigkeit  wiedeiliolt  an- 
gewandten elektrischen  Schwingungen  angenommen  werden;  bei  sta- 
tischen Ludun^^eu  versteht  es  sich  von  selbst. 

Die  üauptgleichung  (248^)  und  die  Ghrenzbedingung  (248*)  werden 
in  dieeem  Falle  an  Bedingungen  für  die  Potentialfiinkti<m.  Dieee  awet 
Bedingungen  genügen  indeaeen  noch  niaht  rar  ToUstftndigan  Beetim- 
mmig  dee  Froblema,  denn  aie  bedekan  aiah  nnr  auf  daa  Yerkalten 
dar  Differentialquotienten  Ton  9»;  ea  bedarf  für  die  Zwiscben- 
grenzen  noch  einer  Bedingung  für  <p  selbst.  Die  einfachste  Annahme^ 
die  bislier,  wie  ea  aeheini>  niohi  an  Wideraprüohen  mit  der  Erfahmng 
jjefübrt  bai^  iat  die^  9  in  Qrensen  zwiaeben  zwei  Dielektrika  atetig  an- 
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BmielimoiL  Dureli  diese  Annahme  wird  ein'YoUstiiidiger  Pamllelianiiis 

BWischen  der  Theorie  der  dielektrischen  Influenz  und  derjenigen  der 
W&rmeleitang  hergestellt;  die  Potentialfunktion  hier  entspricht  der 
Temperatur  dort.  Selbst  die  Bedingiing  (24^*)  filr  eine  Zwischen- 
grenze,  die  sich  zunächst  von  der  entsprechenden  Bedini^ung 
durch  das  Auftreten  einer  von  Null  verschiednnen  Funktion  (4n'Tiial  der 
Fläcbendichte  einer  waliren  Ladung)  auf  der  rechton  Seit»  uiiter- 
scheidet,  findet  ein  Anulogou  im  Gebiete  der  Wärmeleitung:  die  dächen« 
hafte  Wärmeentwickelung,  die  sich  als  PeMer-Wunne  beim  Durchgang 
euuei  dektnadien  Stromes  dnreli  die  Greme  Bwiaehen  swei  Leitern 
einetelll  lodenen  «ind  die  beiden  einander  entepreehendcn  I%lle 
ohne  praktieche  Bedentong  und  können  anfier  acht  bleiben. 

Sollten  weitere  Beobachtungen  bestätigen,  daß  bei  der  Berührung 
sweier  Dielektrika  ein  Potentialspmn^  in  der  Zwischengrenze  entsteht 
der  nur  von  der  Kombination  der  beiden  in  Berührnng  befindlichen 
Dielektrika  abhangt,  bo  känK>  dadurcii  das  Inflaenzproblem  in  nacbete 

Parallele  zu  dem  der  l'J  1  e  k  t  ri  zi  tätsleitnng. 

In  dem  einen,  wie  dem  andern  Falle  können  wir  das  früher  er- 
wähnte Resultat  herObemehmen ,  daß  die  vorstehend  mitgeteilten  Be- 
dingungen den  Vorgang  eindeutig  bestimmen. 

Die  Bedingung,  daß  die  Potentialfonktton  q>  in  einer  Zwieohen- 
grenze  stetig  verlAoft  oder  aber  nm  eine,  der  Kombination  der  be* 
züglichen  KOrper  a  und  h  indiyidneUe  Konstante  springt^  liefert  ftr 
die  Feldstftrke  E  (nach  deren  Definition  durch  die  Potentialfiinktion) 
die  Bedingung,  daß  deren  Komponenten  tangential  znr  Grenze  diese 
letztere  stetig  passieren  müssen.  Diese  neue  Form  der  Grenzbedingung 
ersetzt  dann  die  frtihere  Bedingung  für  die  Potentialfunktion  in  den- 
jenigen Fällen  schnellster  elektromagnetisrlipr  Schwingungen,  in  denen 
die  Feldstärke  keine  Potentialfunktion  l)e>it/t.  — 

Ft  rncr  mag  darauf  hingewiesen  werden,  daß  die  in  §  207  ent- 
wickelten Gesetze  för  den  Übergang  von  iKothernienlliichen  resp.  Tempe- 
raturgradienteu  durch  die  Grenzen  zwischen  zwei  die  Wärme  leitenden 
Körpern  die  Übertragung  auf  das  Problem  der  dielektrischen  Inflnens 
gestatten  imd  auch  hier^  trots  der  Ünm5glidkkeit|  die  PotentialBächen 
nnd  Potentialgradienten  resp.  Feldstarken  sichtbar  sn  machen,  ein  ge- 
wisses Interesse  rar  Veranschaulichnng  des  Vorganges  haben. 

Noch  näher  liegt  ^  dem  genannten  Zweck  die  Betrachtung  der  hi- 
duktionsstrdmnng,  weil  die  Strömung  nach  ihrem  oben  beschriebenen 
Charakter  etwas  leichter  Vorstellbares  ist,  als  ein  Potentialgradieni 
Es  kommt  hier  <h\9  Anjilogon  derjenipen  "Ret räch tungsweise  zur  An- 
Wendung,  die  am  bchluü  von  §  207  kurz  geschildert  ist. 

1)  A.  Cothn,  Wied.  Ana.  Bd.  64,  p.  »17,  i888:  A.  Cktehn  and  ü,  Jtaydf» 
GCtt.  Nachr.  im,  Nr.  11. 
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Legen  wir  die  X'T'-'Ebem  in  dai  betrabhteto  Elemeiit  dar  Gnu» 
swisoh«n  Bwei  KSipem  a  und  dami  lassen  sioh  die  dort  gOltigen 
Gienzbedingimgen  scbreiben 

(E,X~iE,X  (^a=(£V)a,   {J.K-(Ji),-  (255) 

Zum  Zwecke  der  Verwendang  dieser  Bedingungen  sind  E^' 
durch  Jj',  «/,',  Jj'  auszudrücken,  was  mit  Hilfe  der  ümkehninf?  üer 
Formein  (246)  geschieht.    Wir  schreiben  diese  neuen  Beziehungen 

es  stellen  dann  die  Aualoga  zu  den  Widerstiutibkonstanten  dar  uud 
könnten  lui  Anschluß  an  die  W.  UtomsonBche  Bezeichnung  der  £^  als 
Konstanten  der  dielektrischen  Impermeebiliiftt  lienielmelirerdeiL 
Der  TeBsorfliehe  [b\  der  s^^  entspricht  eine  Fläche  [d]  für  die  9^^^. 

Für  die  Grenxe  swiechen  einem  isotropen  Körper  (0)  nnd  einem 
kristiüliniBQhen  Dielektrikum  gilt  dann  nach  (256)  hei  Fortiietong 
der  Indizei  a  nnd  h 

*'«^io  -  -r      J  t  4-      t/,',  (257) 

Legt  man  die  Z'-Achee  in  die  Einfalltebene,  macht  alaoc7^*0, 
80  Temchwindet  damit  nicht  sugleich  J^:  fOr  die  Induktionaströmnng 
gilt  also  das  etite  optisdie  Breehnngsgesets  der  WellennonnalcD  nichi 
Diese  Strdmnng  verhalt  sich  vielmehr  analog  der  EnergiestrOmung  reep. 

dem  Lichtstrahl  in  der  Optik. 

Man  wird  demgemfifi  zur  üntemiehnng  der  Brechung  der  Induk- 

tionsstromnn^  passend  ein  Verfahren  anwenden,  das  dem  in  der  Optik 
geübten  parallel  geht,  nämlieh  die  Brechwnü:  der  Strömung  mit  Hilfe 
der  Brechung  der  Kraftlinien,  resp.  der  Poteutialj^rndienten  behandeln. 

Im  P'alle  des  Eintritts  der  Strömung  aus  einem  isotropen  Medium 
in  den  Kristall  liegen  die  Verhältnisse  relativ  einfach;  da  im  isotropen 
Körper  Feldstarke  nnd  Induktion  einander  parallel  liegen,  so  ist  mit 
der  Rtcbtnng  der  einen  sofort  diejenige  der  andern  gegeben.  Die  An- 
wendung der  Biechungsgesetse  f&r  ^e  Feldstärke  liefert  direkt  die 
Riditong  der  letsteren  GiSfie  im  Kristall  Der  Übergang  von  der 
gebrochenen  Feldstarke  wird  durch  jene  geometrischen  Beriehnngen 
vermittelt,  die  nach  S.  410  und  437  zwischen  der  Strömung  und  der 
treibenden  Kraft  mit  Hilfe  der  Temiorflichen  [c]  oder  [^]  ansohaulich 
an  machen  sind. 

Beim  Austritt  fius  einem  Kristall  in  ein  isotropf>s  >Tedium  ist 
zunächst  mit  Hilfe  dieser  geometrischen  Beziehung  zu  der  gegebenen 
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Indaktion  di«  ttittpreelieiid«  Feldti&rke  suizttsiielia&  and  auf  diese  du 
Breeliungsgesets  ansuwenden.  Die  so  gefundene  Feldstftrke  gibt  dann 
flogleich  die  Riehtang  der  gebroehenen  Indaktion.  — 

Bei  der  Anwendimg  der  neuen  Auf&asnng  erscheint  das  Problem 
der  Influenziwnng  einer  Kugel  im  homogenen  Felde  unter  dem  Bilde 
einer  Strömung  von  der  Art  der  Wärme-  oder  filektrizitätsRtrömun^ 
in  einem  unendliclien  homogenen  isotropen  Medium  (dem  leeren  Raum), 
in  dem  eingefügt  ist  eine  Kugel  von  äolnfroper  Leitfähigkeit.  Die 
Induktious-StrÖmung  verläuft  im  Unendiichen  mit  konstanter  lutpiipi- 
tät  in  parallelen  Stromlinien  und  erfahrt  im  Endlichen  eine  Ablen- 
kung durch  die  Wirkung  der  Kugel. 

Ist  die  Kugel  mit  einer  ihrer  Hauptachsen  der  Permeabilität 
parallel  dem  unendlichen  Strom  orientiert,  so  verlänft  nach  den  Re- 
enltaten  Ton  §  216  der  Strom  innerhalb  und  außerhalb  der  Kugel 
ebenso,  als  iröre  die  Kugel  isotrop  und  mit  derjenigen  PenneabiUt&t 
l>ehaftet,  welche  der  betreffend«!  'Hauptachse  mtepricht.  Es  fallw 
demgemäß  hier  auch  im  Innen-  wie  im  Außenraum  die  Induktions« 
Unien  mit  den  Kraftlinien  zusammen. 

Befindet  sich  die  Ku^cl  im  leeren  oder  im  Lnftraum,  so  ist  ihre 
Permeabilität  größer,  als  die  der  Umgebung,  sie  zieht  demgemäß  die 
Kraft-  resp.  Induktionslinien  heran,  die  in  ihrem  Inneren  dichter  ge- 
drängt verlaufen,  als  im  Unendlichen,  von  woher  sie  kommen.  Be- 
findet sich  die  Kugel  m  einer  Umgebung  (etwa  einer  Flüssigkeit)  von 
höherer  Permeabilität^  so  findet  das  Entgegengesetzte  statt. 

Bei  adiiefer  Orientiemng  der  dielektoisehen  Hauptachsen  gegen 
das  influenzierende  Feld  werden  die  Verhältnisse  kompUaiwter.  Noch 
immer  Terlanfen  die  Induktionslinien  im  Innern  parallel  und  enger 
oder  weiter,  je  nach  der  Größe  der  Permeabilität^  s^,  e^j,  ^jjj,  aber 
sie  sind  weder  dem  influenzierenden  Feld,  noch  einer  Hauptachse  paraUel^ 
und  ihre  Brechung  an  der  Grenzfläche  geschieht  in  der  8.  406  er^ 
.örterten  komplizierten  Weise.  — 

Eiue  besondere  Bemerkung  erfordert  der  Fall,  daß  die  Grenz- 
fläche sich  zwischen  einem  (z.  B.  äolotropen)  Dielektrikum  und  eiuem 
Leiter  erstreckt.  Hier  knüpft  mau  am  einlachsten  direkt  an  die  Tat- 
sache an,  daß  die  Oberfläche  eines  Leiters  eine  Potentialfläche  dar- 
stellt. Die  Feldstarke  steht  somit  normal  auf  einer  derartigen  Grenze, 
und  damit  ist  die  Richtung  der  zugehörigen  Induktion  gleichfalls  be- 
stimmt. 

§  226.  Ein  Ejciatall  innerhalb  einer  dielektxiaehen  Flüssigkeit 
Die  im  yorstdienden  skizzierte  zweite  Methode  zur  Behandlung  von 

Inflnenzprohlemen  pestattot  u.  a.  sehr  einfach,  zu  fibersehen,  in  welcher 
Weise  die  Yerhältnisae  sich  ändern,  wenn  der  iufluenzierte  Körper 
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SLoh  nicht  im  leexeii  (oder  lofterfUllten)  Baum,  sondem  in  coner  eehr 
«osgedehnten,  gegenüber  dem  Körper  als  unendlich  zu  betrachtenden 
dielektrischen  Flüssigkeit  von  einer  Dic^lokfrizitätskoTistBrite  befindet. 

Um  dies  zai  zeigen,  iiohmen  wir  an,  die  Liflnenzieruni?  geschehe 
durch  räumlich  mit  der  Dickte  in  der  Flüssigkeit  yerleilte  La- 
dungen.   Dann  siul  dii  'neichungen  des  Problems  die  folgenden. 

In  der  Flüböigkeit  gilt  nach  (2-18^) 

•.(^+-f;-'  +  'S"-)-W.  (268) 
ük  dem  inflnenzierteii  Kzistall  bei  Benutnuig  des  HaaptaehsenfTtfeems 

«n  der  Grenze  zwischen  beiden  Körpern  muß  nach  S.  441  gelten, 
wenn  n  die  Normale  auf  dem  Oberflachenelement  des  Kristalls,  t  eine 
beliebige  in  dem  Oberfliehenelemeiii  liegende  tangentiale  Bichtong 
beieiolmet 

*a^a»—  ih^i  COS  (n, X)  -f  t^jE^  COS  (»,  y)  4-  «ni^8  cos  (n,  g))  =  0, 

Ana  allen  diesen  Gleiehnngen  verschwindet  e^,  wenn  man  einführt 

•"-C.  (861) 


in  d^  Größen  q^*  drücken  sich  also  die  Bedingungen  des  Probleme 
ebenso  nus,  als  wäre  die  dielektriBcbe  Flftsaigkeit  mit  dem  leeren 
Kaum  vertan  srlit 

Im  Falle  der  Kugel  im  leeren  Raum  und  bei  Benutzung  der 
dielektrischen  Hauptachsen  als  Koordinatenachsen  erhielten  wir  gemäß 
{22Ö)  und  (254)  liir  die  iuÜuenzierteu  Momente 

Für  die  Kugel  innerhalb  einer  dielaktnsehen  Flüssigkeit  würde  nach 
dem  Yorstehenden  folgen 

p,-('iiw-  ^^^^ 

wobei  (fjj)  eine  dem  (^J  eDtspredhende  AbkQxmsg  ist.  Wegen  (S52) 
gilt  llbx^ent  aneb 

M  ,  fttrii-I,U,IIL 
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Die  zweite  Beuelniiig  (261)  kommt  hierbei  gar  nielit  zur  Gelinng^ 
da  bei  der  früheren  FormnUenrng  des  Problims  die  influenzierenden 
Feldkomponenten  all  Torgeschrieben  gedacht  sind;  lie  ipieli 
erst  dann  eine  Rolle,  wenn  das  äuBere  Feld  nicht  direkt^  Mmdem. 
dnrch  irgendwelche  wahre  Ladongm  charakteriaiert  iat. 

Die  Potential  Funktion  9?^  einer  Engel  vom  Volumen  K  im  homo- 
g»>TiP7i  Felde,  genommen  nuf  einen  änßem  Pnnkt  im  Zentnüabetand  ty 
erhält  nunmehr  nach  den  Wert 

imd  daa  Potential  auf  einen  Pol  —  e  wird  wieder  in 

0  «»  — 

da  flieh  ^  immer  aaf  die  wahre  Ladung  Eine  henehl 


Iflt  dieeer  Pol  der  influensierende,  so  liefert  er,  ala  innerhalb 
der  FlttMigkeit  befindlich,  nach  dem  in  (261)  Geeagten  dmrah  deren 
Wirkung  geeehwiehte  Feldkomponenten 


ex 


-Et*.-- 


:<r' 

öoQiit  nimmt  0  die  i  orm  au 

«  Ks,  ((ijJJi««  +  +      Ji*«),  {265> 

in  der  ein  Einfluß  der  dielektrischen  Flüssigkeit  gegenüber  dem  Aus- 
druck (235)  sich  nur  noch  in  der  Vertausch ung  von  (ijj  mit  «.(i?») 
geltend  macht 

Wendet  man  nui  diesen  Ausdmck  die  lietrachtungeu  von  §  217  n.  f. 
an,  welche  zu  der  Bestimmung  der  Drehungümomeute  und  der  Traus- 
lationskräfte  führten,  welche  die  Kugel  erfährt,  so  ergibt  sich,  daß  dio 
Drehimgsmomente  nm  die  X,  T,  ^Achsen  jetzt  Ton  den  Panmetem 

ahUngen,  die  nach  (262)  duroh 

«8»U„  — «nr) 


*«(«ii  +  20(fm  +  2*«)' 

amegedrückt  werden.  Mun  erkennt,  daß  die  Wirkung  der  umgeben- 
den dielektriechen  Flüssigkeit  wohl  den  abeoluten  Betrag  dieeer 

Parameter,  nicht  aber  ihr  Vorzeichen  zu  ändern  vermag.  Die 
Drehnngsniomente,  die  eine  kristallinif^che  Ku?«'l  im  homogenen  elr-k- 
triachen  Felde  erfährt,  behalten  also  ihren  Drehungsainn  auch  dann 
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bei,  wenn  die  Engel,  io  eine  dieleUrieehe  FItlaeigksit  eingetaacht, 
dem  Felde  aiugeeeM;  winL 

TtanslfttoriBeihe  Eiifte  treten  nur  ianerbiSb  inhomogener  elek- 
irieeher  Felder  anf  und  werden  hier  dnreh  die  t^(iiiJ)  selber  gemeesen. 
Dn  nun 

kk,  80  brnn  hier  der  Sinn  der  Kiftfle  dnieb  die  Wii^nng  der  nm- 
gebeitden  diflkktrieolien  FlfUwigkeit  umgekehrt  weiden. 

§  227.  Die  elektrieohe  Bnergie  eines  dielektrisoh  erregten 
flinrteoia.  Wir  wollen  die  Ergebnisse  der  bisherigen  Betnehtongm 
noch  TOD  einer  andern  Seite  beleuchten,  nnd  swar  nnter  Henumiehnng 
des  B^grifb  der  elektrischen  Energie. 

Als  mechanische  Energie  eines  ruhenden  Systems  ist  auf  8.  158 

sein  inneres  Potential  Wzf'io'hTiet,  d.  H.  die  Summe  der  Potentiale 
aller  auf  seine  Teilf  wirkenden  Kräfte,  soweit  dieselben  von  dem 
System  seibat  herrühren.  Erfährt  z.  B.  ein  Masseuelement  h  von 
einem  Massenelement  h  ein  Potential  0^^,  und  gilt  für  die  umgekehrte 
Wirkung         so  wird  das  innere  Potential  durch 

dargeitiUt|  die  Summe  über  aUe  Kombinetionen  (kk)  eratreokt  Bei 
in«MAMii«ftlmn  iCr&fto«  jg^  dann 

Man  kann  nach  der  Erfahning  dieser  mechanischen  Energie  ein 
elektrieohes  Aualogon  gebcn^  indem  man  für  das  Potential  aller 
(wahren  und  scheinbaren)  Ladungen  in  dem  Baomelement  k  auf  die 

"wahren  Ladunp^en  in  dem  Raumelement  h  einsetzt  und  analog  mit 
<3>^A  verfährt  Anf  die^e  Weise  ergibt  aioh  für  die  elektrische  Energie  12 
eines  Systems  der  Ausdruck 

n~{fdefy,  (864) 

wobei  das  iweite  Integral  die  Potemtialfanktiott  (9)  der  gesamten 
(wahren  und  freien)  Ladungen  danteHt,  dae  eräte  aicih  ttber  alle 
wahren  lAdnngen  eiatreeki 

Unterscheiden  wir  noch  die  FAlle,  daß  wahre  Ladungen  räum- 
lich und  daß  sie  flächenhaft  verteilt  sbid,  so  rescdtlert  für  die 
«Uktroatatieche  Bnergie  aohliefilioh  der  Anedmck 
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wobei  das  erste  Integral  über  alle  Ladungen  tragenden  Flächen,  das 
zweite  über  den  ganzen  imendlichcn  Raum  zu  tiatrecken  ist. 

Ptlhrt  man  hierin  die  Werte  von  und  0^  aus  (248)  ein  und 
nimmt  an,  daß  die  wakren  Ladungen  sämtlich  im  Endlichen  liegen, 
80  liclert  eine  teihreiee  Integration  des  Banmintegrak  einerseits  ein 
Oberflidtenintegral,  welehee  das  obensieliende  Flftehenintegral  hinweg- 
htibi,  und  anßeoidem  ein  Banmintegrel,  das  wegen  —  d{fp)ldx  —  E^f . . . 
folgendes  Endresultat  liefert 

JI  -       [E^J,  +  E^J,  +  EMäh,  (266) 

Diese  Fonnel  wird  bekanntlich  nach  MaxuftU  dahin  gedentety 
daß  jedem  Ranmelement  di  des  unendlichen  Baumes  ein  Betrag  an 
elektrischer  Energie 

innewohnt;  der  Faktor  yon  dk  stellt  dabei  die  Energiedichte,  d.  h. 
die  Energie  der  Volumeneinheit  der.  Die  Oberoinstimmung  der 
ans  dieser  Auffassang  fließenden  Folgerungen  mit  der  Erfahrung  kann 
rOefcirarts  sur  Sttttse  der  Bildung  des  Ausdruckes  (264)  dienen. 

§  22H.  Energie  und  Arbeit,  Wir  wollen  nun  annehmen,  f8  sei 
eine  unendliche  diclfktn-i  Ij*-  I  lüssigkeit  geijehen  mit  irgend eichen 
darin  befindlichen  wahren  Ladungen  ^  etwa  durch  Keibung  elektri- 
sierten Körpern.  Diese  Ladungen  mögen  ein  Feld  eine  Induktion 
tP  und  eine  Gesamtenergie  /7°  bewirken. 

Nun  werde  in  die  Flüssigkeit  ein  dielektrischer  Kristall  getaucht 
und  hierdurch  das  Feld  auf  £,  die  Induktion  nuf  die  Energie  auf 
JI  gebracht.  Wir  betmdit«!  EnergieSnderung  77  —  JP,  die  dieser 
Operation  entspricht  und  —  soweit  hierbei  keine  anderen  Änderungen 
eintreten  —  der  Arbeit  Ä  der  Einführung  des  EristsUs  in  das  Feld 
gleich  sein  muß.  Eine  Dislokation  des  Kristalls  verlangt  dann  eine 
äußere  Arbeit^  gegeben  dxaeh 

d'Ä^din'-n^).  (267) 

Hier  ist  rechts  dU'^  =  0,  da  77"  sich  auf  den  Zustand  vor  Einführung 
des  Kristalls  bezieht;  indessen  ist  es  nützluli,  mit  der  Differenz 
U  —  W  zu  operieren,  da  dieselbe  gewisse  be(^ueme  Transformations- 
eigenschafben  besitzt. 
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Es  gflt  nach  (266) 

-r;jjk(.',-Ji«)+  -]«+/K''(£i-ii'')+-)J<**}-  (268) 

Dm  «nie  dimer  ^tegiala  Tendnrindet,  d«ui  dnrdk  das  UnigelEilirte 
der  Opention»  dia  Toa  (266)  eii  (366)  fthrte,  gelangt  man  Toa  ihm  aa 

da  aber  die  wahren  Ladungen  dee  Syatems  nach  Annahme  nnveiinder- 
üeh  sein  ioUany  so  iifc 

Wii;  haben  sonach 
•0 

Dies  über  den  uiiri.diiehen  liaum  erstreckte  Integral  zerlegen  wir  in 
eines  über  den  Außenraum  (a)  und  eines  über  den  influenzierten 
Kxiätall  (ijf  setzen  also 


f-j*/ 

m       0  f 


Im  Anfienmom  wollen  wir  eine  homogene  Rflnigkeit  Ton  der 
PermeabiliUlt  annebme&,  in  die  wir  den  Kristall  eingetanoht  deoken» 
Bann  ist  dort 

also 

£.«)--B.V4-J»')i   für* -1,2, 3 

und 

Da»  Integral       hat  sumit  dieselbe  Form,  wie  das  erste  Integral  in 
m 

(S68),  dessen  Versehwinden  wir  nachwiesen,  lUls  es  fiber  den  nn- 
endlidien  Raum  erstreckt  ist  Man  kann  somit  das  Integral  über 
(a)  mit  dem  negatiTcn  Litegral  Aber  (t)  Tertansohen  und  erhält  so 

(269) 
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-       LW-^  +  •)  -  W  J.  + .  .)J4*.  (870) 

Es  crsciieiut  uach  dieser  Formel  die  Energiediffereuz  U  —  IIq 
ganz  im  Innern  des  Kristalls  lokalisiert. 

Zieht  mau  nun  die  Werte  für  J^^,  .  . .  und  Jj,  ...  heran,  so  er- 
hält  man 

+  E,\i^,     -f      -  O    +  ^tt  Ez) 
oder  bei  Benutzung  der  Formeln  (251)  auch 

n-w^-^J [E,\inn -nJJ^.'ir  n^E,  +  na^^  +  •  •  qdk  (272) . 

Hierin  bezeichnet  »j,  die  Eiektrisieninj^zahl  der  Flüssigkeit.  Die 
Klammerausdrücke  lassen  eich  nach  (212)  als  die  Momente  be- 
zogen auf  die  umgebeude  Flüssigkeit,  statt  auf  den  leeren  Kaum, 
anffman.  Datm.  wird  noch  «nftdinr 

n-n*^-\J [E,'P,'  +  JEi^P,'  +  E^*Tj)dh,  (278) 

Ton  dieaeii  Formdii  läßt  rioh  nnütohit  eine  Verbindiiiig  mit 
dem  Atudmek  auf  S.  413  ffibr  die  Arbeit  Ü^a  hcnteHen,  die  dne 
Yerimdeniog  der  Infliienii  erfordert.  Wir  haben  dam  nur  den  Kriildl 
derartig  zu  begrenzen^  nämlich  in  Form  eines  unendlich  dOniMii 

Zylindereleraents  k  parallel  7U  P'  zu  wählen^  dnß  seine  Erregung 
keinen  Anteil  znm  innem  Feld  gibt  Dann  ist  mit  E^^  merklich 
identisch,  und  wir  erhalten 

n^w — i(EiPi' + JSiP,'  +  E,  p,')*. 

Eine  Yeiilndernng  der  Infiuenz  ist  durch  Yenohiebea  des  file^ 
ments  im  Felde  zu  bewirken,  was  eine  Arbeit 

d'A-*(J7-iI») 

«rforderi  Dies  gibt 

d'A  -  —  KPj'd^i  +  i^jd  P^'  +  . .  .)Jfc 
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und  dt«  Werte  der  P/  lAseen  ßOfßmßk  erkennen,  daß  dies  eiach  ge- 
edhrieben  werdem  kann 

d'A  -  -  (Pi'dJi  +  P.'di;,  +  F^dE^)h  (274) 

Benäht  man  den  Anadrack  auf  die  Tolmneneüdieit  nnd  nimmt 
«Ii  ümgebnng  des  ErisiaUa  den  leeren  Baum,  d.  k  P*  ^P,  lo 
zeeidtäert 

d'«  (Pid^i  +  P,d£,H-  PsdjBi). 

Dies  ist  aber  die  i^ormel,  Ton  der  wir  in  §  211  dieses  Abschnitts 
ausgingen. 

Für  eine  weitere  Anwendung  wollen  wir  die  Formel  (271)  auf 
die  dielektrischen  Hauptachsen  beziehen,  also  schreiben 

n-n» — i  r [(h-0£.^i"+(*n-*.)£.£.''+(*m-0^.^i"]<*i-  (275) 

Dieser  Ausdruck  ist  gleichwertig  mir  de  tu,  waa  in  §  217  als  l  0  l  ie- 
sieichnet  ist;  der  Unterschied  liegt  nur  in  der  Substitution  der  i^lüsaig- 
keit  an  Stelle  des  leeren  Raames  und  yerschwmdet,  wenn  man 

*•  mit  1,  «ai*  1?« 

vertauscht.    h\  der  Tat  stellen  jetzt  ebenso,  wie  frfiheir, 

die  iDfluenaieranden,  E^,  E^^      die  gesamten  Feldkomponenten  dar. 

Letztere  bestimmen  sich  im  Falle  einer  Kogel  im  leeren  Baum 
iOr  das  Innere  der  Kogel  nach  (227)  und  (262)  sn 

Befindet  sieh  die  Kugel  in  der  FlOssigkeit,  so  ist      mit  bJe^  zvl 
Tertansehen;  es  wird  also  jetzt 

und  die  Formel  (275)  läßt  sich  nach  (2ö2)  schreiben,  da  unter  dem 
Integral  alles  konstant  ist, 

was  mit  der  Hälfte  des  Ausdruckes  (2G3)  für  0  iibereiustimmi 
Die  Beziehung  (207) 

Tolff«,  KritteUpUjriUL.  tS 
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fttbrt  nun  aber  auch  zu  den  früheren  Autdlilcken  ftlr  die  Translations- 
krafte  und  Momente.  Es  gilt  nimlich,  wenn  S^f  H^,  Z^,  Af^, 
äußere  JEimwirkoiiga:!  bMwicibiien,  die  den  fnstoU  im  Qleichgewichi 

dÄ  =  S^äi     '       J^dX -i  , 

also  auch 

und  dnWi  ist  5*,,  =  —  S*,  .  .  .,  =  —  4,  .  .  .,  wenn  S,  .  .  .  ^  yi ,  .  .  . 
wie  früher  die  Geumtkoinpoiieiiteii  und  Momente  der  inuem  Kräfte 
ioezeichnen. 

§  229.  £me  Schicht  eineu  dielektrischen  KriätaliH  iswiächen 
swei  Kondenrotoiplatten«  Beobaohtongen  Ton  J.  Ouxie.  Besondere 
einfiMh  behandelt  noh  in  dem  Bilde  der  Indnktione-  oder  PolarisaÜoii»- 
itidmung  der  Fall  eines  dielektrisofaeai  Medinmi,  welehee  den  Banm 
swiseihea  xwei  (piaktiaeh)  unendlichen,  einander  parallelen  Eoiideii> 
satorplatten  gerade  ausfUli 

liier  sind  uac-li  Sjmmeirie  die  Potentialflachen  Ebenen  parallel 
zu  den  Kondensatorplatten;  legt  man  diesen  parallel  die  Z'l^-Kbene» 
so  folgt  dann 

J^'-O,  Ji'-O,   If. 

Fflr  die  Induktionsströmong  parallel  m'  ergibt  sieh  hierani  nach  (249) 

und  naeh  der  ersten  Formel  (248) 

J/- honst. 

Die  zweite  Formel  ('-48)  litiVrt  zugleich  fOx  die  Xiadungsdichten  0 
der  innem  Flächen  der  Kondeuäatoren 

4««-±Ji-±.;ii'-T<,|f  (876) 

Wegen  der  Konstanz  von  J^'  ergibt  sich  weiter,  falls  und  q)^ 
die  Werte  der  Potentiuliuuktion  auf  den  beiden  KondensatorplatteD, 
D  ihren  Abstand  beaeichneii , 

d^tp  yi  —  <p, 

ds~    i)  * 

Somit  resultiert  schließlich 

^-a^a  ±4»*  (877) 
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Fftr  ein  auf  der  Sdhidit  beideneitB  abgegreortw  FUehenrtfiek  F  gibt 
F0^e  die  Ladnng  <l«r  angmueoden  Teile  der  Eondeneatotplaiton, 

und,  da  der  Quotient  aus  Ladung  und  PotentLaldijffereiiia  der  Platten 
als  die  Kapasitii  C  dee  EondenaatoiB  beMiehnet  wird,  so  findet  eieh 

Wird  die  Schicht  det*  Ditiiektnkums  beseitigt,  so  daß  nun  zwischen 
den  Platten  leerer  Raum  (oder,  dieeem  praktisch  gleichwertig,  Luft) 
ie^  10  ergibt  eiok  die  Eipeailit  m 

der  Qnotient  beider  Anadrfloke  liefiert 

(279) 

wodnieh  die  Erweiterung  der  belnnnten  Jl9fW%eebea  Bedeliiiiig 
Kwiaebea  der  Kapadiit  eines  Eondensatovs  und  der  Dielektrizitifa»^ 
konstMite  eines  iBotropen  Zwisebenmedinme  auf  Bjristalie  gegeben  wird. 
Wie  bei  isotropen  Körpern,  so  bat  'sioh  auch  bei  Kristallen  die 

Beobachtung  der  Kapazität  eines  Kondensators,  der  eine  Platte  des 
betreffenden  Körpers  einschließt,  als  eine  wichtige  Methode  zur  Be- 
stimmung dielektrischer  Parameter  erwiesen. 

Es  kommt  hier  zunächst  pine  Messungsreihe  von  J.  (Jurie^)  in 
Betracht)  bei  der  statische  Ladungen  von  wechselnder  Dauer  an- 
gewendet worden  sind.  Der  Kondensator  wurde  hier  direkt  durch 
die  zn  untersuchende  Kristallplatt<^  mit  yersilberten  oder  aber  mit 
Stuiiuiül  bedeckteu  Grundflächen  dargestellt.  Der  Grundgedanke  der 
bcnntaten  Beobatshtongemethode  war  im  flbrigen  der  folgende. 

Die  eine  Belegung  des  Kristdls  wurde  mit  dem  Pol  einer  elek- 
trisehen  Batterie  Terbnnden;  diese  inflneniierte  dann  das  IKekikfanknm 
nnd  die  andere  mit  dem  SleUrometer  TerbnndeDe  Belegung.  Die 
lefcrtere  Influenzienmg  wnrde  durch  Kompensierung  in  der  Weise  ge- 
meesen,  dafi  das  Potential  der  sweiten  Belegung  durch  Verbinden  mit 
einer  Elektrizitätsquelle  Ton  meßbar  Teränderlicher  Krgiebigkeit  auf 
Null  herabgei^etzt^  also  der  Ausschlag  des  filektrometera  rückgängig 
gemacht  wnrf^e. 

Aus  i  ormel  (277)  folgt  bei  —  0,  —  ^  als  Ausdruck  für 
die  auf  der  zweiten  Belegung  influenzierte  Gesauitiadung 


1)  /.  <hm4, Padt  1888;  Ana.  i»  Ghtn.  (•)  T.  17, p.  885 ;  18,  p.  208, 1889. 
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ist  also  e  durch  die  sor  Kompensation  nötige  Ladung  bestimmt^ 
sowie  F  und  B  gemeBseO;  so  läßt  sich  aus  dieser  Formel 

berechnen. 

Die  vcirBtelirndpn  Formeln  gelten  nur  für  Kondensatoren,  deren 
Platten  relativ  zum  Abstand  als  unendlich  groß  betrachtet  werden 
können.  Ein  derartiges  Verhältnis  lag  bei  den  CMriV-schen  Messungen, 
nun  keineswegs  vor.  Um  den  durch  diesen  Umstand  bedingten  Fehler 
herabzusetzen,  bediente  sich  Cime  des  toh  Tf.  Thom»im  erdachten 
SehntEringyerMieDS.  Er  isolierte  in  diesem  Zweck  durch  eine  in 
die  zweite  Belegung  des  Kristalls  eingerisseiie  Kreislinie  ein  zentrales 
kreisförmiges  Bcveidi  Ton  dem  Übrigen  und  Terband  nnr  dieses  mit 
dem  Elektrometer,  während  er  den  äußern  (Sckatzring>)  Teil  zur  Erde 
ableitete.  Die  kleine  Kreissoheibe  wird  daim  sehr  nahe  ebenso  in* 
fluenziert,  als  wenn  sie  ein  Teil  eines  unendlii  hnn  Konden- 
sators wäre;  auf  sie  durfte  also  die  Formel  (28U)  mit  viel 
größerer  Amiälierung  angewendet  werden,  wie  auf  die  zweite  Be- 
legung im  ganzen. 

Als  ElektrizitätsqueUe  von  beliebig  Yeränderlicher  Ergiebigkeit 
diente  (hwid  ein  mechanischen  Klüften  ausgesetztes  Quarzpräparat, 
dessen  Theorie  uns  in  dem  Abschnitt  über  Piezoelektrizität  b^chaf- 
tigen  wird.  Um  die  piezoelektrische  Konstante  des  Qnaizes  nicht  als 
beksamt  Toraussetzen  zn  müssen,  kombinierte  dum  die  Beobachtungen 
an  den  Kristall  kondensatoren  mit  solchen  an  einem  Lnftkonden- 
sator  Ton  bekannten  Dimensionen. 

Die  piezoelektrische  Erregung  ist  der  Belastung  G  des  Quarz- 
präparats proportional.  Man  kann  also  die  Formel  (280)  auf  die  Be- 
obachtung mit  dem  Luftkondensator  in  der  Form  anwenden 

F  V 

wobei  die  aut  diese  Beobachtung  bezüglichen  Größen  mit  dem  Index  0 
yersehen  sind,  und  s^  mit  Eins  Tertausoht  ist;  d  stellt  die  piezo- 
elektrische Konstante  des  Quarzes  dar.  Ans  (280)  folgt  fQr  die  Be- 
obachtraiig  am  Kristallkondensator 

Od  —  • 

der  Quotient  beider  Formein  gibt  eine  Bestimmung  von        die  von 

d  uuubhü linier  ist. 

Curie  iiat  vollständige  Beobachtungen  nur  für  einige  Kristalle 
der  Systeme  IV,  VI  und  VII  durchgeführt,  an  B-epräsentanten  anderer 
Systeme  dagegen  nur  einzelne  Zahlen  bestimmt.  Nadistehend  sind 
seine  roll  ständigen  ParametersTsteme  mitgeteilt: 
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RftgufftreB  System. 

Steinsalz  —  5,85 

Alaun  —  6,4 

Fl1li^pafc  -  6,8 

Hexagonales  nod  trigonaUs  System. 

BerjU  «I  -  7,58  =-  6,24 

Quarz  4,49  —  4,55 

Kalkspat  -  8^8  -  8,0$ 

Tarmalm  —  7,10  —  6,05. 

Die  Werte  der  Parameter  erwiesen  sich  nur  bei  Beryll  und  Tnrmalin 

Ton  der  Ladungsdauer  abhängig;  die  angegebenen  Zahlen  beziehen 
sich  auf  kleinste  Danorn;  größeren  Dauern  entsprechen  größere  Er- 
rncjrungpn.  Abweichungen  werden  durch  die  elektrischen  Loitfühig- 
keit'n  bedingt,  die.  wie  es  scheint,  ihi-erseits  nebr  stark  von  sekun- 
dären Einflüssen  (Wassergehalt,  Fh*}s«igkeit.8ein«^■lllü8sen)  abhängen. 
Auf  diese  Leitfähigkeiten  ist  bereits  S,  'Mu  hingewiesen  worden. 

Beiläufig  sei  erwähnt,  daß  Braun^)  die  dielektrische  Isotropie 
Ton  Steinsalz  durch  eine  besondere  Beobachtungsreihe  festgestellt  iiHt 
und  dabei  eine  Ymdiiedeiiheit  der  Leitf&higkeit  in  der  Richtung 
der  Hanptacbsen  md  in  derjenigen  der  Mittellinie  ihrer  Oktanten  ge- 
fttnden  hat.  Letateree  scheint  gleiehfklls  auf  die  WirhoBg  sekunderer 
Umsttnde  bei  dem  LeituogSTOigang  hinzuweisen,  denn  Air  metallische 
Leitung  sind  reguläre  Kristalle  nach  S.  313  isotrop. 

Geschihe  a.  R  die  Elektrizitätsleitung  wesentlich  mit  Hilfe  eines 

Systems  von  Kanälen,  welche  im  Steinsalz  den  Hauptachsen  parallel 
verlaufen,  so  würde  sich  die  Leitfähigkeit  parallel  einer  dieser  Gattungen 
Kanäle  größer  finden  müssen,  als  in  anderen  Richtungen.  Derartiges 
drücken  die  Beobachtungtm  von  Braun  in  der  Tat  aus. 


§  2150.  Der  £.oudeuä&tor  in  der  Wboatstoneschen  Brüokeu- 
kombination.  Das  Beatreben,  die  störenden  Wirkungen  der  Leitfähig- 
keiten durch  immer  weiter  getriebene  Abkürzung  der  Ladungsdauer 
des  Kond^uators  herabandrttcken,.  hat  au  Anordnungen  geführt,  bei 
denen  mit  Wechselströmen  und  schließlich  mit  schnellen  elektrischen 
Schwingungen  gearbeitet  wird. 

t)  F.  Bnmn,  Wied.  Ann.  Bd.  ai,  p.  8S5,  1887. 
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Eine  Metliode,  die  zunlehBt  snr  Beobachtimg  der  BielektriBit&te- 
konstanteii  ron  Flilangkeiton  bestimmt  war,  hat  Nentsi^)  ausgearbeitet. 

Sie  benutzt  die  Wheatstonesche  BrQckeOr 
kombination  (Fip;  1 34)  unter  Anwendong 

von  vier  (von  öelbstinrluktion  nahezu 
freien)  Flüssigkeitswiderstätiden  fc,,  w^, 
w^f  80  gewählt,  daß  die  Bedingung 
fQr  das  Verschwinden  des  Stromes  in  der 
Brücke 

erfüllt  ist.  Nun  werden  den  Widerständen 
tt'j  und  ir,  7wpi  Kondpnsatoren  Ä",,  ^"j  mit  den  Kapazitäten  und 
(die  eine  in  meb barer  VVeiae  vernnderiich),  parallel  geschaltet;  weiter 
wird,  statt  Gleichstrom,  mit  Hilfe  eines  kleinen  Induktununis  tT 
Wechselstrom  in  das  System  geschickt  und  das  Verschwinden  des 
BrfickeDstromes  mit  Hilfe  eines  Tdephcme  T  beobaelitei  Die  Be- 
dingung des  Verscliwiiideiis  ist 

Der  unTeribuderliche  Kondensator  beiteht  ans  der  KombinaAioii 

sweier  paralleler  rechteckiger  MeMingplatten,  zwischen  die  eine  Glas- 
platte beliebig  tief  eingeschoben  werden  kann.  Eine  Skala  gestattet 
die  jeweilige  Stellung  der  Glasplatte  abzulesen;  die  Graduierung  kann 
durch  Vergleichung  mit  Luftkondensatoren  erfolgen,  deren  Kapazitäten 
aus  ihren  Dimensionen  zu  berechnen  sind. 

Ist  die  meßbar  veränderliche  Kapazität,  so  gibt  ubige  Formel 
ein  Mittel  zur  Bestimmung  von  C^,  damit  also,  wenn  die  Platten  des 
bezüglichen  Kondensators  sich  in  einer  Flüssigkeit  befinden,  zur  Ab- 
leitimg  Ton  deren  Dielekfanzitatakonstanie.  Die  Anordnung  gestatbet 
tmh,  im  Falle  die  Fiflssigkeit  eine  geringe  Leitfähigkeit  beniz^  diese 
letztere  Gröfie  zu  messen. 

Spater  hat  Nemst^  die  BrUckenkombination,  statt  direkt  mit 
einem  Induktorium,  mit  einem  elektrieclien  Sehwingongskreis  betrieben, 
nm  zu  wesentlich  höheren  Schwingungsfrequenzen  zu  gelangen. 

Die  erste  Nermt f^chc  Anordnnngh&t  Sfarlr^)  für  dif^  Bestimmung 
der  Dielektrizitätskonstanten  einiger  fostt^r  Körper  (darunter  aurh  einiger 
Kristalle)  angewendet,  und  zwar  in  cmer  Modifikation,  die  methodisch 
interessant  ist.  Starke  stellte  sich  eine  Reihe  von  Gemischen  zweier 
geeigneter  FlÜBsigkeiten  her,  deren  Dielektrizitätskunätauteu  stetig 

1)  W.  Kernst,  Wi.  d.  Ann.  Bd.  57,  p.  809,  1896. 

2)  W.  Nern^t,  Wied   Ann.  Bd.  ÖO,  p.  600,  1897. 
8)  H.  Starke,  Wied.  Ann.  Bd.  ÖO,  p.  687,  1897. 
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waehMiiy  und  tacbbd  dureli  Probioren  d ab j eilige  Gemiiob  uob,  denen 

DielektrizitatskonsUnte  mit  derjenigen  des  festen  Körpers  übereiil- 
stimmi  Auf  diese  Weise  ist  dum  such  die  Dielektnutitekonifteate 
des  Korpers  gefunden. 

Das  Kriterium  der  Gleichheit  zwischen  der  Dielektrizitätskonstante 
des  festen  Körpers  und  der  Flüssigkeit  liefert  dabei  die  Unverander- 
lichkoit  der  Kapazität  des  mit  df^r  Flüssigkeit  erfüllten  Kondensators, 
-wenn  man  in  die  Flüssigkeit  eine  geeignete  Platte  des  festen  Körpers 
eintaucht. 

Demg-emäß  kommt  die  Methode  darauf  hinaus,  daß  man  die  Kapa- 
zität des  KondeuHatora  erst  bei  Füllnn^^  init  feiner  Reihe  der  bekannten 
Flüssigkfeitsgemische  bestimmt,  ujmI  (iunu  nach  Eintauchen  der  zu 
untersuchenden  Platte  in  dieselben.  Mau  erhält  so,  wenn  mau  die 
HischongsTerhaltnisse  eis  Abmam,  die  gemesseoeii  Eapaiititeii  eb 
Orduuiieii  auftragt,  zwei  Kurven,  die  sich  in  etoem  Paukte  eohneideii 
müfNn,  wenn  anders  die  Dielektrisitttskonstftnte  des  Eözpers  swisehen 
diejenigen  der  beiden  gemischten  Flüssigkeiten  fiUli.  Die  dem  Schnitt* 
punkt  entsprechende  Abszisse  gibt  die  Zosammensetzong  des  Qemisches 
an,  welches  in  seiner  Dielektrmt&tskonstante  mit  deijenigen  des  festen 
Kdrpers  übereinstimmt 

Die  Methode  besitzt  den  Vorteil,  dsA  sie  die  Kenntnis  der  Dimen- 
sionen der  Platten  aus  dem  festen  Körper  nicht  voraussetzt,  daß  diese 
Platte  also  ziemlich  roh  bearbeitet  sein  kann;  ja  eine  Summe  von 
kleinen  losen  Brocken  ist  bei  einem  isotropen  Körper  nahezu  ebenso 
brauchbar,  wie  eine  zusamnienliriugeude  Piatie.  Erwünscht  ist  nur 
eine  möglichst  Tollätändige  Ertüiluug  des  Raumes  zwiticheu  den  Kon- 
densatorplatten, weil  die  obenerwähnten  beiden  Kunren  um  so  näher 
rasunmenfidkn,  nth  also  unter  einem  nm  so  spitiecsn  Winkel  schneiden 
und  einen  nm  so  schwerer  sn  hestimmenden  Sobnit^nnkt  liefern,  je 
geringer  die  eingelnrschte  Menge  des  festen  Kdrpers  ist.  Bei  Pleiten 
aus  Krist«Jlen  ist  deren  Orientierung  normal  za  einer  dielektrischen 
Hauptachse  und  eine  seitliche  normale  Begrenzung  nötig,  um  Fehler 
durch  die  Brechung  der  Induktiouslinien  an  der  Grense  Fiflssigkeit-' 
Kristall  in  Strenge  zu  vermeiden. 

Starke  benutzte  Gemische  Ton  ^nzol  und  Äthjlenchlorid,  mit  den 

resp.  Dielektriritivtskonstanten  von  rund  2,284  und  11,31  bei  0^6'. 
Er  konnte  soroit  Konstauten  iuiitrhalb  der  hierdurch  bezeichneten 
Grenzen  bestimoien.  Die  vou  ihm  und  unter  Benutzung  deifselben 
Methode  von  Firani  ^ j  für  einige  Kristalle  gefundenen  Zahlen  sind  die 
folgenden. 

1)  M.  tr.  Pinmi,  Beri  DIm.  190S. 
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Reguläres  System. 

Steinsals  -  6;^  (ß,l2), 

Aham  6,67, 

Flofiipai  6,92  (7,36), 

Sylvin  .  4,94  (5,03). 

Hezagonales  und  trigouales  System. 

BeryU  «i  -  7,44  •  Sj^  «  ') 

Qnan     ---^TS   (4,B5)  -4,7a  (4,98), 

Kalkspat  -  8,64  (8,78)  -8,28  (8,29). 

Die  Abweichungen  von  den  Resultaten  von  Curie  sind  zum  Teil 
recht  bedeutend  und  bei  der  guten  Deüuiertheit  der  betreffenden 
Mineralien  kaum  auB  deren  Verschiedenheit  zu  erklären. 

§281.  Beobatihtong  voniMrtektefadtitskoiMrtantSitt  mit  sfthnfiltstoft 
«lekCris^lMii  StdiwüigiuigeiL  Die  Tarsteheiid  besdiriebene  Ausglei' 
ehongsmefliode  Starkes  ist  später  Ton  W.  Sdmuäi^  in  Yerbindung' 

mit  einer  TOn  Drttde  angegebenen  Anordnung  sor  Eneugang  und 

Beobachtung  sehr  schneUer  elektrischer  Schwingungen  zu  einer  aus- 
gedehnten Beobachtungsreihe  benutzt  worden.  Der  Grundgedanke  der 
8dwiidtBch.en  Methode  ist  demgemäß  der  folgende. 

Ein  Primärkrois  1  (Fig.  135),  bestehend  aus  Kapazität  uv\d  iS*  Ibst- 
induktion  mit  Funkenstrecke,  wird  in  bekannter  Weise  durch  ein 
Induktorium  zu  Eigenschwingimgen  angeregt.  Er  wirkt  induzierend 
auf  einen  sekundären  Kreis  II,  dessen  Dimension  (und  somit  Selbst- 

^   ff  indtiktion)  duroh  Yersdiiebeii  einer 

 Brdoke  h  auf  zwei  SohieiieD  Ter- 

^  /,  ,  ■ — ^  faidert  werden  kann,  so  daß  Sesonans 
v^^;;  zwischen  beiden  Kreisen  enreidbibar  ist. 

Die  Resonanz  wird  an  dem  maximalen 
Leuchten  einer  kleinen  Geißler-R^hre  erkannt,  die  ziemlich  n^e  dem 
Kondensator  über  die  beiden  Drähte  des  Kreises  II  gelegt  ist.  Mit 
Hilfe  veränderter  Kapazität  des  Kondensators  h\  de-^  Kreif?es  I  knnn 
man  die  Frequenz  der  erzeugten  Schwingungen  in  ziemlich  n;ioLira 
Bereichen  verändern.  Der  Kondensator  l;,  des  Kreises  II  bestand  aus 
zwei  kleinen  runden  Platiiielekti  odeii  von  4 — 5  mm  Duichmesser,  die 
in  ein  Glaskölbcheu  so  eingeschmolzen  waren,  daß  die  Zuleitungsdrähte 

1}  Vielleicht  iat  hier  tj  und  «xn  verwechselt. 

S)  W.  SthmiM,  Ann.  d.  Phy«.  Bd.  9,  i».  919,  1908  i  Bd.  11,  p.  114,  190S. 
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leitend  mit  dm  DriUiten  des  SchwingongskreiBes  Terbimdeii  werden 
konnten. 

Wild  nun  der  Eondeiuator  mit  einem  der  Flfiwigkeitsgemieehe 
von  bekaimten  Dielektrizitätskonstanten  beschickt  and  darnach  der 
Priniärkreis  erregt,  so  tritt  Resonanz  mit  dem  Sekundirkreis  bei  einer 
bestimmten  Stellung  der  Brücke  b  ein.    Wird  dann  zwischen  die 

Plntinscheibchen  die  zu  nntersuclieTu]*^  Kristallplatte  gebracht,  so 
ertordert  die  Wiederherstellang  der  Uesonaiui  eine  Verschieboog  der 
Brücke. 

Die  Darstelluug  der  Position  der  Brücke  als  Funktion  des  Mischungs- 
verhältnisses, einmal  bei  Benutzung  der  Flüssigkeit  allein,  sodann  bei 
derjenigen  TOn  Flüssigkeit  und  Kristall,  liefisrt  (Bknlieh  wie  oben 
S.  455)  twei  Ennren,  die  sieh  dort  sehneiden,  wo  die  Dielektrisitits- 
konstante  des  Eristslls  deijenigen  der  Flüssigkeit  gleieh  wird.  Ans 
der  bekannten  Eonstante  des  Gemisches  folgt  dann  die  gesuchte  des 
Kristalls  in  der  Richtung  ooimal  zu  den  Kondensatoiplatten. 

Der  Vorteil  der  Methode  ist,  neben  der  Benntaung  sehr  großer 
Schwingungsfrequenzen,  das  Auskommen  mit  sehr  wenj^  Mutcrial; 
Srhtnidf  beobachtete  mit  Kristnllprättchen  von  0,6  bis  1,2  mm  Dicke 
und  Querdimensionen  von  5  mm  aufwärts.  Als  Flüssigkeitsgemische 
benutzte  Schmidt  soIcIih  aus  Benzol- Azeton  und  aus  Azeton- Wasser, 
deren  Konetauten  das  ganze  Bereich  von  2,26  bis  80,9  bestreichen. 

Einige  untersuchte  Kristalle  besaßen  so  liohe  Dielektrizitätskon- 
stanten, daß  die  mit  ihnen  beobachteten  Kurven  nicht  zum  Schneiden 
mit  der  Kurve  der  Flüssigkeitsgemische  gelangten;  es  war  da,  um  zu 
angenäherten  Werten  der  Eonstanten  sn  gelangen,  ein  Extrapolations- 
verfiihien  nötig;  das  hier  nicht  erörtert  werden  kann. 

Von  den  durch  Sdmidt  gewonnenen  Resultaten  sind  naehstehend 
einige  der  wichtigsten  zusammengestellt.  Auf  ein  spezielles  Interesse 
dieser  Zusammenstellung  ist  bereits  in  §  224  hingewiesen  worden.  Die 
statischen  Dielektrizitätskonstanten  sind  nach  der  il/aj^e// sehen  Theorie 
die  Grenzwerte,  denen  sich  die  Quadrate  der  Brerhun^sindizes  mit 
wachsender  Schwingungsperiode  nähern;  sie  geben  den  Endpunkt  der 
Dispers! uns kuiTen,  von  denen  wir  wegen  der  Schwierigkeiten  der  Be- 
obachtungen immer  noch  im  allgemeinen  nur  ein  kleines  Stück  kennen. 

RegnlSres  System. 

Steinsak  5,5ö 
Alaun  -6,32 
Flußspat  —  6,70 

Sylvin  -  4,7^ 
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Hexagoiiales  System. 
BeiyU     fix- 6,05  ej^^b^i, 
Apatit       -  9^         -  7,41. 

Tetragonalet  Syatem. 

Zirkon  12,8     c^n  -  ^^ß, 

Batil  -  89  »  174. 

Trigonales  System. 
Qoan       <i  -  4,84         i-  4,60, 
EaUnpat      —  8,58         —  8,02, 

Turmaliii      -  6,77  -  5,60. 

Rhombisches  System. 
Schwefel        =  3,59     %  -  3,82  *ni-'*»öl, 
Topas  -6,68        -  6,71  -6,28, 

Baiyt  -7,62        -12,25  -7,63. 

Von  Interesse  ist  die  Vergleichung  der  vorstehenden  Zahlen  mit 
<1eii  von  Curie  und  Starke  erhaltenen  und  oben  angegebenen.  Im 
all^^eiiieinen  sind  die  von  Schmidt  erhaltenen  Zahlen  etwas  kleiner, 
als  die  frühereu,  und  man  wird  vermuten  dürfen,  daß  dies  durch  die 
noch  weiter  herabgedrückte  Wirkung  der  Leitfähigkeit  bedingt  ist. 

Erwähnt  werde,  daß  Schmidt  von  Quarz,  Kalkspat,  Schwefel, 
Baryt  je  noeh  eine  sehief  gegen  die  Hauptachse  orientierte  Platte  be- 
obachtet und  dabei  eine  gate  Obereinatimmung  mit  dem  Geseta  fttr 
als  Funktion  der  Lage  der  Z'-Achse  erhalten  hat.  Dies  ist  besonders 
auch  deshalb  bemerkenswert,  weil  bei  schiefer  Orientierong  der  Platten 
die  Induktionslinien  dieselben  nicht  in  normaler  Richtung  passieren 
nnd  hierdnroh  am.  Rande  der  Platten  Unregelmäßigkeiten  entstehen. 
Die  Übereinstimmnng  der  beobachteten  und  der  berechneten  Zahlwerte 
für  f!j3  beweist,  daß  die^e  Uuregelmäßigkeiten  auf  die  Beobachtung 
nicht  merklich  influiert  haben. 

Nachdem  dje.-^  it'fcitxe.stellt  ist,  hat  es  auch  kaum  Bedenken,  die 
geschilderte  Methode  auf  hiureiehcud  dünne  uud  große  Platten  aus 
monoklinen  Kristallen  anzuwenden,  wo  zwei  der  dielektrischen  Haupt- 
achsen nnr  nach  der  Lage  ihrer  Ebene  bestimmt  sind,  nnd  somit 
Präparate  normal  zn  diesen  Adisen  nidit  herstellbar  sind.   Die  Be- 
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flfciiDimiiig  der  Gidße  und  der  Lege  eUer  dreier  Kcmeiiioeiiten  i^j, 
Sja  dee  didekiriwdieii  Tenaorfaripele  erfordert  nach  dem  Sw  883  xl  t 
Gezeigten  die  Beobaehtnng  einer  Platte  normal  zur  (bekannten) 
Bichtuntf  Bj^t  dreier  parallel  zu  dieew  Biehtoiqp  in  verschiedenea 
Orientierungen.  Diese  letzteren  Platten  werden  von  den  Induktions* 
linien  im  Kondenpfttor  im  allpomeinen  <?chief  duroiuietBtj  für  aie  iet 
also  die  obige  Fc*ststellnn<i;  von  Beden tunp. 

Eine  Beobaclituagsreihe  an  eiuera  moiittklinpn  Kristall  (Gips)  hat 
Schmidt  darcbgelührt,  andt^re,  noch  nicht  austührlich  publizierte,  sind 
im  hiesigen  Institut  mit  Hilfe  einer  Ycrbesserten  Aiiordnuug  von 
CdUey^)  durch  Dubheri  angestellt.  Die  Untersuchungen  muaokliner  ^ 
Krietelle  bieten  dne  beeondere  Intereaee,  daft  eie  um  nieki  nnr  Ton  der 
Yeiindernng  der  Brechungsindisee  mit  nnendlicb  waebeender  Sohwin- 
gnngsperiode  eine  Voretellang  TermbalÜBay  sondern  aneh  Ton  dem 
gleichzeitigen  Wandern  der  optischen  Symmetrienoheen, — 
ein  Vorgang,  der  in  den  Kristallen  höherer  Symmetrie  mit  festliegenden 
optischen  und  dielektrischen  Achsen  völlig  fehlt.  * 

Eben  dämm  wird  ein  kurzee  Eii^ehen  auf  die  hier  Torliegenden 
Verhältnisse  gerechtfertigt  erscheinen.  Über  die  Lage  der  von  nns 
benutzten  Hanptkoordinatenfich*«en  ist  S.  99  gesprochen  worden.  Wir 
wollen  hier  diejenige  der  beiden  in  der  X  l'-Ebene  liegenden  Konsti- 
tuenten des  Tripels  [e)  mit  bezeichnen,  welche  den  größeren  Zahl  wert 
besitet.  Verstehen  wir  daun  unter  %  noch  den  Winkel  zwischen  der 
X-Achse  und  der  Richtung  «j,  so  ergibt  die  Berechnung  der  Beobaoh- 
tnngen  Ton  8<kmm  nnd  BMert  die  folgende  Znsemmenetellung. 

Gipe  ä^^bf)^,  2  ^  lO^^'A  Sni-V^* 

Adnlaar  «j  «  5,33,  —  4,54,  %  =-  42*,5,  «„j  —  5,50, 

Augit  «,»«8,57,  «n*=<,07,  «m 

Rohnsncker  Vi«-S,49,  tn^^^^»  ^^Vf  «m'M^- 

In  dfn  Figuren  136  bis  139  sind  diese  Rcsnitafe  durch  eine  Zu- 
saniraensteilung  der  dielektrischen  mit  den  f»]itisi  hen  Symmetrierich- 
tungen für  .ATo-Licht  veranschaulicht.  Die  jbiguren  beziehen  sich  auf 
die  XF-Ebene  und  geben  iu  derselben  zunächst  die  den  bezüglichen 
Kriätallen  zugehörigen  Achsen  a  und  e  wieder,  von  denen  c  nach  S.  100 
mit  der  Z-Acbse  susammenfSU^  irilbrend  amitc  einen  Winkel  >90'^ 
eineehliefitw  Diesen  Aehsen  a  und  e  parallel  sind  die  langen  Begren- 
anngsgeraden  dee  gezeidineten  Polygon  gezeichnet  Die  knnsen  sind  er* 
halten,  indem  anf  a  und  c  mit  den  Aeheeneinheiten  «  nnd  w  Ton  S.  79 

1)  A.  B,  CoOey,  Phys.  Zeitochr.  Bd.  10,  p.  1909. 
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proportionale  Strecken  abgetmg^  nnd  deren  Endpunkte  Terbimdeii 
eind ;  senkrecht  zur  Fignrenebene  durch  sie  liegen  die  Flftchaa  mit 
den  Indiaei  (I,  0, 1). 


▲agit.  Bobrsncker. 
Fl«.  IM.  »f.  1«». 


Außer  den  Richtungen  der  dielektrifleken  Hauptachsen  ij  und 

^  )  finden  sich  eingetragen  die  in  der  X  Y-Ebene  liegenden 

optischen  Symmetrieachsen  a,  h,  C  (•  ),  und  zwar  bezeichnet 
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a  die  HalbieraogBlmie  des  tpitnu,  C  disjcnigt  des  stampfen  Winkels 

der  sogenannten  optischen  Achsen. 

Endlich  finden  sich  in  den  letzten  drei  Figuren  auch  die  Rioh* 
toi^pn  der  magnetischen  Hauptachsen  h^^  wehihe  in  der  XF-iBbene 
liegen,  nach  später  zu  bespreclienden  Beobachtung'en  eingetragen. 

Es  i'^t  =ehr  auffallend,  wie  atark  die  dielektrischen  und  die  optischen 
Sjmmetrieaclisen  bei  den  zitierten  iüristallen  Yoneinander  abweichen. 

§  2'62.  Molekulartkeorie  dor  dieleJctrischen  Inüuens.  Möc^elikeit 
asentciBOher  Srrejping.  Die  ältere  Molekulartheorie  der  dielektrischen 
InftiMBiK  knüpfte  an  eine  Hypotiiese  in,  die  .PoÜMOfi  ursprünglich  war 
Srklirnng  der  magnetischen  Inflmms  gebildet  hsMe,  nnd  die  Ton 
jFarttäaif,  MoMttit  Ckmkss  eof  die  dielektrische  Erregong  Übertngen 
irorden  ist,  die  Annahme  molekularer  Eonduktoieiiy  die  in  einem  ab- 
soluten IsolftkcET  eingebettet  sind.  Ans  dieser  Vorstellung  kann  man  bei 
Hemmaiehnng  gewisser  Hilbannalimen  It^lgem,  daS  der  Aosdinck 

•—1  1 

unter  q  die  Dichte  der  ponderabbm  Masse  rerstanden,  eine  universelle 
Konstante  sein  müßte;  Pirani  hat  erelf^p;!  iirlich  Her  8  4ö()  ervrähnten 
Untersuchung  eine  teilweise  Bestätigung  dieser  He/iehunjr  gefunden. 
Lampa^)  hat  die  genannte  Vorstellung  für  Kristalle  erweitert. 

Die  moderne  Auffasiiung  der  elektrischen  Erscheinungen,  die  mit 
dar  Hypothese  elektrischer  Elementaartsilflhen  oder  Atome  (Elektronen) 
arbeitei^  steht  mit  ihrer  ErUftnmg  der  Vorgänge  der  dielektrischen 
Inflnena  der  alteren  Flnidnm-Tlieorie  nicht  aHmfem.  Anoh  sie  denkt 
sich  in  jedem  ponderabeln  Molekül  wählend  des  nnelektrischen  Zo- 
etandes  die  Schwerpunkte  der  positiven  und  der  negativen  Ladongen 
zasammenfall^d  nnd  nimmt  an,  daß  ein  äußeres  Feld  'deren  Trennung 
zu  bewirken  vermag.  Wie  S.  190  erörtert  ist^  entsteht  dadurch  ein 
molekalnrf»s  elektrisches  Moment. 

Damit  diese  Scheidung  innerhalb  ein!  i  mit  der  Feldstärke  pro- 
portionalen (irenze  bleibt,  d.  h.,  das  Moment  dem  Felde  proportional 
wird,  mub  der  Trennung  der  beiderseitigen  Schwerpunkte  eine  Kraft 
entgegenwirken,  die  ihrerseits  der  Größe  der  Trennung  propor- 
tional ist.  Man  nennt  dieselbe  ,,qna8ielasti8oh^,  weil  sie  wie 
elastiBche^imd  nn^^eich  sonstigen  molekolaien  Wirkungen  mit  waehsoidem 
Abstand  annehmen  maß. 

Diese  Vorstellnng  erhSlt  noch  spezielle  Zfige  doreh  die  Annahme^, 
daft  die  Liohtemcheinnngen  auf  den  Schwingungen  negaÜTer  Elek- 

1)  Ä,  Lamfia,  WieiL  Bw.  Bd.  104,  Ha,  p.  681  u.  1179,  1896. 
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tronen  im  MolekfilTerbuide  beruhen,  eine  jliuuJime,  di»  dnrck  dia 
Iiiitdeekiiiigen  Zeemans  im  Gebiele  der  Magnetooptik  kxifkig  gertOtoi 

wird.    Die  positiven  Ladungen  erscheinen  hiemadl  Ui  tduren  tiigo 

Massen  gebunden,  vielleiclit  den  ponderabeln  Atomen  untrennbar  ver- 
kettpf,  so  daß  sie  an  dc-n  elektrischen  HrliTriTigungen  nicht  wirklich 
teiineiimen  können  Wir  werden  demgemäü  auch  bei  der  dielektrischen 
Influenz,  wo  die  l>fM\e|^ning  der  Schwerpunkte  der  positiven  und  der 
negativen  Ladungen  dem  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
GoMuntfichwerpunktes  folgen  muß,  die  positiven  Ladungen  als  merklich 
ÜBtClkgend  n  betnchton  haben. 

IHa  oUkfcroitatiadiapiy  wio  die  optiiehen  Vorgänge  lehren,  dift  di« 
negatiren  ElektroiMn  im  nnerregten  Zustand  ome  atebflo  Gldoi^;^ 
wiehiilago  bentmi;  natth  dm  «Ugemoiiieii  Lafann  der  Potentialtiieorie 
folgt  hieraus,  daß,  wenn  man  die  quasielastiache  Kraft  elekiriaok  er- 
klären will,  diese  Gleichgewichtslage  sich  innerhalb  der  poBitiven 
Ladungen  befinden  muß.  Die  £rfiüiningstatsache,  daß  diese  Kraft 
dem  Abstand  von  der  Ruhelage  proportional  ist,  verlangt,  daran  an- 
schließend, die  Vorstellung,  daß  die  positiven  Ladunt^fn  räumlich  aus- 
gedehnt sind  und  die  molekular  gebundenen  Elektronen  sich  in  ihrem 
Innern  befinden.  Sind  die  positiven  Ladungen  homogen  in  Räuinrn 
von  der  Gestalt  dreiachsiger  EUipsoide  verteilt,  und  enthält  jedes  Eiiip- 
soid  nur  ein  Elektron,  so  besitzt  letzteres  seine  stabile  Gleichgewichts- 
läge  im  Zentrum  dea  SUipeoida  und  erführt  bei  einer  Elongatien 
Pf  M  eine  Wirkung,  weleihe  bei  Toraosaetsung  der  Haoptadhaen  dea 
EUipeoida  naeh  B*  806  Komponenten  hat  Ton  der  Form 

Hi»in  beaeiehnoi  die  \  Konatanien,  die  nor  von  der  xiimilieheii 
Diehte  der  poeitiyen  Ladungen  und  Ton  den  Terbfiltniaaan  der  EUipaoid- 
aefaaen  abhSngen.  • 

Wirkt  anf  daa  Elektron  mit  der  Ladnng  e  ein  äiiAerea  Feld  E, 
io  iat  die  Gleiehgewiehialage  definiert  dnieh  die  Bedingungen 

eE^-hj^z-^O,    «JEi-A^y-O,    eJS^-^m'-^;  (281) 

die  Elongaitionen,  und  damit  die  elemeiitareii  dielektrisohen  Momente 
werden  IdenuMdi  den  Kofieren  Feldkomponenten  proportional,  und  die 
80  reeoltieienden  Beiiehnngen  rind  den  in  (215)  enthaltenen  unmittelbar 

fiquivalent,  wenn  man  annimmt,  daß  das  Medium  lauter  identieche  und 
parallel  orientierte  EUUpeoide  enthiUi 

Aber  auch  wenn  man  die  letztere  spezielle  Voraussetzung  aufgibt 
und  verBchiedpTi  artige  EÜipsoide  in  geeigneten  gegenseitigen  Orion- 
tierongen  (weiche  natürlich  der  kristaliographischeii  Symmetrie  ent- 
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spreoiheii  mttMen)  siilSBt^  gdangfc  min  Ton  der  angedeaisiaii  Yonlalliiiig 
ans  ni  nnioni  der  oluigeii  Theorie  sngnmde  gelegten  Ansätzen,  und 
swar  dann  zunächst  zu  (212),  und  erst  von  dort  aus  zu  (215). 

Die  Vorstellung,  daß  die  positiven  elektrischen  Ladungen  ellip- 

poiflisfhe  Räume  homogen  erfüllen,  ist  die  denkbar  einfachste,  welche 
zu  den  (ri'uiidfoTTnpln  der  dielektrinchen  Inf^Tionz  tühirt:  iTidos''pn  kann 
irgendeine  andere  stetige  räumliche  Verteilung  tÜr  diesell  t"  substitun-rt 
werden,  wenn  man  nur  die  Annahme  damit  verbindet,  daß  die  praktisch 
vorkommenden  Dislokationen  sehr  klein  sind  gegen  die  Entfer- 
nungen, in  denen  die  Ladnngidiehte  merklieh  variieri  In 
üiiMMmi  FiUe  eCTohednen  für  die  Komponenten  der  qnaaielaBtiielien 
Krifte  Anadrlleke  Ton  der  Form 

~      «  +        +  *u')»  •  *  •       wobei  k^^  —  Ä;,^, 

ab  die  ersten  Glieder  egnerBniwicklung  nach  Potenzen  der  Elongationen. 

iäne  eolehe  Auffassung  wird  nahegelegt  durch  die  bekannte  Er- 
scheinung, daß  ein  isotropes  Dielektrikum  im  elektrisdien  Feld  doppel- 
brechend wird.  Dieser  Vorgang  laßt  sich  aus  der  Elektronenhypothese 
nirht  erklären,  solange  man  die  quasielastische  Kraft  in  Str  rige  dem 
linearen  Gesetz  folgend  annimmt;  er  wird  sofort  verständiich,  wenn 
man  in  der  soeben  erörterten  Weise  durch  Fortführung  der  Entwick- 
lung Glieder  mit  höheren  Poietizen  der  Entwicklung  heranzieht^). 

Dabei  ergeben  die  Glieder  zweiten  Gh^es,  analog  wie  S.  407  bei 
einem  Terwindten  theimiechen  Problem  dargetan,  eine  asentriiobe 
dielektrieehe  Inflnenxi  die  nieht  bei  ieotropen  E9rpem,  eondem  mir 
bei  ErietaDen  ohne  Symmetrieaentram  anfbeten  bmni  die  deshalb 
aleo  ein  gans  speaifisch  kristallphysikaKaehes  PhSnomen  dantdli 

Enflpfen  wir  an  die  Formeln  (210)  an,  so  wtlrde  der  durch  Glieder 
dritten  Grades  erweiterte  Aneats  fOr  das  thermodynamieohe  Potential 
SU  lehreiben  sein 

+  3  >iiM    i^s^  4-  •  •  +  6i2ii»  ^1  ^»    •  (288) 

Ausdrücke  von  der  Form  der  Ei^anzungsglieder,  in  denen  die 
naoh  S.  150  aU  Komponenten  eines  Trivekton^stems  aufgefaßt 

werden  können,  werden  uns  später  beschüftigen  und  dort  auf  die 
verschiedenen,  des  Symmetriezentrums  entbehrenden  Kristallgrujjpeii 
spezialisiert  werden.  Die  so  resultierenden  speziellen  Ansätze  sind 
von  Bedeutung  zur  Ableitung  der  Bedingungen,  unter  denen  demrtige 
Wirkungen  azentrischer  Influenz  zu  erwarten  sind.    Die  betreffenden 

1)  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phyi.  Bd.  4,  p.  1901;  Vtgneto-  und  SieU»>> 
Optik,  Leipdg  1908,  p.  MS  f. 
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Wirkungen  sind,  nach  der  GeringfOgif^eit  der  elektroopÜBdiea  Doppel- 
brechung zu  schließen,  sehr  klein  und  bei  der  Ungenanigkeit  der 
Beobachtungen  Über  dielektrische  Influenz  wahrscheinlich  sehr  schwer 

nachweisbar. 

Bisher  scheint  übrigens  auch  noch  nicht  systematisch  nach  ihnen 
gesucht  worden  zu  sein.  Es  wäre  immerhin  möglich,  daß  eine  empfind- 
}iche  Diti'ereuzmethüde  zum  Ziele  führte.  Natürlich  ist  die  Benutzung 
▼on  Wechselfeldem  ausgeschlossen,  wenn  die  Anfdeckung  azentrischer 
Symmetrie  der  Erregung  das  Ziel  der  üntersachmig  ist 

Jeden&llB  erfibrigt  ftir  dar  Augenblick  ein  luJieres  Eingehm  aof 
die  ftxentriache  Inflnenz  nm  eo  melir,  eis  die  Grundfoimeln  mit  Hilfe  der 
spater  vorzunehmenden  SpeziaUsienmg  des  Ansatses  (282)  jederzeit 
leicht  zu  bildra  sind. 

ErgSnEungsglieder  vierten  Grades  in  dem  Ansatz  für  das  themio- 
dynamische  Potential  geben  zentrisch  symmetrische  Anteile  zu  den 
Momenten,  krmn»'n  nlso  li^i  nWfrn  Kristallgruppen  auftreten.  Sie  machen 
sich  allein  in  der  AbweieliuiiL!:  der  Momente  von  dem  Gesetz  der  Pro- 
portionalität mit  dem  erregenden  Felde  resp.  der  Abweichung  der 
Dielektriy.itätsparameter  von  der  Konstanz  geltend  und  bleiben  wirksam, 
auch  wenn  die  Eneguug  durch  Wechselfelder  statttindet  Als  Glieder 
liSlierer  Ordnung  werden  sie  Toranssichtlich  noch  (deiner  sein,  als  die 
oben  betrachteten  azentrischen  Zasatsglieder.  MaUeiModt*)  hat  fißr 
Glimmer  in  der  Richtung  normal  zur  Spaltungsebene  die  Dielektrizi- 
fitsikonstante  bei  sehr  Terschiedenen  Feldstarken  (bis  6.10*  Volt 
pro  cm)  untersucht  und  keine  merkliche  Abweichung  (größer  als  den 
lobten  TeU)  TOn  der  Konstanz  gefunden. 

Auch  die  nähere  Betrachtung  der  Glieder  Tierter  Ordnung  hat 
somit  vorläufig  noch  keinen  Zweck. 

§  233.  Eine  prinzipielle  Schwierigkeit  bei  der  Messung  von 
DioieiLtri^itütäkoimtuuteQ.  So  große  Vorteile  der  Bestimmung  der 
Dielektrizitätskonstanten  auch  nach  früher  Gesagtem  aus  der  hoch- 
geeteigerten  Frequenz  der  benutzten  elektrischen  Schwingungen  durdi 
die  Zurflckdr&ngung  eines  Einflusses  derLadnngs-  undLeitungsvorgänge 
erwachsen,  so  entstehen  aus  ihnen  doch  auch  andererseits  prinzipielle 
Schwierigkeite  n,  auf  die  seinerzeit  bereits  i)ru^  nnd  neuerdings  CoUey 
hingewiesen  haben.  Bei  hohen  Frequenzen  machen  sich  nämlich  die 
Wirkungen  der  Eigenschwingungen  der  Elektronen  in  den  ponderabeln 
Molekülen  geltend,  die  nach  der  modernen  Auffassung  die  Erschei- 
nungen der  Dispersion  und  Absorption  bedingen. 

Die  Erklärung  der  genannten  optischen  Voi^änge  verlangt  die 

1)  K  MattenkUkU,  Ana.  d.  Phys.,  Bd.  »7,  p.  m,  1908. 
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Annahme,  daß  die  Eüekhonenbewegungen  einer  d&mpfenden  KniEk 
(TieUeicht  auf  Znsammenstofien  beruhend)  unterliegeoi  imd  man  ef^ 
weitert  demgemäß  so  dem  genannten  Zweck  die  Gleiehgewichte- 
Ibimeln  (281)  in  der  folgenden  Weise 

hierin  be/fMclmet  tn  die  Masse  dee  Elektrons^  die  aind  die  Para* 
meter  der  dämpfenden  Kralt. 

Für  eine  periodigehe  Bewegaog  integriert  man  diese  Formeln 
durch  Lösungen,  die  mit 

proportional  sind  —  nnter  v  die  Frequenz  der  Schwingungen  Ter- 
atanden      und  erhält  daraus 

e^i-      -f  ihtv  —  mv*)x  -  0,  . . .  (284; 

Yerglichen  mit  (281)  zeigen  diese  Formeln^  daß  bei  periodischen 

Schwingungen  durch  A„  +  ih^v  —  twv'  ersetzt  wird;  dem  entspricht, 
daß  an  Stelle  einer  Dielektrizitätskonstante  eine  Funktion  der 

Frequenz  tritt,  die  obenein  infolge  der  Dämpfungen  komplex  isti 
was  zu  gewissen  Abäorptions Wirkungen  Anlaß  gibt. 

Die  Eigenfrequenzen  v^^  des  Elektrons  nach  den  Koordinatenachsen 
sind  nach  (283)  gegeben  durch 

K-"»v»;  (286) 

liegen  die  Frequenzen  v  der  benutzten  elektrischen  Schwingungen  von 
diesem  weit  ab,  so  wird  das  (immer  uur  kleine)  imagiuäre  Dämp- 
fungsglied yemachlässigt  werden  können;  es  resultiert  aber,  wenn 
nicht  V  sehr  klein  is^  eine  reelle  Dielektrizitätskonstante,  welche  eine 
Funktion  der  Frequenz  v  ist. 

Die  Angabe  eines  Zahlwertes  fDr  eine  mit  Hilfe  sehr  schneller 
Schwingungen  gefundene  Dielektrizitätskonstante  hat  also  einen  rer- 
ztlndigen  Sinn  nur  unter  gleichzeitiger  Bezeichnung  der  Frequenz  v, 
auf  welche  derselbe  eich  bezieht. 

Dies  ist  indessen,  da  sich  jene  Frequenzen  beobachten  lassen, 
nur  eine  Komplikation,  aber  keine  prinzipielle  Schwierigkeit.  Letz- 
tere entsteht  aber  durch  den  Umstand,  daß  die  bisher  einzig  ver- 
wendeten elektrischen  Schwingungen  keineswegs  rein  periodisch  sind, 
sondern  dargestellt  werden  durch  einzelne  getrennte  Reihen  sehr  stark 
gedäniptter  Wdlf-n:  jede  einzelne  Keihe  empfängt  don  Anstoß  dnrch 
«ine  Entladung  des  den  Schwingungskreia  erregendeu  luduktoriums 

Voigt,  K.ritUUplij^uk.  30 
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und  ist  infolge  ron  Aiurtrahlung  und  von  WidflntSiideii  «dioii  liagBi 
nnmflrUioh  lehwacli  geworden,  bevor  die  neue  Erregung  einsetzt. 

Ein»  strenge  Behandlnng  darurtiger  ftperioditelier  oder  anvoll- 
kommen periodisclier  Schwingungen  innerbalb  des  zwischen  die  Kon- 

deusatoiplatten  gebrachten  Körpers  hißtet  große  Schwierigkeiten.  Über 
den  biun  der  Einwirkung  der  zeitlichf^n  Drimpfiinö-  kann  man  sich 
indessen  eine  Vorstellung  verscliafton.  Heiiii  inuü  die  Ixieichujigen  der 
Absorption  und  Disperäiou  mit  Lösungen  von  der  Form 

bcihaiidelt,  in  d«n«ii  |»  die  seiÜidie  Dimpfiiiig  miBt    Bixie  golcbe 
Ldeong  ignoriert  die  immer  emeat  einietEende  endliche  Erregong  und 
stellt  die  Wirkang  einer  einsigen,  Tor  nnendlieh  langer  zät  in  un- 
endlicher Stärke  bewirkten  Enragoi^  dar. 
An  Stelle  Ton  (384)  tritt  jetat 

«i;  -  {kl  +  hiiiv  -  /*)  -  miv*- ti'  +  2inv))x  =  0,  (286) 


die  zeitliche  Dämpfung  fi  der  Schwingungen  inHuiert  also  auch  auf 
den  reellen  Teil  der  Dielektrizit^itskonstanten. 

Wieder  darf  man  schließen,  daß  bei  Fre^^uenzeu,  die  von  Kigcu- 
Bchwingungen  der  Elektreneii  des  Körpers  hinreichend  entfernt  sind, 
wo  also  die  Hauptglieder  der  Brammer  links,  nSmIieh  und  mp\ 
sieh  nicht  in  der  Hanptsaehe  for&eben,  bei  Üemem  die  Wirirang 
der  leitlidien  Dimpfiing  nnbedeutend  ist  Sie  mnB  aber  sehr  grol 
.werden  können,  wenn  —  fnv*  klein  wird,  d.  h.,  wenn  die  Frequ^is  v 
einer  Eigenfrequenz  des  Elektrons  nahe  kommt.  Die  Beobachtungen 
von  CoUey  über  die  Dielektrisitatskonstante  des  Wassers  bestätigen 
diesen  Schluß. 

Im  Bereiche  von  Eigenfro'pienzen  hängt  uaeh  diesen  ^les'snngen 
die  mit  Hilfe  von  selir  schueiieu  elektrischen  Sehwinguugen  be- 
obachtete Dielektrizitätskonstante  derartig  stark  von  der  Dämptung 
der  in  das  Dielektrikum  eintretenden  Schwingungen  ab,  daß  ver- 
schiedene Anordnungen  —  mit  yermutlich  verschiedener  Dämpfung 
—  Resultate  liefen,  die  sich  nicht  befiiedigtmd  miteinMider  in  Be- 
siehnng  setsen  lassen,  solange  jene  Bunpfong  nioht  ftr  eine  jede 
Ton  ihnen  geoan  «ngebbar  ist  Für  eine  wirklieh  exakte 
Messung  dieser  Dämpfungen  fehlen  aber  bisher  anseheinend 
noch  die  Mittel. 

Sonach  sind  auch  die  aus  den  Sdmidiwibieai  Beobachtungen  fol- 
genden Zahlen  in  ihrer  Bedeutung  nocb  keineswegs  völlig  aufgeklärt. 
Für  Kristfille,  deren  KlektroTien  aussehließlicb  Tlit^onschwingnTif^pTi  be- 
sitzen, deren  Frequenzen  weit  abliegen  von  denen  der  benutzten 
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Sehwingimgiiiy  dürfen  sie  mit  einiger  Wahneheinliolikeit  bIs  dnioh 
lelstere  Frequenzen  rSIlig  definierte  Parameter  betrachtet  werden;  im 
andem  Falle  werden  sie  noch  durch  die  Dunpfong  der  benutzten 
Schwingungen  bestimmt  ssein.  Aber  wir  wissen  von  der  Lage  jener 
fiigflguchwingun^^  ebenflo  wenige  wie  toa  der  Gitifte  jener  Dftmpfiuigeii. 

§  234.  Die  Entropie  einoB  diülaktri^ich  inflnenzierten  ExlstallB. 
Alle  Betrachtungen  dieses  Abschnittes  knüpften  au  die  durch  (212) 
gegebenen  Werte  der  dielektrischen  Momente,  resp.  an  die  aus  ihueu 
gewomenoi  Aiudtfidk»  (249)  für  die  dielektriecfaen  Polarisationen  oder 
Indokkionen  an.  Die  BoUe  der  Thennodjiiamik  eradiOpfte  eich  dabei 
in  dem  Haehweis  einer  gewiesen  Beiiehung  zwisdien  den  Ptoametem 
der  einen  oder  der  andern  Fonktion,  welche  dae  Yorkommen  rota- 
torieeher  Effekte  aoaaohliefii 

IndeiaeB  liefert  die  Anwendung  der  Thermo^namik  doch  anoh 
noeh  weitere  Resultate,  wenn  man  an  den  Ausdruck  anknüpft^  welchen 
dieselbe  nach  den  allgemeinen  Fonneln  dee  §  101  fftr  die  £ntiapie  i} 
der  Yolumeneinheit  liefert. 

Schreibt  man  den  Ansatz  (210)  für  das  erste  thermodynamische 
Potential  bei  Rücksicht  anf  (211)  and  bei  £ünf&hrang  der  dielek- 
trischen Baaptaehsen 

-  2  S  -       +        +         +  (287) 
w         dch  danni  ftr  die  BdIco^  i}  die  Bedehnng 

hierin  bezeichnen  die  r^^  die  Differentialquotienten  der  t]^  nach  t,  und  es 
ist  die  Temperatur  x  Ton  einem  beliebigen  Nullpunkt  #g  uus  gerechnet 

Adiabatische  Zustandsänderungen  sind  solche,  bei  denen  r^  kon- 
stant bleibt;  insbesondere  sind  solche  AnderunL'on ,  ^voMip  den  Zu- 
stand gleicli  zeitigen  Yersohwindens  von  %  und  E  berühren,  durch 

i)  (Icfiiaert. 

I  ir  letztere  gilt  dann  zwischen  der  Temperatur  %  und  dem  Felde  E 
die  Beziehung 

•  -  -      (ih^"  +  -ta^'  +  nmE»') .  (289) 

Dieselbe  ergibt,  dal^,  wenn  die  ElektrisiBrangSBahlen  von  r  ab- 
hängen; dann  die  Erregung  eines  Feldes  in  dem  Dielektrikum 
dessen  Temperatur  ändert.  Diese  Temperaturfinderung  r  ist  von 
der  Richtung  des  Feldes  abhängig,  falls  %ti2u>%n  Terschiedene 

•0* 
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Werte  besitasen,  nieht  aber  von  deeeen  RichtnngSBinn,  inBofem  die 
Erregung  eiiiee  Feldes  in  der  enigegengeeetefcen  Ridtiong  den  Wert 
TOn  X  nieht  ändert;  sie  ist  negatiT,  wenn  die  ij,  mit  wachsender  Tem- 
peratur zunehmeo,  posttir,  wenn  sie  abnehmen. 

Beobachtongen  Aber  diese  ürscheinnngen  liegen  bisher  nicht  Tor. 

IV.  Abschnitt 
Magnetisehe  Inflneni. 

1.  Teil.  Para-  und  Diamagnetismos. 

§  235.  Allgemeines.  Die  magnetische  Erregbarkeit  durch  In- 
fluenz, auf  der  die  Anziehung  des  Eisens  durch  einen  Magneten  be- 
ruht, ist  eine  der  am  frühesten  beobachteten  physikalischen  Erschei- 
nungen. Ihre  allseitige  Deutung  empfing  sie  aber  erst  durch  die  von 
Poiftfion^}  aufgestellte  Theorie,  wclclie  den  Akt  der  Magnetisierung  in 
Parallele  stellte  zu  demjenigen  der  luüueuzierung  eines  Leiters  im 
elektrischen  Felde.  Poisfon  dachte  sieh  den  magnetisierbaren  Körper 
aU  ein  System  Ton  moleknlaren  Leitern  ftlr  den  Magnetismns,  weloh« 
dnreh  ein  nichtleitendes  Zwischenmedinm  getrennt  sind.  Wie  ein 
urspriinglieh  nnelektriseher  isolierter  Leiter  dadurch  Angriffiponkte 
für  ein  elektrisches  Feld  erhält,  daß  in  ihm  das  positiv  und  das  nega- 
tiv elektrische  Flui  dum  geschieden  werden,  ebenso  sollte  der  Vorgang 
sich  in  den  Leiterelemonten  des  Eisens  abspielen,  und  es  sollten  sich 
die  Gosamteffekte,  die  der  endlicltf  Körper  erfährt,  aus  den  Elemen- 
tarkrüften  w.irh  den  Hegeln  der  Mechanik  zusammensetz'  n.  Die  schlieö- 
lichen  (iniudiurmt'in  der  PoissoftBchm  Theorie  sind  diejenigen,  die  in 
§  iüi)  u.  119  zusammengestellt  sind,  ergänzt  durch  die  Annahme  der 
Proportionalität  zwischen  den  magnetischen  Momenten  M^,  M^,  J/, 
nach  den  Koordinatenachsen  nnd  den  parallelen  Feldsl&rken. 

Das  Hauptproblem,  mit  dem  PotMo»  sich  beschlUtigte,  war  die 
Influenzierung  einer  Eisenkugel  in  einem  homogenen  Felde  nnd  die  tob 
der  Kogel  ausgeübten  Kräfte.  Poissm  erkannte^  daß  eine  isotrope 
Kugel  in  einem  homogenen  Felde  weder  translatorische  noch  drehende 
Kräfte  erfährt,  daß  aber  anders  gestaltete  Körper  im  homogenen  Felde 
infolrro  der  mit  der  Orientierung  wech>eluden  Selbstinfluenz  Drehungs- 
momonte  erfahren  und  sich  demgemäß  orientiert  Hinstellen  müssen. 
Translatorij^che  Kräfte  entstehen  nur  in  inhonioL'*'ii*'n  Feldern. 

Poissmi  war  sich  klar  darüli»*r,  daß  die  Beziehungen,  welche  die 
magnetischen  Momente  mit  dan   magnetisierenden  Feldstärken  ver- 

r      n.  I\ri$$OHf  U&m.  d«  l'iatt.  T.  V,  p.  U7,  18S6;  Pogg.  Ann.  Bd.  1, 

p.  aVL,  1824. 
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ImfipfeD,  bei  Anv«ndiuig  dar  Theorie  auf  magnetisierbere  EnaiaUe 
modifixkii  werden  mfifiteD,  und  sigiialinerte  befeiis^  ohne  anifllbzliclie 
tbeoietiedbe  BegrQndtmgy  emgnttre  Ezscbeiniiiigeii,  welche  KrielaUe 
im  Magnelfild  seigen  könnten,  inibeeoiMiere  die  orientteiie  EinsteUmig 
einer  ens  dem  Kristall  gefertigten  Engel  im  homogenen  Felde.  Die 
eicperimentelle  üntenaehuDg  der  magnetischen  Inflnens  Ton  Kristallen 
eröffiiete  dann  geraume  Zeit  später  (1847)  Tlücker-^  er  widmete  ihr 
nicht  nur  selbst  zahlreiche  Beo)>H:f*}itiin«?proiheu,  sondern  gnh  Rnch  da- 
mit den  Anstoß  zu  dert^leichen  \  on  audem  Aiitorpti  Vorerst  liatidehe 
es  sich  ura  die  Koustatieruiig  der  vou  I-^utsson  vermuteten  Tatsachen 
und  um  die  Gewinnung  (pialitativer  Regeln  für  dieselben. 

Verglichen  mit  den  unalogeu  elektrischeu  lieobachtuugen  bieten 
Üntanniehviq^  fiber  magnetisohe  Infinens  Ton  KrisbillaiL  nngieioh  ge- 
ringere Schwierig)ceiien  dnroh  das  Fortfallen  der  so  Uberans  itSrenden 
Leitwngeemheinnngen.  Aneh  kommt  ala  in  manehsr  Hbirieht  gUS' 
etiger  Umstand  in  Betiadii,  daE  die  gans  llberwiegende  Mehizahl 
der  Kristalle  außerordentlich  schwach  infloeosiert  wird,  so  daß  daa 
Feld,  das  sie  sich  selbst  schaffen,  als  nahezu  unmerklich  gelten  kann. 
Dies  hat  zur  Folge,  daß  man  bei  der  Beobachtung  im  allgemeinen 
nicht  an  Formen  der  Präparate  gebunden  ist,  für  welche  die  T]iPorie 
der  InÜuenz  streng  —  d.  h.  unter  Rücksicht  auf  die  Selltsiintlaonz 

—  duTchfnhrbar  ist,  nämlich  an  Kugeln  oder  Ellipsoide,  sondern  irgend 
andere  liequeme  Gestalten  benutzen  kann,  z.  B.  auch  natflrliche  Kristalle 

—  vorausgesetzt  nur,  daß  sie  klein  genug  sind,  um  innerhalb  des 
Ton  ihnen  eingenommenen  BAumes  das  äußere  Magnetfeld  als  homogen 
ansehen  an  kennen.  Im  homogenen  Felde  sind  nimlioh  bei  Yemadk- 
Ussigung  der  SelbstinflneaB  die  Drehongsmomenie^  welche  der  magne- 
tisch infloenderte  Körper  erfahrl^  von  seiner  Form  nnabUngig. 

Der  Übelstand,  welchen  die  schwache  Influensierbarkeit  mit  sich 
führt,  daß  die  absolute  Größe  der  Kraftwirk ungen  gering  bleibt,  fallt 
dabei  nm  so  weniger  ins  Gewicht,  als  diese  Kräfte  außer  von  der 
Influenzienmg  noch  (direkt")  von  der  FeWstiirkp  abhangen,  und  diese 
eich  (verglichen  n)it  der  erreichbaren  elektrischen  Feldstärke)  auf  eine 
sehr  beträchtliche  Höhe  steigern  läßt. 

Dagegen  entsteht  aus  der  geringen  Iniiue  n/.ierbarkoit  der  meisten 
Kristalle  indirekt  eine  nicht  unbedeutende  Schwierigkeit  dadurch,  daß 
gdegentliche  minimale  Beimischungen  Ton  stark  magnetisch  erreg- 
baieor  Substanz,  insbesondere  also  ?on  EiseiiTerbindnngen,  die  Enchei- 
nimgen  stark  beeinflnssen,  ja  ToUstSndig  entstellen  können.  In  dieeer 
Bicbtong  ist  bei  magnetischen  üntersadmngen  an  EristaUen  in  aUer* 
erster  Linie  Vorsicht  zu  Qben.  Die  größte  Zahl  di  r  WidersprQohe, 
die  swisoheD  den  Kesultaten  der  ersten  Beobachter  über  Knstallmagne- 
tisnraa  herrortratea,  haben  sich  durch  ohemiscbe  Analyse  der  Kristall- 
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Bttbituiz  auf  Stdningen  der  ErscheinmigaiL  durch  die  Anweeeiüieit  ron 
DiaeiiTerbmdimgeii  xurfickführen  lasaeii. 

§  236.  Die  ersten  Beobachtungen  über  KristallmagnetiHinns. 
Die  Beobachtuugt  !i  Pliickers^)  lieferten  von  allem  Anfang  die  von 
Paisson  erwartete  orientierte  Einstellung  eines  um  eine  Achse  dreh- 
baren Kristaües  im  Mapnetfeld  Schwierigkeiten  ergaben  sich  erst 
bei  dem  Versuch,  die  Tatsachen  in  Regeln  zu  fassen;  hier  veriiefea 
insbeeoudere  die  Bealawbimgen;  einen  ZnBanuiieiihang  zwiwdieii  dem 
megneÜBcben  und  dem  optischen  Verhaltoi  eines  EristelleB  avfitafindeny 
im  wesentliehen  exgebnialoe.  Nor  das  lieft  sieh  aeigen,  daß  die  Sjrm- 
mebrie  der  Kristalle  in  magnetischer  Hinsicht  mit  der  optischen  Bjmr 
metrie  Qbereinstimmty  derart,  da0  legnlSre  Kristalle  sich  isotrop  ver> 
halten,  trigonale,  tetragonale,  hexagonale  auch  magnetisch  die  Sym* 
metrie  eines  Ilotationskorperf;  besitzen,  wahrend  die  übrigen  die  Sym- 
metrie eines  dreiachsigen  KUipsoides  liefern. 

Farad(ty^),  der,  an  die  Plücler sehen  Beobachtnngen  anknüpfend, 
Ton  1849  an  viele  Versuchsreihen  dem  Kristallmagnetismus  widmete, 
suchte  die  hier  statt I  ndenden  Vorgänge  mit  Hilfe  seiner  Vorstellung 
Ton  einem  längs  der  Kraftlinien  stattfindenden  Kraftfluß  dem  Ver- 
ständnis näher  zu  bringen.  Seine  Auffassung  ging  bekanntlich  dahin, 
daß  alle  Körper  diesem  magnetischen  Krafi^uß  einen  Widerstand  ent- 
gegensetzen, ahnlieh  wie  dies  ein  Metall  dem  elektrischen  Strom  gegen« 
über  tut. 

Die  panmagnetischen  Körper  sind  solche,  hei  denen  dieser  Wider- 
stand kleiner  ist,  als  im  leeren  Raum;  sie  wirken,  in  ein  Magnetfeld 
gebracht,  in  dem  Sinne,  den  Kraftfloß  in  den  Körper  hineinsnlenkeD, 
derart»  daß  derselbe  in  ihnen  eine  größere  Dichtigkeit  erhSl^  als  bei 
Abwesenheit  des  Körpers  an  derselben  Stelle  herrschen  würde. 

Die  diamagneti sehen  Körper  sind  im  Gegensatz  iiierzu  solche^  in 
denen  der  magpietische  Widerstand  größer  ist,  als  im  leeren  Raum* 
Sic  wirken,  in  ein  Magnetfeld  gebracht,  verdrängend  auf  die  Kraft- 
linien ein,  derart,  daß  in  ihnen  der  Kraftfluß  »mho  geringere  Dichte 
erhält,  als  an  driii^elben  Orte  bei  Abwesenheit  des  diamagnetischen 
Körpers  herrschen  würde. 

Auf  die  Größe  des  Widerstandes  schloß  Fnradny  aus  dem  Simi 
und  der  Stärke  der  trauslatori scheu  Kraft,  die  ein  kleines  Präparat 
aus  dem  bez.  Körper  in  einem  inhomogenen  Magnetfeld  erfahr.  Eine 
„anziehende^  Krafi^  die  den  Körper  aus  dem  Bereiche  kleinerer  in  das 

1}  J.  Pliicker,  zablreicho  Arboiten  in  Pogg.  Ann.  von  Bd.  7ft,  1847,  bis 

Bd.  82,  1851;  Ges.  Abhandl.  Bd.  II,  1.  Abt«'ilunp. 

2)  M.  Faradatf,  Exp,  Kes.  Ser.  22,  184«;  2«,  1»50;  80,  löö6. 
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Beraioh  grSfierer  Felditirke  in  traaipoiüereii  Buohte,  deutete  er  auf 
«111%  LeitfShigkeit^  gr öfter,  ela  die  des  Ueran  Raomee^  und  am  eo  yiel 
mehr  gri&Ber,  je  stärker  diese  Enft  war.  Eine  „abstoßende^  Kraft,  weldie 
deiL  E5rper  aus  dem  Bereiehe  größsorar  Feldstärke  in  dasjenige  kleinerer 
zu  transportieren  Baehte,  deatete  er  auf  eine  Leitfähigkeity  kleiner,  als 
die  des  leeren  Baumen^  und  um  so  riel  juekr  kleiniier,  als  die  Kraft 
starker  war. 

In  AnsbildiiTig  dieser  Voi^t^Uimg  nahm  dann  Faraäay  an,  daß 
Kristalle  in  verschiedeneu  iiicliinnq'pn  d^jn  iiiui^netischen  Kraftfluß 
verschieden  großen  Widerstand.  enlgegeaseLzen,  uiid  daß  sie  im  homo- 
genen magnetischen  Felde  diejenige  Orientierung  anzuuthmen  suchen, 
in  welcher  sie  dem  Kraftüuü  den  geringsten  Widerstand,  die  größte 
Leitfähigkeit  darbieten. 

Es  gelang  Faraduy,  diese  Ansohauung  doreh  die  Beobachtung  zu 
atfltEeii;  letatere  zeigte  s»  B.,  daß  kristallisiertes  Wismiit  in  der  Tat 
panllei  seiner  Hauptaehsey  welehe  sick  in  die  Kraftlinien  einznstellen 
•nekt,  die  größte  magnetisdie  Leitfähigkeit  (in  dem  obigen  Sinne) 
beaitart;. 

Die  Theorie,  der  wir  uns  im  nächsten  Paragraphen  zuwenden 
wollen,  Termag  diesen  Faraday sehen  Ideen  einen  präzisen  Ausdruck 
7.\i  verleihen.  Eg  erscheint  vorteilhaft,  die  Besprechung  einer  Reihe 
schöner  speziellrr  Resultate  von  Beobachtungen,  hei  denen  Faradny 
sich  von  den  oben  dargestellten  Anschauungen  leiten  ließ,  bis  nach 
der  Entwiekelung  der  Theorie  zu  vertagen  und  sie  mit  der  Schil- 
derung späterer  experimenteller  Untersuchungen  zusammenzuschließen. 
Die  Folgerungen  der  Theorie  können  dabei  als  die  präziseste  Fassung 
der  Ergebnisse  jener  Vorstellnngen  betrachtet  werden. 

§  237.  Das  thennodynainlsrthe  Potential  der  magnetischen 
TnUnen«.  Anf  wirUich  ezskten  -  Boden  gestellt  wnrde  das  Problem 
der  magnetisehen  Inflaenz  der  Kristalle  durch  die  theoretischen  Är- 
heiten  von  W.  Thomson^),  der  zwar  durchaus  das  Werk  von  Poissm 
fortsetzte,  aber  die  spezielle  molekulare  Hypothese  fallen  ließ,  7on 
4er  Poisson  ausgegangen  war. 

W.  Thomson  niiK'lit  die  Annnlmif^.  daß  jedes  (nach  S  20S  n.  ^^B 
fad^n ffirmig  tm  denkende)  Volumeuelement  eines  Kristalls  ein  Moment 
erhält,  das  linear  von  dem  magnetischen  Feld  abhängt,  welches  in  dem 
Volumeuelement  wirkt.  Er  gelangt  so  zu  Beziehungen  zwischen  den 
Komponenten  JU^,  M^,  des  maguetiscben  Momente  und  H^,  U^^ 
der  magnetischen  Feldsiirke,  welehe  Gmndgleichangen  (1) 

konform  sind;  durch  die  Annahme,  dafi  die  magnetisdlie  IniineDa  ein 

1)  W,  Thammm,  Brii  Anoe.  B«p.  IMO  (i)  p.  tS;  PhJL  Hag.  T.  1,  p.  177, 185t> 
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mnkelirbarar  Vorgang  m.,  Mhlkßt  «r  dann  cU«  rotetoriMlua  Eflbkle 
in  der  S.  415  «iQiterten  Weiie  ans  nnd  reduziert  das  System  d«r 
Paiametor  Ton  nenn  auf  sechs. 

Wir  woUen  hier  der  Eonaeqaens  halber  wieder  Ton  eineni  An» 
sais  für  das  th  ermodynamisehe  Potential  der  Vblnmeneinheit  aus- 
gehen. Die  bei  demseLben  an  benutzenden  magnetischen  Yariabdii 
ergeben  sich,  wie  früher,  aus  dem  Ausdruck  für  die  Infiuenzierungs- 
arbeit,  der  S.  223  abgeleitet  ist.  Bezeichnen  nilmlieh  11^,  H^, 
die  Komponeuten  der  magnetischen  Feldstärke  iu  dem  erregten 
Volnnipnf'lement,  -M, ,  M.^,  diejenigen  seines  magnetischen  Mo- 
ments, so  gilt  für  die  auf  die  Voiumeneinheit  belogene  IMueu- 
zierungsarbeit 

d'«  -  -  (M^dJi^  +  J£,d^  +  J£,dii). 

Es  sind  demgemäß  neben  der  ab8olntrM  mli  r  relativen  Te!n|if'r;LUir  9- 
oder  r  die  magueüscheu  Feldkompouenteii  Jl^  als  üuabbaugige  ein- 
zuführen. 

EnlwiL'keit  man  das  tbermodynamisohe  Potential  t  der  Volumen- 
einheit nach  Potenzen  der  Hf  imd  beschränkt  sieh  auf  die  niedrigsten 
in  Betracht  kommenden  Gheder,  so  ergibt  sich 

-  2f  -  ©  +  »itV  +  s„F,«  + 

+  2  (x^B^H^  -I-  x^iB^H^  -h  xjj^fii).  (290) 

Hierin  beseichnen  9  und  die  x^^  Fonktionen  der  T^perafcur,  wobei 
die  Veränderlichkeit  der  x^^^  in  ereter  AnnSbenmg  Teraachlfiwigt  werden 
kann.    Bei  kleinen  Xemperatorlnderungen  t  Ton  einer  Anfangs- 

temperatnr  aus  kann  man  &  nach  Potenzen  von  r  entwickeln  und 
erhält,  da  das  konstante  und  das  lineare  Glied  nicht  intereBsieren,  als 
niediigstes  Glied 

®  -  y,tV»^,  (291) 

wobei  der  Faktor  yon     bereitB  gemftB  S.  414  bestimmt  ist 

Die  skalare  Funktion  S  —  (2§  -j-  fe^y)  erscliemt  als  linear  in 
den  gewöhnlichen  Tensorkomponenten  H^^,  B^H^,  die 

Parameter  x^^  haben  demgemäß  nadi  dem  Sata  von  S.  150  die 
gleiche  Eigenschaft  8  bat  die  Form  dee  thermodjnamiaofaen  Po- 
tentials S  in  §  162  und  gestattet  eine  ahnliehe  Behandhing.  los- 
besondere  geschieht  die  Spezialisieruog  des  Parametersystems  u^^ 
auf  die  verschiedenen  Kristallgruppen  nach  dem  auf  S.  414  ge- 
gebenen Schema^  das  wir  der  YoUstindigkeit  halber  hier  wieder- 
holen wollen: 
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(X)f  (^)  ^11  y   ^22}   ^üf    '^XSj    ^31?  ''l«' 

IL    (3),  (4),  (5)  0,  0, 

in-    (6),  (7),  v^)  «u,  x„,  at„,  0,   0,  0. 

IV.    (9)  bis  (13) 

V.  (U)  bi«  (20)  0,  0,  0. 

n  (21)  bis  (27) 

m  (28)  bis  (32)  x^,  x^,  x^,  0,    0,  0. 

Fflr  die  magnetiflohen  Momente  eigibi  sieh  naofa  den  «UgemetneD 
Begeln  aus  §  101 

M,  ^^7c^n,^x^B,^^H,,  (292) 

was  mit  dem  TF.  rftoniMMaeheii  Ansäte  flbereiDrtimmt,  da  die  Be- 
nehnngen 

beeteneiL 

Die  Parameter  x^,  nennt  Thomson  die  Eonstanten  der  magne- 
tischen Suszoptibilität;  einfacher  ist  der  Name  der  Ma^nieti- 
siernngszahleu.  Wieder  ist  zu  betonen,  daß  f(5r  A\f*  Detinition 
dieser  Parameter  eine  Festsetzang  darüber  nötig  i»t,  innerhalb 
welches  Mediums  sich  der  influenzierte  Körper  befindet; 
wir  nehmen  au,  daß  dies  Medium  der  leere  Raum  ist,  dem  in  manchen 
EUIen  der  Luftraum  praktisch  gleichwertig  gesetet  werden  kann. 

IHe  aeeha  Größen  stellen  nach  obigem  ein  Tensortripel  dar, 
dessen  Eonstitnenten  x^,  x^,  %^  aUe  Eigensohaiten  des  EristaDa 
gegenfiber  4^  inflnenaerenden  Magnetfeld  bestimmen  nnd  seine 
Hanpt magna tisiernngszablen  beifien  mdgen.  Botatodaehe  Qnali- 
tKten  kommen,  wie  schon  oben  bemerkt,  bei  der  magnetiaehen  In- 
flnena  nicht  in  Frage. 

Zar  Yeranschaulichung  der  magnetischen  Eigenschaften  des 
ErittaUa  sieht  man  Torteilhalt  die  Tensorfiäche  \%\  von  der  Oleiohimg 

4-        +  xa8#"  +  2(ji^|f#  +        +  «„afy)  -  i  1  (298) 

heran,  die,  auf  ihre  Hauptachsen  —  die  HauptmagnetisierungS'-^ 
achsen  —  bezogen,  die  Form  annimmt 
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Dw  dfippelie  Toneiehoi  irt  ]ii«r,  im  Gegenaate  m  dam  Fall  der 
elektrisohen  Inflnoiz,  nöiig,  wml  umIi  der  Er&liniiig  die  nicbt 
sMb  poriür  aind. 

In  der  Tat  führt  die  Anwendiiiig  dei  Thomamn^bnoD.  Aamtoea  auf 
einen  isotropen  Körper  dazu,  daß  X|  =>  Xj^  »  x^t »  k  und  4ie 
Tensorfläohe  [«j  sur  Kogel  winL  £s  gilt  dann  (konfonn  mit  JPioisBOma 
Ansatas) 

M^^kM^,  Mt^KJB^,  JM;-»^,  (295) 

und  die  Eziatena  isotroper  diamagnetiseher  Körper,  bei  denen  die 
Erregung  des  Valnmenelenients  dahin  geht^  daß  der  negatlre  Pol  in 
der  Biehtong  der  positiven  Feldstarke  liegt  und  mngekshrty  heweis^ 
daß  X  negaÜT  sein  kann.  Man  muß  Ton  ▼oniherein  erwarten,  daß  es 
auch  Kristalle  Ton  analogem  Verhalten  gibt,  und  die  Erfahmiig 
bestätigt  dies.  Es  sei  erwähnt,  daß  die  bekannten  Kristalle,  im 
leereu  Räume  i  oder  Luft  f  beobachtet,  sich  fast  samtlich  so  ver- 
halten, daß  entweder  allo  Parameter  x  positiv  oder  aber  alle 
negativ  sind;  die  Teusortlachen  [x]  haben  demgemäß  in  diesen 
Fällen  stets  ellipsoidisehe  Gestalt.^) 

Im  allgemeinen  erweisen  sich  durch  die  Beobachtung  die  als 
kleine  und  seibüt  sehr  kleine  echte  Brüche.  Ausüiahmeu  bildeu, 
wie  die  Metalle  Eisen,  Nickel,  Kobalt,  auch  eine  Reihe  ihrer  Ver- 
bindungen. Bei  diesen  weichen  aber  im  allgemeinen  die  Momente 
selbst  bei  nur  wenig  gesteigerten  Feldstirken  bald  so  wesentüeh  von 
dem  in  (392)  enthaltenen  Oesetx  der  FteportionaUiftt  ab,  dafi  dasselbe 
auf  sie  kaum  anzuwenden  ist  Diese  K5iper  verlangen  eine  gesonderte 
Betrachtung,  und  dies  um  so  mehr,  sls  bei  ihnen  der  Vorgang  der 
magnetischen  Inflnon«  keineswegs  reversibel  verläuft  Wir  schließeu 
diese  als  ferro  magno  tisch  bezeichneten  Influejuserscheinimgen  vor- 
läufig  von  der  Betrachtung  aus. 

Der  Vollständigkeit  halber  wiederholen  wir  auch  hier,  was  sich 
nach  den  allgemeint>n  Darlegungen  von  S.  41»)  filr  die  Veranschan- 
lichung  des  georaetnaciien  Zusammenhanges  von  Feldstärke  und  Mo- 
ment mit  Hilfe  der  Tensoriläche  von  der  Gleichung  ißd'd)  resp.  (ß94) 
ergil-tt. 

Legt  mau  in  der  Fläche  der  Magnetisierungszahleu 
einen  Eadinsrektor  r  parallel  sa  der  FeldstSrke  so  liegt 
das  aaf  H  beruhende  magnetisehe  Moment  parallel  an  der 

1)  Dea  verdnsslten  Fall  «inea  KristaUs,  der  sich  abweickend  sa  yerhalten 
echeint,  Bignalisiprt  <7.  Meffin  ^C.  R.  T.  141,  p.  lOOrt,  1906),  e«  ist  der  feiro- 
magaetische  Pjrrhotin,  der  nach  $  26S  in  mehrfacher  Hinsieht  anormales  Vet- 
halten  leigt  ond  fllr  die  BatwicUtongen  dar  nlchitea  Faragraphen  als  Beispiil 
nieht  in  Betiaeht  kommi 
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Kor  malen  n  auf  derjenigen  Ebene,  welehe  die  FUehe  im 
Endpunkt  yon  r  berflhri. 

Lftßt  man  weiter  H  BüksesBive  in  allen  mdglioken  Bick* 
inngen  mit  gleieher  St&rke  wirken,  bo  rariiert  JÜ  indirekt 
proportional  mit  dem  Produkt  ans  r  und  «. 

§  238.  Dto  erste  Form  des  Inflaensproblema.  Sine  Kogel  in 
«inem  homogenen  Felde.    Das  Problem  der  magnetischen  Influenz 

läßt  sich  ebetiBO  in  '/wei  vorsrhiedenen  Weisen  formnlierpri.  wie  (la? 
jenige   (lei-  diplektrisciien   liitiuenz.     Die  erste  Form  wird  erkalten 
•durch  Übertragung  der  Gieichuugea  des  §  213. 

Wir  nennen  <lie  äußere  (gegebene)  influenzierende  Feldstärke  11^, 
die  ¥on  dem  iuducuzierteu  Körper  ausgehende  letztere  bestimmt 
flieh  aus  dem  Potential  des  Körpers 


gemäß  den  Formeln 

•      .  ».  —  Ii.       — If.  '^7-  W 

Pie  gesamte  inflnenaerende  Feldettrke  J7  iet  die  Beeoltante  aus  JET* 
und 

Legt  man  den  Formeln  das  magnetische  Hauptachsensystem  des 
Kristalls  zugronde,  so  geht  das  Inäuensproblem  dahin,  die  Gtlsi- 


M,~nn{M,*-'^),  Jl,  -  ^       -  ff)  (898) 


bei  Rücksicht  auf  die  Beziehung  (2d5)  durob  geeignete  Werte  Ton 
Ji^f  Mj,        zu  befriedigen. 

Bei  kleinen  Ma!j;riptisicruugszahlen  ;f  ,  die  nach  dem  S.  469  Ge- 
sagten bei  Kristallen  häutig  vorkommen,  erhält  mau  eine  meist  ge- 
nügende Annäherung,  wenn  man  in  diesen  Formeln  die  Wirkung  der 
Öelbstinfluenz,  d.  h.  also  die  (ilieder  dtpjdx,  .  . .  vernachlässigt. 

Der  einiachste  streng  durchiühi bare  Fall  ist  derjenige  einer  Kugel 
im  homogenen  Felde,  der  sich,  wie  der  analoge  bei  dielektrischer  In- 
flueni^  dnroh  die  Annahme  homogener  Enegung  der  Kugel  ISeen 
ISAL  Die  besttgliehen  Formehk  Bind  bub  §  315  m  entnehmen. 

Fflr  die  (homogenen)  Momente  Uefiart  (224)  die  Werte 


(29Ö) 


chungen 


(299) 
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die  Nenner  drQcken  dabei  wieder  den  Einfluß  der  Selbetinfluenz  dar 
Kugel  ans.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  im  Falle  eines  diamagnetischen 
Kristalls    die    Selbb-tiiiHuen/.    nieht    im    Sinne    der  Schwächung^ 

BOndern  rielmebr  der  Verptärkung  der  ma£rneti«''hf^n  Erregung" 
wirkt:  loch  werden  wegen  der  Kleinheit  der  die  Aeimer  in  (298^ 
niemiil.N  gleich  Null  oder  negativ. 

Schreibt  man  die  Formeln  (299) 

j^-Wfi.«,  M,-Ma,'.  j«,-(«„Ofli'.  (««)> 

10  find  die  (xj  ebensowolil  dem  Kristall  indiTidiielle  Panun«ter,  wie 
die  x^,  und  man  kann  den  geometriaehen  Zaaammeoluuig  xwiaflhen 
der  Feldsttrke  S  nnd  dem  Moment  Jf  mit  Hilft  des  EU^ieoida  tos. 
der  C^leidhifmff 

(»i)«*  +  («ii)jr*  +  (i»iii)*»-±l  (801) 

in  der  S.  421  erörterten  W  eise  darlegen. 

Bei  Körpern  von  starker  Magnetisierbarkeit  kommen  die  Ver- 
schiedenheiten der  x„  immer  weniger  zur  Geltun^j,  je  p-ößer  die 
sind.    Die  für  die  Erregung  der  Kugel  iu  letzter  inötanz  maßgebenden 
(xj  werden  bei  wachsenden  x„  sämtlich  immer  näher  gleich  3/4«. 

Die  gesamten  Feldkompoueuten  im  Innern  der  Kugel  haben 
nach  (227)  die  Werte 

 B;-  ,  5  (302) 

da  die  Nenner  aiifli  bei  diamagnetisch pn  Körpern  uuitirr  positiv  sind, 
so  fällt  H  im  irniern  jederzeit  in  den  U  t  a  Oktanten,  wie  das  in- 
fluenziereiide  Feld  Im  fibrigeii  läßt  sich  auch  der  geometrische 

Zusammeuliung  zwischen  i/  und  JP  ähnlich,  wie  S.  422  angedeut<;t^ 
Teranschaulichen. 

Im  Torstehenden  ist  der  Einftchheit  halber  das  Koordinatenkreos 
den  magneliaehen  Hanptachaen  paraUd  angenommen;  die  Binf&hrang 
einee  beliebig  orientierten  Koordinatensjatema  kami  leklit  in  dar 
§  216  «rArterten  Weiie  Toigenommen  werden.  Anch  JSfii  eieb  der 
Übexgpag  su  dem  Problem  der  Influena  eines  EUipaoida  im  Aneehlnß 
an  §  222  anafObien. 

§  239.  Drehungsmomente  und  Translationskräfte ,  welche  die 
Kugel  im  homogenen  Felde  erfShrt.  Die  Potentialfiinktion  dttr  er- 
regten Kugel  auf  äußere  Punkte  ergibt  sich  nach  (229)  zu 

V.  -  ^  +  {Xu)yH,'  +  {x^)iH,'h  (303) 
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wobei  das  Volmnai  der  Kugel,  r  den  Absteod  det  Aufpunktes  vom 
Engelieatrnm  rwp.  dem  Koordinaienanfinig  1>eseiehnet  FOr  das 
Potential,  welehee  die  Kogel  im  homogeoeii  Felde  erfibii,  folgt 
«ns  (233) 

«  K((?^M^''  +  («„)       +  (x„,)^,««)5  (304) 

aua  ihm  erhält  mau  da*  Truiiälationskräfte  uud  die  Drehuiigbinomente, 
denen  die  Kugel  unterliegt,  nach  den  Formeln  (235)  sn 


a  as»  2  a»j»  2  » 


(305) 


wobei  die       ...  Verschiebungen  parallel  den  Koordinatenachsen  be- 

leichnen,  cX,  ...  Drehungen  um  dieselben. 

Für  den  Fall,  daß  die  ilußere  Feldstarke  sukzessive  normal  zur 
X-,  Y-,  Z-Achse  lifgt,  ergeben  sich  für  die  Drehungsmomente  um 
diese  Achsen  gemüB  (240)  die  Werte 

^ «n  «  008  «((«„)- («„,)), 

M  -  —  KIP*  mnßeoBß  ((xp„  1  -  (xi ) ,  (306) 

JV  =  —  iCi/o'  sin  y  cos  y  {{x^)  —  (Xn)); 

dabei  beetinmien  die  Winkel  ß,  y  die  resp.  Lage  der  XF-,  der 
YZ-,  der  -Z'X- Ebene  gegen  die  XIP-,  YE\  ZiP-Ebene.  FOr  die 
Deutung  dieser  Resultate  kommt  das  S.  427  Gesagte  zur  Anwenduni?. 
Ins^pRondere  bestimmen  sieh  die  Frequenzen  Vj,  Vf,  der  Dreh- 
seli  viijguugen  der  Kugel  um  die  X-,  Y',  ir-Achse  in  der  428  er- 
örterten Weise. 

Beobachtungen  der  Schwiuguugsfreqnenzen  in  den  bezeichneten 
Fülleu  gestatten  hiernach  die  Ableitung  der  Zahl  werte 

(C»ii)  —  (C«in)  —  Mt   ((«1)  —  i»u))' 

Die  Tranelationskiifte  //,  Z  Terechwinden  im  wirklich  homo- 
genen Feldo;  doch  lassen  sich  die  obigen  Betrachtnngen  auf  den  Fall 
einer  sehr  Üeinen  Kugel  in  einem  hinreiehend  allmählich  variierenden 
Felde  anwenden.  Sie  liefern  hier,  wenn  man  ein  skalares  Feld  dadurch 
herrorgebracht  denkt,  daß  jedem  Baumpunkt  a,  5,  e  deijenige  Zabl- 
wert  beigelegt  wird,  den  <P  annimmt,  wenn  man  bei  immer  sich  selbst 
parallel  gehaltenen  magnetischen  Achsen  das  Zentrum  der  Kugel  in 
den  bezüglichen  Punkt  a,  b,  c  bringt,  nach  (242) 
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folgt  tpeuflU  in  d0D  dra  FIUm,  daS  die  Inflera  Fdd* 
atibrke  S*  snkzessire  in  der  X-,  Y-^  Z- (Haupt-)  AchBe  Ikg^  und  die 
iranalAtoiucbe  Kraft  F  pviU«!  euimr  beUebigm  Riahfeniig  9  bewlimmi 
werden  aoU,  naoh  (244) 

j;-._JS:(xJ^-^-',      n  =  I,II,IIL  (308) 

Bei  bekauutem  räumlichen  Gesetz  der  influenziereudeu  äußern  Feld- 
ftUe  B*  fuhrt  hieniaoh  eine  BttolMehtnng  dar  truilaloxucheii  Krifte 
in  d«a  besaidweten  drei  Fillen  nur  alieoliiten  Beetimmimg  der  Parfr- 
meter  (xj,  am  denen  dann  die  Uagaefcunenmgaialilen  folgen  gemift 
dem  Sehema 

«.  i*;--;       ii-I,II,IIL  (309) 

Es  mag  herrorgeboben  werden,  daß  bei  gleiebem  Snßem  Feld 
die  Wirkung  auf  die  kleine  Kugel  um  so  starker  ist,  je  grSfier  das 
in  die  Feldrichtong  fallende  (xj  iat  Wenn  also  dieselbe  Kugel  suk- 
sessive  mit  ihren  verschiedenen  magnetischen  Hauptachsen  in  die 
Feldrichtung  gebracht  wird,  so  ist  die  auf  sie  in  der  Feldrichtung 
ausgeübte  Kraft  um  so  LTröß^T,  größer  das  in  Wirkung  tretende 
(x,,)  ist.  Paramagnetischc  Kristaile,  für  wiche  (x^)  >  0,  erfahren  die 
Kraft  im  Sinne  wachsender,  diaiu^netische,  für  welche  (xj  <  0,  im 
Sinne  abnehmender  Feldstärke.  Erstere  werden  daher  von  einem 
emzelneii  Magnetpol  atigezogen,  letztere  abgestoÜen. 

§  240,  Die  aweite  Form  dea  TnflnenaproMema,  Aneh  die  Be> 
traebtongen  der  §  223  u.  f.  ttber  eine  sweite  Metbode  der  Bebandlnng 
der  Inilnens  geatatteo  nnmittelbar  die  Übertragung  -nm  dem  elek- 
triaeben  auf  das  magnetiattbe  Problem. 

Die  Resultante  ans  magnetischer  Feldatarke  M  und  dem  4x- 

&chen  magnetischen  Moment  M,  die  sogenannte  magnetische  In- 
duktion oder  Polarisation  Bf  läßt  sich  als  eine  Strömung  be- 
trachten, die  ihre  Quellen  nur  in  den  wahren  magnetischen  Ladungen 
h:it.  Als  solche  wahre  Ladnnpen  kann  man  für  unsere  Zwecke  die 
Magnetiümen  in  perniaTienteu  Magneten  betrachten. 

Bezeichnet  mnn  deren  Raum-  und  1 'lachend iehten  (da  auf  ihnen 
diH'kt  die  äuiJere  Feldßtärke  JP  beruht)  durch  und  0^,  danu  sind 
die  Grundgleichungen  der  Magnetoindnktion 

(^J.+  (i^J*-W. 
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Die  erste  Formel  bezieht  sich  auf  dt^  Innere  jedee  stetigen  Kdr» 
pere  des  Systems,  die  zweite  auf  die  Grenzfläche  o^^  zwischen  einem 

Korper  n  und  einem  h.  Die  und  sind  dabei  in  der  S.  203  ge- 
zeigten Weise  aus  deii  Momenten  des  etwa  influenzierenflen  per- 
manenten Magneten  abzuieit«  n.  Geschlossene  lineare  elMktn>che  Ströme 
lassen  sich  durch  magnetische  Lamellen  ersetzen,  wobei  diesen  letzteren 
die  wahren  LadunjB^en  beizulejfcn  sind. 

Für  die  Kumpuiienten  der  luagnetischon  Induktion  ß  foltjt  aus 
ihrer  oben  gegebenen  Definition  im  Zusammenhang  mit  den  Ansätzen 
(292)  für  die  magnetischen  Momente 

B^^li,,H,  +  ii,,H,-\-  ii,,H,,  (311) 


wobei 


Die  Parameter  werden  nach  W.  Tlumaon  als  die  Eonstanten 
der  magueiisehen  Pemeftbilifcftt  beseidmet,  um  den  Parklleiüsmns 
saradenten,  der  swisehen  den  Eomponaiiten  der  Indiiktion  mid  den 
Komponeoiea  einer  SMmmig  bestehi  Sie  können  statt  der  Magneti* 
flieningsniilen  %  znr  Chankterisierang  der  megnetiBohen 
des  ErisieDs  benntrt  werden;  Ar  letstere  gilt  aftmlKsh 


«-i^.  »M-^-  (813) 

Da  li'kk'^l'^khJ     bestimmen  auch  die  Permeabilitäten  ein Tensortripel  [/tj, 

dessen  Konstituenten  der  Lage  nach  mit  denjenigen  des  Tripels  der 
Magnetisieruiin^sznhk'n  \'a\  zusammenfallen,  während  die  Größen  der 
beiderseitigen  Konstituenten  /t^j,  ft^Q  und  x^,  Xq,  Xm  zusammen- 
hängen dnrch  die  Formel 

|i,-l+4««.,  fDi  »-1,11,111  (SU) 

Bezüglich  der  gegenseitigen  geometrischen  Beziehung  von  In- 
duktion B  und  Feldstärke  II  gibt  die  S.  437  erwähnte  Konstruktion 
mit  Hille  der  Teusorfläche  [/i]  von  der  Gleichung 

Anschluß. 

Die  Permeabilitäten  /t,  sind  wegen  der  Kleinheit  der  x„  auch  bei 
diamagnetischen  Körpern  erfahmngagemiiß  jederzeit  positiv;  es  genügt 
also  in  dieser  letzten  Gleichong  rechts  das  positive  Vorzeichen.. 
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Die  Spezialineniiig  der  Parameter  fi^^  auf  die  verschiedenea 
KrietaUgnippcn  geschieht  nach  dem  Schema  auf  S.  473»  in  welchem 

nur  die  x  durch  die  pt  zu  ersetzen  sind.  — 

Zn  den  Bedingimcron  (BIO')  fflr  die  magiietisclie  Induktion  in 
einer  Zwischengrenze  tritt  noch  eine  weitere,  die  mvh  auf  die  magne- 
tische Potentialfunktion  bezieht  und  deren  stetiges  V  erhalten  in  der 
Grenztiäche  fordert.  Aus  ihr  ergiht  sich  die  Stetijjkeit  der  zu  dem 
Grenzeiement  purullelen  Ivomponenten  der  magiietischeu  Feldstarkey 
und  diese  letztere  Bedingung  blmbt  beetehen,  wenn  es  rieh  um  aolehe 
Zaetftnde  handelt^  bei  denen  die  Feldattrke  S  kein  Potential  besitzt. 

Liegen  alle  wahren  Magnetismen  im  Endlichen^  so  lißt  sich  mit 
HiUe  bekannter  Methoden  die  Eindeutigkeit  des  durch  die  erörterten 
Bedingungen  definierten  Problems  der  maguetisehen  Influens  erweisen. 

Die  aweito  Methode  der  Behandlung  der  magnetische  Iniluenz- 
probleme  mit  Hilfe  der  magnetischen  Induktion  kann  als  ein  exakter 
Ausdruck  fttr  die  in  §  236  geschilderte  Auffassung  Faradays  gelten. 
Die  Induktion  steht  an  Stelle  des  dort  benutzten  Kraftflusses,  die 
Permeabilität  an  St^jlie  der  Leitfiiliigkeit.  An  ily tisch  ist  das  neue 
Problem  ^demjenigen  der  Wärme-  oder  Elektnzitiitsleituug  bei  An- 
wesenheit gewisser  Quellensjsteme  konform.  Speziell  erscheint  das 
Ph>blem  der  Influenz  eines  Edrpers  in  ein^  homogenen  Felde  als 
Analogen  zu  demjenigen  der  genannten  StrSmnng  in  einem  unend- 
lichen homf^nen  imtropen  Medium,  in  das  ein  Körper  yon  anderer 
aeolotroper  Leitfähigkeit  eingebettet  ist;  dabei  wläuft  die  Stromoi^ 
im  Unendlichen  in  parallelen  Geraden  mit  konstanter  Stärke.  Gegen- 
tiber dem  analogen  Problem  der  elektrischen  Influenz  besteht  nur  der 
nicht  wesentlich»'  Unterschied,  daß  es  in  unserm  Oohiet,  verglichen 
mit  dem  leeren  Uüum,  Medien  sowohl  grcißerer,  als  kleinerer  Leit- 
fähigkeit resp.  Pr'rTnea))ilit;it  gibt  (reprä'^eTiticrt  durch  die  para-  und 
<liamagnetischen  KörjxM).  dafür  aber  Körper  mit  unendlicher  Leit- 
fiiiiigkeit,  die  den  Klektriziluisleitem  (statisch)  entsprechen,  fehlen. 

Der  erste  Unterschied  kommt  um  so  weniger  als  maßgebend  in 
Betracht^  als  es  ja  nach  §  226  möglieh  ist,  die  dielektrische  Erregung 
innerhalb  einer  dielektrischen  Flflssigkeit  Torznnehmen.  Körper  mit 
kleineren  dielektrischen  Permeabilititen  Terhalten  sich  dann  in  der 
Mflssi^eit  wie  diamagnetische  Körper  im  leeren  Raum 

§  241.  Ein  Kristall  innerhalb  einer  magnetisierbaren  Flüssigkeit. 

Was  die  magnetische  Inflnenzierung  eines  Kristalls  innerhalb  einer 
niagnetisierharen  Flüssigkeit  von  der  Permeabilität  tt ,  angeht,  so 
lassen  sich  hierauf  die  Betrachtungen  des  §  226  üher  das  analuge 
elektrische  Problem  übertragen.  Die  Gleichungen  des  Problems  be- 
Jialten  dieselbe  Form,  wie  im  leereu  Uaum,  nur  tritt 
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^-fc',     ^-^  (81«) 

•n  die  Stelle  von  fi^  und  p®. 

Die  Aasdrücke  (298)  für  die  magnetiscbea  Momente  der  Inflnen- 
sierung  einer  Kugel  innerhalb  de»  leeren  Ranmefl,  die  bei  SinfBliniiig 
der  Permeabilitäten  lauten 

eilialtan  demgemiB  bei  Tnflwemaemiig  umerbalb  der  flfteigkeit  die 
Werte 

irobei  die  ()t{)  nme  Bezeiehunng^  und. 

FOr  da«  Potenüal,  welchee  die  Engel  umerbalb  der  Eltoigkeit 
■eitaDB  dieeea  Feldes  erfSbrt,  ergibt  sieh  gemU  (263) 

«  -  -  KaJix^iH^'  +  i^)H,''  +  i^J^')-  (318) 

Dieser  Aoedmek  ist  mit  dem  ittr  die  Influenz  in  Luft  geltenden  (304) 
identisch  bis  auf  den  Faktor  /i^  und  die  Vertansohang  tob  (»J  mit 
(»i),  d.  h.  TOTi  fi^  mit  fij^aj^^. 

Setzt  man  für  und  die  Werte  in  den  und  ein,  welohe 
nach  (313)  lauten 

eo  erbitt  man  canielut 

In  den  Fällen  aehr  kleiner  Magnetisierungszahlen  ond  iat  dies 
yraktiMh  ideniiaoii  mit 

da  zugleich  in  derselben  Annäherung  =■  1  ist,  so  kann  man  sagen, 
daß  bei  der  Influenz^ierung  einer  schwach  magnetisc'hen  Kugel  inner- 
halb einer  ebensolchen  Fliiääigkeit  das  Potential,  welchem  die  Kugel 
seitens  des  Feldes  erfährt,  gegeben  wird  durch 

«  ^(Öfi-«Ji^"  +  <%-»J^«»  +  («ni-«-)^*").  (319) 

Dieae  AauähtTung  kommt;  wie  die  Yergleichunpr  des  zu  Formel 
(2i)7)  Gesagten  ergibt,  auf  die  Vernachlässigung  der  SelbstiuHueuz 
heraus}  hieraus  folgt  auch,  daß  bei  Erfüllung  der  Voraussetzung 
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Ueinar  Parameter  .fi^  resp.  ft^  die  Formel  (319)  für  1fr  auf  be- 
iiebig  gestaltete  Präparate  an  Stelle  der  Kugel  angewandt 
werden  kann,  wenn  mau  nur  an  Stelle  des  Volnmens  iL  der 
Kugel  dasjenige  des  bezüglichen  Präparats  einsetzt 

Es  ergibt  sich  somit  ans  (SOö)  liir  die  Drelmngsmomente  um 
die  Liauptach^en,  die  der  innerhalb  der  Flüssigkeit  betindiiche  Knstaü 
im  homogen«!  Felde  erfährt,  in  Parallele  zu  (306  ) 

y/  =  —  K fP^  sin  «  C08  a  (xjj  —  ^hn)t 

M  KM^*mtßeoBß(nBi''*d,  (S20) 

^  -  -         du  y  oof  y  («i  -  jtn), 

wobei  die  Bedentnng  der  Buchstaben  nach  S.  427  zn  ersehen  ist. 
Diese  l  ormeln  ssind  frei  von  x^;  die  DrehungBmoinente  sind  so- 
nach merklich  dieselben,  wenn  der  Kristall  sich  iu  einer 
rnftgnetisierbar^ii  Flüiiigkeit,  «U  wenn  er  eioli  im  leeren 
Banrae  befindel 

Ferner  folgt  ans  (305)  für  die  ttandatozieoSifln  Eiifbe  in  einer 
beliebigen  Biehtong  die  der  eebr  Uein  angenommene  Kristall  inner- 
balb  dnee  ftrtüch  Tariierenden  Feldes  erfahrt,  falls  die  Achse  der 
MagnetisienmgBcahl  in  die  Riobtang  der  Kraftlinien  fUli^  in 
FaraUele  m  (808) 

F.  jr(«.-«J?^\  1,11,111  (831) 

Die  translatorischen  Krafte  sind  biemaob  von  der  Magnetisierbarkeit 

des  den  Kristall  umgebenden  Mediums  abhängig,  also  innerhalb  einer 
magnetisierbaren  Flüssigkeit  andere,  als  innerhalb  di^s  leeren  Raumes. 
Die  Abhängigkeit  ist  derart,  daß  bei  hinreichend  großer 
Magnetisierbarkeit  der  umgebenden  Flüssigkeit  die  trans- 
latorische Krutt  gegenüber  der  im  leeren  Kaume  wirkenden 
umgekehrt  werden  kann. 

§  242.  Snezgle  nnd  .Arbeit.  Wie  in  dem  Falle  der  dielektrischen 
Influenz  kann  man  anob  bier  die  Resultate,  welche  fQr  die  auf  einen 
Kristall  ausgeübten  Momente  und  TranelationekrSfte  erhalten  sind,  mit 

allgemeineren  Sätzen  in  Beziehung  bringen,  indem  man  ausgeht  von 
dem  Ausihuck  für  di*'  nu»gnetis(;lie  Energie  eines  Systems  TOn  wahren 
Magnetismen  und  magnetisierbaren  Körperu. 

Die  Übertragung  der  Betrachtungen  des  §  227  auf  das  magnetische 
Gebiet-^rgibt  als  den  zu  {2i}ij)  parallelen  Ausdruck  für  diese  magne- 
tische Energie 
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Dw  IniogiBl  iai  fib«r  den  gamen  Baum  zu  «rstraekeiii;  der  Faktor  roa 
dh  stellt  dis  magaBtifleliA  Eneigie  der  Voliiiiieii«iiilieii  an  d«r  Btella 
Ton  dJi;  dar. 

Betrachtei  man  nun  ein  durch  wahre  (unTeränderliche)  Magna- 
tiaman  herrorgehraahtea  Feld  «rat  fibr  aich,  wo  aeine  £nergie  durch 

gagoben  aam  mag^  und  daim  aadi  Silibiuigaitg  daa  SjiataUa,  ao  kann 
die  DifßBrana  dar  QaMmtanergieiL  in  den  heiddh  ZnatBnden 

r  -     -  ~         ^  +  •  •)  -  W -Bli'  +  •)] *  (»2») 

aar  Bereafamuig  dar  Arbeit  ä'Ä  dienen,  welche  eine  Xraoalatioa  er- 
fordert gamSft  der  FormeL 

(i(r-r»)-(rui,  (824) 

Der  AnadnuA  ftr  T—  Mit  aieh  dann,  wie  in  §  2S8  ana- 
fthrlieh  geaeigt  ist^  in  ein  Integral  über  den  Eriatall  allein  Terwandeln, 
wdehea  dnreh  Übertiagong  der  Formel  (276)  gewonnen  wird  an 

hierbei  sind  bereita  die  Hanptachaen  der  magnetiaehen  Inflnent  ala 
dngefthrt  ToranuBgeaatat 

Dieser  Ausdruck  gestattet  analoge  Verwendungen,  wie  der  parallel- 
gehende für  die  Differena  n  —  der  elektriachen  Energien  in  §  228. 
Insbesondere  kann  man  durch  die  Beziehm^jen  (314)  die  Magneti- 
aierangszahlen     einfuhren  und  achreiben 

r-^— (326) 

oder  bei  Binfthrnng  der  magnetiaehen  Momsnte  Jlf/  rehdiT  aar  ma- 
gnetiaierbarai  Umgebnng  andi 

r  -   ij  WM^'  +  B^^M,'  4-  IV M^')  dk.  (S87) 

Hieraas  läBt  sich  dann  gemäß  S.  448  ein  Ausdmok  ftlr  die  Li- 
flnenaienmgsarbett  an  einem  Volnmenelemeat  k  ableiten 
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der  /II  der  Ansgangsfonnel  der  theor«ii«shea  Betraohtnngen  ia  §  2d7 

zurückleitet. 

Audcrersoits  lassen  sich  die  frühereE  Ausdrucke  für  die  Drelmnga- 
momente  udJ  TninslationBkräfte,  welche  ein  magnetisierbarer  Kristall 
im  Felde  eiiiihrt,  xurückgewimien.  Wir  wollen  dies  letztere  nur  für 
clen  tnu  besonden  mtereMiareDdeu  Fall  kleiner  Magnetisierbarkeit  vei^ 
folgen,  wo  du  Feld  H  im  Innern  das  KiiiiBlb  Ton  dem  gegebeoMi 
magnetiaierenden  Feld  JBP  nicht  merklich  abweidii  Hier  nimmt  (326) 
die  Gestali  an 

T-T^  i [(xi  -  O/ +•••);  (328) 

die  Integrale  bedeuten  dnbel  die  K^htAnai  Mittelwerte  der  Eom- 
ponentenqnadrate  ff**  innerhalb  des  Tom  Kristall  emgenommenen. 
Baomes  K    Bezeiohnen  wir  dieeelben  mit  H^'  und  kllnen  anch 
in  ib.  ab^  Bo  gibt  (328) 

r  -  r»  -  -  ^Eiw  +  ^iH,'  +  ^H,«).  (m) 

Dieser  Ausdruck  ist  dann  in  die  ans  rH*21*  folgenden  Formeln  für 
die  Kompuneuten  der  Tranalationskiäfte  und  der  Drehungsmomente 
einzusetzen,  und  zu  bilden 

^__*J^--n,...  (330) 

Sohreibt  man  knn 

 ^KSl,  (33lj 

so  gibt  dies  auch 

+  +  (332) 

§  24. i.  Qualitative  Beobaclitungen  ubor  orientierte  Binsteliung 
im  Magnetfelde.  Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  abgeleiteten 
Fonneln  enÜialten  die  Erklirung  aller  Torliegenden  qnalit»tiTen  Be- 
obaohtongen  Uber  Magnetiaierang  von  Kristallen  und  die  Theorie  aller 
qnantitaitiTen  Bestimmungen  darlibery  bm  AnasdünB  der  ferromagne- 
tischen  Erregungen. 

Im  nachstehenden  woUeai  wir  zunächst  auf  die  qualitatiren  Be- 
obaditungsresultate  eingeben,  soweit  sie  zur  Illustration  der  Aussagen 
der  Theorie  geeignet  scheinen.  Wir  ziehen  zu  ihrer  Erklärung  die  an- 
genäherten Formeln  vom  Ende  des  vorigen  Paragraphen  lieran,  welche 
die  Selbstintiuenz  vernachlässigen;  strenge  Formeln  sind  für  diese  Be- 
obachtungen, die  meist  beliehitre  Formen  der  Präparate,  z.  B.  ganze 
Kristalle  benntzen,  nicht  zu  erhalten,  und  bei  der  meist  geringen  Magne- 
tisierbarkeit der  untersttchten  Körper  im  allgememen  auch  entbehrlich. 
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Die  Gleichgewichtslage  de^<  Kristalls  ist  durch  die  Br  linfrmi«,»- 
d'A^O  gegeben,  d.  h.  durch  ^(7-7"^)  — 0,  und  es  ist  bekarmt,  daß 
das  stabile  (Tieichgewicht  in  derjenigen  Position  stattfindet,  welche 
T  —  T°  zu  einem  Minimum,  also  die  Funktion 

Ä  -    H^«  +  &n  H,*  +  Ära  H.«  (333) 

sn  einem  Maxim  um  macht. 

Bei  der  Diskussion  dieser  Bedingung  ist  an  berflcksichtigeiiy  daft 
di«  Gleichung  (333)  die  Hanptaehsen  der  magnetisoheii  Influenz  TOr- 

auBsetzt,  und  daß  die  Komponenten  Hj, . .  .  narh  diesen  Richtungen 
zu  nehmen  sind.  Die  Resultante  H  ans  den  H,  kann  kurz  als  das 
mittlere  Feld  bezeichnet  werden:  in  Wahrheit  strllcn  die  H.  nach 
S.  i  die  Quadratwurzeln  aus  den  Mittelwerten  der  Quadrate  der 
Feldkomponenten  ii^^  im  Bereich  des  Kristalls  dar;  H  ist  also  ziemlich 
kompliziert  definiert. 

Beseiehnet  man  dießiobtongAoBiniit  Ton  H  gegen  diemagnetisehoL 
Haaptaflhaen  durch  a,  ß,  y,  90  nimmt  A  die  Form  an 

Sl  -  H«(^«'  +  knß'  +  ihuf).  (334) 

Ist  dnreli  die  Umetande  H'  uuTei^derlicli  TorgeediriebeD,  so  kann  der 

Maximalwert  TOD  A  nnr  durch  «,  ß,y,  d.  h.  durch  die  Orientierung 
des  Kristalls  gegen  d&a  mittlere  Feld  «ereicht  werden. 

Dieser  Fall  findet  z.  B.  statt,  wenn  der  Kristall  in  einem  ho- 
mogenen Felde  um  einen  Punkt  frei  drehbar  beff'sticrt  ist;  kier 
wird  er  daher  diejenige  Orientierung  einnehmen,  wo  das  Feld  H 
mit  der  Richtung  des  größten  zusammenfHlH;  bei  paramagnetiechen 
ist  dies  die  Richtung  absolut  stärkster,  bei  diamaguetischeu  die- 
jenige absolut  schwächster  Erregbarkeit 

Dersdbe  FaSL  findet  auoh  weiter  siatt^  wenn  swar  djsr  drehbar 
aufgehängte  Kristall  sieh  in  einem  inhomogenen  Feld  befindet^  dabei 
aber  Kugelgestalt  besitzt^  und  die  Drehaehse  durch  das  Kngelientnim 
geht;  aueh  hier  ändert  sich  M  bei  einer  Drehung  des  Kristalls  nicht, 
da  der  TOm  Kristall  bedeckte  Raum  immer  derselbe  bleibt  Die  Ein- 
stellung geschieht  demgemäß  auch  hier  so,  daß  die  Richtung  des 
mittleren  Feldes  H  mit  dfrjr^^n'i^Pn  des  größten  zusammenfällt. 

Hat  der  im  inhomogeuen  Fe)  1  befindliche  Kristall  nicht  Kugel- 
gestalt, so  ändert  sich  bei  einer  Dreiiuug  um  seinen  Schwerpunkt  im 
allgemeinen  H;  die  Einstellung  kann  daher  hier  auch  durch  die  Form 
des  Kristalls  bedingt  werden.  Ist  beispielsweise  die  Achse  von  kj^ 
Drehungsachse,  und  hat  der  Kristall  zjlindrisohe  Form,  mit  der  Zylinder- 
achse  parallel  k^,  dann  kann,  je  nach  dem  Verhältnis  Ton  Länge  zu 
Dicke  an  dem  Zj^nder  und  je  nach  der  Art  der  Inhomogenität  dea 
Feldes,  die  Zylimkrachse  sich  rersehieden  gegen  das  Feld  einstellen. 
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Wir  wollen  annehmen,  die  mittlere  Feldstärke  H  ü^e  normal 
ZOT  Drehungsachae  und  habe  fOr  den  Yom  Zylinder  eingenommenen 
Baum  ein  Maximum  Hu  weim  die  ZylindeiMbae  üf[  in  die  Bicbtiiiig 
von  H  fiUlIv  ein  tfinimmn  Hq,  wenn  sie  d»a  normal  etehi  Diee  würde 
s.  B.  dann  der  Fall  sein,  wenn  es  aieh  um  eine  Position  dee 
Zylinders  in  der  Kitte  swiaeben  zwei  zngeepitsten  Magnesien  handelte 
(a.  Fig.  140).  Hier  ist  fBr  die  axiale  Position  aa  dee  ZjUndeti  H'  großer, 
ala  fOr  die  transversale  ßß,  wo  Teile  des  Zylinders  atißerbalh  des 
Bereiches  grOBter  Feldatirken  liegen.  Sehieiben  wir  filr  dieae  beiden 
Positionen: 

so  ist  die  stabile  Gleichf^ewichtslage  diejenige,  bei  welcher  ^',.H^'  das 
größere  iatj  dien  kann  aber  hei  Hj[i<H^  je  nach  dem  Verhältnis 
▼on  itg  ond  hj  aowohl  die  axiale,  als  die  tranareraale  seiu.  Erstere 
erfi>rdeit  kjk,,  >  H»i/h;,  letzten  ^//^j  <  H\JH\. 

^^ire  der  Zylinder  isotrop  paramagnetiaoh  {k^  >  0),  so  würde 
er  sich  biemadL  unter  aUen  IJmatibiden  axial,  wize  er  isotrop  dis- 

magiietisch,  hing^en  transvenal  ein- 
stellen; der  kristalliniaebe  Zylinder 
kann  rieh,  obwohl  paramagnetiaolv  unter 

gegel^eueu  Umständen  transversal,  ebenso, 
obwohl  diamagnetiscb ;  axial  einstellen. 

Dabei  mag  noch  erwähnt  werden,  daß 
sogar  derselbe  kristalliuischo  Zylinder 
sich  in  verschiedenen  Teilen  desselben 
Feldes  vHrschiedeii  verhalten  kann.  F^t 
z.  B.  aui  tiucm  injuaiüiialen  Durchmesser 
dd  die  Feldstarke  von  der  Mitte  nach  den  Seiten  so  weseutlich  ab,  daß 
^HJj  <  Ä^iHj  ist,  obwohl  ki,  so  stellt  sich  dort  der  Zylinder  in 

der  Mitte  dea  Feldes  axial  ein.  Entfernt  man  den  Zylinder  innerhalb 
der  Aqnatorialebene  naidi  oben  oder  nach  der  Seite  ana  dem 
Bereicb  des  Feldes,  so  nimmt  die  Yerschiedenheit  Ton  Hi  und  Hq  im 
eUgemeinen  ab,  und  es  kann  i^jh^>ft^Hx  wenleo,  was  die  transrenMle 
Einstellung  yeiiangt  Tjfndaü  bat  derartige  Yoi^^bige  experimentall 
Terfolgt.  — 

Wir  haben  bisher  nnr  den  Fall  einer  Feldsttrlm  H  Terfolgt,  die 
normal  zur  BrehongsachBe  steht;  es  können  aber  im  inhomogenen 

Felde  anch  Drebungsmomente  entstehen  infolge  Ton  Feldstftrken,  die 
der  Drehungsaohae  parallel  liegen.  Hier  nimmt  der  Ansdniek 
(dßS)  die  Fom 
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an;  dieselbe  ergibt  stets  einen  mit  der  Orieiitierunir  des  Kristalls  um  die 
Dreliiiugriachse  wecliselndeu  Wert,  wenn  dus  J  eld  und  der  Kristall  beide 
nicht  rotatoriBche  Symmetrie  um  die  Drehungduchse  becdteen.  Es  wiid 
neh  demgemSB  s.  B.  dar  oben  befcraohteto  ErisiaUijliiider,  wenn  er  in 
der  LqotAoiehaaB  dee  Feldee  mn  eine  FteaUele  üü  nt  denen  A.e]iae 
(e.  Fig.  140}  drehbar  befestigt  ist,  io  eiiitte]le%  daA  A  aeineB  gi9ßten 
Wert  annimmi. 

Die  yorBtebendeii  Überlegimgeii  sind,  wie  der  Vollständigkeit 
balber  wiederholt  werden  mag,  ganz  unabhängig  davon,  ob  der  drahbar  * 
befestigte  Kristall  sich  im  leeren  Raum  (resp.  in  Luft)  oder  in  einer 
magnotisierbaren  Flü'«!sisxkeit  befindet;  denn  die  Wirkung  des  um- 
gebenden Metliums  kommt  nur  in  dem  sabtraktiv  mit  allen  Magneti- 
sierungszahlen verbundenen  Parameter  zur  Geltung  (k^^  =  —  x^), 
'welcher  die  Größent'olge  der  Konstanten  Aj,  A-jj,  A^i  nicht  beeiniiußt. 
Die  Einstellung  drehbar  befestigter  Kristailpräparate  vollzieht  sich 
also  ganz  miftbbängig  von  dem  rnngebenden  Medium;  aneh  find  die 
Drehungimomente,  welehe  den  abgeleokten  Exigtall  in  aeine  Rnbelage 
mUekfthien,  Ton  dem  umgebenden  Mediun  nnabbliigig.  Beariigli^ 
Beobachtungen  sind  Ton  Fturaäaiff  angeatellt  worden. 

Die  Beobachtung  der  orientierten  Einatellung  im  homogenen 
Magnetfeld  innerhalb  des  leeren  oder  des  LuftraTunee  gibt  bei  Kristallen^ 
deren  Symmetrie  die  Lagen  der  magnetischen  Hauptachsen  unmittelbar 
erkennen  lassen,  das  bequemste  Mittel,  die  Aufeinanderfolge  der  den 
Achsen  entsy)recli enden  Ifauptparameter  Xj,  Xjj,  Xijj  ihrer  Groß*  nach 
zu  beBtiuuiK  11.  Ist  der  Kristall  um  eine  der  Hauptachsen  drehbar  be- 
festigt, so  stellt  sich  die  Achse  mit  dem  größten  dazu  normalen  Tensor 
in  die  Kraftlinie.  Bei  monoklinen  Kristallen  Lat  man  zunächst 
<brr6h  Beobachtung  der  Einstellung  bei  Drehbaiinit  mn  die  anege- 
seiehnete  ^Aehae  die  Lage  der  dun  normalen  magnetiBdien  Aoihaen 
aufzuauchen,  ehe  man  dieselben  dann  selbst  als  Drehachsen  benutsen 
kann. 

Auf  diese  Weise  haben  Tlüek&Tt  Fantday,  Tyndall,  Graüich  und 
van  Latig^)  fQr  zahlreiche  EristaUe  die  magnetischen  Achsen  charak- 
terisiert; eine  Mitteilung  der  bezüglichen  Reaultate  liegt  aber  außerhalb 

der  Ziele  dieser  Darstellung.  Ebenso  kann  auf  die  Beobachtungen 
MeslitiS')  über  magnetirsrlu^n  Pleochroismus  von  Flüssigkeiten  mit  Sus- 
pensionen und  deren  Deutung  dur^  b  dio  Annahme  einer  Orientierung 
4er  suspendierten  Teilchen  im  Magnetfeld  nur  hingewiesen  werden. 

Bei  den  vorstehenden  Überlegungen  ist  die  Wirkung  der  Selbst- 
influenz des  beobachteten  Kristallpräparates  ausdrücklich  außer  Betracht 

1  r^railieh  und  T  .  v.  Lemg,  Wien.  fi«r.  Bd.  tS,  U*,  p.  4S,  1868;  V,  9.  Lmtg, 
Bd,  IW,  U«,  p.  W7,  18Ö9. 

S)  0.  JMmi  laabMKa  Aibeitra  ia  te  G.  E.  ven  1908  ab. 
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gelassen;  mdessen  gibt  es  doch  Bius7Tilärf'  Fälle,  wo  dieselbe  Gestirn  tu  end 
in  Aktion  tritt.  Dies  findet  besondeitj  l»oi  KriBtailen  statt,  dt  reu  Haupt- 
mugiietisierungszahlen  x^,  x^j,  x^j  sich  nur  sehr  wenig  voneinander 
unterscheiden  —  ein  Fall,  der  ziemlich  häufig  voikommt.  Hier  k&txu. 
dann  dia  Rmutelliing  im  homogenen  Felde  gelegentlich  entscheidend 
gerade  dnieh  die  SdliatiiiftiMnsy  d.  h.  dwreh  die  Gesialt  des  Kristall- 
prftparatee  beatimmt  werden. 

Anafcuift  hierfiber  gibt  der  Anadrnek  (fM) 

T-T^  i[(x,-xj/jy,if,»clA+-..], 

in  dam  jetak  die  £^  infolge  der  Selbstinfluens  aieh  Ton  den  JEl^*  imter- 
aoheidaiL  Dabei  mag  wieder  »»  —  »a^K  gonotet  werden. 

Betoaehten  wir  etwa  ala  BdapieL  wieder  ein  tylindriachea  Eriatall- 
sttboben  mit  der  Ach^e  parallel  gelegen  und  um  die  Acihae  im 
bomogenen  Feld  drehbar.   Fflr  die  axiale  Poeition  ist  dann 

für  die  iranBYersale 

T  -     -  -  i  knM^  j%  dk 

maßgebend.  In  eisterer  iai  merUidi  f^ich  H%  in  der  letaieren 
ist  bei  paramagneiiaehem  Verhalten  H^<iH^,  bei  diamagnetiachttpa 
>  iSr*.  Hier  kann  dann  die  Venehiedenheit  der  beiden  Integralwerte 
die  Venehiedenheit  der  Faktoren  \  überwiegen,  also  die  Einatellvng 
nicht  dnveh  die  magnetiachen  Parameter,  aondem  dnrdh  die  Geatalt 
dee  Präparates  bestimmt  werden. 

Indeaien  ist  bei  ähnlichen  Dimensionen  des  Präparates  nach  den 
Richtungen  von  k^  und  A^j  und  bei  sehr  sehwacher  Magnetisierbarkeit 
diese  Wirknng  ala  Störung  der  Beobachtungen  wenig  zu  fürchten. 

§  244.  Qualitative  Beobaohtungen  über  Tranalationswirkungeu 
Im  Hagnetfttd.  Aach  für  einen  tnmfiktoriaeh  beweg^e]lett  Eriatall 
ist  die  afeabile  Buhelage  dnreh  die  Bedingung  beetimmt>  dafi  dieaelbe 
H  an  einem  Itfaiimnm  machen  muß.  Die  tranalatoriachen  £Al%e 
parallel  den  Haapkachaen  aind  dabei,  wenn 

nl^^n,    5  II  Am 

gerechnet  wird,  durch  die  Formeln  (382)  bestimmt  Wird  speziell  das 
mittlere  Äußere  Feld  sukzessive  jinrallel  diesen  drei  Richtungen  zur 
Wirkung  gebracht  und  dann  mit  Hi,  Hjj,  Hjyj  bezeichnet,  so  ergibt 
aioh  für  die  bezüglichen  translatorischen  Komponenten 
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Diese  Forrripln  erklären  flns  von  Faraday  experimentoll  erhaltene 
Resnltat,  daß  innerhalb  des  leeren  oder  Luftraumes  {k^  =  xj  Kristalle 
parallel  ihren  magnetischen  Hauptachsen  Kraft«  in  der  Richtung 
wachsende;!  Feldstärke  erfahren,  wenn  sie  paramagnetisch  sind,  in  der 
Bichtmig  abnehmender,  wenn  diamagnddidiiy  und  daß  diese  Kräfte  bei 
paramagnetiteheai  ErutaUen  am  sttrlotan  aind  in  den  Bidiitungen,  die 
sieh  im  bomugenen  Feld  «ziel  einafeelkiiy  btt  diamagnetiaGlieii  in  den 
Biehtungen,  die  aicfa  tnaarsisal  orientiereD. 

Übrigen!  Band  die  Fotmeb  (335)  keineewega  ao  SU  ▼iMttehen,  ala 
ob  ein  inihomogenes  Feld  auf  einen  Erietall  nnr  EiSfte  in  der  Biöh- 
hmg  aeioer  mitUeien  Feldattrken  H  ansflbte.  Denkt  man  eine  Drehnng 
des  Kristalles  Terbinderty  ao  kann  man  jeder  Poaition  a,  5,  e  aeinaa 
Sehwerpunktes  einoo  (und  nur  einen)  Wert  von  H*  \md  somit  von 
Sl  zuordnen.  Man  erhalt  hierdurch  fttr  H*  nnd  ü&r  Sl  ein  Feld,  und 
die  Formeln  (332),  in  die  Qeetolt 

gebracht,  zeigen,  daß  die  translatorische  Kraft  hier  in  den  Gradienten 

des  Feldes  von  il  füllt  und  d^-niselbfn  proportional  ist.    Diese  Rich- 
timg fällt  nhp)-,  wie  fS.  4ö('  m  dem  ühnlichcTi  Falle  eines  elektrischen 
eldes  erörtert  ist,  keineswegs  stets  mit  derjenigen  von  H  zusammen, 
kann  sogar  zu  ihr  senkrecht  stehen. 

Wie  .schon  S.  in  bf^zn«?  auf  den  sjieziellen  Fall  eines  kugel- 
t(int)igen  Kristallpräfjaratfs  li'ii]«ikt,  spielt  bezüglich  der  translato- 
nschen  Kräfte  die  Magueüsiierbarkeit  des  den  Knatail  umgebenden 
Mediums  eine  sehr  wesentliche  Rolle.  Insbesondere  zeigen  die  Formeln 
(335)  für  die  Kräfte^  welche  bei  einem  parallel  zu  einer  Hauptachse 
wükenden  Fdde  paraQel  dieaer  Aobae  anftreten,  in  ye]!bindm^(  mit 
der  Definition  ib^  —  —  x^,  daß  nidii  nur  der  Zählwerk^  aondem  ao- 
gar  daa  Vonei^^en  der  traaalatorisehen  Kraft  durch  die  Einwirkung 
dea  umgeboiden  Medinms  geweekaslt  werden  kann.  Ein  paramagne- 
tischer Kristall  Terbalt  sich  in  einer  Flüssigkeit  von  höherer  Magneti- 
sierbarkeit diamagnetisch,  ein  diamagnetiseher  in  einer  solchen  Ton 
höherer  diamagnetischer  Erregbarkeit  paramagnetiscli. 

Besonderes  Interesse  bieten  die  F&Uey  wo  ein  Kristall  in  eine 
Flüssigkeit  eingetaucht  wird,  deren      zwischen  den  Terschiedenen  x, 

des  Kristallf^H  liegt.  Hif^r  frhftlt  dann  der  Kristall  für  gewisse  Haupt- 
achsen diamagnetischen,  tür  aiidpr*»  paramagneti.schen  Charakter;  es 
läßt  pich  hi<f>rdnrfh  leicht  d(;r  interessante  Fall  realisieren,  der  in  der 
Nanir  küuiu  vui kommt,  in  dem  die  drei  M^netisierungszahlen  ein^ 
haiütailes  nicht  sämtlich  gleiches  Vorzeichen  besitzen. 
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Auch  liiena  liegen  Yenroehe  Faradays  rot.  Kzistalle  toh  rotem 
Blntiaugensalz  (Pemi^yuikBliiiiii)^  welolie  dem  moiiokliiieii  Syitem  an- 
gehören, seigen  eine  mittlere  puwmagnetiiclie  Enegbarkeit  panllel 
■der  MiBgezeicImeten  ^Aobse,  größte  und  kleinste  dagegen  in  zwei 
dazu  normalen  Richtangea  X  nnd  Y.  Die  letateren  extremen  Werte 
sind  beträchtlich  voneinander  verschieden. 

Ein  Kristall,  der  mit  der  y- Achse  parallel  den  Kraftlinien  des 

Feldes  orientiert  und  längs  derselben  beweglich  war,  verhielt  sich 
paramao^etisch  m  eiuer  Eisenvitriollösung,  die  unterhalb  11/17  —  0,65 
konzentriert  war,  diaraagnetisch  innerhalb  einer  konzentrierteren.  Wurde 
die  X-Achse  in  die  analoge  Position  gebracht,  so  erwies  sich  der 
Kristall  paramagnetisch  in  Lösungen,  dereu  Konzentration  unterhalb 
18/24  —  0,75  blieb.  Für  Lösungen  von  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden 
Konaentrationen  war  dann  <  0,  kj  >  0,  der  Kriftall  also  sa^eioh 
para-  nnd  diamagnetiaeb. 

Ea  mag  hier  auf  die  Betrachtangen  Ton  S.  323  hingewieaen 
werden,  die  darton,  wie  in  einem  solchen  Fall  hyperbolischer  Gestal- 
tung  der  TeneorflSohe  [h]  die  Richtnngen  von  Moment  und  Fddstibrke 

sehr  weit  voneinander  abweichen  können;  Figur  117  Teranschaulicht, 
wie  dabei  der  Winkel  zwischen  beiden  aUe  Werte  zwiachen  0*^  und 
180®  annehmen  kann. 


§  245.  Methoden  zur  Bestimmung  relativer  Werte  von  Mag- 
netisierungssahlen.  Ableitung  absoluter  Werte  durch  Kombination. 
Alle  in  den  letzten  beiden  Paragraphen  besprochenen  Beobachtungen 
sind  qualitativer  Art.  Wir  wenden  uns  jetzt  den  Unteräuchungea 
SO,  die  qaantitatiye  Bestimmungen  bezweckten. 

Im  unmittelbaren  Ansehlnß  an  die  Ab> 
leitnng  des  Oesetaeader  translatonschen  KM» 
durch  W.  Thomson  unteniahm  es  2)fmUa^\ 
das  YerhSltnis  dieser  Kräfte  für  die  S.  488 
betrachteten  versdiiedenen  Orimitierungen  des- 
selben Kristalles  zu  bestimmen.  Zwei  iden- 
tische Präparate  desselben  Kristalles  wurden 
an  den  Enden  des  Hebels  einer  Drehwage  1) 
befestigt  und  der  Wirkung  identischer  Elek- 
tromagnete  3f , ,  3/j  ausgesetzt  (s.  Fig.  141). 
Bei  Erregung  der  letzteren  erfuhr  jedes  Prä- 
parat eine  Kraft  normal  zu  dem  Hebel  JD,  der  Hebel  selbst  also 
«in  Drehuugsmoment  Durch  Drehung  der  Aufhftngung  des  Beheb 


Fig.  141. 


1)  /.  TyndoU,  Togg. 
p.  174,  1861. 


Ann.  Bd.  8t,  p.  884,  1861;  FhiL  Hag.  (4)  T.  8, 
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worden  die  Pkftpuilie  in  ihre  unprliiigliche  Position  nirfickgeführt, 
«Ito  daa  magnetische  Drahnn|^onieBt  dnrch  dasjenige  der  Aufhängung 
kompenaiert  Da  das  GeMta  der  magnetiacheii  Feldstibke  in  dem 
▼om  Kristall  eingenommenen  Raumbereioh  nicht  bekannt  war,  so 
stattete  die  Messung  nicht  die  Ableitung  yon  Absolutwerten  der  mar 
Fetischen  Parameter.  £&  ließen  sich  aber  Quotienten  verschiedener 
Jc^  bestimmen,  indem  ein  Präparat  von  Kugel-  oder  Würfelform  suk- 
zessive in  verschieden or  Orientierung  der  Messung  unterworfen  und 
zugleich  Sor^re  getragen  wurde,  daß  sein  Volumen  bei  den  verschie- 
denen Beobachtungen  genau  daäHelbe  liaunihereich  des  immer  wieder 
üuf  genau  die  frühere  Stärke  gebrachten  Feldes  erfüllte.  Bei  der  Be- 
stimmung dieser  Quotienten  war  dann  auch  die  Kenntnis  des  absoluten 
Wertes  für  daa  Drehmoment  der  Anfhangung  nicht  erforderlich. 

T^ndaU  erhielt  m  ftr  Kugeln  aue  dem  in  Gruppe  (9)  kriatalli- 
«ierenden  Eisenspat 

Kugeiu  aus  dem  ebenso  kristailisiereuden  Kalkspat 
ib,:Jt^^  49^:65-91:100, 

für  Würfel  dea  zur  gloiclien  Gruppe  gehörenden  Wisumt 

k^ikjn^lö^:  110-100:71. 

Eine  f^dhieitige  Messnng  BimkdB^)  an  einem  Zylinder  ans  Wis- 
mn^  deasfo  Adise  normal  snr  aniq^eichneten  2r> Achse  lag»  nach  dnem 
Terwaadten  Teifahren,  hei  dem  der  Twtikal  anfgehSngte  Zjlindor  snk- 
sessive  in  versdiiedenen  Bichtungen  yon  den  Kraftlinien  durehsetat 
wurden  lieferte 

Ä?i:ikni- 100:67, 

waä  mit  dum  Resultate  Tyndaüs  befriedigend  übereinstimmt. 

Wfihrend  die  Beohaehtongen  Ton  translatorisohen  Kräften  nach 
TffnddU  und  Hankd  Quotienten  ron  HauptmagnetiBienmgnuUen 
eines  Kristalles  lieferten,  lassen  sich  aus  Messungen  von  Drebungs- 
momenten  nach  8.  482  Werte  flir  die  Differenzen  dieser  Gt5^ 
ableiten.  In  dieser  Richtung  bewegen  sich  die  Unteisnebungen  Ton 
Stenger^)  und  Kcmg^), 

Beide  Autoren  unterwarfen  der  Messung  die  Schwine;^ungsdauern 
Ton  Kugeiu  aus  Kalkspat,  die  in  einem  merklich  homogenen  Felde 
um  eine  zur  Hauptachse  normale  Achse  drehbar  aufgehängt  waren. 

1)  H.  Hankel.  Leipz.  Ber.  1861,  p.  99. 

S)  Fr.  Stetiger,  Wied.  Ann.  Bd.  20,  p.  304,  1888;  Bd.  S(,  p.  Ml,  1868. 
8)  W.  K&nigy  Wied.  Ann.  Bd.  81,  p.  878,  1887. 
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iJa  die  Aufliiiiiguiig  -pT'  -t  eine,  u'  niigleich  kleine  Direktioiiskraft 
besitz.en  mußte,  so  war  eiiurderlich,  die  Kugeln  zunächst  ohne^ 
dann  mit  wirkendem  Magnetfeld  schwingen  zu  lassen. 

Die  stabile  Ruhelage  einer  wie  beschrieben  drehbaren  Kugel  aus 
Kalkspat  ist  die^  daß  die  Ilauptachse  sich  normal  zu  den.  KrufLiiiueji 
eiDsieUt;  es  ist  nämliek 

»*i<0,  xn,<0 

und 

I  Xj  I  <  j         j  . 

4 

Das  Dr^uQgsmoincnt,  das  die  Kngel  bei  einer  sehr  kleinen  Äbleof^ 
kang  f  VOM  dieser  Position  erfährt^  beBtimmt  sich  nadh  (306)  sa 

N  KH^'Hi^)  -  (xni))  i  (387) 

sdifabt  man  das  Moment  der  Apflihignpg 

JVo  !>♦ 

und  nennt  das  Trägheitsmoment  der  Kngel  SÄ,  so  ergibt  sich  fiir  die 
Schwingungsü^uenaen     und  v  ohne  nnd  mit  Einwirkung  des  Feldes 

Die  Kombination  der  beiden  Fonneln  gestattet,  2>  in  etiminieiraL 
Da  fBr  eine  Kugel  9R  —  f ^JTIZ*,  unter  ^  die  Dichte,  unter  B  den. 
Badins  yerBiandeii,  so  eihSlt  man  eehlieBlich  snr  Beredhaung  der  Be- 
obachtongen 

^-  V- 1^."  (f.)  -  (W)  W 

Wegen  der  Kleinheit  der  kann  man  naeh  der  Definition  der 
(j(J  Ton  8. 47(>  letztere  GrSBen  mit  den     Tertanschen;  fiberdiea  ist- 

j^— Xjji  mit  hl  —  i^xn  identisch,  wenn  die  l\  sieh  auf  Beobachtongen 
in  Lnf^  die  Tt^^  anf  solche  im  Yakanm  beliehen. 

Die  Besnltate  der  Messungen  toh  Stenger  und  Smig  bezflglich  des 
Zahl  wertes  von  (x^  ~  Xq^)  KaUnpat  weichen  auffallend  Toneinander 
ab|  wihrend  die  von  jedem  Autor  an  Terschiedemou  Kugeln  erhaltenen 
IZahlen  ziemlich  gut  miteinander  übereinstimmen.  Stenger  erhielt 
Werte  zwischen  7,9  und  9,0  •  10"^,  König  zwischen  lO  s*  und  11,6  • 
10-*  f^bgl' ich  nun  fostFie^  t,  daß  Kalkspate  veröciue'lenen  Her- 
kommens oüeubar  inioige  spurenweiser  Beiiueugung  eines  Ei?<enkarbo- 
nates  sich  stark  verschieden  verhalten,  befremden  diese  starken  Ab- 
weichungen bei  wahrscheinlich  derselbcsn  (isländischeu)  Herkunft 
des  Materials. 
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Da  die  beiden  Autoren  sich  rerscliiedener  Methoden  zur  Bestim- 
itrnng  der  von  ihnen  benutzte?}  magnetischen  Feldstärke  bedienten,  nnd 
da  die  betreffenden  Messungen  nicht  ohne  Sohwieris-keiton  siTiil.  die 
Oröße  überdies  in  dem  Ausdruck  für  das  I  )rehungsmumeut  quadra- 
tisch auftritt,  so  erscheint  es  nicht  unm<jgUch,  daß  die  starke  Diffe- 
renz der  Resultate  auf  eiuer  Uusicherheit  der  Bestimmung  Yon  J?* 

Beobtdblmigeny  die  Xon«^  an  Quarzkugehi  nach  der  bei  Kalkipat 
arigewimdetaii  Methode  dnrcligefUirl  luit,  ergaben  ein  eingalirei  magne- 
üedMe  Yeibalten  dieser  Sabefauis,  dm  sieb  iiMsb  TuMrg^  ans  dem 
Enteleiheo  dauernder  megneitiober  Pdarittien  sn  erklären  sefaeini  — 

Statt  das  DrehiiogsmomeD^  welehes  ein  Kristidlprapazai  im  bomo- 
genen  Hagnetfelde  eiftbri  (wie  oben),  aoa  desien  Schwingongsdaner 

abzuleiten,  kann  man  dasselbe  aneb  direkt  meaeetn,  indem  man  durch 
«ine  Drehnng  der  Aufhängung  das  Pri^>arai  in  die  nrsprüngliebe 
Position  zurückführt.    Handelt  es  sich  z.  B.  um  einen  Kristall,  der 

nm  die  x^j- Achse  drehbar  aufgehängt  und  ursprünglich  so  orientiert 
ist,  daß  die  Kraftlinien  des  erregten  Feldes  den  Winkel  zwischen  den 
Achsen  Xj  und  Xjj  halbieren,  dann  ergibt  sich  für  daa  bei  £rregung 
dßB  Feldes  entstehende  Drehungsmoraent  nach  (B20) 

iV^--ii^Ä«»(%-jfn).  (889) 

Ist  eine  Drehung  der  Aufhängung  um  einen  Winkel  %  erforderlich, 
um  den  Kristall  in  die  Anfangslage  zurückzubringen,  so  ergibt  sich 
4ie  Besiehong 

Dx-iKB»'(n,-x„).  (840) 

Diese  Methode  ist  von  Luäeroth*)  angewendet  worden,  um  die  Ver- 
Sndpning  der  Differenz^'n  x^— zwischen  den  Hauptmagnetisiernngs- 
zahlen  mit  wachsender  Temperator  für  eine  Ueihe  Ton  Krisfcalieu  zu 
messen.  — 

Da  die  Beobachtungen  von  Tyndall  iir  Kalkspat  den  Wert  des 
Quotienten  h/k^  =  0,91  gelieiert  haben,  und  da  die  Messungen  von 
Stetiger  und  Könifj  Xj  —  Xj^^  oder,  da  in  der  Differenz  der  Einfluß  der 
umgebenden  Luit  herausfällt,  (im  Mittel) 

*i  -  *^  reep.  -  8,20  •  10-»  und  11,3  •  lO"« 

ergaben,  so  gestattet  die  Kombination  dieser  Zahlen  «ine  Bereohnung 
der  absobiten  Werte  Ton  Jli;i  nnd  hj^  tSa  diesen  EristalL  Es  ergibt 
noh  ans  der  fiUm^sehen  Zahl 

1)  0.  Tumlirs,  Wied.  Ann.  Bd.  27,  \^.  133.  1886. 
8)  A.  iMttmväi,  Wied.  Ann.  Bd.  60,  p.  1081, 1898, 
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9,4.10-»; 


12,2.10-'. 


Dieae  Ergebnltse  hthea  keine  große  Sidberbeit^  emmal  wegen  der 
staiken  Abweiehimg  nriseben  der  SimigiridML  vnd  der  KSrngtelunt 
Zabl  und  der  Vezsabiedeobeit  der  Piäpenie,  mit  denen  wiec^nuu 
Tynddn  gearbeitet  batie;  sodann  ancb,  weil  die  TywdlaSeebe  Zabl  an 

sich  nicht  allzu  genau  sein  kann  und  ihre  Unsicherbeit  si  h  auf  dio 
berechneten  ki  nnd       eebr  nngfinetig  fibertiSgt  Da  namlieb 


ist,  so  kommt  nur  der  Unterschied  der  TyM^?aWscheu  Zahl  yon  Eins 
zur  Geltung.    Ein  Fehler  in  ^i/'Äjjj  von  l^o  bedingt  demgemäß  einen 

Fehler  in       und        um  11° q. 

So  bedeutungivoll  somit  auch  die  erstmalij^e  Ableitung  von  Abso- 
lutvverteu  der  Ji^  für  einen  Kristall  so  kann  das  Resultat  doch  nur 
w^iig  befriedigen,  and  es  sind  fmdere  Methoden  dringend  erwQnadit, 
welebe  in  direkterer  Weiee  dieae  absolnton  Zablwerte  ergeben. 

§  246.  Benatnmg  tob  Drehnngamomenten  snr  Abiettong  ab- 
aoluter  Parameterweito.  Eine  aolcbe  Methode  zur  Beatimmong  ab- 
soluter Worte  Ton  Magnetisierungszahlen  Ton  Kristallen  ist  yon  Bow- 
lamJ^)  angegeben  worden.  Dieselbe  ist  prinzipiell  inteieasant  und  soll 

deshalb  hier  besprochen  werden,  obgleich  die  einzigen  nach  ihr  stil^p- 
stellten  Messungen  durch  ein  nicht  aufgeklärtes  Versehen  entstellt  und 
deshalb  von  Etmland  selbst  später  aufgegeben  worden  sind. 

Die  Methode  beruht  auf  der  Messung  der  Dauer  der  Oszillationen, 
welchp  St:ii)e  aus  krisfaninischcr  Substanz  in  einem  bekannten  in- 
homogenen Feld  um  liire  stabile  Huhelage  ausführen.  Das  Feld  wurde 
durch  einen  Elektromagneten  lu  i  vorgebracht  und  konnte  als  von  der 
Symmetrie  eines  Rotatioui>körpers  betiachtet  werden.  Nach  einem 
^tse  ans  der  Theorie  der  einfachen  Eugelftoiktionen  kann  man  daa 
allgemeine  Qeaeti  dea  magnetucben  Potentialea  in  einem  aolehen 
Felde  berechnen,  wenn  man  dessen  spezielles  Geseti  längs  der  Aebse 
dea  Feldes  kenn!  Dies  ktniere  Gesets  ist  aber  bekannt,  wenn  man  die 
Feldstärke  längs  der  Achse  kennt.  Die  MesBong  det  hier  herrschenden 
Feldstärke  mit  HiUe  ihrer  Induktionswirknng  anf  eine  kleine  Draht- 
rolle, die  ans  der  aadalen  Position  aohnell  hezansgesogen  wurde  —  eine 

1)  S,  A.  Eotclanä  o.  W,  W.  Jacgues,  Amei.  Jouru.  (»),  T.  18,  p.  SSO,  1879. 
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Methode,  anf  die  wir  unten  zurückkoniinen  werden  — ,  Teimittelte  so- 
nach die  Keimtnis  des  ganzen  Feldes. 

Ist  das  allgemeine  Gesetz  des  Feldes  bekannt,  so  lassen  sich  auch 
för  jeden  iTinerhalb  desselben  abgegrenzten  Raum  die  mittleren  Feld- 
kompojieiileuquadrate  H^'  HJ,  H,'  bprecVinen  Führt  man  diese  Kecb- 
niujg  für  das  Volumen  aus,  welches  der  beliebig  aus  der  Ruhelage 
abgelenkte  Kristallstal)  einnimmt,  so  gestattet  das  Resultat  auch  die 
Ableitung  des  Drehungsmomentes,  welches  dieser  iStab  um  seine 
Drehungsachse  in  dieser  Position  erfährt 

Um  weuigstens  die  Form  des  Resultates  zu  erkennen,  nehmen 
wir  an,  die  Drehungsachse  falle  mit  der  Richtung  Ton  zusammen, 
die  StalMUshee  mit  jb|;  und  in  der  Ruhelage  sei  der  Achse  dee  Magnefc- 
DrehnngsfiBldeB  pwalleL 

Ffir  emen  aebr  Ueaien  Ablenkungswinkel  ^  kann  man  dann  H|' 
und  Hg'  naeh  Potansen  Ton  ^  entwickeln  und  aohxeiben 

H,^=-p-j>>«  +  ...,   H.*-2  +  äV+--*,  (341) 

denn  nach  S  jmmelrie  mUMen  H,'  und  H,'  gerade  Funktionen  Ton  t  aein; 
ftueh  wild  1^'  mit  wachaendem  ^  abnehmen,  H»'  sonehmen.  Die  Par»- 
meter  Pfp'  nnd  q,^  aind  bei  bekanntem  Feld  ana  diesem  an  berechnen. 

Wir  erhalten  aomit 

ß  -  +  kjaiai  -i-  fl^*)  (342) 

mid  darauB  fttr  daa  Diehnngamoment  nm  die  Achae  ifcn 

If,  -   Ki,  (k,p'  -  k^t).  (343) 

Ein  zweites  Präparat  von  gleichen  Dimensionen,  für  welches  die  Stab- 
achse mit  Ayix  zusammen! äiii,  liefert^  wenn  seine  Ilukelüge  gleichfalls 
axial  ist^  ein  Moment 

Wird  also  mit  Hilfs  der  Messung  von  Sohwingungsdauem  x\\ 
tmd  A',  bestimmt,  so  kann  man  bei  bestimmten  p'  und  q'  ans  den 
Torsteheiulen  Formeln  kj  und  km  getrennt  and  nach  ihren  abaohifcea 
Werten  berechnen. 

Die  Beobachtungen  Ton  Jacques  bezogen  sieh  auf  je  zwei  Stäbe 
vorgenannter  Orientierung  aus  Kalkspat  und  Wismut.  Wie  schon 
bemerkt,  sind  die  betreffenden  Resultate  infoltrp  nines  Vernehens  nicht 
brauchbar:  wir  gehen  daher  auf  dieselben  nicht  em  I'iue  prinzipielle 
Schwierigkeit  der  BowlandBcher\  Metbode  muß  aber  noch  Erwähnung 
finden,  nämlich  die,  welche  in  der  dabei  benutzten  Bestimmung  des 
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mittlem  Feldes  H  !*'s[i  H~  innerlialb  des  von  seineii  lüifttallpraparaten 
überdeckten  Raumbereiches  liegt. 

Die  Method«  der  Induktion  einer  Rolle,  wie  auch  alle  anderen 
Methoden  zur  ex periuien teilen  Bestinmiuag  einer  magnetischen  Feld- 
tÜSsk»  liefern  dies»  OrSBe  molii  f&r  eisen  eiiusdneii  Punkte  sondern 
sie  integriezen  Aber  einen  Bsnm;  eie  crg(  ben  demgemäß  filr  dieeen 
Bbud  mittlere  Werte,  und  man  muß  von  dieeen  rsumliolien  Mittel- 
irerten  erst  dqreh  Beclinnng  Ponktwerte  ableiten,  um  das  wirkliehe 
Gesetz  des  Fetdee  zu  erhalten.  Dies  Verfahren  ist  nicht  nur  um- 
ständlich, sondern  aueh  unsicher;  die  schließlich  gefundenen  Punkt- 
werte sind  viel  ungenauer  als  die  direkten  Messungen. 

Dii  nun  aber  (Ins  untersuchte  Kristallpräparat  seinerseits  auch  die 
Feldsvirkungen  über  einen  Raum  mtegriert,  so  entsteht  hier  eiue  neue 
Ungeuauij^keit;  diese  ist  offenbar  besonders  groß,  wenn,  wie  bei  Row- 
land,  nicht  allein  das  iutegrationsgebiet  l)ei  der  AusmesBung  des 
Feldes  ganz  yerschieden  ist  yon  demjenigen,  das  bei  der  Benutzung 
des  Feldes  zur  Anwendung  kommt,  sondern  such  die  Auemeesung  des 
Feldes  an  das  Verhalten  von  selbst  anknüpft,  während  für  die 
schlieBlieh  beobachtete  Wirkung  des  Feldes  H^*  maßgebend  ist. 

§  247.  Benatanng  translatorisolier  ASfte  snr  Ableltniig  abso- 
luter Werte.  Die  Torstehenden  Bemerkungen  weisen  darauf  hin,  daß 

bei  dem  Arbeiten  mit  inhomogenen  Feldern,  welches  die  Bestimmung 
absolut.f^r  Werte  erfordert,  Sorge  zu  tragen  ist,  daß  einerseits  die 
Ausmefs.sung  des  Feldes  sich  nicht  auf  B^,  sondern  auf  M^'  bezieht, 
und  daß  sie  weiter  über  denselben  Raum  integriert^  den  später  das 
beobachtete  Knstaiipräparat  einnimmt. 

Dieser  Qedanke  ist  in  der  nachstehend  angegebenen  und  an- 
gewandten Methode^)  Terfolgt,  dabei  auch  Rfickeieht  genommen  auf 
die  Kleinheit  der  bei  kristaUphysikaUscben  Üntersnehungen  im  all- 
gemeinen yexfQgbaien  Substanzmengen. 

Als  Effekt  eines  Magnetfeldes,  der  vom  Quadrat  der  Feldstärke 
abhängt  und  demnach  zu  einer  direkten  Bestimmung  des  Mittelwertes 
von  TP*  benutzt  werden  kann,  l)ietet  sich  die  Wirkung  auf  den  Wider- 
stand eines  Wismntdrahtr^:  dieser  Widerstand  i-rfähii;  im  Felde  eine 
Zunahme,  die  nach  Symmetrie  jedenfalls  eme  gerade  Funktion  der 
Feldstärke  sein  muß  und  bei  müßigen  Feldstarken  auch  angenähert 
durch  deren  C^uudrat  gemessen  wird. 

Die  Apparate,  in  denen  die  genannte  Wirkung  zur  Bestimmung 
Ton  Felds^ken  angewendet  wird,  sind  ebene  Spiraloi  Ton  dünnem 


1)  W,  Vcigi  und  8.  Kinoshtta,  OMt  Kaehz.  1907,  p.  US;  Aua.  d.  Phj»., 
Bd.  S4,  p.  4M,  1907. 
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die  dmoh  Beobadikuigeii  in  der  Aehae  eines  Feldes 
Ton  dar  Symmetrie  eines  BotetioaskStpers  nnd  Ton  geringer  5rliieh«r 
Yerinderlicbkeii  geeicht  ▼erden,  während  die  Kreftlinien  des  Feldes 
normal  rar  Ebene  der  'Wismntspinle  TedanfSm. 

Die  Wismnlipirale  bestimmt  hiemaeh  den  Mittelwert  des  Qua- 
drates der  Feldstärke  innerhalb  einer  kleinen  kreisronden  ebenen 
Scheibe,  die  normal  zur  Richtung  der  Feldstarke  liegt.  Indem  man 
bei  Festhaltung  dieser  Orientierung  die  Position  der  Spirale  im  Felde 
rariiert,  kann  man  die  örtliche  Vpränderong  dieses  Mittelwertes  in 
einem  beliebigen  Bereiche  bestimmen. 

Gibt  man  dann  noch  dem  KristallprSparat  eine  Form  und  Größe, 
die  mit  derjenigen  der  Wismutspirale  übereinstimmt,  und  bringt 
das  Präparat  in  dieselben  Positionen,  die  zuvor  die  Wisnuitspirale 
innehatte,  so  ist  der  Anforderung  von  S.  496  ent>,]ii ochen:  die  Be- 
stimmung der  Feldstärke  operiert  mit  derselben  Funktion  IP^  und 
demselben  liaum,  mit  der  das  Feld  bei  der  Beobachtung  der  Traus- 
lationskraft  wirksam  wird. 

Nach  diesen  Gesichtspunkten  iät  die  betreffende  BeobachtungB- 
meäiode  in  ^Jgender  Weise  ansgesrbeitet. 

Das  benatate  Magnetfeld  hatte  eine  borisontale  Achse  ATS;  die 
Xrallünien  dnrchsetston  seine  Äqnaiorialebene  in  hesiaontaler  Bieh' 
iong.  Figur  143  stellt  einen  horisontalen 
Meridian  des  Fddes  dar» 

Auf  dem  botiaontalen  Badiua  oa 
wurde  nun  der  Mittelwert  —  H'  des 
Feldstärkequadrates  im  Bereiche  der  Wia*        jy  ^ 


i 


mutspirale  als  Funktion  der  Entfernung  s  — 

von  der  Achse  des  Feldes  dadurch  be- 
stimmt, daß  der  Widerstand  der  Spirale 
in  einer  Reihe  von  Positionen  geraessen 
wurde,  bei  denen  ihre  Ebene  im  Äquator  llf.Ui 
des  Feldes,  ihr  Mittelpunkt  auf  dem  Radius 

öä  lag.  Durch  Wiederholung  der  Messung  nach  einer  Umklappuiig 
der  Spirale  tun  eine  rertikale  Achae  wurde  eme  etwaige  Dissymmetns 
der  Spinde  eliminieri 

Die  gefundenen  Werte  von  JB^*  wurden  durch  eine  Inteipolations- 
formel  Tereirngt,  die  dureb 

angedeutet  werden  mag;  sie  gestaUete  die  Bereehnnng  Toa 

Trifft,  TkhtiWylij^fc.  St 
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Di«  Wismutcpirale  batt»  «inen  DurdmieMer  Ton  etwm  5  num; 
fl«mg0iB&B  waren  aueh  die  KriataUpviparate  in  die  Foim  von  flachen. 

ScheibeboTi  von  5  5.5  mm  Durchmesser  bei  etwa  1  mni  IH  ke  ge- 
bracht Eines  dieser  Präparate,  in  eine  der  Positionen  der  Wismut- 
Spirale  gebracht,  erfährt  dann  eine  traDslatorische  Kraft  parallel  9,  die 

mit  f  (s)  proportional  i.-t. 

I  m  diese  Kraft  all<i;eniein  und  bequem  zu  berechnen,  schreiben 
"Wir  den  AuBtiruc  k  {32S)  für  T—  T*,  der  das  System  der  magnetischen 
Hauptachsen  voraussetzt,  für  ein  beliebiges  iioordinatensjstem  und 
bei  Vertauschuüg  von       mit  x 

T-f*  i  I  («.,-«)  /  Ä."  i*  +  .. . 

lassen  wir  dann  die  Achse  in  die  Richtung  der  Kraftlinien  lallen, 
set/>eu  also  H^^  und  J£^°  gleich  Null  nnd  vertauschen  mit  IP,  so 
ergibt  sich 

j  _  jo  ^  _  ^Kix^^- K)W  iiC(x„  -  x)  H\ 

nnd  ftr  die  tranektotimhe  Kraft  in  der  Bichtong  Ten  s  folgt 

J^.-iJE(x«-«)^H'-iJr(^-«)rW.  (847) 

Die  6r9Be  dieser  Kraft  wurde  nun  bei  der  besohriebenen  Be-  . 
obaehtongsmethode  dadurch  gemeseen,  daß  daa  Eristallprftpanit  an 
einer  empfindlichen  Meinen  Drehw^e  aufgehai^^  wurde.  Nahm 

dasselbe  ohne  FeldwirkuDg  eine  beetimmte  Terlangte  Position  (s  =  ^) 
ein^  in  der  die  Richtung  des  Hebelannee  h  normal  m  .<r  stand,  io  tnl 

nach  Erregung  des  Feldes  eine  Ablenkung  ein.  Durch  eine  meßbare 
Drehung  x  des  oberen  Endes  der  Aufhängung  ließ  «ifli  'las  Prriparat 
in  die  ursprfin^jliclie  Position  zurückführen.  Das  Drchuugsmoment  ]>x 
der  Auihäugung  kompensierte  dann  das  Drehimgsmoment  der  Feld- 
Wirkung,  d.  h.,  es  war 

Hiermit  ist  x  durch  lauter  in  einfacher  Weise  meßbare  Qidfiflm 
ausgedrückt.  Bei  Beobachtungen  in  Luft  ist  «  die  Magnetiiienu^ntahl 
fOr  Luft.,  d.  h.  etwa  gleich  0^4  •  10*^ 

bezieht  sich  auf  die  Volumen einheit.  Schreibt  man  bei  Einfiihrung 
der  IHehie  q  der  Erittanaubstani 
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80  stellt  m  die  Masse  des  Präparates  dar,  und  isi  die  Magnetisie- 
ninpszahl  für  die  Z-Ach^e,  bcTiop^en  auf  Luft  aLs  umgebende  Flflsiig- 
keit  und  auf  die  Masseneijilieit. 

§  248.  Seobachtungsresiütate.  Nach  der  im  vorstehenden  skizzierten 
Melhode  htX  im  Gdttioger  Instiiufc  KimMa  Beobsehtongen  an  einer  Reihe 
Ton  Ejiatallen  der  bochiymmetiiBchen  Systeme  HI  bis  711  angestelU. 

Bei  den  regulären  EristaUen  (System  Vll)  sind  alle  Orientierungen 
der  Mparate  gleichwertig;  das  System  TerhUt  sich  magnetisch  iso- 
trop. Bei  den  Kristallen  des  trigonalen,  tetragonalen  und  hexagonalen 
Systems  (JV—Yl),  welche  magnetisch  die  Symmetrie  Yon  Rotations- 
körpern besitzen,  erhält  man  die  Hauptmagnetisiernngszahlen  nnd 
km  mit  Hilfe  zweier  Platten,  von  denon  die  eine  parallel,  die  andere 
normal  /aiv  Z- Achse  geschnitten  ist.  Bei  den  rhnnihisehen  Kristallen 
(System  III)  ergeben  sich  die  drei  Hauptmaguetisierungszakleü  A^, 
kjjfkjjj  mit  Hilfe  dreier  Platten  normal  v.u  den  Hauptachsen  X,Y,Z. 

Im  folgenden  sind  die  von  Kino6hita  für  einige  der  bekanntesten 
&istalle  erhaltenen  Resultate  zusammengestellt.  Es  sei  in  bezug 
dannf  erinnert^  daß  die  und  sich  auf  die  Beobachtung  in  Loft 
beliehen^  k^  überdies  auf  die  Volumen-,  auf  die  Masseneinheit 
Jb«  >  0  entspricht  Parar,     <  0  Diamagnetismus  relatiT  zu  Luft. 


Steinsalz 
Alaun 

Bleiglanz 
Flußspat 
Pyrit 

Beryll  Aj« 
Apatit  J^' 

Biitil  \ 

Zirkon  hj 

h 


Begnlires  System. 
«  -  8J6 . 10-',  8,16. 10-'; 


 5,79  „ 

--6,27  , 


-  - 10,14 

-  -  26,3 
-»-20,0 


» 
n 
n 


Hexagonales  System. 
+   S27  .10-',   Äm-+  3,86  - 10- ^ 
+  22^     n       i^-  +  10,4 

-  2,64  „       hj:a  2^ 

-  8,45  „  8,46 


n 


Tetragonales  System. 

+  19,610-»    Am  -  +  20,9 . 10-', 

+  88,3  „  ifeni-4-88,9  „ 
-UO  „        Ä,„-  +  7,32  „ 
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Der  benutzte  Zirkonkristall  war  von  Mhlrflifllum  Sprüngen  durch- 
setzt; die  auf  ihn  bezflgliahen  Zahlen  aincl  demgemäß  unsicher.  Immer* 
hin  darf  als  wahrscheinlich  gemacht  gelten,  daß  Zirkon  üth  pinllel 
der  Haupteohfe  pem-,  normal  dam  diamagnetisch  Terhali 


Trigonales 

System. 

Kallnpai 

 S,64.10-',  Än,- 

10-^ 

 9,87  „ 

-11,0 

Dolomit 

^TtT  " 

+  12,1 

» 

^-  +  22,6  „ 

+  aö,o 

n 

Qnars 

*,  4,61  „ 

-  4^66 

n 

h,  I2ß  ^ 

-IM 

n 

Turmalin 

''III  ^ 

-h  7,48 

n 

+  23^ 

n 

Rhombisches  Sjstenu 

CoMm  »,--8,42.10-»,  -S,U  10-», 

ha,  8,59.10-»; 

fti--13,5.10-^   *n=--12,5  10-', 
-  -  14^  .  10-^5 

Afigonit  Ai  -  -  3,93  •  10-^  Aq«-- 3,87  •  10'^ 

A^n  44410-^ 

Jfci--.11,6.10-',   A„ --11,4. 10-» 

 13,0-10-'. 

Topas  erwies  sieh  nicht  merklich  magnetisch  ftolotrop;  die  A, 
finden  sich  sBmtlich  -  -  4,80  •  10-»,  die  A.--1V10"*  — 

Auf  das  spezielle  Interesse,  das  Beobachtungen  an  monoklinen 
EiisfeaQen  (System  11}  besttno,  ist  bereits  früher  einmal  hingewiesen 
worden.  Handelt  es  sieh  nm  Yorgängo,  welche  dureh  ein  Tensortripel 
bestimmt  werden,  so  sind  bei  den  höher  symmetris<Siea  Systemen  die 
Lagen  der  Konstituenten  des  Tripels  im  Torans  bestimmt,  bsi  dsm 
monoklinen  System  ist  dies  nur  ffir  die  eine  der  Fall,  die  in  die  ao»- 
geoeichnete  Z- Achse  &llen  muß;  über  die  andern  beiden  ist  ans 
Symmetrierücksichten  nichts  zu  schließen,  als  daß  sie  sich  in  der  zur 
Z-Achse  normalen  Ebene  bpfindpn  mflssen,  und  es  bietet  sich  nun  die 
Frage^  wie  die  Tensoren,  die  für  Terschiedene  Kmnhfliiniingnkl nmnnn 
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c^iarakteristiseh  sind,  in  dieser  Ebene  gegeneinander  gruppiert  sind. 
Bei  Vorgängen,  die  sof  cliMd'be&  inAmSm  Elemente  (ElektroDen  s.  B.) 
EDiOiikBaflllinn  emd,  entsteht  dann  die  Auf  gabe,  eine  Theorie  wa  kon- 
straiiBEeii,  die  dea  beobaehtetea  YerUÜtbiiiaen  Bechnnng  trftgt 

Magnetische  Beoheohtangpen  «n  Kristallen  des  monoUinen  Systems 
hat  nach  der  in  §  24?  geeehilderten  Methode  Finke^)  im  hiesigm  In- 
stitut angestellt.  Dieselben  beziehen  aioh  auf  einige  Mineralien  und 
außerdem  auf  kfinstliche  Züchtungen,  besonders  von  Eisen-,  Kobalt-, 
Nickeldoppelsal'/en.  Da  es  pich  um  die  Bestiminung  von  vier  Großen 
handelt,  liämiich  der  drei  Hauptmagnetisioningszalilen  und  eines  Winkels, 
der  die  Lage  der  magnetischen  Hauptachsen  in  der  Xy-Ebene  fest- 
legt so  waren  jedesmal  vier  Präpanite  der  Messung  zu  unterwerfen. 

Die  Alagnetisierungszahl  kj^  ergibt  ück  unmitteibur  miL  liiiic  einer 
Platte  normal  sur  ausgezeichneten  ^-Aehse;  Lage  und  GhrOße  von  hi 
und  Ibji  liAt  sich  doreih  die  BeohMiUniig  dreier  dtooh  die  Z-Aehie 
«lienden  und  im  flbrigen  Tersehieden  orientierter  Platten  hestimmen. 
Uher  die  Lagen,  die  wir  in  AnsehlnB  an  die  Verfttgnngen  der  Existnlio- 
giapben  der  X-  und  der  T-Achse  in  der  aar  anageaeiidineten  ^Aehse 
normalen  Ebene  geben,  ist  S.  99  geeproehen  worden.  Gegen  diese 
willkürlich  gewählten  Achsen  sind  dann  snnächat  die  Orientierungen 
der  drei  durch  die  Z-Achse  gehenden  Platten  und  ebenso  die  durch 
ihrf^  Beobachtung  bestimmten  Richtungen  der  kj  und  fpst7:ule<reü. 
Ii  t  reifend  die  Berechnung  dieser  Größen  ist  S.  334  das  Nötige  gesagt 
•  worden. 

Nachstehend  sind  einige  der  von  Finke  an  monokiinen  Kristallen 
erhaltenen  Resultate  für  die  Magnetisierungszahlen  der  Massenein- 
heii  mitgeteilt;  es  sind  dabei  sol^  Kristalle  gewihlt^  flir  welehe  naeh 
8.459  BMeri  die  HauptdielektrimtStskonstaaten  bestimmt  hatte,  nm 
die  besOi^ehen  Zahlen  und  Biehtongen  znsammautellen  su  kSnnen. 
Wie  oben  hei  dea  e^  ist  aoch  hier  das  gröBere  der  in  der  ZF-Ebene 
liegenden  X„  oder  mit  dem  Index  I  ausgezeichnet.  Der  ron  der 
besllgliehen  Hauptmagnetisierungsachse  und  der  +  Z-Aehse  einge- 
scUhMsene  Winkel  ist  mit  ^  beseiehnet 

Adnlar         -  -  27,8  •  10-',   A„  25,0  - 10"', 

^--13»20',   20,6- 10-'; 

Angit       Ä,-  +  266  .  10-',   A„  = -h  129  •  10"', 

^--7*0',  Ani-  +  227  10-'; 
Eobrsneker  Ai-  — h^^ —  hfi '\Qr\ 

^--1«50',   /4n--ß,'7  •  10-'. 

1)  W.  FkUtt,  Gott.  IMas.  IIM;  Ann.  d.  Fbyi.  Bd.  Sl,  p.  U»,  1910. 
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Die  grofien  ZBblweite»  die  Angit  Eukommen,  beruhen  jedenfalls 
auf  dem  Euengehalt  dieses  Minerale. 

Die  Riohtuogen  der  Adisen  xmd  2^  sind  in  den  Figuren  137 
bis  139  anf  S.  460  nach  den  Torstehenden  Angaben  eingetragen;  sie 
gebeu  mit  den  dort  ebenfalls  verzeichneten  Richtungen  der  dielektrischen 
Hauptachsen  Cj,  Sjj  und  den  Riditongen  der  Hauptgeschwindigkeiten 
des  ^a-Lichtes  eine  gute  Anschauung  von  der  Marmigfaltigkeit  der  Er- 
scheinungen, die  in  monokiinen  Kristallen  stnttfmdf^Ti  Reziehnugen 
zwischen  den  Lagen  der  magnetischen  un(i  der  (iielektrischen  Haupt- 
achsen lassen  sich  bisher  noch  nicht  gewinnen,  da/u  bedarf  es  einer 
viel  größeren  Zahl  von  Beobachtungen,  als  bisher  vorliegen. 

§  249.  Über  die  Moleknlartheoile  der  magnetUi^eii  Inflnena. 
Wittirend  fflr  eine  molekulare  Tbeorie  der  dielektriscben  Influens  auf 
Grundlage  der  Elektronenbjpotlieee  nach  §  232  immerbin  ein  Anfioig 
zu  Teiseicbnen  war  und  gewisse  optische  Vorzüge  Sttttsen  und  Er- 
gänzungen lieÜBm,  stößt  eine  molekulare  Theorie  der  magnetischen 
Influenz,  die  den  modernen  elektronentheoretiscben  Vorstellungen 
Rechnung  trägt,  auf  größere  Schwierigkeiten. 

Auf  den  ersten  Blick  möchte  man  meinen,  daß,  nachdem  vor 
geraumer  Zeit  auf  der  Grundlage  der  Vorstrlluntr  dn^b.bftrer  Molekular- 
ma^nete,  reaj).  auf  derjenigen  molekularer  orientierbarer  Kreiströrnp, 
eine  Deutung  der  magnetischen  Vorgänge  in  isotropen  und  kristallinischen 
Körpern  gelungen  ist,  die  Anpassung  dieser  Deutung  au  die  Elektronen- 
bypothese  sieh  sozusageu  vuu  selbäi  machen  müßte.  Eine  Ladung,  die 
eine  geschlossene  Bebn  durchläuft  oder  rotiert,  ist  (im  Mittd)  einem 
Kreisstrom  ftquivalent^  es  bedarf  also  keiner  andern  Modifikation  der 
älteren  Tbeorie,  ab  der  Blrsetzung  der  molekularen  Magnete  und  Slardme 
durch  umlaufende  oder  rotierende  Elektronen. 

Indessen  ist  diese  Vorstellung  trügerisch,  da  der  Einfluß  eines 
Magnetfeldes  auf  eine  bewegte  elektrische  Ladung  durch  die  3faxwdl- 

aeb^  Gleichungen  und  die  daran  gesclilossenen  Ansätze  von  H,A*JjfnatM 
ganz  anders  bestimmt  wird,  wie  derjenige  auf  einen  Elementarmagneten. 
Es  ii"t  unumgänglich  nötig,  diese  Grundlagen  der  Elektronentheorie  wirk- 
lich zur  Anwendung  zu  bringen  und  zuzusehen,  was  dieselben  betreffs 
der  Erregung  eiu^s  mugnetisehen  Moments  innerhalb  eines  Körpers 
infolge  der  Einwukuug  eines  magnetischen  Feldes  aussa<zen.  Eine 
Darstellung  der  bezüglichen  Untersuchung  füllt  natürlich  außerhalb 
des  Rahmens  dieser  Darstellung;  doch  mögen  einige  liesultate^)  Er- 
vahnung finden,  die  f&r  das  Verständnis  des  Mechanismus  der  magne- 

1)  W.  Voigt,  Ann.  d  Vhys  Bd.  9,  p.  116, 190S;  etwM  and«»  bei  P.  L<Mgevin, 
Ann.  de  Cbim.  (8)  T.  6«  p.  70,  1906. 
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tifohaii  Ltflii€iiis  Tom  Stamdpiuikt  der  Elokbroneiitheorie  vom  eine  ge* 
wisse  Bedeutung  liabeiL 

Nach  den  in  §  232  entwickelten  Gedankengängen  scheint  es  gegen» 

^värtig  daa  Naturgemäße  zu  sein,  in  den  ponderaheln  Körpern  negative 
Elektronen  um  Gleicbgewiclitslagen  oszillierend  zn  denken.  In  Isolatoren 
sind  alle  Elektronen  derartig  gebunden,  in  Leitern  ist  eine  relativ 
kleine  Zahl  frei  beweglich.  Wir  beschränken  nns  hier  auf  die  liolle, 
welohe  die  gebundenen  Elektronen  beim  Vorgang  der  Influenz  spielen. 

Die  Öleicligewichtslagen  der  negativen  Elektronen  denken  wir  uns 
passend  innerhalb  räumlich  ausgedehnter  positiver  Ladungen  beändlich, 
die^  irgendm  mit  den  ponderabeln  Ifaiien  der  Molekflle  Terimfipft^ 
ditn^  die  Beaktionea  der  nmlanfenden  Slekferomen  nicht  merldicli  mit- 
bewegt  werden.  Indeeten  können  rotatoriedie  Bewegongen  der  poeitiyen 
Lednngen  sngelaasen  werden. 

Rotationen  und  Unilaufsbewegnngen  elektrischer  Ladungen  geben 
sn  magnetieehen  Feldern  Veranlassung;  im  natürlichen  Zustand  mÜBsen 
diese  moleknlarea  Felder  aber  derartig  regellos  orientiert  sein,  daß 
auch  ein  einzelnes  Volumenelement  keine  merkliche  Wirkung  nach 
außpn  f5bt  Die  Aufgabe  der  Theorie  ist  nun,  die  Beeinflussung;  dioser 
Kütationeii  und  LTmlaufsbewegungen  durch  ein  äußeres  Magaetteld 
rechnerisch  zu  verfolgen  und  das  Feld  zu  bestimmen,  welches  ein 
Volumenelement  infolge  des  modifizierten  Bewegungszuatandes  seiner 
Ladungen  aussendet  Dies  Feld  läßt  sich  dann  nach  dem  in  §  106 
Bniwii&elien  jedenrät  anf  Momente  der  Volunenelemaite  znr&qk- 
fthie%  welche  dnrcb  das  ftnfiere  Feld  erregt  sind. 

Betraebten  wir  zunäefaet  die  Umlanfsbewegungeu  der  Elektronen, 
80  ergibt  die  Theorie,  daß,  wenngleich  diese  Bewegung  durch  das 
&o£ere  Feld  geändert  wird,  doch  das  von  ihnen  ausgehende  Feld  un* 
geändert  bleibt.  Die  nächstliegende  Erwartung,  daß  nach  der  Theorie 
eine  ^^Orientierung  der  Molekularströme''  und  hierdurch  ein  magneti84dies 
Moment  der  Volumenelemente  eiutriito,  erfüllt  sich  also  nicht. 

Um  eine  magnetische  Wirkung  zu  erhniten,  muß  man  die  oben  ge- 
schilderte Vorstellung  dahin  modifizieren,  daii  mau  die  Umlaufsbewegung 
der  Elektronen  nicht  ungestört  verlautend  denkt,  boiidern  annimmt, 
daß  sie  ab  und  an  durch  Zusammenstöße  beeinflußt  wird,  derart,  daß 
in  jeder  meßbaren  Zeit  Elektronen  in  allen  möglichen  lüchtungeu  und 
mit  bdcbst  Termhiedenen  Gemdiwindi^Eeiten  Umian&ibeweguugen  be- 
ginnen. Die  so  bewegten  Elektronen  eines  VolmnenelenienteB  senden 
dann  in  der  Tat  ein  Ma^etfeld  ans,  geradeso,  als  besSfie  das  Volumen 
ein  mit  der  ftnßeren  Fddstftrke  proportionales  Moment  Jf ;  und  iwar 
kann  je  nach  dem  Verhältnis  der  mittleren  potentiellen  und  der  mittleren 
binetischen  Eneigie  aller  filektronen  beim  Beginn  ihrer  Bewegongen 
das  Moment  ebensowohl  paiar,  als  diamagnetisck  sein. 
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Um  die  hierdoreh  gelieferte  WrVl&Twng  der  magnetisehen  Inflocns 
Ton  isotropen  Körpern  auf  äolotrope  so  übertrafen,  hat  man  sich  nur 
noch  Yorzustellen,  daß  bei  den  oben  eingeführten  Zusammenstößen  nicht 
alle  Richtungen  dpr  resultierenden  Bewegungen  gleichmäßig  bedacht 
werden,  wie  dies  der  Verschiedenartigkeit  der  Hichtongen  in  einem 
Exifitall  entspricht.  : 

Auch  für  die  Bestimmung  der  Einwirkung  des  äußeren  Feldes  auf 
die  Rotationsbewegungen  gibt  die  allgemeine  Theorie  die  voUstaudigem 
Hilfsmittel  Allgemein  lebrt  sie,  daß  eine  ruhende  räumlich  ausgedehnt» 
Ladung  bei  Entatehnng  onee  ftnßera  MagnetfeLdes  in  Botation  i 
ger&i,  eine  beBsits  rotierende  eiDe  JUdemng  ihrer  Rotation  ecf  Shrt.  ! 
Dieee  Wirkongen  iofaeuien  jadezieit  ein  Feld  des  Volnmenelementes. 
zu  Teradaasen,  welches  einer  diamagnetisohen  Erregung  entapriohi. 
Um  paramagnetische  Erregungen  sa  eriialten,  bedarf  ee  ergänzender 
Annahmen  über  (den  Bewegungen  entgegenwirkende)  orientierte  Wider-  i 
standskrafte,  die  naturgemäß  etwas  Willkürliches  haben  müssen.  Die 
J^rklärnnfi;  nolotroper  m a irrt eti scher  Erregungen  würde  überdies  TOT» 
langen,  daß  jene  Einwirkungen  bestiimiite  Symmetrien  besäßen. 

Man  findet,  wie  es  scheint,  immer  noch  weniger  Schwierigkeiten 
in  der  Erklärung  der  magnetischen  Influenz,  wenn  man  dieselbe  aus- 
schließlich iu  der  BeeiuÜussuug  der  Umlaufs bewegimgen  der  Elek- 
tronen doroh  das  ftoßere  Feld  sucht,  als  wenn  man  rotierende  Ladungen 
dafllr  Terantwortlieh  maoht 

"    §  250.    Die  Entropie  eines  magnetisch  influenaierten  Bjistalla. 
Genau  parallel  gehend  dem  in  §  234  bezüglich  der  dielektrischen  In-  | 
fluenz  Entwickelten  laßt  sich  auch  einiges  über  thermisch-magne-  ; 
tische  Vorgange  sagen. 

Bei  Benutzung  der  Hauptachsen  der  magnetischen  Influenz  und 
bei  Beschrankung  auf  kleine  Temperaturanderungen  nimmt  der  Ausdruck 
(290)  für  das  themodjnamiflche  Potential  |  unter  Bficksicht  aof  (291) 
die  Fonn  an  >  I 

-2|-^  +  «iir,»+»nJ3;*  +  %nJai«;  (860) 

aus  ihm  folgt  für  die  Entropie  der  Volomeneinheit 

n  -  -i'  +  t  Wi^'  +  »ii-i^"  +  «in^a  (351) 

wohei  die      knns  ftr  d%Jdx  geaetct  sind. 

Bei  adiabatueher  Znatandaftadetrong  ist  19  konstant;  die  Fonnel 
(d51)  gibt  also  in  diesem  Falle  die  TemperatoiSndening^  ^  ein«  Ände- 
rang  des  Magnetfeldes  jS"  begleitet  Besonders  ein&ch  wird  daa  Resultat^ 
ircnn  die  adiabatische  Veränderung  den  Zustand  gleichzeitigen  Ver« 
sehwindeos  Ton  %  nnd  H  berOhrt;  hier  gibt  dann  s.  B. 
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»  -,;«^'  +  «ö^'  +  «in^')  (362) 

die  Temperaturänflernng  t,  welche  die  Erregung  des  Feldes  H  be- 
wirkt. Diese  Größe  t  ist  im  aiigemeiuen  von  der  Riclitung  von  H 
abhängig,  nicht  aber  von  dessen  Riehtungssinn;  sie  hat  negatives 
Vorzeichen,  wenn  die  Magnetisierungszablen  uvit  steigender  Temperatur 
wacliseu,  positives,  wenn  sie  dabei  abnehmen. 

Beobachtungen  über  die  hierdurch  signalisierten  Erscheinungen 
an  Siisbillen  liegen  bisher  noch  nicht  Tor. 


2.  TaU.  Ferromagnetismiis. 

§  251.  Allgemeines  über  fenomagnetisohe  SEregang.  Die  ein- 
fache Proportionalität  zwisehen  magnetischem  Moment  and  magnetischer 
Feldstarke,  welche  der  Pm^n sehe  Ansatz  und  seine  Erweiterung  (292) 
durch  W.  Thomson  ausspricht,  findet  bei  isotropen  Körpern  bekanntlich 
nicht  ausnahmslos  statt.  Insbtjsondere  verlinift  das  Gesetz  der  Magne- 
tisierun«?  hei  den  Metallen  Eisen,  Nickel,  Kohalt  ganz  anders. 

Trägt  man  da«  Moment  M  als  Ordinate  zu  der  Feldstärke  ff  als 
Abszisse  auf,  so  ergibt  sich  für  die  Erregung  dieser  Körper  bei  Ausgang 
von  dem  nnmagnetischen  Zustand  eine 
Kurre  von  dem  Typus  OÄ  in  der 
Figur  143,  die  anfangs  laugsam,  dann 
schneller  und  später  wieder  langsamer 
msteigt.  Läßt  men  S  weiter  mid 
weiter  waohieii,  eo  nähert  sieh  M  einer 
endliehen  oberan  Grenze  die  man 
ab  den  Sättigangswert  des  Mo- 
mente  beseiohnet. 

LäBt  man  nach  Erreichung  irgend- 
eines Wertes  TTj  nun  H  wiedf^r  ab- 
nehmen, so  durchläuft  M  ni ciit  die- 
selbe Wertreihe,  die  es  beim  Ansteigen 

von  H  passierte,  sondern  es  nimmt  bei  gleichem  ^  jetzt  größere 
Werte  an,  wie  da.s  die  Kurve  A  li  andeutet.  Die  Oidiuate  07>  stellt 
ein  Moment  dar,  welches  nach  völligem  Verschwinden  des  Feldes  zurück- 
bleibt. Bei  Umkehrung  der  Feldiiehtong  nimmt  M  den  dnreh  den 
Knryenzweig  BC  dargestellten  Verlauf  wobei  C  nnge^Uur  symmetriseh 
sn  Ä  liegt  Sin  Waeheen  der  QiakB  Ton  O  negativen)  Feldeiirke 
durch  Nnllliindnroh  bie  aof  den  snror  erreichten  gr0&ten  Beteag  JE^  führt 
dae  Moment  avf  der  Enrre  CD J^his  in  dieüBlie  des  Pnnktee  A.  Wieder- 
hdtee  OndUieren  der  Feldslirke  swiechen  den  Grenaen  +  jr^  nnd  — 
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läßt  M  nabeza  geichloEsene  Knrren  beBchreiben,  den  fenromagnetiseheiL 
Körper  somit  also  Kreisprozesse  durclilaufen. 

Übrnehreiiet  man  den  Wert  /f^  und  lltfit  das  Feld  etwa  bis  JT^ 
wachsen,  so  ergibt  die  Diireliluutung  der  Wertreihe  bis  —  imd 
zurück  eine  der  Schleife  ABCDE  analoge,  die  jene  umschließt. 

Die  Vorschiodenheit  der  Momente  3f,  welche  derselben  Feldstärke 
tJ  entsprechen,  je  nacli  dem  Wege,  auf  welchem  diosc  Worte  //  erreicht 
werden,  —  die  sogenannte  Hysteresis  — ,  zeigt  unverkenubar,  daß  es 
hich  bei  der  maguetischeu  Erregung  der  genannten  Metalle  um  einen 
irreTersibeln  Vorgang  handelt.  In  der  Tut  gelingt  es  bei  ihnen  nicht, 
eine  unter  Arbeiteaufwand  hervorgerufene  Erregung  durch  einen  gleich 
groflen  und  entgegengesetzten  Aufwand  rQekgängig  zu  machen.  Die 
Dnrchlaufung  eines  Hysteresiszyklus,  also  eines  Kreisprozesses,  erfordert 
einen  Arbeitsaufwand,  und  die  Erfahrung  zeigt,  daß  dieser  Aufwand  zu 
einer  Erwärmim«^  des  magnetisierten  Körpen  dient. 

Die  Weitf  der  ITysteresisschleifon,  die  im  wesentlichen  durch  den 
lietrag  des  nach  Fortfall  des  Feldes  remanenteii  Momentes  (gemessen 
durch  OB)  bestimmt  wird,  hängt  nach  der  Eiiahrung  sehr  vou  der 
Form  des  magnetisierten  Präparates  ab  Magnetisiert  mau  z.  B,  einen 
Stab  aus  weichem  Eisen  durch  ein  System  darum  gewundener  strom- 
durchflossener  Drähte,  so  wächst  die  Ilemauenz  außerordentlich,  wenn 
man  den  Stab  zum  Hinge  umgestidtet.  Dabei  bleiben  die  Extremwerte 
MifM^,...f  die  den  eneichten  größten  Feldstärken  entsprechen,  merk^ 
lieh  unge&nderi 

£s  ist  daher  die  Vorstellung  lul&asig,  daß  es  sich  bei  dem  Vorgang 

der  Magnetisierung  Ton  Eisen,  Nickel,  Kobalt  um  die  Superposition 
zweier  verschiedenartiger  und  voneinander  bis  zu  einem  gewisstti  Grade 
unabhängiger  Prozesse  handelt:  eines  umkehrbaren  und  eines  nicht 
umkehrbarem  —  ähnlich,  wie  das  S.  192  bezQglich  der  elastischen 
Deformation  auseinandergesetzt  ist. 

Für  die  theoretiselie  Behandlung  des  nicht  umkehrbaren  Teil- 
prozesses fehlt  es  noch  au  den  nötigen  Grundlagen.*)  Es  bleibt  demnach 
nichts  übrig,  als  den  umkehrbaren  Teil  für  sich  der  Theorie  zu 
unterwerfen,  die  mit  Hilfe  des  thermodynamisehen  Potentials  sogleich 
zu  gewinnen  isi  Dieser  Teil  umfoßt  das  Veiiialten  in  dem  Idealfall 
Tersehwindender  Hjsterese,  also  das  Gesets  für  M,  wie  es  bei  unendlich 
feinen  Hysteresisschteifen  resultieren  würde  und  wie  es  in  Anniherung 
durch  die  Spitzen  A,  F, . . .  der  Hysteresissohleifien  in  Fig.  143  dar- 
gestellt wird.  Charakteristisch  für  den  so  gewonnenen  Zusammenhang 
zwischen  Feldstärke  H  und  Moment  M  ist  ein  langsameres  Ansteigen 
Too  M  bei  von  Ifuli  an  wachsendem  U,  das  von  einem  stärkeren 

r  S.  hii-r/u  übrigena  die  während  des  DniokM  diem  Werk«!  eraehdueod« 
Abhaadloog  von  R.  Gan»^  Gött  Nachr.  1910. 
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Ansteigen  bei  größerem  H  abgelöst  wird.  Weiterhin  nimmt  die  Ge- 
schwindigkeit des  Wachsens  allmählich  wieder  ab  und  schließlich  ent- 
steht ein  Mymptotisehefl  Anschmiegeik  ao  den  S.  605  enrlhnten 
S&ttignngswerl 

FOr  metallisdieB  Eisen,  Nickel,  Kobalt  lagen  seit  Dceennien  bereiti 
sahlreiclie  üntenuchangen  Aber  die  Gesetze  der  ferromagnetischen 
Erregung  vor;  aucb  für  Terschisdene  Eisenverbindiuigen,  die  in  der 
l^atnr  als  dichte  Gesteine  Torkommen,  war  das  ferromagnetisohe  Ver- 
halten, d.  h.  also  Hyöteresis  und  Abweichung  von  der  Proportionalität 
zwischen  Feld  und  Moment  konstatiert^),  als  endlich  (  1S96)  P.  Weiß') 
■das  spezielle  Problem  der  Kristallphysik  erkannte,  welches  der  Ferro- 
magnetiemus  liefert.  In  der  That  entsteht  mit  dem  Nachweis  der 
Unanwendl'jirkeit  des  W.  Täowi.som sehen  Ansatzes  sogleich  die  Frage 
nach  dem  Ersatz  lür  denselben.  Weiß  nahm  zLUiüchst  die  ex- 
perimentelle Untersnchung  der  qnantitatiTen  und  der  Symmetri»- 
▼erhiltnisse  in  Angriff. 

§  352.  Theozie  der  BeolMMditniig  magnetlseher  anesong  andli 

der  Indnktionsmethode.  Die  erste  Beobachtangsreihe  Ton  P.  W^ß 
bezieht  sidi  auf  Magnetit  {Fe^  0^),  der  im  regulären  System  kri- 
stallisiert und  besMMlfln  in  den  Formen  des  Oktaeders  und  des 

Rhombendodekaeders  Torkommt,  Sie  verwendet  die  Methode  der 
Hagnetoiuduktion,  die  auch  in  der  Technik  bei  der  Bestimmung  der 
^Mi^netisierbarkeit  von  Eisen-  und  Stahlsorten  üblich  ist. 

Der  Aust^augspunkt  für  ihre  Theorie  ist  die  Gnindformel  der 
Magnetoinduktion,  nach  welcher  das  Linienintegral  L  der  in  einem 
geschlossenen  Leiter  induzierten  elektromotorischen  Kraft  sich  durch 
die  leitliehe  Indemng  des  Tirtnellen  magnetiBclien  Poteotiab  T  be- 
stimmty  d.  h.  desjenigen,  welches  der  Leiter  Ton  dem  induzierenden 
Magneten  er&hien  wlirde,  wenn  in  ihm  die  Stromstärke  Eins  flSsse. 
Es  gilt  nämlich  die  Formel 

i-iC.  (353) 

Fdr  die  gesamte  Strommenge  J,  welche  während  einer  Andenmg 
Ton  r  den  Leiter  rom  Widerstand  W  dorchfiießt,  ergibt  sich  dann 

Tr/-(r,-r,),  (864) 

wobei  und  die  Werte  von  F  im  Anfangs-  und  Endzustand  der 
Teiindenmg  benridmen. 

1)  laieratui  bi«zni  findet  neh  Im  ff.  iu  Aw,  Bapporti  Oongr.  inl  d.  Fhyi. 
1900,  T.  n,  p.  460. 

«)  P.  Weiß,  Ecl.  61ectr.  T.  7,  p.  487,  T.  8,  p.  68,  106,  1006;  Journ.  d.  phya. 
<S)  T.  ft,  p.  4M,  18M;  Th^  Faiis  189«. 
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Wir  wollen  ron  diesen  Formeln  innSehet  eine  Anwendung  maclieiL 
snr  Erlftotoning  der  8.  494  aitierten  Methode^  eine  magnetiedie  Feld- 
elirke  dnreh  ihre  IndnktionBwirkQng  m  bestimmen.  Xs  empfiehlt 
sich  daxa,  an  die  Äquivalenz  eines  vom  Strom  J  durclifiossenen  ge- 
eohloesenen  linearen  Leiters  mit  einer  magnetischen  Lamelle  Tom 
Moment  y  J  und  von  einer  mit  dem  Untren  Leiter  znaammen- 
£allenden  Umrandung  anzuknüpfen.  J  ist  dabei  elektrostatisch  gemessen. 

Die  Potentialfanktion  einer  Lamelle  vom  spezifischen  Moment 
wird  nach  (,17a)  auf  S.  207  daigestellt  durch  * 


9 

ihr  Potential  auf  einen  Pol  —  m  ist  somit 


do. 


Knn  sei  die  Lamelle  eben,  mit  der  Ebene  normal  zur  ^A^lise  nnd 
außerdem  homogen  erregt,  der  Pol  aber  sei  Iftngs  der  Z-Aohse^  nnend- 
Uch  weit;  dann  kann  man  schreiben 


wobei  q  die  Fläche  der  Lamelle  bezeichnet,  und  z  die  ir'obxtiun  der 
Lamelle  bestimmt.    Dabei  ist 

die  von  dem  Pol  —  m  gelieferte,  innerlmlb  der  Lamelle  als  homogen 
zu  betrachtende  Feldstärke,  deren  Richtung  normal  zur  Ebene  der 
Lamelle  steht 

Die  Lamelle  Tom  spezifischen  Moment  N  ist  nun  einem  in  ihrer 
Peripherie  fliefienden  Sla*om  von  der  Starke  N  ftqniYaleni  Das  Tir* 
tnelle  Potential  r,  das  der  mit  dieser  Peripherie  ansammea- 
fallende  lineftre  Leiter  erfihrt,  geht  also  nach  ob^;em  ans  ^ 
herror,  wenn  man  N  mit  Eins  Tertanscht,  nnd  ist  gegeboi  durch 

r^-qlP.  (355) 

Ist  also  eine  Drahtrolle  von  der  Windungsfläche  q  innerhalb 
eine«  mprklieh  homogenen  Magnetfeld»"^  mit  «1er  Windungsfiäche 
normal  zu  den  Jiraftlinien  au%e8teUt^  und  transportiert  man  die  Bolle 
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«ebr  iohiiall  in  dat  Feld  TSM,  w>  wiid  lueh  (864)  bei  eiiiem  Ge- 
sanntwiderstand  der  SohlieBüng  in  dieser  ein  Sitom  indniiert, 
flegebcn  durch 

-  qm  (366) 

Man  kann  hieniaeb  H*  dnzoh  die  Beobachtung  von  J*  bei  bekanntem 
W*  bestimmen.  Dies  iai  die  froher  aitierie  Methode. 

Wir  wollen  ferner  die  Grandibrmeln  (863)  und  (854)  aar  Ab- 
leitaag  des  Geaetaes  Ittr  die  Induktion  eines  beliebigen  lineSw  Leiten 
durch  einen  im  Endlichen  befindlichen  nach  Starke  oder  Lage  Ter- 
inderlichen  Ibgneien  benntaen,  wie  dergLeiohen  bei  den  TFe^achen 
Beobachtungen  zur  Anwendung  kam. 

Ana  dtt  Potentialfanktion  des  Magneten  (0) 

▼QU  8,  a08  ergibt  sieh  das  auf  einen  Fol  +  m  wirksama  Pdei^ial 

—  +  mq>, 

d.  h. 

*  -  -/«fl»  +  ^.H,  +  M,S,)dk„ 

wobei  die  Komponenten  Hg,  H^,  das  Fehl  des  Poles  m  m  dh^  be- 
stimmen. Diese  Formel  behSlt  ihre  Gestalt  bei,  wenn  an  Stelle  des 
einen  Poles  m  ein  beliebiges  Polsjstem  oder  auch  ein  endlicher  Ma- 
gnet (1)  gesetat  wird;  H  nimmt  dann  nur  eben  die  Bedeutung  des  TOn 

diesem  Magneten  in  dk^  bewirkten  Feldes  an.  Endlich  können  wir 

den  MagTipten  (l^  nuch  durch  einen  Stromleiter  ersetzen  und  unter  ff 
dessen  1  Vld  v*  retehen,  ohne  daß  die  Formel  ihre  Anwendbarkeit  verliert. 

Verstf'lu  n  wir  nun  unter  Ä,,  Ä,,  A,  die  Feldkomponenteu,  welche 
das  Leitersystem  bei  der  Stroinstärke  Eins  nach  dk^  aussenden  würde, 
so  erhalten  wir  für  das  yirtueiiu  Potential  des  Leiters  im  Felde  des 
Magneten  den  Ausdruck 

r  ßM^k.'^M.h^+Mth^di^,  (367) 

das  Integral^  wie  zuvor,  über  den  Magneten  (0)  erstreckt. 

Für  die  AuweüJuüj^  dieser  Formel  kommen  insbesondere  zwei 
spezielle  Fälle  in  Betracht^  die  wir  uacbeiuauder  erörtern  wollen. 

Kann  nmftohsi  die  Erregung  des  Magneten  (d.  h.  sein 
Moment  Jf)  als  rftnmlieh  konaiant  angesehen  werden,  so  redn- 
aesrt  sieh  die  letste  Formel  anf 
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Hat  überdies  das  TirtoeUe  Feld  des  Leiten  innerhalb  des  Magnetoa 

die  Ei<renseb.ift  piner  solchen  Symmetrie  nach  der  X-  und  Y-Achse, 
daß  (Üp  /.wei  ersten  Integrale,  d.  h.  die  Sunimpn  der  diesen  Achsea 
paruüelcu  virtiiolkii  Feldkomponenten  über  den  vom  Magneten  ein* 
genommenen  Kaum,  verschwinden^  so  ist 

r  M,fh,dk,.  (369) 

Wenn  schließlich  bei  der  induzierenden  Verändemog,  wie  der  Leiter^ 
so  auch  der  von  dem  Magneten  erfilllte  Kaum  ungeändert  bleibt,  BO 
ist  des  Integral  konaient  und  die  Formel  (d54)  ergibt 

Die  ßeobaohttmg  Ton  J  gestattet  also  direkt  Relatir werte  von 

waxh.  Absolutwerte  dieser  Größen  absoleiten;  sind  die  YerlSltniss» 
überdies  derart,  daß  man  am  Anfang  oder  am  Ende  an  NnU 
maehen  kann,  so  sind  analoge  Bestimraiingen  aneh  von  Mg  selbst 
raS^ch.  — 

In  dem  aUgnineineii  Falle,  daß  die  Erregung  des  Magneten  nidii 
homogen  ist,  kann  man  femer  die  Formel  (357)  vereinfachen,  indem 
mau  den  induzierten  Leiter  so  anordnet,  daß  er  ein  im  Bereiche  des 
Maf^ieten  homogenes  virtuelles  Feld  liefert.  Ein  solches  würde  B. 
in  sehr  großer  Annäherung  dadurch  erreiclibar  sein,  daß  man  den 
Leiter  in  jufiiidistanten  Wiiidungsebeneu  auf  eine  Kugel  oder  ein 
ElLipsoid  wickelte;  derartige  Kolleu,  die  mit  homogen  erregten  Ma- 
gneten gleicher  Form  äquivalent  sind,  liefern  bekanniiich  auf  innere 
Punkte  homogene  Felder,  deren  liichtung  bei  der  Kugel  stets  normal 
m  den  Windungsebenen  ist,  bei  dem  Ellipsoid  nur  dsnn^  wenn  diese 
Ebenen  selbst  einer  Symmetrieebene  des  Ellipsoids  paraÜel  sind.  In 
geringerer  Annlhening  l&ßt  sieh  ein  homogenes  Feld  aoch  doroh 
einzelne  geeignet  angestellte  Ereiistrome  enengan. 

Legt  man  die  Z- Achse  in  die  Richtnng  der  Kraftlinien  dieses 
Feldes,  so  ist  hg^O,  A| « 0,  konstant,  und  die  Formel  (357) 
liefert 

r  kgfMgdk^.  (861) 

In  diesem  Falle  kann  man  also  ans  der  Induktionsbeobaohtnng  den 
arithmetisehen  Mittelwert  Ton  Mg  innerhalb  des  Magneten  ableitsn. 

§  Beobaohtimg  an  Stäben.    Die  erste  Beobaehtimgsreihe 

Ton  Weiß  betraf  priematisohe  Stäbchen  Ton  Magnetit^  die  axial  in  der 


I 
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bidoktionaroUe  befestigt  waren.  Ihre  magnetuche  Erregung  fand  durch 
eine  xweite,  weitere  Drahtrolle  statt»  welche  das  gamw  Syston  umgab. 
Es  wurde  die  Induktion  beim  Hindurebsenden  eines  Stromes  durch  die 
ftnftere  Rolle  beobachtet^  einmal  ohne,  sodann  mit  eingelegtem  KiiataU- 
piiparat;  die  Differenz  rührte  tou  der  Wirkung  der  magnetischen  In* 
finenz  des  Kristallpräparftts  her. 

Die  Kristallstäbchen  wan-n  rc«p  l  aialir»!  zu  finor  vier-,  einor 
zwei-  oder  einer  dreizählitrpn  Synimetneachse  des  Kristalls  ^eschiiittt-ii; 
man  kann  demgemäß  ihre  Itichtungskosinua  resp.  gleich  ^^1,  0, 

(0,  l/j/2,  l/|/2),  (l  yä,  l^yi,  l/|/;i)  setzen.  Die  an  ihnen  an- 
gestellten Beobachtungen  dienten  hnnptsiichlicli  zur  Uutf rsuchung  des 
Gesetze»,  welches  die  Magnetisierung  paralkd  diesen  drei  iluuptrich- 
tnngen  mit  dw  erregenden  Feldatärfce  Terbindet. 

Die  StftbelMi  wurden  einem  longitudinalen  Magnetfeld  aus- 
gesetstf  nach  ihrer  Symmetrie  mußten  sie  dann  auch  longitudinal  magne- 
tisiert  werden.  In  der  Tat  gestattet  die  Lage  der  Längsachse  parallel 
irgendeiner  Symmetxieaehae,  wie  man  leicht  einsieht,  in  diesem  Falle 
keine  andere  Lage  des  erregten  Moments.  Da  die  tangentialen  Eom* 
ponenten  der  magnetischen  Feldstärke  beim  Durchgang  durch  eine 
Fläche,  welche  zwei  Medien  trennt,  jedpr/'-it  stetig  vorlaufen,  so 
konnte  die  Feldstärke  i/j  im  Innern  des  StäbcheDS  als  derjciii^'en  merk- 
lich gleich  behandelt  werden,  die  gleichzeitig  im  Auüenraum  nächst 
dem  Stäbchen  beobachtet  wurde. 

Wegen  der  geringen  Selbstinfluenz  eines  longitudinal  erregten 
zjlindriachen  Stabes  ist  in  diesem  Falle  Jf,  merklich  konstant,  imd 

da  nach  der  Symnu  tno  lier  Auurduuug  j  li^dk  ^jh^dk  =  0  und  über- 

diea  / hgdk  zeitlich  konstant  war,  so  sind  die  Vorbedingungen  zur  An* 
wenoung  der  Gleicliunp;'  f^ßO)  erfüllt. 

Bezüglich  der  Resultate  der  bez.  Beobachtungen  genüf^e  es  zu 
bemerken,  daß  die  MaLr?i"ti,sierung  bei  allen  drei  Arten  von  Sliibchen 
sieh  durchaus  „ferromaguetisch",  also  keineswegs  der  Feldstärke  pro- 
portiunal,  tlberdies  bei  den  drei  Arten  verschieden  erwies,  womit 
die  Anwendbarkeit  des  Tä<wwäöw sehen  Ansatzes  (292)  hinfällig  wird. 
Die  Hysteresia  &ad  sieh  bei  Terschiedenen  Vorkommen  von  Ibgnetii 
▼erschieden  und  bei  einigen  so  gering,  dafi  ein  Schluß  auf  einen 
Idealanstaad  ohne  Hysteresis  (s,  S.  506)  snlSssig  erecheini 

Was  den  mit  wachsendem  Feld  schließlich  erreichbaren  Sättigungs- 
zustand  angeht,  so  ließen  die  Beobachtungen  hierüber  keinen  sichern 
Schluß  zu,  (k  sie  nur  mäßige  Feldstärken  (maximal  ÖOO  Gauß)  be- 
nutzten. Von  Tomherein  ist  gar  nichts  darüber  zu  sajren,  ob  ein  re- 
gulärer Kristall  sich  im  Sättigungszuhtand  i.sotrop  oder  äolotrop  er- 
weisen wird.  Die  Tatsache,  daß  magnetische  Sättigung  eintritt,  stellt 
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iich  uialytitoli  so  dar,  daß  die  AoadrHekB  f&r  die  Momente  M^f  M^, 
nach  den  EoordinatenaflliMii  mit  wachsender  Feldstärke  bei  kaOf 
Btanter  Kicbtnng  derselben  toa  deren  Größe  unabhängig  werden; 
hierbei  kann  deren  Richtung  noch  in  sehr  komplizierter  Weise 
wirksam  bleiben,  denn  da  der  Ansatz  (292)  bei  ferromagnetischen 
Kristallen  seine  Anwendbarkeit  rrrliert,  ist  die  Wirkung  der  ge- 
samten Feldstärke  H  nicht  mehr  mit  der  Superposifeion  der  Wirkungen 
ihrer  Komponenten  i/^,  H^,  üg  äquivalent. 

§  254.   Beobaolitungen  an  SMeMdieiben.    Von  beeonderem 

Interesse  sind  die  von  WHß  in  einer  zweiten  Beobachtungsreihe  aa 
Kristallscheiben  erhaltenen  Resultate.  Bei  diesen  Beobachtungen 
wurde  das  äußere  Magnetfeld  (durch  einen  hufeisenförmigen  Stahl- 
magneten hervorgerufen)  zeitlich  konstant  erhalten;  seine  Kraftlinien 
verliefen  horizontal.  Die  lieobachtete  Kreisscheibe  von  Magnetit  war 
in  horizontaler  Lage  innerhalb  des  merklich  homogenen  Feldes  um 
eine  vertikale  Achse  a  durch  ihr  Zentrum  in  meßbarer  Weise  drehbar 
angebracht. 

Bei  einer  Bolchen  Drehung  wirkte  sie  dnreh  die  Yeribidenmg  ihres 
Ifomeutes  indnsieread  Mif  swei  Unne  DrahtrQUehen  iZ^y  .B^,  welehe 
Metehend^  die  Seheibe  sa  beiden  Seiten  eines  ihrer 
Ri  Dnrehmeeser  sehr  dieht  nmechlosami  (Fig.  144). 

Der  hier  vorliegende  Fall  gehört  zu  dni  durch 
»  Formel  (359)  resp.  (360)  nmfaflten.   Die  Erregung  der 
vic.m        ^^^^  dünnen  Scheibe  in  einem  homogenen  Felde  darf  nach 
§  214  als  merklich  homogen  betrachtet  werden.  Ferner 
ist,  wenn  wir  die  X-Achse  in  die  Drehachse  legen,  die  XT-Ebene  der 
Windungsebene  der  Induktionsrollen  parallel  annehmen,  nach  Symmetrie 

k^dh^  und  fli^dk-Q  gleich  Null;  endlich  ändert  sich  bei  einer  Drehung 
der  von  der  Kreisscheibe  erfüllt*?  Raum  nicht,  wohl  aber,  wenn  die 
Scheibe  gegen  radiale  Felder  sich  nicht  isotrop  verhält,  das  Moment  3/, 
in  der  Richtung  normal  zur  Windunijsfläche.  Der  in  den  Draht- 
röUcheu  induzierte  (iesanitstrom  J  wird  also  in  der  Tat  durch  die 
Formel  (360)  gegeben,  uu<l  man  kann  durch  seine  Beobachtung  bei 
einer  Drehung  der  Scheibe  die  ^inderung  von  üf,  infolge  jeuer  Drehung 
nach  dieser  Femel  bestimmen. 

SuksessiTe  Drehungen  (etwa  um  immer  i^cfae  BmchteOe  Toa 
2«)  fOhren  dann  sa  dem  Oesot»  der  YerSnderang  Tim  wenn  immer 
sudere  Dnrehmesser  der  EraisBcheibe  in  die  Biehtong  der  Feldstlrice 
resp.  der  Normalen  auf  der  Windungsebene  von  und  JR,  (Fig.  144) 
gebracht  werden;  anbestimmt  bleibt  dabei  aber  sonftohst  der  Zahlwert 

des  Faktors  ^ 

f-fh^dk.. 


J 
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Um  für  irgeudeiue  PositiQu  der  Kreisscheibe  den  Absolutwert 
von  MJ  XU  befltimmeBy  beobachtete  IfJn^S  die  Induktion  bei  einer 
Brehtuig  der  RdUehen  ^xt^  tun  die  Achse  a  um  180^.  Hierbei 
^wirken  zwei  ümitinde  indnsierend;  einmml  die  TJmkehnuig  des  indn- 
sierenden  Magnetfeldes  B.\  die  zn  T  nach  (d56)  den  Anteil  ^q^B^ 
liefert,  sodann  die  Umkehrung  des  Momentes  Jf^,  die  nacih  (3^9)  den 
Anteil  2M^f  ergibt  Man  kann  die  beiden  Anteile  sondern,  also 
jtfj/*  bestimmen,  indem  mnn  die  letztere  Beobachtung  nach  Ent- 
fernung der  Kristallscheibe  wiederholt;  hier  kommt  nur  der  Teil 
2qII°  zur  Geltung. 

Die  Vorteile  der  Methode  der  Kreisscheibeu  sind  mannigfaltig. 
Einerseits  liefert  dieselbe  eine  Iteihe  von  Zahlwerten  fflr  ein  und  das- 
selbe Präparat^  befreit  also  in  weitem  Maße  Ton  etwaigen  Inhomogeni- 
Üten  der  EristaUaubstans,  Sodann  gestattet  sie,  die  tnüneniierten  Mo- 
mente niebt  nnr  in  der  Riehtnng  der  inflnenzierenden  Feldstikrkei  sondern 
nach  jeder  beliebigen  Riditnng  in  der  Seheibenebene  au  messen.  Es 
genfigt  hierzu,  die  Normaüe  Z  auf  der  Windungsebene  in  die  betreffende 
Lage  gegen  die  Kraftlinien  an  bringen,  denn  in  jedem  FaUe  wird  nuch 
(300)  die  Komponente  normal  anr  Windongsebene  der  Röllchen 
Elf  li^  induzierend  wirksam. 

Weiß  })e»*chriinkte  sich  auf  die  Untersuchung  der  beirlen  Mdnient- 
komponenteu,  die  resp.  parallel  und  normal  zu  den  Kraftlinien  des 
äußeren  F^ddes  waren,  d.h.  auf  Beobaehtunt^'en,  bfi  denen  die  Normale 
Z  der  ludiiktionsrollen  parallel  oder  nonnai  zu  den  Kruttiinien  des 
permanenten  Magneten  lag;  diese  Messungen  lieferten  resp.  das  longi- 
tudinale  und  das  iransrersale  Moment  Jtf|  und  Mf.  Hieimit  war 
dann  aneb  die  Gesamtkomponente  des  Momentes  parallel  der  Scheiben- 
ebene  bestimmt;  —  die  an  dieser  Ebene  normale  Komponente  kommt 
bei  Drehungen  um  deren  Richtung  natflrlieh  fiberhaupt  nicht  zu  in- 
duzierender Wirkung. 

Die  von  Weiß  beobachteten  Magnetitscheiben  hatten  Durchmesser 
bis  zu  2  cm  bei  gelegentlich  nur  0,3  mm  Dicke.  In  einem  solchen 
Falle,  wo  die  Schpihen  als  sehr  abgeplattete  Kotati onsellipsoide  an- 
gesehen werden  können,  kommt  nach  §  214  ihre  Selbstinliuenz  relativ 
wenig  zur  Geltung. 

Zur  Anwendung  gelangten  die  drei  Orientierungen,  wo  die  Scheiben- 
normale in  eine  vier-,  eine  zwd-  oder  eine  dreizShlige  Symmetrieachse 
fiel,  die  Plattenebene  also  resp.  einer  WOrfelr,  einer  Dodekaeder-  oder 
einer  OktaedecflScbe  parallel  war.  In  den  beiden  ersten  FUlen,  wo  die 
Plattenebene  eine  kristallographische  Symmetrieebene  darstellt,  mufi 
eine  parallel  dieser  Ebene  wirkende  Feldstärke  notwendig  ein  Moment 
veranlassen,  welches  gleichfalls  in  diese  Ebene  fällt;  im  letzten  FaUe 
ist  dies  nicht  nötig,  das  erregte  Moment  kann  bei  Drehung  der  Feld- 

Volg»,  KrIsUUpbTVIk.  SS 
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stärke  m  der  Scheibenebene  abwechselDd  darüber  oder  darunter 
fiftllen,  wobei  die  Dreizübligkeit  der  Scheibeiiiioimale  suin  Anidrnek 
kommen  mofi. 

§  255.  Beobaohtmigsremltet«  an  MacneHt.  In  Figur  145  iet 
das  Resultat  einer  Beobachtiingsreihe  lehematiaeh  wiedergegeben,  daa 

Weiß  an  einer  Scheibe  normal 

m  piner  vierzahlippri  A^hse,  also 
parallel  einer  Würleltiäche  er- 
halten hat;  die  mit  X  and  Y 
bezeichneten  Richtungen  ent- 
bpreeheü  den  in  der  Scheiben- 
ebene liegenden  vierzahügen 
AchMQ  oder  Wfirfelkanten,  die 
mit  D  beMiebneten  den  in  «Ueeer 
Ebene  liegenden  sweiaabligen 
Acbaen  oder  Wflrfelflächen- 
diagonalen.  Die  äußere  Kurve 
gibt  durch  ihre  Radien  ftir  jede 
Richtung  das  loncritndinale  Mo- 
ment 3ff.  die  murre  das  trans- 
versale M,  wifdpT.  Man  erkennt,  daß  die  Ai)weichung  des  magne- 
tiacheu  Yerhaiteos  der  betreffenden  Kriitallscheibe  von  dem  einer  isotro- 
pen sehr  beträchtlich  ist.  In 
letstorem  lUle  wim  die  Snfiere 
Kurve  ein  Kreis,  die  iDoere  ein 
Punkt  Die  Scbleifen  der  Knrre 
für  Mf  sind  niebt  iqnidistaa^ 
sondern  drangen  sich  je  gegen 
die  Tiensahügen  Achsen  mehr 
zusammen,  als  gegen  die  swei- 
zahiigen. 

Figur  146  veranschaulicht 
ebenso  die  iiesultate,  die  Weiß 
an  einer  Scheibe  normal  zu  einer 
zweizähligen  Achse,  also  parallel 
einw  DcHdekaederfliche  eifaielt; 
die  mit  Y,  I),  0  beaeicbneteD 
Riebtuiigen  geben  die  in  der  Scheibenebene  liegenden  Tier-,  swei-  und 
dreizahligen  Achsen  an.  Die  äußere  Kurve  stellt  wieder  Jf,,  die 
innere  Jf«  dar;  erstere  Größe  hat  Maadma  in  den  Richtungen  der  drei- 
zahligen,  Minima  in  den  Richtungen  der  vier^  und  der  Bweiaahiigen 
Achsen. 
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Die  Beobachtungen  an  Platteu  normal  zu  einer  dreizahligen  Achse, 
also  paralld  einer  Oktaederiläche,  lieferten  für  M^  Zahien,  die  innerhalb 
der  FehlergiMisflii  konstenl^  &a  Zahlen^  die  als  nmnflrklioh  gelten 
konnten. 

Die  an  den  versf^hiedenen  Platten  für  J/,  erhaltenen  Resultat« 
lassen  sich  kombiniei  t'ii ,  es  sich  bei  ihnen  ja  mir  um  eine  Rich- 
tung handelt,  in  welche  zugleich  Feld  und  Moment  fällt.  Denjenie^en 
Richtungen,  welche  den  verschiedenen  Scheibenebenen  gemeinsam  suij^ 
wie  insb^ondere  den  Symmetrieachsen,  muü  in  den  verschiedenen  Dia- 
grammen dieselbe  Lwge  des  Radius  zugehören.  Dementsprechend 
kann  man  muib.  AbMlder  der  Kunreii  fBr  jede  der  drei  Sbeneoartea 
Bomial  an  den  betreffenden  Sjmmebrieaehaen  mit  gememwmem  2«eDtram 
tneiiiaDder  ^gfceekl  denken^  um  so  dai  Gerippe  einer  OberflSehe  an 
gewimieD)  die  nnn  ftr  jede  beliebige  Richtung  das  derselben  entsprechende 
Moment  Jf,  bei  festgehaltener  Größe  der  äußeren  Feldstarke  dnreb 
den  parallelen  Radiusvektor  liefert.  Diese  Obexflädke  ähnelt  einftm 
Würfel  mit  abgerundeten  Kanten  und  Ecken  sowie  in  den  Mitten  ein- 
gedrückten Flachen;  ihre  Z>  titralschnitte  normal  zu  den  dreizahligen 
Achsen  haben  in  AiinabfM  img  Kreisform. 

Spjttprp  ant  \  ei unliLSSung  von  Weiß  durch  Quitfner^)  an  Magnetit 
angesteiite  iieobaciitungen  haben  ergeben,  daß  das  Material  sich  in 
den  meisten  Füllen  nicht  völlig  regelmäßig  seiner  kristullographischen 
Symmetrie  entsprechend  verhält,  t>o  daß  die  Möglichkeit  vorliegt,  daß 
seine  scheinbar  einÜMshen  IndividneB  Konglomerate  Ton  in  gewisser 
BegelmMigkeit  gmppierteii  KiislaUfragmenten  niedxigerar  Symmetrie 
danteDsn.  Über  derartige  iUle  ist  §  18  allgemein  gesprodhen.  Die 
naehstehendan  tbeoretisolhen  Erditerangen  tragen  dieser  Möglichkeit 
nicht  Rechnung,  sondern  behandeln  Magnetit  als  Beispiel  fUr  einen  In 
Wakrhrnt  einfachen  ferromagneti sehen  Kristall  dea regulären  Systems. 

Es  sei  schließlich  eines  hübschen  Yorlesungsexperimentes  gedacht^ 
das  Weiß  angegeben  lu^,  uro  die  magnetische  Aolotropie  von  Magnetit- 
Scheiben,  parallel  zu  einer  Wfirfelfliiche  geschnitten.  ^  i 
zu  demonstrieren  (Fig.  147).    Ein  kräftic?er  Hut-  /  ■,.       ^  1 

ei8eiiinaL;;riet  ipt  horizontal  gelegt,  so  daß  die  Kraft-  (    C  (f) 
Hnien  zwisclieu  .seiucii  i'oien  vertikal  stehen.    In   \^  S 
diesem  Feld  kommt  eine  kreisförniigo  Maguetit-  Vi§.uh  ' 

Scheibe  der  angegebenen  Art  zu  stabilem  Gleich- 
gewicht nur  dmoy  wenn  eine  der  Biebtongen  maximaler  Erregbarkeit 
in  die  ErafUinien  fiUt,  also  Tsrtikal  stehi  Man  kann  die  Soheibe 
dnreb  einen  boriaontaleii  Antrieb  sum  Bollen  auf  dem  nntem  (mit 
einer  dünnen  Glasplatte  bedeekten)  Schenkel  des  Magneten  bringen;  das 

1)  F.  QmUntr,  Di«.  Zfliich;  Aroh.  d.  Seieno.  T.  87,  p.       466,  606,  1808. 
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Feld  wirkt  so  kräftig,  ibkB  die  8(dieibe  hierbei  nicht  umfüllt.  Überläßt 
man  sie  darnach  sieh  selbst,  so  gelit  sie  in  die  nächste  Lage  über,  in 
weldier  wieder  eine  Riehtang  störkster  Erregbarkeit  Tertikai  etohi 

i 

S  2nf>.  Höhcrc  Giicdor  im  tboimodynniniöclion  Potential  clor  j 
magnetischen  Influonz.  Die  Theorie  der  umkehrbaren  ferromagae- 
tischen  Erregung  wird  man  am  einfachsten  in  der  Weise  bilden,  claß 
man  den  Ansatz  (290)  für  das  theruiodjiiamische  Potential  ^  duich 
Hinzufügen  höherer  Potenzen  der  Feldkomponenten  eigaastb  Es  sei 
BQnidift  m  einem  dnrolMiditigen  Symbol  geeehiieben 

-2i-d  +  Ä,  +  Ä,+Ä44-  (362) 

wobei 

Ä  -  x,,if,«  +  . .  +  2x„//,fl,  +  •  •  (363)  i 

i 

ist,  und  eine  analog  gebildete  homc^^e  Funktion  Grades  der 
Feldkomponenten  andeutet.    Die  Funktionen  jB(^  sind  den  Symmetrie- 

Terhältnissen  entsprechend  auf  die  verschiedenen  Kristallgmppen  zu 

8pe7.ialisieren:  dabei  kommt  wesentlich  in  Betracht,  daß  wegen  dos 
axialen  i/ H 1 1  <  ^  (gegenüber  einer  Inversion  des  Koordinatensystems 
zentrisch -syinmeirischen  Charakter  haben,  also  die  32  Gruppen  sich 
nach  S.  101  in  die  11  Obergrnippen  zusammenziehen. 

I 

Wir  bemerken  zuiuLchst  generell,  daß  nach  den  Formeln 

^» — äk'  *-*'^'' 

alle  Funktionen  mit  ungeradem  IndeoE  flir  die  Momente  Ana- 
driloke  liefern,  die  mit  geraden  Potenzen  der  Komponenten  pro- 
portional sind.  Diese  Glieder  kehzeii  bei  einer  Umkehmng  des  Feldes 
ihr  Vorzeichen  nicht  um,  sie  drücken  somit  eine  azentrische  magnetische 
Erregung  ans,  da  der  zentrischen  Symmetrie  ein  gleichseitiges  Um-  , 
klappen  von  Feld  nnd  Moment  entspricht 

Die  Möglichkeit  einer  solchen  azentrischen  Wirkung  bei  einem 
prinzipiell  zentrisch-symmetrischen  Vorgang  erscheint  einigermaßen,  j 
überraschend.  Es  bietet  ein  besonderes  Interesse,  theoretisch  die  Um-  ! 
stBnde  aufzusuchen,  unter  denen  derartige  Wirkungen  auftreten  könnei^ 
nnd  sodaim  darcb  das  Etperiment  festenstellen^  ob  dieeelbein  bei  Teiftg^ 
baren  Kristallen  tob  der  ndtigen  Symmetrie  anoh  nadiiroisbar  sind.  £& 
besag  auf  letsfcsns  ist  noebmals  im  aUgememen  daran  in  erinnenif 
daß  Symmetriebetraehtongen  swar  die  Möglichkeit  einer  Erscheinong 
erweisen  können,  aber  niemals  ihre  Notwendigkeit|  oder  ihr  Vor- 
kommen in  beobachtbarer  Starke. 

Wegen  der  ausführlichen  Beobachtungen,  die  an  einem  regulären  \ 
Kristall  angestellt  sind,  msg  sonächst  das  erweiterte  Potential  iHi  dio 
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Kristalle  dieMW  ^itoms  etwas  eingehender  besprochen  werden«  Daran 
mügm  nth  Bemerkungen  Aber  die  Potentiale  für  andere  Qmppeo  reihen. 

§  257.  Spezialibierung  auf  den  Fall  des  regulären  Systema.  ^) 
Die  dem  regulären  .System  äugelt")  igen  Kristallgruppen  zerfallen  nach 
8.  101  resp.  der  Tabelle  am  SeLluß  des  Buches  für  zentriech-sym*  " 
metrische  Vorgänge  in  die  zwei  Abteilungen 

1.  Abt   (28)  (29)  (30)     j;* ,  ^^'5 

2.  Abi  (81)(82) 

Betraeliteii  wir  zunächst  die  erste  Abteilung,  so  vurliintrin  die 
für  sie  cbarakteristischen  Symmetrieelemeute,  daß  das  Potential  g  den 
Bedingungen  entsprechen  muß 

6(i5^,i^,^-{Ä,--a.,^-«(^.^,--^-  (366) 

Dieee  Bedingungen  sagen  aus,  daß  die  Drehung  um  +  90*  um 
die  X-  resp.  die  T-Achee  eine  Deol:bewegung  ist,  womu  dann  TOn 
eelbsi  des  Gleiche  Ar  Drehungen  um  180*  und  270*  folgt 

Den  Formeln  (265)  genügt  eine  jede  eyrametrieehe  Funktion 

die  also  eine  gerade  Funktion  der  Feldkomponenten  ist  Um  noch 
eine  ungerade  Funktion  dieser  Komponenten  zu  eihatten,  welche 
den  gestellten  Anforderungen  gen(^,  beachte  man,  daß,  wenn 

eine  zweite  symmetrische  Funktion  von  H^^,  H^.  //"g*  bezeichnet,  dann 
H.H^B.,  ■  F,  II  i/^ii  II  Ji/)  bei  den  in  (3»)5)  vorkommenden  Sub- 
stitutionen spinen  Wert  behält,  aber  sein  Vorzeichen  wechselt. 
Dieser  V\  e ciisel  wird  aufgehoben  durch  Hinzufügung  des  Faktors 
-  H/)  (H^'  -  H,^  (H*  -  //,-),  welcher  bei  den  bez.  Substitu- 
tionen gleiehfailä  bei  ungeündertem  Absolutwert  seine  Vorzeichen 
umkehrt 

Hiernach  ist 

+H,B,B,W~H,')(B,*-H,')(B,'-B,')F,(H,'  1  H,'  j  H,')  (366) 

bei  beliebigen  F,  und  ?\  eine  Lösung  der  Bedingungen  (3G5),  die 
ein  in  den  Feldkomponcnten  gerades  und  ein  ungerades  Glied  enthält; 
sie  stellt  die  allgemeine  Lösung  dar,  wenn  man  für  ^  die  Form  einer 
Potenzreihe  in  i/j,  i/j,  i/,  rorschreibt 

1)  TFl  Voigt,  Gm,  Na^.  1000,  p.  SSI;  8,  Smo,  Fbyt.  ZeitMlir.  4,  p.  8, 
ItOt;  W.  Voi§tt  ib.  p.  18«;  OOtt  Nachr.  190«,  p.  17. 
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Die  Symmeferieeigensehafkeii  der  sweiten  Aliteüimg  fbvdAni  die 
ErflUlnng  der  Bedingungen 

I  iE,,  H,,H,)^i  (J5r„  M.,  H,)  -  UÄ,,  -     -  H,).  (367) 

Die  erste  drückt  die  sykliedie  Vertauschbarkeit  der  drei  Argamente 
aus,  die  sweite  die  Exieteux  einer  sweizSliligen  Symmebieachee  in  der 

X-Achse. 

Die  Bedingongen  werden  befriedigt  dorch  jede.  Funktion 

f,  w  ~  a;«  ~  ü;«)  TOB  ^«  b,\  b,; 

die  sich  bei  zyklischer  V'ertausclmng  der  drei  Argumtmte  aicht  ändert. 
Dieser  geraden  Funktion  kann  ujau  danu  als  ungerade  eine  Funktion 
von  demselben  Charakter  beifügen,  multipliziert  in  H\Ii^Jl^f  da 
der  Faktor  KiH^H^  bei  den  Substitutionen  in  den  Formdn  (S67)  in 
■ich  eelbei  llbergehi 

Wir  gelangen  so  sn  der  Löeung  von  (367) 

- 1 «  /i  W  ~  -ö«'  ~  ^.')  +     ^     /i  (^1*  ~      ~  if.'),  (368) 

und  diese  Ldsuig  ist  allgemein,  wenn  man  Torsdireibiy  daß  {  dnroii 
eine  Potonzreike  dargestellt  werden  soll. 

Um  den  Terschiedenen  Charakter  der  beiden  Ansätze  (366)  und 
(Ii67)  fiir  die  beiden  Abteilungen  des  regulären  SvRtems  hervortreten 
zu  lassen,  sei  zunächst  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  ein  Ausdruck 
von  der  Form 

«„(^»i'J^*«+Ä;*'J3i»«+iäri*'^,*»)  für 

zwar  der  Auf  orderung  der  zyklischen  Vertauschbarkeit,  aber  nicht 
deijenigen  der  Symmetrie  bezflgliek  der  Argumente  i/f,  ent- 
spridii  Letztere  AnÜDrdeniag  wird  eist  dnreh  den  fcompli&etieraii 
Ausdruck 

+  iri»'i/,-'-i-i/,^^//,»^) 

erfUli 

Feiner  sei  daianf  hingewiesen»  daß  das  niedrigste  Glied  TOn  ui- 
geradem  Grade  in  (366)  dnreh 

gegeben  ist»  hingegen  in  (368)  dnreh 

*  /Tj  JI^  7/3 . 

'ReRohtet  man,  daß  nach  S.  51 A  die  imgernden  Glieder  in  l  em^n 

azentrischen  MagnetisierungsTorgaug  bedingen,  so  erkennt  mau,  daß 
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eiu  solcher  bezüglich  der  Auadiürke  (364)  für  die  Momente  hei  Jen 
Kristallen  der  ersten  Abteilung  ertst  m  Gliedern  von  miudeatens 
aebieni  Gitde,  dagegen  bei  KriilaUeik  der  »reiten  Abtoüang  bereits 
in  eolehen  sweiien  Gndee  snr  Mtnng  kommen  kann.  Da  die 
Glieder  der  Potonsreihen  im  allgemeinen  mit  waehiender  Ofdnmignelil 
abmeihmen  werden,  eo  darf  man  riel  eher  hoflEim,  aienftriedie  Ifagneti- 
alamng  bei  Vertretem  der  sveiten  Abteilung-  an  finden^  als  bei 
■olehen  der  ersten.  — 

Beide  Abteilungen  des  regfulären  Systems  enthalten  eine  Gruppe, 
zu  deren  Symmetrieelementpn  eiti  Zentrum  (('')  prahlt;  in  der  ersten 
ist  es  diH  iiüioednscke  Gruppe  {'^6),  in  der  zweiten  die  parßiiiorjdi- 
hemiedris  die  Gnippe  (31).  Es  erscheint  sehr  sonderbar,  daß  sie 
beide  eiue  a/.eutnschc  Magnetisierung  zula&Ben  sollten.  Man  kann  sich 
die  Möglichkeit  einer  solchen  Erregung  indessen  bei  Berttcksichtigung 
den  lotatorieclien  Ghankteia  der  magnetieohan  Yektoreii  folgender- 
maßen  Uaimacben. 

Daa  iweite  Glied  dea  Anedmekea  (866)  Tegeaehwindet  in  jedem 
Oktanten  außer  auf  den  Begrenzungsebenen  noch  in  dea  Halbiesrnngi- 


rig.  148a. 


der  Kantenwinkel,  d.  h.  bei  einer  Daiv 
Stellung  auf  der  Kugel  auf  den  in  der  neben- 
stehenden Figur  14^  H  v^»r7.eic.hneten  Kurven  Diese 
Kurven  begrenzen  Jb'elder  von  zweierlei  Habitus, 
die  durch  a  und  ß  unterschieden  sind.  In  den 
Feldern  a  besitzt  das  betrachtete  Glied  des  Aus- 
druckes (300)  du»  entgegeugestitzte  Vorzeichen  wie 
in  ^;  dies  iat  begrälich,  da  es  aioh  am  einen 
rotatoriaeken  Vorgang  handelt,  und  die  Felder  « 
sieh  an  den  Feldern  ß  Terhalten  wie  eine  pofitiTe  an  einer  aegatiTen 
Rotation.  Den  Feldern  «  liegen  aber  Felder  ß  diametral  gegenflber, 
und  so  erkl£rt  aidi  die  Möglichkeit  einer  azentrischen  ~ 
bei  den  zentrischen  Kristallen  der  huloedrischen  Gruppe. 

Das  zweite  Glied  des  Ausdruckes  (308)  verschwindet  nur  auf  den 
Grenzen  der  Oktanten  und  besitzt  im  Innern  benachbarter  Oktanten 
er  und  ß  entgegengesetztes  Vorzeichen. 
Aber  auch  hier  haben  die  Felder  «  ufid 
ß  entgegengesetzten  Rotationscharakter. 
Um  dies  zu  erkennen,  hat  man  zu  berück-  .y) 
sichtigen,  dafi  bei  der  in  Betracht  kommen- 
dea  Gruppe  der  paramorphen  HamiSdrie 
die  Koor^Unaten*  oder  Hanptaehaen  awei* 
ailhlig  winä,  wie  das  in  Figur  148  b  die 
eingetragenen  Pfeile  andeuten.  Dieser  eni^gei^esetzte  Rotationa- 
Charakter  erklärt  ein  Terschiedenea  magnetiachee  Verhalten  der  Felder  tc 
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xmd  ß,  und,  da  wiederum  je  üktariten  «  und  ji  einander  diametral 
gegenüberli^eii,  uucii  die  azentxische  Magnetisierbarkeit. 

§  258*  AKwmudüKüg  dtr  TlMMto  aaf  41»  BaobaobtiiiicaL  Man 
kann  «wh  TCn  dar  Bedeotnng  imd  dem  ZnBamineiihaiig  dar  Wmßwhea 
Renliale  barili^iieh  der  Erregmig  tos  lfagn«tit  Bechwuehafl  gebtn^ 
wttm  man  für  das  thermodynamiaeha  P«itnitial  |  eine  Reihe  naeh 
fkeigenden  Potemen  der  Peldkomponenten  einsetzt.  Da  Magnetit  holo- 
edrisch in  der  Gmppe  (28)  kristaUisierl^  ao  kommt  für  ihn  das  Sdiem» 
(366)  zur  Anwendung.  Beschrankt  man  sich  dabei  auf  niedrigere 
Glieder,  als  solchr  nennten  Grades,  so  genügt  für  |  f^ine  symme- 
trische Funktion  in  üj*,  7/^*,  Dfnit^'t  man  die  zwei  duirli  zyklische 
Vertauschuüg  aus  einem  hingesetzten  Gliede  hervorgehenden  (iiieder 
wieder  nur  durch  l'uukte  an,  so  kann  man  hiernach  schreiben 

-2t  -  «  +  «(i^*+*-)  +  «iW  + •••)  +  «• 

+  x,^,»5,«Ä,«  +  x,(^,«+-..) 

+  x,(i/,*^,»if/  +  -  (369) 

Es  ergeben  sich  hieraus  die  Momente  nach  den  Koordinatenr 
aehsen  zu 

2^  -     [«  +  2m^M^*  +  ie,(Jai*  -i-  B/)  +  3«^lf/ 

nat 

Für  die  Diakussion,  die  nach  der  Lage  der  Dinge  nur  qualitatir 

sein  kann,  wollen  wir  (gemäß  S.  513)  von  der  geringen  Selbstinfluens^ 
welche  die  Kreisscheibchen  bei  den  TT''^'{y0 scheu  Versuchen  erfuhren, 
absehen,  also  direkt  an  die  Werte  (370)  anknüpfen.  Wir  dürfen  dies 
um  so  mehr  tun,  als  die  Symmetrie  Verhältnisse  durch  die  Selbst- 
influen7  einer  Kreissclieibe  nicht  geändert  werden  können. 

Zur  Berechnung  des  longitudinalen  Momentes  3f„  das  parällel 
der  wirkenden  Feldstärke  H  liegt,  kann  man  direkt  von  dem  Ausdruck 
för  I  ausgehen.  Denn  da  das  Mouicat  uach  einer  beliebigen  Richtung 
durch  den  negativen  Differentialquotienten  von  |  nach  der  in  der- 
selben Kiohtung  liegenden  Komponente  von  JS  gegeben  ist,  so  ergibt 
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sich  M^,  wenn  man  |  bei  konstanter  Richtaug  nach  M  selbst 
difierentiiert;  wir  stellen  dies  durch  die  Beseidumng  dar: 

— (3") 

BeMiobnei  man  also  die  Biditiingikoiiiiiii  toh  S  dnroh  «,  ß, 
so  folgt  aai  (869)  dif«kt 

Jf,  -  H\x  +  2fl«(xi(a*  +  •••)  +  XjOJV*  +  •••)) 

+     (x,(a«  +  •••)  +  x^ißY  +  y'^'  +  •••)  + 

+  ^(ß^Y*  -r     )  +  +  •  •  0)J.  (372) 

Hierbei  kamn  «ieh  wegan  der  Besiehiiiigen 

(«•  +  .*.)•-  1  -    H  +         +  •  •  -) 

(a»  +  •••)'-  1  -«•  +  •••  +  3(aV  +  /)  +  •••)  +  öaVV' 
+  •••)*—  1  —  «*  +  •••  +  +  y«)  +  .  . .) 

+  +  •••)  +  9(a*ßY  +  •  •  •)  (373) 

die  Glieder  gleicher  Ordnniig  watik  auf  andere  Weise  znnamTnenftuisen. 

Die  Definition  ron  M,  verlangt  die  Festiegang  eiii«r  Ebeoe,  in 
der  neben  H  noch  die  Richtung  liegt,  nach  der  sn  nehmen  ist 
Hat  man  in  den  Ausdruck  fOr  das  Potential  l  diejenige  Beziehnng 

zwischen  «,  ß.  y  eingeführt,  welche  i7  an  die  betreffende  Ebene  l)indet, 
so  knnri  riKi  iu  ?on  diesem  Ausdruck  ausgehend^  Jfi  in  folgender  Weise 

direkt  ^ereciinen. 

Es  sei  in  dieser  Ebene  ein  beliebiges  Achsenkronz  X' Y'  ge- 
wählt und  die  Lage  von  H  durch  einen  Winkel  ^  g^eu  die  Rich- 
tung X'  b^timmt}  ferner  sei 

C08  #r  i-  «'^    flin  ^  ^' 

gesetzt.    Daun  ist  |  eine  Funktion  von 

M^'^Ha  und 

und  es  sind 

W  IT' 

die  Komponflnten  dee  Homenies  nadi  der  Bichtong  Ton  X'  und  J', 
DeingffnäD  wird  nun  gelten 
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dies  ist  ab«r  identisch  mit 
denn  e«  gilt 


§259.  gpirtrtto  Minlwüie.  Di»  TOiitehsndsp  «agwnMnan  Berol- 
tate  wollen  wir  Aim  «nf  di«  sp-nrilfln  FUI»  ainraideiiy  dia  IFmüS  mifar- 
saoht  liAi 

Für  die  Soheib«ii  erster  Ai^  nomal  la  einer  TienSUign  Adura^ 
die  wir  als  Z-Aefaae  wSU»  wolko,  ist 

zu  setzen.  Wir  kSnneii  fUr  dissen  Fall  das  Potentiai  (B6d)  also 
schreiben 

+  IP{x,  +  (x,  -  4x,)a'^»  +  (2(x.  -  X,)  +  x,)ß*/J^) .  (375) 

Hienuis  iblgt  dann  direkt  nadi  (371)  für  das  longitadioaLe  Momenit 

Jf,-  JT[(x  +  2x,IP  +  3x,ir*  +  4x,m 

+  (2iKt- 2»^)IP  +  3(x,  -  3x^^*  4-  4^x,  - 4x^ir^«*/J* 
+  4(2<ii^  -  IC)  +  ,  (376) 

in  Übereinstimmung  mit  (372). 

Bei  kouatant  gehaltener  Feldstärke  hat  dieser  Ausdruck  die  Form 

Jfi  - +  A  >ui>24^  +     sin«  2«,  (377) 

wobei  die  Parameter  /.^  in  ihrer  Bedeutung  aus  (376)  erkennbar  sind. 

Um  für  dieselbe  Scheibe  das  transyersale  Moment  zu  büden,  haben 
wir  die  Formel  (374^  heranzuiüdien,  wobei  j(/  mit  ^  zu  identifizieren 
ist;  ^eselbe  ergibt 

M,  -  Maßia'  -  ß*)  tif *(x,  -  2  xj  +  i/*  (x*  -  3  x,)  +  if«(x,  -  4*^) 

+  2fl«(2jc  +    -  2j(,)«*  W .  (378) 

Bei  konstant  gehaltener  Feldstarke  Liefert  dies  die  Form 

Jf,-  8in2»  OOS  2^  (i;  +     atn>2^)»  (379) 

wobei  die  Werte  von       und       dem  vorstehenden  Ansdmck  zu 
entnehmen  sind. 
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Die  in  (377)  und  {ol9)  enthaltenen  Ausdrücke  für  il/,  und 
Jf^  bei  der  eraiea  Gattong  ron  KreiBscheiben  decken  den  Zusammen- 
liMig  auf,  in  dam  die  flb«r  diese  GxSBen  von  Weiß  gewoamenen 
Bflmittato  efcehen,  und  leigen  woffieiok,  wdohe  Rolle  die  GHieder 
Tendiiedcmar  Ordmuig  in  dem  Gesets  der  megnetiachen  Enegang 
epieko. 

Sdioii  die  in      matti^iBerfeen  Glieder  lieben  die  Iiotropie  dee 

Verhaltens  saf  nnd  ergeben  einen  mit  der  Figur  145  qnalitatir 
flberainslimmenden  Yerlaof;  aber  die  beiden  Funktionen  Mf  und 
erscheinen  hier  in  der  Theorie  enger  Terknttpfk,  als  es  der  Beobeoh* 

tungr  entspricht:  die  Faktoren  und  der  variabeln  Glieder  werden 
durch  die  Theorie  einander  gleich  geliefert,  während  nach  der  Beobach- 
tung <  T'^  ist.  Außerdem  erreicht  ri:ii  h  der  Tlit  orie  Jlf,  die  Maxima 
und  Minima  bei  -d- —  (2ä— l);r/8,  was  der  Beobachtung  nicht  ent- 
spricht. Die  Hinzufögung  der  in  mnltiplizierien  Glieder  hebt  den 
einen  Widerspruch,  die  der  in  multiplizierten  den  anderen  auf. 
Bis  in  Oltedem  rem.  dieser  Ordnung  zu  gehen,  Terlsogt  also  diiekt 
^  Yerkiif  der  Karren  für  Mf  nnd  Jf,.  Die  starke  Yeiinderang 
das  Qnotienton  M/S  mit  S  nach  den  Beobaehtmigen  an  Stftbehen 
(I stimmt  hiermit  fiberein. 

Um  m  den  AnsdrOeken  ftbr  Mf  nnd  Jf|  sn  gebmgen^  die  bei 
Beobaebtaingen  mit  SoheibsD  sweiier  Ari^  nomal  einer  awei* 
siUigen  Aofaae^  Anwandnng  findet^  hat  man  nur  in  (869) 

ü^-iTa,  -.   und  /5«-y*-itf« 

SQ  sefeaan,  wo  nun 

«  — cos^y  tf^iintp 

ist»  und  if  den  Winkel  bneichnet^  den  IT  mit  der  X-Achse  einsohliefit. 

Es  k5nnen  dann  ohne  -weiteres  die  Formeln  (371)  nn(\  (374)  angewendet 
werden,  und  man  erhält  auf  diese  Woise  Gesetzt  tfir  und  3/"  ,  (lie 
üiit  den  in  Figur  146  dargestellten  Beobachtungen  in  analogem  Zu- 
sammenhang stehen,  wie  die  oben  für  Scheiben  erster  Art  abgeleiteten 
Formeln  fB76)  und  (378)  mit  den  in  Figur  145  wiedergegebenen 
Beobachtungen.  Da  hierbei  keine  neuen  Gesichtspunkte  hervor- 
traken,  mag  von  der  Dnrahltihrnng  dieser  Be^raoliiiii^^an  abgesehen  * 

Fflr  die  dritte  Art  von  Scheiben,  normal  nr  dteidUdigen  Aehae^ 
ist  zn  bemerken,  dafi  eine  scdehe  Achse  in  der  Ifitte  jedes  Oktanten 
^  ZrZ-Systemes  liegt  Die  drei  Siohtangskosinns  der  Achse  im 
«sten  Oklsnien  sind  simtUoh  —  ftlr  die  sn  ihr  normaleiv  alao 
der  Seheibe  panUelen  Lagen  der  Feldstirke  mnB  also  gelten 
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woniu  mit  Hille  Ton  (380) 

+  + 

leieht  folgt: 

+    +  (381> 

Die  letsteiL  beiden  Beeiehmigeii  eigeben,  daS  in  dem  Anadraek  (372) 
fIBr  Jf,  dae  In  mnltiplizierfce  Glied  Ton  der  Biolitimg  anabbingig- 
wird.    Die  Verinderlidikeift  von  Jf,  iat  alao  bei  den  Sebeiben. 

der  dritten  Art  erst  Ton  den  Gliedern 
Hlnlben  und  kdberen  Grades  beding^ 
die  um  so  geringere  Beträge  liefern^ 
als  die  in  ihnen  zur  sechsten  und 
hnhoren  Potonzen  üuftretenden  Rick- 
^  timgsko^inus  seibät  jederzeit  uemlich. 
klein  bleiben. 

Bestimmt  man  nämlich  die  Lage  von 
^  H  innerhalb  der  Ebene  normal  zu  der 

dreizibligen  Aehae  durch  den  Win- 
kel welchen  die  Ebene  Ä^V  mit  der  Ebene  Ä^X  einaehlieBt 
(Fig.  149),  80  ist,  wie  leieht  an  aeigen, 

yo"  _  COB  Ö    .    8in  fei» 

»CO.»,     ,,^-_.  +  ^_, 

T)a  jet/t  außer  der  Gleichung  (373*)  nach  (380»)  und  (381*)  noch 

die  Bezieiiuüg  besteht 

so  läßt  ßich  in  dem  Ausdruck  ^37l^)  für  if,  der  variable  Teil  der  in 
.£P  multiplizierten  Glieder  ganz  auf  a^^-y^  reduzieren,  was  nach  (382) 
den  Wert  bat 

«2^8yt  «  ^  COS«  ö  (cos«  ö  -  3  sin^  ö)*  -  ^  cos«  3  ö .  (383) 

Daa  Attftnien  von  ZB  entq^ekt- dabei  der  Dvaiähligkeit  der  Sym- 
metrieadiM^  die  normal  aar  Pkttenebene  atebt 

Wie  scben  8.  615  bemerkt,  renteckte  aieb  b^  den  TTe^^aebea 
Beobachtungen  die  aebr  geringe  yerioderiiobkeit  Ten  Jf,  bei  den 
Platten  nonnal  aar  dreiattiligen  Acbee  in  den  Beobaebtuogiftblem; 
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^  ist  spftter  ansehoiiMnd  Btivmi*)  gelangen,  disfelbe  im  Einklang  mit 
der  obig^  Formal  nafihmweitoii. 

§  260.  AionMaolie  Erregung  bei  Anwotonlioil  olnor  dzelilh- 
ligen  Aohae.  Eine  systematische  Untersuchung  des  onreiterten  tiiermo- 
dynamischen  Potentiales  (362)  für  die  wichtigsten  Kristallgruppen  hat 
auf  meine  Veranlassung  Bnnff}l--  \  durchgeführt,  nnd  auf  die  von  ihm 
gegebenen  Ausdrürke  i.nt  Jür  uite  etwaivjen  experimentellen  Unter- 
suchungen zu  verweisen.  Da  Beobachtungen  bisher  nur  in  äußerst 
kleiner  Zahl  vorb'egen,  so  ist  ein  ausführlicheres  Emgelie]i  auf  j<»ne 
Resultate  nicht  augezeigt.  Nur  ein  Punkt  ¥on  allgemeinem  Interesse 
mag  hier  kervOTgehobon  worden. 

Es  ist  bereits  auf  S.  516  betont  worden,  daß  das  veraUgemeinerie 
Potentiii  nach  der  Symmotrio  der  magnetiaekoii  Vektoren  such  Glieder 
«mgorftden  Gndee  enthalteii  kann,  nnd  doß  diese  ein  asentriiebes  Ver- 
kalten dee  betreffenden  EristaUee  gegenüber  magnetisierenden  Erftften 
onadTfieken.  Die  Auffindung  derartiger  Wirkongen  in  der  Natnr  ist 
eine  Aufgabe  von  großer  prinzipieller  Bedentong^  und  ihre  Lösung 
würde  den  Theorien  des  HagnetisienmgOTorganges  eine  ganz  bestimmte 
Direktive  geben. 

Für  die  Aoffindong  sind  aber  naturgemäß  ho  1  che  Kristallgruppen 

am  nii«'?^ichtsreichsten,  wo  das  Potentini  ungerade  Glieder  bereits  von 
sehr  niedrigem  Grade  zuläßt.  Wie  S  l)VJ  bemerkt,  erweist  sich  in 
dem  regulären  System  die  zweite  Abteilung  in  dieser  Ilinsicht  er- 
heblich aussichisreicher  als  die  erste,  lusoierii  in  der  zweiten  Ab- 
teiluüg  das  juiedng»te  ungerade  Glied  vom  dritten,  in  der  ersten 
Abteilung  aber  vom  neunten  Grade  ist. 

Bezüglich  anderer  Systeme  kann  man  zunächst  allgemein  be- 
banpten,  daß  ein  axentriscbet  Verhalten  in  aUen  Ebenen,  die  normal 
IQ  einer  geradsftkligen  Sjrmmetrieacbse  stehen,  ausgeschlossen  ist;  das 
eigibt  in  der  Tat  die  Symmetria  Da  man  aber  für  die  Beobaohttmg  naeh 
der  TTeZ/Ssehein  Soheibenmethode  oder  einer  äquivalenten,  die  die  Feld- 
sfirke  in  einer  Ebene  rotieren  laßt,  in  erster  Linie  Platten  normal 
«u  einer  Symmetrieachse  wählen  wird,  so  werden  Kristalle  mit  drei- 
zähligen  Symmetriranhsen  ganz  bf»»^oiifler<nF'  Tntprf>«sp  erweplccn  Der- 
artige Kristalle  tiudeii  sich  aber  ar.ßrr  m  dem  regulären  auch  in  dem 
trigonalen  oder  rhomboedrischen  Systeme. 

Dieses  System  zerfällt  nach  S.  IUI  resp.  der  Tabelle  am  Schluß 
des  Baches  in  die  beiden  Abteilungen 

1)  B.  BovMfc,  GMi  Diu.,  abgedrnekt  im  K.  JTilirb.  f.  Mia.  BeiL  Bd.  19, 

p.  877,  1904;  a.  insbesondere  p.  426. 

2)  B.  Bamtik,  i.  ühngeni  auch  B,  WaBermt,  C.  &.  T.  188,  p.  680,  1908 
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1.  Abt  (9),(iox(n)  ui,«-^«, 

2.  Abt  (12),  (13)  ul». 

Nach  Bavink  hat  in  beiden  5*3  einen  von  Null  versfhiedeneii 

Wprt,  f'9  Vommen  also  in  beiden  Abteilunrnni  ebenso,  wie  in  der  2.  Abt. 

des  lei^uliirt  11  Systems,  azentrische  Glieder  bereits  vom  dritten  Grade  i 

Tor.    ^^  ir  wollen  diese  Glieder  einer  kurzen  Betrachtung  unterwerfen. 

Vilr       zweite  Abteilung  des  reguläreii  Sjstemes  kann  das  tilied 
^1  nach  b.  518  geschrieben  werden 

I 

wobei  der  Parameter  x,'  nidits  mit  dem  in  dem  Ansatz  (369)  auf-  i 
trataidai  te^  iq  ton  Int 

Benutzen  wir  die  Formeln  (382),  welche  sich  auf  den  Fall  be- 
sebfiDy  daß  Ü»  FeMBtbl»  in  omer  SboM  aormal  ni  dner  dreuUiligen 
Achse  wftDderty  eo  wird  diee  m 

Völlig  konfonn  hiermit  findet  Bemink  für  die  enke  Abteilung  dee 
rbomboediiechen  Sjetems 

Äl-?|^Ä»oof8«',  (384) 

wobei  x'  den  Pftnmeter  beaeichnet,  und  der  WinU  d  gegen  die 
X-Adiee  gefeübnet  iet 

Knttplen  wir  hieran  an,  so  folgt  gemäß  (371)  nnd  (374)  für  die 
Anteile,  welehe  dies  Glied  in  Jf,  resp«  Jtf*!  liefert, 

x'JT'  cos  3  d-    resp.    —  le'H*  sin  Sö" , 

welche  die  asentrisobe  Netor  des  durch  sie  anagedrttckten  Yozgangen 
deutlich  erlcennen  lassen. 

yMmche,  die  Bavink^)  bei  Terschicdenen  zu  den  besprochenen 
Gruppen  gehörigen  Kristallen  nach  der  We^Bchen  Scheibenmethode  \ 

angestelU  bat,  um  diese  azentrische  "Wirkung  aufzufinden,  sind  er-  • 
gebninlos  verlaufen.    Es  ist  aber  nieht  unwahrscheinlich,  daß  diese 
M  i  ii«  de  den  voraussichtlich  sehr  feinen  Effekten  gegenüber  su  un- 
emjjdndlich  ist. 

§  261.  Bestimmung  der  Transversalerregimg  nach,  der  Methode 
der  DfChmigsmoniMits.  Sine  grSBera  Gensnigkeit,  als  die  oben  be- 
schriebene, gewährt  eine  Methode,  welche  an  die  Diehnngpumieute 

—   I 

1)  B.  Bavink  l  c.  p.  420. 
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anknüpft^  die  ein  marrnetisierter  Körper  im  erregenden  Magnetfeld  eiv  , 
fahrt,  and  die  gleichfalls  von  Weiß  angegeben  ist. 

Nach  dem  S.  427  Bemerkten  kann  man  auch  in  dorn  hier  vor- 
liegenden Falle,  daß  das  magnetische  Moment  der  Feldst-irke  nicht 
proportional  ist,  für  das  Drehungsmoment  y  auf  einen  homogen  er- 
legten Körper  vm  irgendeine  Achse  bei  jElinwirknng  eines  zn  dieser 
Adise  nonaalen  imd  homogeoen  F«ld«t  H  sdiraben 

worin  K  das  Volmnflii  des  Elürptn  und  Jf,  dta  epesifiselie  magn«- 
tiscbe  Moment  nach  der  Riehtimg  normal  nur  DrehaehM  und  lor 
Feldstärke  H  bezeichnek.  j 
Handelt  es  sich  um  eine  solche  dünne  Ereisscheibe,  deren  Selbst- 

inflnenz  vomachlässigt  werden  darf,  und  um  eine  Drehung  um  deren 
Achse,  so  füllt  dies  M  mit  dem  oben  berechneten  Mf  zusummen:  i]m 
Gesetz  für  H  ist  also  in  den  oben  besprochenen  f^en  ohne  weiteres 
anzugeben. 

Am  exaktesten  würde  voraussichtlich  die  Messung  von  N  durch 
Kompensation  des  magnetischen  Momentes  durch  ein  Torsionsmoment 
goodiihiP.  Man  bal  Manm  dio  EtiatallaelMibo  an  einem  Dtnbfe  m 
mOgUahat  horiaonialer  Lag«  swiaoheiii  den  Polen  «inea  Torlikal  auf- 
gasftdUea  (am  «nftdiaten  peimanfintaii)  HnfoiseDinagiidten  anftmhingm 
md  liei  «bier  Drdimig  des  Magneten  um  eine  mit  dam  Bnht  zu- 
sammenfallende Achse  die  Sohaibe  durch  eine  Drehni^  r  des  obern  ! 
Drahtendes  dauernd  in  der  ursprünglichen  Position  zu  ariialten.  Die  | 
Änderung  des  Drehungswinkels  t  ist  dann  der  Änderung  des  auf  die 
Scheibe  a^istreübten  mechanischen  Drebnngrsmomentps  proy>ortional. 

Benbachtct  man  r  für  oine  Anznbl  von  [ 'r>-it iüiK'U  des  Magneten, 
zwischen  denen  derselbe  immer  um  denselben  Bruchteil  von  27t  (ge- 
dreht ist,  so  erhält  man  eine  Wertreihe,  die  einen  Schluß  auf  das 
magnetische  Drehungsmoment  gestattet,  welches  die  Scheibe  in  den 
Tersehiedenen  Poaiiionen  erfährt  Die  nicht  genaue  Orientierung  und 
Bafcstigung  der  Sehaiba,  wie  aneh  die  nioiht  genane  Koirnddans  der 
Dnlrangaadiae  dea  Magneten  mit  derjenigen  der  Scheibe  werden  aller- 
dings Stilnu^eii  herTorbringeB,  die  mögUdierweiBe  Ton  fßMuat  Gi6ßenr 
Ordnung  sind  oiit  dem  gesuchten  Effekt.  Bei  dem  apeaieHen  (fibrigena 
Ton  Weiß  nicht  yerfolgten)  Problem  der  Aufsudmng  einer  dreizahl  igen 
Achse  der  Magnetisieraiig  lassen  sie  sich  aber  Ton  dieser  letateren 
lOndem,  da  sie  eine  andere  Symmetrie  besitzen,  als  jene. 

Stellt  man  nämlich  nach  bekannten  Methoden  die  beobachteten 
Werte  t  tlurch  eine  7*V/MnVr8che  Reihe  dar.  die  nach  ViplfHfhen  des 
ürientieniugj-\vinkt'ls  x,  des  Magneten  fortKcIu'  itet,  so  kuimea  (Uieder, 
welche  '6%  enthalten,  nicht  durch  die  oben  augeiuhrten  Störungen  be- 
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dingt  seia;  ihr  Aut treten  würde  vielmehr  gemäß  dem  S.  526  Ent- 
wickelten Tiotweudig  auf  das  Yorhaudeneein  eines  azentrischen  Magneti- 
sierungseö'ektes  deut€u. 

Statt  dM  Brahnngsmoment,  welclies  di«  EristidlBdbMbe  im  Mag- 
netfeld erfährt,  durch  die  Anfhangong  m  kompensieren,  kann  man 
auch,  wie  dies  Weiß  getan  kai^  bequemer  seine  Wirkung  ans  der 
Ablenkung  eiseUießen,  welehe  die  Scheibe  durch  das  Feld  und 
gegen  das  Moment  der  Aufhängung  erfahrt.  Es  ist  hierbei  nur  ge- 
legentlich zu  berücknehtigen,  daß  jetat  die  Orientierungen  der  Scheibe 
gegen  die  Kraftlinien  nicht  von  einer  zur  nächsten  Beobachtung  wirk- 
lich 80,  wie  oben  angenommen,  um  den  gleichen  Bruchteil  von  2x 
wechseln.  Findet  zum  BeiBpiel  bei  einer  Drehung  des  Magneten  nm 
2n/n  eine  Drehung  der  Knsiallscheibe  um  den  Winkel  d  in  dem 
gleichen  Simie  statt,  so  hat  sich  die  Lage  der  Scheibe  gegeu  die 
Kraftlinien  des  Feldes  nur  um  den  Winkel  2zjn  —  6  geändert  Dieser 
Binflufi  ist  bei  der  Bereohnung  der  Beobachtungen  mit  Hilfe  dner 
Jbiirter»Reibe  in  Beohnung  au  sieben. 

üm  ein  Beispiel  ftlr  die  Verwendung  dieser  Methode  anaugeben, 
will  ich  eine  Beobaohtungsreihe  besprechen,  die  im  hiesigen  Institut 
mit  einem  Präparat  aus  tiefgrilnem  brasilianischen  Turmalin  angestellt 
ist.  Turmalin  zählt  zur  Gruppe  (11),  besitat  also  eine  dreizählige 
Symmetrieachse  Das  Präparat  war  in  Form  eines  Kreiszjlinders  um 
diene  Achse  von  etwa  8  mm  Länge  und  6  mm  Durchmesser  her- 
gestellt; die  Form  einer  dünnen  Scheibe,  welche  die  magnetischen 
Wirkungen  sehr  reduziert^  ist  bei  bloßen  Symmetrielragen  einzuhalten 
nicht  nötig. 

Der  bei  der  Beobachtung  benutzte  Magnet  war  ein  Stahlmagnet 
in  Hufeisenform,  der  mit  seinen  Schenkeln  rertikal  um  die  Mittel- 
linie drehbar  angestellt  war.  Das  Präparat  hing  an  einem  dünnen 
Draht  in  der  Mitte  des  Feldes  awischen  den  Polschuhen.  Die  Feld- 
stärke durfte  wegen  der  ziemlich  starken  magnetischen  Erregbarkeit 
des  Turmalin  nicht  über  700  GauB  gesteigert  werdeUi  andernfalls  die 
Gleichgewichtslage  des  Präparats  labil  zu  werden  anfing.  Die  Ab- 
lesung der  Orientierung  des  Präparats  geschah  mit  Fernrolir  an  einer 
180  cm  entfernten  ]\Tillimetcrskala.  Zwischen  je  zwei  Beobachtungen 
wurde  der  Mnynet  um  30"  gedreht. 

'i  uriiiaiiii  /eigl  eine  merkliche  magnetische  Remanenz;  um  diese 
zu  eliminieren,  wurde  einerseits  die  Beobachtung  bei  derselben  Drehungs- 
richtung  so  lange  fortgesetzt,  bis  nach  dem  Tollen  Umgang  der  An- 
fangswert wieder  erraidit  wurde,  die  Bemanenswirkung  also  stationär 
geworden  war.  Andrerseits  wurde  die  Beobachtung  einmal  bei  posi- 
tirem,  einmal  bei  negativem  Drehungssinn  angestellt  und  aus  den 
Resultaten  das  Mittel  genommen. 
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Die  80  erhaltenen  nnd  in  der  oben  erörterten  Weiee  koixigierten 
Ableeongen  an  der  Skala  lauteten 

36;91;  24y49;   23;>3;   24,09;   26,02;  28,90; 

32,21;    34,91;    36,31;    35,84;    33,59;  30,24. 

Sie  enthaLten  noch   die  Wirkoog  melirerer   Fehlerquellen  in 

sich,  80  insbesondere  die  einer  Abweirhnng  zwischen  den  Drehungs- 
achsen de9  Maf^eten  und  dos  Präparats,  femer  die  einer  Abweichung 
der  magnetischen  Achse  iles  Präparats  aus  dessen  Drehungsachse. 
Aber  alle  derartigen  Fehlerquellen  haben,  wie  gesagt,  nicht  die  Sym- 
metrie einer  dreizahligen  Achse,  sondern  sich  also  bei  der  Berechnung 
der  Beobachtungen  von  selbst  aus. 

Macht  man  nun  für  obige  Ablesungen  den  Ansatz 

Ol  cos  9  +  <i|  cos  2  y  -f    cos  3^    •  *  • 

+  &1  sin  9  +  ^1  nn2^  +  (^8ind^  +  *", 

so  erhält  man  ödg,  indem  mnn  ol)ig^e  Zahlen  mit  den  i^aktoren 

1,0,-1,0,... 
zusammenfaßt,  66,  wenn  man  die  Faktoren 

0, 1,  U,  -  1, . . . 

benutzt 

Das  Resultat  ist  für  üj  =  —  0,01,  für  =  0.  Da  die  Genauig- 
keit der  Ablesungen  0,01  nicht  übersteigt,  so  ist  die  magnetische 
DreiKahligkeit  der  Hauptachse  bei  Timnalin  Dicht  merUidL  aus- 
geprägt. 

§  262.    Beotmohtancen  an  Magnetkies.    Beobachtungen  Über 

Ferromagnetismus  bei  nicht  regulären  Kristallen  sind  von  Westmann^), 
Weifi^,  Kum^),  Bavink*)  angestellt  worden;  dieselben  beziehen  sich 

a^er  nur  zum  Teil  auf  die  umkehrbaren  Vorgange,  um  die  es  sich 
hier  handelt,  und  ]»»»en  auch  da  zumeist  die  nach  theoretischer  Beite 
interessanten  Synimetriefragen  beiseite. 

Die  Ton  den  Genannten  untersuchten  Kristalle  gehören  verschie- 
denen Systemen  an,  bei  denen  aber  stets  eine  ausgezeichnete  Symme- 
trieachse vurhandeu  war.  Der  von  Wesimann  beobachtete  Eisenglanz 
(£isenoxjd)  gehört  der  Gruppe  (9)  mit  der  Synunetriefonuel  CÄ^^^^  A}^ 

1)  J.  Westviann,  Diss.  Upn]%  1897. 

2)  P.  Weiß,  Ball.  Soc.  franc.  do  Phys.  1906,  p.  aS6. 

3)  P.  Weiß  und  /.  Kunz  L  c  p.  U%. 
4}  K  BmMt  L  & 
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«&,  der  Toa  Bavmk  bebindelte  Ihnenit  (Tüncueii«»)  te  Groppe  (13) 
mit  der  Formel  C^/'l  PTrrhotin  oder  Magnetkies,  von  Weiß  und 
Kmut  onterBUcht,  stellt  sieh  hexagonal  mit  der  Formel  CA/'^  A^^  dar; 
es  ist  aber  schon  früher  vermutet  und  Ton  Weiß  aus  dem  magne* 

tischen  Verhalten  znTerlrissig  sicher  erwiesen,  daß  die  scheinbar  ein- 
fachen Kristalle  dieses  Minemls  Anhäufungen  von  rhombisch i^n  In- 
dividuen darstellen.  Wahrscheinlich  handelt  es  sich  dabei  wiederum 
um  eine  der  S.  21  u.  f  erwähnten  umkehrbaren  Umwandlungen  einer 
Modifikation  der  Substanz  in  eine  andere,  derart,  daü  sich  der 
Kristall  unter  Temperatur-  und  DmckTerhältnissen  gebildet  hai^ 
deDea  eine  bezagoiul  kriataDieierende  HodifikatioiL  entsprach,  .wShmd 
bei  den  gegenwärtigen  Bedingungen  die  rhombieehe  Modifikation 
itabil  ist 

Der  Ton  Wtiß  gefilbrte  Kachweis  hat  prinäpielles  Inteneae  und 

mag  di^er.in  Kttrze  geschildert  werden. 

PriLparate  von  Magnetkies,  einem  Felde  normal  zu  der  Haupt> 
aehae  aasge^etzt,  zeigten  Magnetisierungen  Jfj  und  parallel  und 
normal  zu  d'-n  Richtungen  der  Kraftlinien,  deren  Verlauf  bei  Drehung 
der  Feldrichtuug  um  dir  Haiiptacli^p  koinorlei  Andeutung  der  sechs- 
zahligen  Svmmetrieachee  erkennen  iicü;  em  Symmetriezentnim  war 
ausgeprägt,  daneoen  erschienen  bei  zweimal  drei  Maxima  und  drei 
Minima  Ton  in  unregelmäßigen  Abständen  und  Größen,  die  über- 
dies von  Präparat  zu  Präparat  wechselten.  Durch  Verkleinerung  der 
Pripaxate  bis  auf  eine  Ifaeae  toh  wenigen  Milligramm  gelang  es 
Weißf  xweimal  zwei  diemr  Maxima  und  Minima  nahesu  ToUsttndig 
au  beseitigen.  Die  flbiigbleibenden  entsprechen  der  Bxisfeei»  einer  in 
die  Hauptachse  fallenden  sweisahligen  Symmetrieachse. 

Es  war  hiemach  ansnnehmen,  daß  die  Magnetkieskristalle  aus 
rhombischen  Individuen  zusammengesetzt  waren,  und  in  der  Tat 
ließen  sich  alle  bei  größeren  Präparaten  gefundenen  Gesetzmäßigkeiten 
fttr  3f,  und  durch  die  Annahme  ableiten,  daß  diese  Kristallf^  aus 
rhombischen  Individuen  zusammengesetzt  wären,  die  mit  der  einen 
(Haupt-)  Achse  parallel,  mit  den  beiden  andern  (Neben  )  Achsen  in 
drei  um  120''  gegenseitig  verdrehten  Positionen  orientiert  wären. 

Die  von  den  genauntea  Forschem  im  übrigen  erhaltenen  Resul- 
tate zeigen  insofern  eine  aufifSllige  Verwandtschaft^  als  sich  bei  allen 
drei  untersuchten  Mineralien  eine  ganz  außerordentliche  Yersdiieden- 
heit  des  magnetischen  Terhsltens  der  Bichtungen  parallel  und  normal 
Sur  Hauptachse  ergab.  Parallel  der  l&uptachse  war  Hysteresis  und 
Abweichung  von  der  Proportionalitat  awischen  Moment  und  Feldstarke 
gering,  gelegentlich  kaum  vorhanden;  normal  dazu  war  beides  sehr 
stark  ausgebildet^  in  Verbindung  mit  einer  tun  das  Viel&ehe  großerea 
Erregbarkeit 


Digitized  by  Google 


§  262.  Beobachtungen  an  MagneÜdet.  531 


Weiß  hat  die  Yerschiedenheit  in  der  Größenordnniig  der  magne- 
tischen Err^barkeit  von  Magnetkies  in  den  Richtungen  panUlel  und 
normal  7.nr  HanptacTige  in  einem  einfaclien  Vorle^imgsexperiment 
demonstriert.  Eine  Kugel  aus  dieser  Substanz  ist  vor  einem  Magnet- 
pol au  einem  UniversuJgeienk  aufgeliängt,  so  \ 
daß  die  Hauptachse  des  Kristalle  horizontal 
liegt,  überdies  die  Kugel  sich  in  jeder  verti- 
kalen Ebene  bewegen,  aber  nidit  um  die  ver- 
tikale Aehae  drehoi  kann  (Fig.  150).  mt 
die  Hanptaeihae  in  die  Riehtnng  der  KraftHnieo, 
90  Terkwrt  die  Kogel  in  Ruke^  aelbat  wenn  man 
ihr  den  Magneten  kia  &at  bot  Berfikmng  nähert ; 


stallt  die  Hauptachse  normal  m  den  Kraft-  Hf.iiJT" 
linieot  ao  thlt  bereits  bei  größerem  Abstände 

des  Magneten  eine  kräftige  Ablenkung  ein.  Im  ersteren  Falle  ist  diel 
Erregnnir  parallel,  im  zweiten  diejenige  normal  zur  Hauptachse  Trirksam: 

l>io  allgemeinen  quantitativen  Verhältnisse  sind  gleichfalls  von 
Weiß  am  Magnetkies  imtersucht  worden,  und  die  rhombische  Symme- 
trie dieses  Minerals  gibt  Veranlassung  zu  einer  ausnahmsweisen  Mannig- 
fultigkeit  der  Erscheinungen.  • 

FkraUel  zur  Hauptachse  findet  Paramaguetiamua  statte  d.  h. 
alao  merkliehe  ProportionaKttt  swiachen  Feld  und  Moment  nnd  merk- 
Uck  ToMatindige  Umkehrbaikeit  dea  Magnetiaierangsrorgangea.  Die 
Slirke  der  JSnregbarkeat  iat  yon  der  GrSfienoidniuig  der  bä  aiwiern 
paramagnetiachfln  EisenTerbindongen  beobaehteten. 

Normal  aar  Hauptackae  aeigt  sich  eine  Riebtang  geringerer 
und  senkrecht  zu  dieser  eine  solche  stärkerer  ferro  magnetischer 
Erregbarkeit;  in  diesen  beiden  Nebenachsen  findet  die  Eiregang  aber 
nach  ganz  verseliiedenen  Gesetr^n  stati 

In  der  Achse  geringerer  Erregbarkeit  besteht  bei  kleineren  Feld- 
stärken angenäherte  Proportionfilität  zwischen  Moment  und  Feld,  die 
erst  in  der  Niüie  von  7300  (lauß  einer  schnellen  Wendung  zu  kon- 
stanten Momentwerteu,  d.  h.  also  zu  Sättigung,  weicht.  Die  letztere  ist 
bei  12000  Ganß  merklich  erreielii 

Im  Gegenaala  kiena  findet  in  der  Aehae  attrkeier  Erregbarkeit 
ein  konataater  Wert  von  analogem  Betrage  aokon  bei  Safiefst  kleinen 
Feldatii^en  atatt;  die  Enrre,  weloke  daa  Moment  ab  Fuiktion  d«r 
Feldstärke  datatellt,  steigt  vom  Nullpunkt  ana  ao  steil  bis  zu  der 
weiterhin  konstant  bleibenden  größten  Oidinate  an,  daß  der  Anfirtieg 
der  Beobachtung  fast  nnzuganglich  ist. 

Diesem  äußerst  verschiedenen  Verhalten  der  Momentkomponenten 
nach  den  beiden  Nebenachsen  entsprirbt  p\n  pchr  merkwürdiger  Vor- 
iiuai  der  £rsoheinungen  in  zwischen  den  beiden  Achsen  liegenden 

84* 
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BiehtungeiL  Figur  151  reprodnnerft  die  TTet/^adieiL  Karren  f&r  das 
longilndiiiale  Moment  M,  als  Funktion  der  RioKtang  bei  den  Feld* 
starken  1  1992,  H  4000,  III  7310,  IV  11140  Gaaß.  Fignr  152  gibt 
Analoges  in  gi5Bereni  Mafietab  der  Ordinaten  für  das  traoBTorsale 


11»  Ul.  lüg.  III: 


Moment  Jf^.  Der  Winkel  ^  ist  Ton  einer  Achse  stärkerer  Eiregnng 
aus  gerechnet.  Da  die  Erregung  zentrisch  symmetrisch  ist,  so  ent* 
spricht  einem  vollen  Umlauf  der  Feldst&rke  um  die  Hauptachse  eine 
sweimalige  Wiederholung  der  Kurve. 

Ans  den  beiden  Komponenten  J/^  und  31  ^  bestimmt  «ich  das 
resultierende  Moment  durch  Zugammen.setzuug.  Man  erkennt  ohne 
weiteres,  daß  in  der  Nähe  der  Achsen  stärkerer  Erregung  das  resul- 
tierende Moment  sich  erheblich  langisüiiier,  in  der  Nähe  der  Achsen 
schwächerer  Erregung  aber  scboeller  dreht  als  die  Feldstärke;  diese 
Wirkung  ist  besonders  bei  schwachen  Feldstärken  sehr  auffallend. 

Außerdem  ist  hervorsoheben,  daß  das  transrersale  Moment  M, 
keineswegs  mit  Amülbermig  an  den  S&ttigungssustand  abnimmt, 
sondern  vielmehr  maximalen  Amplituden  zustrebt  Dies  hat  cur  Folgo^ 
daß  anch  im  Sftttigungszustand,  bei  dem  die  Grttße  des  resultierenden 
Momentes  lelatiy  wenig  mit  der  Richtung  in  der  Ebene  normal  zur 
Hauptachse  variiert,  seine  Richtung  dodi  noeh  betiichtUeh  Ton  der- 
jenigen des  erregenden  Feldes  abweicht. 

Der  Raum  gestattet  nicht,  auf  die  Einzelheiten  der  schSnen  Weiß- 
sehen  experimentellen  Untersuchung  näher  einrugehen;  auch  kann 
auf  das  molekulare  Modell,  durch  welches  er  seine  Resultate  dem 
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Yonüiidiiis  nihenrabiiiigeii  tuehi^  nur  eben  hiBgewieeen  werden. 
Ebenso  können  die  Beobachtungen  Ton  Kune^)  an  Hämatii,  weldie 
f&r  dies  Material  dem  MagneildeB  Terwandte  Eigenechaften  erwieien 
haben,  ma  erwähnt  werden. 

§  2Ci?,.  Theorotiache  Gesiohtapunkte.  Die  Versuchsresiiltat^^  über 
PyiThütm  lieferten  die  Anregung  zu  üiner  neuen  Theorie  des  i^erro- 
niagnetismus')  auf  kinetiacher  Grundlncre,  die  hier  kurz  besprochen 
werden  soll,  weil  sie  ilirerseita  auf  die  Anschaunngen  über  Kristall- 
magnetisrnns  eingewirkt  hat.  Diese  Theorie  ist  eine  Erweiterung 
einer  Ton  Lemgwin*)  gegebenen  kinetiachen  Theorie  dea  Pkratnagne- 
tiamua,  anf  welehe  S.  W2  Bezug  genommea  iat,  dnr^^  EinfÜhrang 
der  magnetaaehen  Wechaelwirkong  swiacheii  den  Holekulamagneten, 
ähnlich  wie  van  der  Waals  die  kinetische  Theorie  der  idealen  Gaae 
an  deijenigen  der  Flüssigkeiten  überhaupt  durch  EinfOhning  dea  ao- 
genannten  innem  Druckes  erweiterte. 

Nach  iMttffevin  ist  der  Paramagnetismus  das  Resultat  des  stati- 
schen Gleichppwicht«  unter  der  gleichzeitigen  Wirkung  einen  die 
Molekularmagnt  tf  parallelrichtenden  Feldes  und  der  Wärmebewegung. 
Wegen  des  \  orhandenseins  dieses  Feldes  iöt  die  potentielle  Energie 
eines  Moleküls  von  seiner  Richtung  abhängig.  Durch  Anwendung 
des  Maxwdl '  BdUgmamaekea  Yerteüuugsgosetzes  ergibt  sich  daa 
Moment  der  Subatanx  ala  eine  Funktion  dea  Quotienten  dea  wiricen- 
den  Fddea  durch  die  abiolute  Temperatur.  Und  zwar  iafc|  aolange 

dieser  Quotient  ^  klein  i^t,  das  Moment  mit  ihm  proportional  Die 

Langevinache  Theorie  gibt  also  zwanglos  die  von  Curie  beim  Sauer- 
stoff und  einer  Reihe  von  andern  paramaguetischen  Substanzen  be- 
obaditate  Temperatorabhängigkeit  der  magnetiaehen  Erregung. 

Weiß  fiigt  die  Vorauaaetanng  binsu,  daß*  die  Wirkung  aamtlieher 
Moleknlannagnete  auf  einen  von  ihnen  gleichwertig  iat  mit  deijenigen 
einea  molekularen  Feldee  Ton  einer  mit  dem  lokalen  magnetiB<£en 
Moment  proportionalen  St&rke^  ao  daß  geaetat  werden  kann 

Man  kann  mit  einer  solchen  Annahme  die  meisten  Erscheinungen  des 
FerromnpietisnniB  erklären  Namentlich  läßt  sich  daraus  ein  Gesetz 
für  die  Abbüngigkeit  des  Öättigungsmoments  von  der  Temperatur  ab- 
leiten, welches  mit  den  Beobachtungen  am  geschmolzenen,  feinkörnig- 
kristallinischen  Magnetit  in  autlaüender  Weise  übereinstimmt. 

1)  J.  Kwu,  Neues  Jabrb:  f.  Ifin.  Bd.  100,  p.  6«,  1907. 

2)  P.  Weiß,  Joom.  de  Phj».  (4)  6,  661,  1907  und  Pbys.  Zeitachx.  0, 858, 1908. 
8}  Lattgevint  Ann.  de  Cbiio.  (8)  T.     p.  70,  1906. 
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Ißt  eiiiar  Mhr  dinfiMihwi  AnpMiung  gibt  mm  dieee  YaiiBBMlwmg 
•oeb  dia  komplmmrte  beobaehteto  Abhlngigkatt  das  Mofmanti  TOm 

Feld  beim  Pyrrhotin  in  Große  und  Ricbttmg  wieder.  Es  genügt 
statt  des  einzigen  Koeffizienten  .V  für  das  molekidm  Faid  diai 
cliarakteristiBche  Koeffizienten  N^t  iV,,        einzufahren,  toh  denaa 

jeflpr  die  Proportionalitat  der  Komponent«-  des  Feldes  nach  einer  Ton 
drei  inifVMnnnder  ^onkrffhtfji  Achst^n  mit  den  entaprech^nden  Kom- 
poueaten  des  Moments  ausdrückt.  Diese  Fähigkeit,  weitere  Tat- 
sachen za  umfassen,  dient  U2izweif«lhaft  zur  Empfehlung  der  Weiß- 
sehen  theoretisdien  Auuuitze. 


VL  Abicbniti 
IbenMelektriiiat 

§  264.  Allgemeines.  Das  Problem  der  Thermoelektrizität,  d.  h. 
die  Erregung  von  eiektromotorischen  Kräften  in  einem  System  metal- 
lischer lieiter  infolge  von  Temperatardiflimueiiy  fÜlt  unter  das  Schema 
der  WacfaselbeaieliiiBgaa  awiacheo  iwei  Tektoreiiy  insofam  a^  die 
Geaetse  dar  beobaebtetea  Eradiauiiiiigeii  ana  dar  Voratelliiiig  ableiten 
laaMsi,  daB  dar  aigenÜidia  Sita  der  elektromotoriaehaB  Exille  daa 
Innere  der  homogeiiaii  Leiter  ist,  wo  TemperataigefUle  etattfinden, 
und  daß  diese  Temperaturgefälle  die  unmittelbare  Veranlassung  jener 
Kräfte  aind.  Diesen  räumlichen  elektromotorischen  Kräften 
mnß  man  dabei  zur  Erklaning  der  Tat;^achen  Reversibilität  zuschreiben, 
derart,  daß  eiue  Umkehruug  des  Temperatorgefällea  eine  Umkehr  der 
elektromotonsühen  Kraft  zur  Folge  liat. 

Es  ist  natürlich  nicht  ausgesehlos'r^en ,  daß  nebeu  die-seu  Wir- 
kungen sich  noch  speziftscbe  V^orgünge  in  den  (Trenzschichten  zwisclien 
zwei  verschiedenen  Leitern  ubspielen,  aber  die  Sonderung  der  beiden 
Arten  von  Wirkungen  ist  schwierig  und  bisher  nicht  befriedigend  ge- 
glückt. Wir  lassen  jeue  Oberliächeueil'ekte  hier  um  so  mehr  außer 
Betracht,  als  die  wenigen  quamtitativan  Beobaditongen,  die  Aber 
tbennoalaktriicbe  Erregungen  roo.  Kriatalian  biakar  Torliegen»  obna 
Annahme  apeaifiaebar  Vorgänge  in  GtanaOleban  Taratindlioh  an  aein 
BchamaD. 

Den  tharmoelektriaehen  Wirkungen  entsprechen  bekanntUok  bei 
isotropen  £9rpem  natproke,  elektrotkermiscka  BflSekte,  nitnliok 

Wärmewirkungen  eines  elektrischen  Stromes  in  einem  metallisdbMn 
Leiter/  die,  wie  die  thermoelektrischen  Effekte,  reversibel  sind,  näm- 
liob  bei  Umkehning  dea  Stromes  sich  in  eni^^egengeeetztem  Sinne  ab^ 
apialan.  Dieaelben  auparponiaren  aich  dem  irrararsibeln  Effekt»  der 
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all  Jonfe-WSime  besdehnel  wird  und  liets  eiiift  Wiimeeniwick* 
Ittng  danfedll^  gleioliYiel,  ob  der  Strom  den  Leiter  in  dem  einen  oder 
in  dem  «adem  Süme  dnrehlSaft.  Die  reversibeln  Wärmeeffekte  finden 
nachweisbar  zum  Teil  in  den  Zwischengrenzen,  zum  Teil  im  Innern 
der  Leiter  statt;  die  beiden  Teile  werden  naeh  ihren  Entdeokern  ak 
FeUier-  und  Thomson-Warme  bezeichnet. 

Auch  diese  elektrothenniscben  Wirkungen  lassen  sich  in  Über- 
einstiminung  niit  der  obigen  Hypothese  über  den  eigentlichen  Sitz  der 
thermoelektrisciicu  Kräfte  erklnreu.  Sie  ersohfinen  nach  dieser  Theorie 
als  die  Folge  einer  riiumliciien  V\  ttriueenlwicldurigj  deren  Effekte 
sich  aber  zom  Teil  in  singulärer  Weise  in  den  Grenzflächen  geltend 
machen. 

Die  Torliegeuden  Beobachtungen  an  Kristallen  beziehen  sich  aus- 
achUefilleh  auf  die  tbermoelektriflelien  Effekt^;  die  readproken  Fhl- 
nomene  haben  sieh  wegen  tedmischer  Schwien^eiten,  die  ans  der 
Geringftgigkeit  dee  aar  Beobeehtnng  geeigneten  Materiale  entitehen, 
bisher  bei  KrietaUen  nicht  nachweisen  lassen. 

§  265.  Methoden  aar  Beobaohtung  thermoelAtlisoher  Krille. 
JH»  Tbeorie  von  W,  Thomson.  Die  Beobachtungen  Uber  thermo- 
elektrische  Kräfte  in  Kristallen  sind  in  wesentlich  derselben  Weise 
angestellt,  wie  die  analogen  Beobnchtnngen  an  isotropen  Körpern. 
Ein  mehr  oder  weniger  stabförmige?  {^rü])ar'cit  wird  in  den,  im 
übrigen  meist  homogenen  Schließungskreis  eines  Galvanometers  ein- 
gefügt, etwa  zwischen  Kupferklötze  geklemmt,  die  uut  den  Poleu 
dee  Galvanometers  verbunden  sind;  es  werden  die  beiden  Endflächen 
des  Prt^arats  anf  Tersehiedene  Tempeialiiren  gebraeht»  nnd  es  wird 
ans  dem  Anssehlag  des  GslTanometere  in  Verbindung  mit  dem  anror 
bestimmten  Widerstand  der  ganzen  Schließnng  auf  die  Qrdße  der 
IhennoelektriBchen  Kraft  der  eingeschalteten  Substanz  gegen  die  Sub- 
stanz der  Schließung,  z.  B.  also  Kupfer,  geschlossen.^)  Das  Gesetz  d^ 
selben  wird  passend  durch  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  der 
zwischen  den  beiden  Endflächen  bp'^tebenden  Temperaturdifferenz  dar- 
gestellt; bei  kleinen  Werten  dieser  JUiüerenz  genügt  die  Beschrankung 
auf  das  lineäre  GlitnL 

Sind  in  die  Schließung  C  zwei  Körper  A  und  B  eingeschaltet,  und 
werden  die  Verbind ungsstellen  AC  und  B(!  anf  derselben  Tempera- 
tur erhalten,  während  die  Verbindungsstelle  AB  die  Temperatur  d- 
besitzt,  so  ergibt  die  Messung  An&chloß  Aber  die  ihennoelektrische 
Krsft  swischen  A  nnd  B.  Beäeeiehnet  man  nSmIich  die  elektromoto- 


1)  Di^  Widerütaadabestijnmaiig  wird  natürlich  üborflüssig,  wenn  man  die 
thermoelektaiscbe  Kraft  nicht  galvanometnach,  sondern  elektacometriscli  mißt. 
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riMfatti  EtiAe  swiicbAn  swai  KBrpflm  dnroh  die  SymboU  d«r  bes. 
Substanzen  mit  als  Index  beig«f&gter  Tsmperaihir,  so  liSt  die  bfr> 
Bohriebene  Anofdoimg  die  gesamte  elektramotoriMlie  Knft 

wirlcsam  werden.  Da  aber  nach  dem  Vdtaachen  Spemraag^geeetE 
für  metalliiohe  Leiter  bei  gleicher  Temperetor 

(AJr),.  +  (^O,.  +  (Q^),.-0 
gilt,  80  ist  die  wirksame  elektromotorische  Jburait  identiBoh  mit 

In  dieser  Weise  sind  sogleich  die  ersten  Messungen  ausgeführt, 
die  sich  auf  Kristalle  belogen,  und  die  von  Svanberg^)  an  riiumboedriscb. 
kristalüsiertem  Wismut  «nd  InÜmoii,  sowie  spiier  tob  Fram')  an 
Wismut  eogesfcelli  wordsn  suid.  Diesetben  steUten  fest,  deft  Sttbe^ 
ens  diesen  Substamen  in  veisehiedener  OrientiemDg  hemnsgesdmiUeD^ 
Tsnehiedene  etektromotorisslie  Kiille  lisÜBrten;  die  Yeriadsanmg  fuad 
in  g^eMdibleibeiidem  Sinne  statt,  wenn  der  Neigungswinkel  der  StalH 
■ohse  gegen  die  Hauptachse  des  Eristalles  von  0*^  bis  la  90®  zunahm. 

Der  8inn  der  thermoelektrischen  Kraft  erhellt  aus  d&t  Angabe, 
daß,  wenn  gemäß  der  zweiten  oben  geschilderten  Anordnung  ein  der 
Hauptach?p  paralleler  nud  fin  gegen  die  Hauptnchsp  f^enoigter  Stab 
hintereinander  in  die  SclilipLiung  eingeschaltet  werden,  und  ^  >  ■9'^ 
ist,  dann  der  positive  Strom  in  der  Zwischengrenze  AH  Ton  dem. 
ersten  zum  zweiten  Stab  Hießt. 

Neben  diesem  qualitativen  Ke.sultat  lK»ider  Beobaciittu-  ist  noch 
zu  erwühneu,  daß  nach  Franz  zwischen  zwei  Stäben,  die  in  rer- 
schiedener  Richtong  norm»!  snr  HsaptadiBe  liegen,  eine  thennoelek- 
trisehe  Düferens  ntcbt  besteht  Analoge  ResiiUste  erhielt  mnaif^ 
sp&ter  M^meoL^ 

üntordessen  hatte  IFl  2%ofiis0fi')  die  Ton  ihm  gewonnenen  all- 
gemeinen Gnmdlagen  der  Thennodynamik  bereits  sam  Anegsagspunki 
für  eine  Theorie  der  tiietmoelekta^sehen  Phänomene  und  ihrer  Rexi- 
proben  bei  isotropen  Körpern  gemacht  imd  sehliefilich  seine  Beixaeh- 
tongen  aneh  auf  KnstaÜe  flbertrsgen.    Die  Ton  ihm  gewonnenen 

1)  /.  SvatUMTg,  C.  K.  T.  81,  p.  »0,  l»60i  Poigg.  Ann.  £xg.  Bd. 
p.  158,  1868. 

S)  n.  Frans,  Pogg.  Ann.  Bd.  88,  p.  874,  Bd.  8ft,  p.  888,  1881. 

8)  Ch.  Mattrucci,  Ann.  d.  Chimie,  T.  43,  p.  470,  18- ^ 

4)  W.  Thommti,  Edinb.  rroc  T.  3,  p.  2öä,  löö4;  Edinb.  Transact.  T.  21, 
p.  168,  1867,  Fhil.  Mag.  (4;  T.  11,  p.  379,  438,  1866.  8.  auch  Math,  and  pb^g. 
Pap.  T.  I,  p.  188,  httbes.  p.  188  a.  f.,  Cttntr.  1881. 
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Resultate  gaben  niclit  nur  die  ijuantitativen  Gesetze  fÖr  die  Bchon  be- 
obachteten Erscheinniigeu,  sie  signalisierten  auch  neue,  bis  dahin  noch 
nidit  walirgenommene  Effekte. 

TV.  Thomson  bedient  sich  bei  seiner  Theorie  der  Methode  der 
Kreisprozesse  bei  Anwendung  der  beiden  Ha«pti?ätze  der  Thermo- 
dynamik. Entsprechend  der  in  dieser  Darstellung  durchweg  benutzten 
Methode  0oU  hier  eine  (etwas  aUgememere)  Behandlung  des  Problems*) 
milgeAdlt  werden^  webdie  an  du  thefmodyntmiaebe  Potential  anknfliift. 

^  266.  Brwiitenmg  der  Qrniidglelrthimgen  der  Thermodynamik 

fOr  den  Fall  stationftrer  thermoelektriaoher  Wirkungen.  Erleidet 
nnter  der  Wirkung  einer  elektrischen  Feldstärke  E  mit  den  Kompo- 
nenten die  in  einem  Leiter  befindlielie  Ladung  eine  Yer- 
achiebimg;  so  leistet  die  Feldstärke  hierbei  eine  gewisse  Arbeit. 

Wir  betrachten  ein  parallelepipediaebes  Volumenelement  dh  mit 
Flächen  parallel  zu  den  Koordinatenebenen  und  nehmen  an,  daß  eine 
in  dem  Element  befindliche  Ladung  Qdh  eine  Verschiebung  8s  erfahre. 
Bind  dXf  dxfy  da  die  Komponenten  von  Ös,  so  iat  die  Arbeit  Ton  Jä 
an  dem  Volumenelement 

werden  die  aui'  die  Flächeneinheit  bezogenen  Elektrizitätsmengen 

d^  —  ^ddP^  dt^^i^dy,  di^  — ^d«  (385) 

eingefldurt,  welche  dmreh  die  Begransungsfläohen  dee  ElementeB  ge- 
edioben  werden,  ao  ergibt  aioli  bierana  für  die  auf  dia  Yolomeneinlieit 
belogene  Arbeit  d'a  auch 

d  a  -  E^de^  -H  E^de^  +  E^de^.  (386) 

Denken  wir  uns  etwa  in  dem  ganzen  Körper  eine  Anfangs- 
Terteilung  der  Ladung  gegeben  und  von  dieser  aus  dun^  alle  Flächen* 

elemente  normal  zu  den  Achsen  beliebig  im  Körper  wechselnde  Be- 
träge c,,  Cj,  ^  geschoben,  so  wird  dadurch  ein  neuer  elektrischor 
Zustand  bestimmt  sein.    Die  können  somit  gemäß  S.  IHs  als 

die  veraligememerten  Koordinaten  <ieö  elektrischen  Zubtandes  in  dem 
Körper  betrachtet  und  domgemäß  für  thermodyuamische  Schlüsse  be- 
nutzt werden.  Die  Übertragung  der  Formel  (105)  von  S.  188  läßt 
aidi  dann  f&r  reTersible  thermoelektriscbe  Vorgänge  «dureiben 

S^^E^det  +  £tde,  +  E^ie^  -  ^d^,  (387) 

1)  W.  Voigt,  üött.  Nachr.  18»ö,  p.  826;  Wied.  Ann.  Bd.  «7,  p.  717,  189»} 
Thvanodyiuunik^  Bd.  IL  p.  S26,  Leipzig  1904. 
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unter  ^  das  erste  therm o dynamische  Potential,  unter  i}  die  Entropie 
der  Volnmeneinheit  Tsrstanden. 

K9  gilt  dann  nach  Formel  (109)  auf  S.  189 

|i-.JE:,  far*-l,2,3,  ||r~-i|.  (388) 

Hiikdflli  m  sieh  um  emen  rermbelii  Vorgang,  dar  nicht  nur 
Ton  dar  Tampentor  sdbi^  wmdflm  waA.  Toa  d«nm  Gradienten  ab* 
hSogi^  10  muB  aneh  |  diese  Größen,  d.  b.  also  die  Komponenten 

if-»..  '(M») 

enthalten.  Um  diesen  Fall  sn  umfiMmim;  erfeidom  unsere  Gnmd£ormeIn 
eine  Enreiterang. 

Mü  aaefa  Ton  abli8ii{pigss  |  würde  für  die  Taiiation  ^| 

die  Summen  Aber  %  —  1,  2,  3  eietreekt. 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich  in  einem  gewissen  Sinne  auf  i^387) 
sorOekfUhren,  Multipliuert  man  n&mlioh  mit  dem  Yolnmenelenieat  dk 
und  integriert  Aber  ein  beliebiges  Beraieh,  in  dem  die  nötigen  Stetig- 
keitseigensehaften erf&Ut  sind,  so  erhalt  man 

-/ CO«  (».  + 14  """^     ^  ^^^^ 

Das  zweite  IiitHgrul  ist  über  die  OberHfielie  des  Bereiches  er- 
streckt; n  bezeichnet  die  innere  Normale  auf  dem  Flächenelemeut  do. 

Dieser  Ausdruck  h;it  fli^'  Form  vnn  387),  weun  man  rttir  nicht 
allein  den  Volum  en  f-lementeu,  sondern  auch  dt-n  Flächenelementcn, 
die  sie  begrenzen  und  die  von  den  ersteren  bei  der  Betrachtung  nicht 
zu  treimen  sind,  Entropien  zuschreibt,  also  statt  {j^^T)  ansetzt 

f  ndk  - J[2:E^de^  -  rid^dk  -f  nÜdif.  (392) 

Wie  m  auf  die  Yolmnen-,  so  ist  ^  hierbei  auf  die  FlSeheneinbsit 
besogen. 

  >   

Die  Vergleiekmig  mit  (391)  ergibt  dann  in  Enreitemng  ron  (388) 
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für  1,2,3, 
dxd»^     dpd»t     dMdf^^  ^^^^^ 

*a»,  ^^'^^  +  d»,    ^^''^  -  -  . 

Z«fl^  man  ein  Tolnmeii,  innerhalb  desien  die  Hß^t  •  >  •  stetig 
aind,  in  Yoliimeneleniente  und  wendet  anf  dieie  die  soeben  gebildeten 
Bexiebnngfln  ao,  so  ist  zu  bedenken,  daß  jede  Zwisohengrense  swieohen 
swei  Elementen  der  Oberfläche  beider  Volumenelemente  zoznredinen 
ist.  Infolge  bierron  beben  sich  die  von  beidoi  Seiten  berrübrenden 
Anteile  7^  hinweg,  nnd  es  bleibt  die  Fläobenentropie  nur  für  die  AuBen- 
grenze  des  Volumeua  wirksam. 

üm  die  Entropie  für  ein  Volumen  bei  der  zeitlich  konstanten 
Temperatur  ^  von  Null  auf  den  faktischen  Wert  rj  und  rj  zu  bringen, 
würde  nach  der  Grimdiormei  (95)  auf  S.  185  die  Wärmemenge  nötig  sein 

A  —  /* jerf*  +fn^  do .  (394) 

Die  Einsetzung  der  Werte  ^  und  ^  aus  (393)  liefert  hieraus  nach 
eintaoher  Umformung 

was  auf  die  Volumeneinbeit  bezogen  ergibt 

Wir  wollen  una  nnn  die  Yenefaiebungen  e^,  e,,  dnreh  einen  die 
Zeit  t  bindnxüh  andaneniden  konstanten  Strom  Ton  der  Dichte  ü  mit 
den  Komponenten  üifü^,ü^  bewirkt  denken;  dann  ist 

€,^U,i,   9e^^ü,H  (397) 

Zugleich  nehmen  jetzt 

ijA-i?V  W*-^',  (398) 

die  Bedeutung  der  auf  die  Zeiteinheit  bezogenen  Zuwachse  der  bez. 
Funktionen  an,  und  die  Fonnehi  (393)  gewinnen  die  Geitalt 

^-JB,  fürÄ-1,2,3, 

ar    a       3  ar    a  ar       .  ...oo, 
""Fi  ac  äy       äi  äi^     ^*  ^^^^^ 

ai^T  cos  (»,  a;)  +  ^  cos  (»,  y)  -f       cos  (»,  e)  7/, 
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iriQiMiid  (396)  itlr  dM  in  der  Zeiteinlieit  svr  Eilialtaiig  d«r  Temper»- 
tor  pro  Yolrnnmmnhelt  notwendige  WimMofinüime  Oefert 

Es  mag  hervorgehoben  werden,  daß  diese  notwendige  Wärmezufukr 
auf  eine  Wärmeabsorptioii  innerhalb  des  Körpers  hinweist,  welche 
pro  Zeit-  und  \  olumeneinheit  den  Betrag  ca'  besitzt.  Ist  (d'<0,  so 
findet  eine  analoge  Wärmeentwicklung  von  der  Große  —  a'  statt. 

Da  ee  piiktiseh  niohi  md^di  ist,  Beraiehen  im  Innern  eines 
K5rpeia  beliebig  Wirme  snsnfUuren  oder  sn  entueheii,  so  wird  der 
efestionSre  Temperaiiixsaftend,  der  fheoiettBdi  dordi  ZnAilir  Ton  o'' 
hervoigebraeht  werden  kann,  eicli  praktiaeh  im  allgemeinen  nidili 
tealieieren  lassen;  es  werden  yielmehr  Terapetatoranderongen  eintreten, 
wie  sie  die  Absorption  oder  Entwicklung  von  Wärme  gemäß  dem 
oben  Gesagten  bedingt  Eine  einfache  Ausnahme  bilden  lineare 
Leiter,  deren  Volumenelemente  sftmÜioh  direkten  änfiereo.  Einwir^ 
kungen  zugänglich  sind. 

§  267.  Dae  tliewnodynamtaehe  Potential  der  thermoelektriaohea 
VoKf^bige.    üm  die  in  den  Formeln  (399)  und  (400)  enthaltenen 

fbndamentalen  Gesetze  der  thermoelektriecheD  Erscheinungen  zu  eni* 
wickeln,  bedarf  es  noch  eines  Aneatne  flr  |'  als  Funktion  Ton  17^ 

Wir  benutzen  hierzu  zunächst  die  Erfahrungstatsache,  daß  die 
thermoelektrischen  Kräfte  von  den  in  den  Lf^item  fließonden  Strömen 
unabhängig  sind;  di^S'^Ibe  verlangt  nach  (ol'^'^  ,  daß  g  linear  ist  in. 
Ulf  U^y  U^.  Ferner  denken  wir  |'  nach  Potenzen  von  '9"i,'9"j,  ^3  ent- 
wickelt und  brechen,  da  wir  aui  diese  Weise  den  Beobachtungen  an- 
scheinend gerecht  zu  werden  vermögen,  mit  den  linearen  Gliedern  ab. 
Über  das  Gesetz,  in  welchem  die  Temperatur  ^  selbst  auftritt,  brauchen 
wir  ilmlicib,  wie  in  §  186,  152,  153,  eine  Annahme  Ton  TornhereuL 
nicht  an  madken. 

Anf  diese  Weise  gelangen  wir  an  dem  Ansata 

+     iU,T^  +  Ü,T„  +  ü,Tu),  (401) 

wobei  die  Tj^^  in  homogenen  Kdipem  Funktionen  Ton  9  allMn  be- 
aeichnen.  Es  ist  TorteiUiaft,  durch 

j'»  -  («») 

noch  eine  zweite  Funktioneiireihe  einanftttuen. 
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Der  Auadraok  (401)  hit  die  Fomi  der  in  §  166  n.  f.  gebildeten  und 
diikatierfcen  skakren  Funktionen  S  nnd  Z  zweier  Vektoren.  Er  ent- 
liSlt  neim  Peruneter  T^^^  zwischen  denen  Besiehungen  der  Form 

ans  thermodynamischen  Gründen  nicht  stattzufinden  bruuelien.  Es 
sind  somit  rotatorische  Effekte  mit  den  SjmmetrieyerhältniMen  der 
thermoelektrischen  Vorgänge  vereinbar. 

Die  S{)eziiilisit'rung  des  Ansatzes  (4(>1)  aul  die  32  Kristaligruppeii 
geschieht  gemäß  der  Tabelle  auf  S.  314,  wobei  die  T,^^  au  Stelle  der 
Leitiahigkeitskonstanten  /^^^  stehen.  I>a0  enrtere  Größen  Funktionen 
der  Temperatur  sind,  spielt  hei  den  Symmetriebetradiimigen  ebenso« 
Brenig  eine  Rotte,  als  eine  thermisdhe  Yetinderliohkeit  der  Ij^  frUber 
snSgesehloBsen  werden  rnnfite^ 

Der  Ansata  (401)  umfiifil  die  jT^m^oii  sehe  Theorie  der  thermo- 
elektrisehen  nnd  elekfcrotbermiacben  Voi^gftiige  als  speziellen  FaU; 
letztere  geht  aus  ihm  hervor,  wenn  man  rlir  verfügbar  gehaltenen 
Funktionen  der  Temperatur  linear  in  die  also  konstant 
annimmt. 

Bisher  mag  em  Hauptachsensystem  XYZ  vorau^gef*etzt  sein;  der 
Ansatz  (401)  läßt  sich  aber,  wie  alle  ähnlichen,  auch  für  ein  beliebig 
orientiertes  System  X '  Y'Z'  bilden.  In  letztcrem  Falle  sollen,  wie 
früher,  alle  Vektorkomponenten  und  Parameter  durch  den  obem  Index 
nnsgezeiehnet  werden. 

Fflr  die  Komponenten  der  thermoelektrischen  Eraft  liefert  die 
Kombination  der  Formeln  (401)  nnd  (399^) 

£i-»iT,,  +  ^,T,,-i-»,T,,,  (403) 


Diese  Beziehung*»!!  f^ind  den  Ansätzen  '''1),  voti  d^nen  wir  bei 
Behandlung  der  allgemeinsten  linearen  Beziehungen  zwi'^chen  zwei 
Vektoren  m  §  164  ausgingen,  völlig  konform  und  gf"5t;itteri  die  Lber- 
tragung  aller  der  dort  gewonnenen  Folgerungen.  Itisljesondere  gelten 
die  in  §  165  entwickelten  geometrischen  Beziehungen  zwischen  den 
(an  Stelle  der  treibenden  Kraftkomponenten  stehenden)  Temperatur- 
gradienten ^4  nnd  den  (an  Stette  der  StrÖmungskompooenten  stehen- 
den) Feldkomponenten  nnTeiftndert  auch  in  unserm  FaU.  Da  obenein 
bisber  nieht  der  mindeste  Anlaß  Torliegt^  rotatorische  thermoelektrische 
Qualiföten  der  Kristalle  in  Betracht  zn  ziehen,  und  da  somit  die  An- 
nahme der  Beziehungen  T^j  —  fürs  erste  zulässig  erscheint,  so 
gewinnen  nach  S.  320  die  einfachen,  durch  die  Konstruktion  mit  der 
Tensorfläche  [T]  dargestellten  Verhältnisse  zwischen  dem  Temperatur- 
gefaUe  und  der  thermoelektrischen  Kraft  Gültigkeit 
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In  homogenen  Kdrpem  sind,  wie  oben  gesagt  die  T^^  nur  Fnnk- 

tionen  der  Temperatur;  bei  Benntaning  der  Bezeidunmgen  (402)  und 
der  Bedeuttmg  der     liefert  dies  dann 


§  268.  Die  Bauptglelalnmgen.  Zn  dieM  tbermoelektanscheD 
Kräften  treten  In  Wirklichkeit  noeh  die  Felds^ken,  berrfllirend  Ton 

den  Ladungen,  die  auf  don  Leitersystem  cntiteHen.  Bezeichnet  tp  die 
Potentialfmtktion,  die  von.  diesen  Ladungen  ausgeht,  so  stellen  sich 
die  TolUiändigen  elektromotonacben  Kräfte  des  Systems  dar  dvxek 

V^-'       dx        ay""*"      Bi  • 

Mit  ihrer  Hilfe  bereden  sich  die  Komponenten  der  fekttseh  an- 
tretenden elekfarisehen  Strömung,  die  mit  demselben  Symbol  ü  be- 
zeichnet werden  mag,  wie  die  in  (401)  enthaltene  beliebig  gedachte 
Strdmmng^  nach  den  Gnmdformeln  (86)  der  Elektrizitatsleitang 

-  +  l^iE,)  +  . . .  (406) 

in  denen  die  1^^  die  Eonstaaten  der  elektrischen  LeitfShigkeit  be- 
liehnen. 

9  gilt  in  dem  Formelsystem  (405)  als  Unbekannte^  zu  deren  Be- 
stimmung die  Hauptgleichong  nnd  die  Gienzbedingangen  der  Strom- 
leitung aus  §  180  heranzuziehen  sind. 

Die  Hanptgleiehiug  (88)  lautete 
an  einer  Grenze  gegen  einen  Isolator  galt  nach  (90) 

t;-o,  (408) 

an  einer  Zwischengrenze  zwischen  zwei  iieitem  a  und  b  nach  (92) 

(iL),  +  (ßJ,-0.  '  (409) 
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Hier/n  kommt,  wenn  man,  wie  wir  lujse,  nur  die  elektfOBioto- 
rischai  Kxftfto  berücksichtigt,  welche  im  Innern  der  Leiter  liegen,  die 
BedmgiiDg  dsr  Stetigkeit  der  Pot«ntiftlfankti0n  in  der  äxenze,  d.  h. 

^«-9»-  (410) 

Für  die  auf  die  Volumen-  und  Zeitt  iiihrit  he/ofrene  Wärme- 
absorption o'  liefert  die  Kombination  Ton  {4W)  und  ^^401),  da  inner- 
halb eines  homogenen  Körpers 

^-öt  +  ^u — 

Diese  Wärmeabsorptiou   ist  in  die  Diiferehtialgleichuugön  der 
Wärmeleitnng  aus  §  194  einzuführen.   Die  Komponenten  \\\,  W^, 
der  Wärmeströmong  haben  demgemäß  hier  statt  der  Gleichung  (159) 
der  Beskiimig 

zu  genügen,  die  im  Innern  eines  jeden  homogenen  Körpers  gilt;  dascL 
l^eten  für  AuÜexigrenzen  gültig  die  Bedingung 

w,-x(»-»j,  (4ia> 

IHr  Zwudieiigmisen  aber 

(WX  +  (.Wj,-0,  (414) 

Hietbet  ift  eine  aelbiftSndige  flSehenhafte  WSnneentwiddnng  in 
cler  Qreose  nicht  In  Reohnimg  geeeti^L 

Die  Gleiehnngen  (405)  bis  (414)  geben  ein  nmnltanee  Sjiiem 
Ton  Bedingungen  zur  Beetimmnng  von  <p  und  das  der  Behandlung 
erat  mgSnglieh  wiid^  .wenn  die  Abhftngigkeit  der  thermoelektriMhen 
Funktionen  Tj^^  (reep.  Ton  der  Temperator  TOigeaehrieben  iaL. 
Daa  Piroblem  iat  im-  allgemeinen  ftbeians  komplisiert 

§  269.  Anwendung  auf  einen  lineSren  Leiter.  Das  Gesetz  der 
theimoelektrUolien  Kraft.  Die  Verhaltnis'^e  vereinfacben  sich  außer- 
ordentlich, wenn  es  sich  um  ein  System  Ton  zwei  linearen  Leitern 
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bandelt^  unter  denen  der  eine  dnrch  einen  dünnen  Kristallzylinder  dar- 
gestellt ist,  der  andere  dnrcli  einen  Draht  aus  isotropem  Metall. 

Die  Achse  des  Ki  istuLlstabes  sei  die  willkürlich  gegen  die  Haapfe- 
achsen  orientierte  ^2"- Achse.    Dann  ist  in  dem  Kristall 

-  ö, .  u;  -  0,     -  ü  (41Ö) 

und  ü  in  dem  Zylinder  konstani  Zugleich  wollen  wir,  in  Übenin- 
«timmnng  mit  dem  S.  876  Gesagten,  die  Eomeiat  für  lineire  Leiter  ge- 
maehte^  obwohl  nicht  ganz  unbedenUidie  Annahme  einführen,  daB  die 
Temperatur  Aber  den  Quer>chnitt  hinweg  als  koBatant  betrachtet  werden 
kann.  In  dieiem  Falle  ist  0^,'=  ^,'=  0,  und  es  verschwinden  in  (405) 
bei  Einführung  des  Systems  X'YZ'  auch  die  andeien  DiSbreutial> 
quotieuton  der        resp.  T',  nach  x'  und  y'. 

Für  die  elektromotorischen  Kräfte  {E^  folgt  demgemäß 

W  -  -  If ,  (£.')  -  -  t}  ,  (-B.')  -  ^^'IP^  ■  (416) 
Dieee  Werte  wären  in  die  Umkehrung  der  Formeln  (406),  nämlich  in 

-   ü,' + ii  ü,- +i^ü,;...  (417) 

einzusetzen,  in  denen  die  k^^  die  Widerstandskonstanten  dantellen. 
Da  die  Stromkomponenten  den  Formeln  (415)  genflgen  sollen,  io 
ergibt  sich  aua  der  dritten  dieser  Formeln 

Hiermit  ist  die  Fonnel  ftbr  den  isotropen  Leiter,  der  die 
SehUeßnng  bildet,  sn  kombinieren,  nämlich 

wobei  der  Index  ^  den  ieoiropea  Körper  charakterisiereu  und  s  die 
Richtung  seiner  Aehse  beKeiehnen  mag. 

Beaeichnen  Q  resp.  den  Querschnitt  des  KristaUsylinden  und 
des  isotropen  Leiters,  so  ist 

UQ==l\Q,~J  (430) 

die  Stärke  des  elektrischen  Stromes,  die  in  dem  ganzen  System  kon- 
stant ist.  Man  kann  somit  durch  Zusammenfassun;.'^  der  Formeln 
(418)  und  (419;  mit  den  Fakiortu  dz'  und  ds  und  Integration  über 
die  Längen  der  bezüglichen  Leiter  bilden 
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wobei  die  Bucbataben  u  und  ß  aieli  anf  die  VerbindnngBatelleii  dee 

Kristallzy Hilders  mit  dem  isotropeu  Leiter  beziehen.  Die  Klammer 
links  stellt  hier,  auch  wenn  (^g  mit  s  Tariiert,  naoh  S.  341  den  Wider- 
stand R  der  ganzen  Schließung  dar. 

Wenn  wir  elektromotorisclie  Kräfte  in  den  Yerbindungsitellen 
ausschließen,  i<<tt  dort  nach  (410)  ^  m  Die  Gleildiung  (421)  nimmt 
in  diesem  Falle  die  Form  an 

JJt  -  (e;,  -       -  («i  -  (422) 

Die  rechte  Seite  stellt  daa  Liuienintegral  der  elektrouiotonschen  Kräfte 
in  dem  System,  resp.  die  wirkende  elektromotorische  Gesamtkraft 
L  dar;  letztere  ergibt  sich  nach  diesem  Resultat  durch  die  Theorie 
onabliingig  von  dem  Qeiet%  naeb  dem  die  Temperatur  in  den  bomo- 
genen  Leitern  Tariierty  bestimmt  sieb  Tielmebr  ansscbließlicb  dnrcb 
die  Temperaturen  in  den  Verbindung  säte  Uen  «  und  ß. 

Diee  entspriebt  bekanntlieb  dnrdiaus  der  bei  isotropen  Medien 
gemaditen  Eilabrong  und  wird  unzweifelhaft  ebenso  bei  Kristallen 
gelten.  Iro  übrigen  tritt  die  thermoelektrische  Funktion  <9,',  nicht 
isoliert  auf,  eondem  mit  derjenigen  0^  des  Schließungsdrabts  subtraktiT 
rerbunden ;  die  elektromotorische  Gesamtkraft  L  des  Systems  ist  somit 
der  Kombinatiou  der  beiden  in  demselben  enthaltenen  Leiter  in- 
dividut  11  Beobachtet  man  verschiedene  Kristallstabe,  z.  B.  aus  dem- 
selben Kl  istalle  in  verschiedener  Orientierunj?  herausgeschnitten,  inner 
halb  dernelben  Schließung  bei  gleichen  Teiiiperatureii  der  Verbindungs- 
stellen tt  und  ß  und  berechnet  die  entspreobenden  X,  so  sind  die 
Differensen  deieelben  von  der  Substani  der  Sdiließung^  alao  Ton  B^, 
onabbängig. 

INe  ersten  beiden  Formeln  (417)  liefern  unter  unseren  Yorans- 
eetauagen 

(JBO-*;.«^»  (^0-*;^^  (483) 

d.  b.  nach  (416) 

ax'    *is*^'  *»*^' 

Bei  längs  des  Zylinders  konstanter  Temperatur  fallen  die  Glieder 
mit  und  &^  hinweg;  ee  resultieren  dann  auf  den  Flächen  des 
Kristallzylinders  Potentialdiffcrenzen,  die  nur  auf  der  Aolojropie  des 

elektr!«c}if^u  Widerstandes  beruhen.  Die  Veränderlichkeit  der  Tem- 
peratur ir  iit  nach  (424)  noch  weitere  Anteile  thermoeiektriscbeu  Ur- 
sprung hiji/ii. 

Hat  z.  B.  der  Kristaüzjlinder  die  Form  eines  ParallelepipedeB  mit 
Kanten  m,  »,  l  parallel  X',  Y\  Z\  und  verbindet  man  zwei  g^eu- 
überliegende  Punkte  der  zur  X '-Achse  normalen  Fläche  mit  den 
▼Ol ff«,  Kiialallvlvilk.  36 
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QaAdnnien  «nee  EUkiromete»,  so  würde  auf  dmuMlben  die  PoieutiaV 
difierenx 


entetehen.  Themokiftfte  infolge  der  Temperatardifferenz  swiiehen 
den  Quadranten  und  den  berührten  Stellen  des  Zylinders  würden 
dabei  nicht  zur  Geltung  kommen,  da  die  Temperatur  längs  des 
Querschnitts  konstant  und  somit  an  beiden  Berührungsstellen  gleich 
angenommen  ist 

§  270.  Beobttohtungsrestiltate.  Messungen  der  thermoelektromoto- 
rischen  Kräfte  an  Kristallen,  die  eine  Vergleichung  mit  der  Theorie  ge- 
statten, liegen  bisher  nur  in  sehr  geringer  Zahl  vor.  Das  Hauptinteresse 
bietel  bei  ihnen  das  gefundene  GeMts  der  Abhängigkeit  jener  KM» 
Ton  der  OrieDtierung  der  bennteten  Kristallpräparate  gegen  die  Haupt- 
aehien. 

Die  Anasige  der  Theorie  Aber  dies  Geeeti  wird  sehr  einfkefa, 
wenn  man,  wie  sehon  S.  641  bemerkt,  TOn  rotntoriaehen  tSiermo* 
elektrischen  Effekten  absiehl^  rieh  z.  B.  auf  Krisialltypen  beschränkt^ 
wo  dergkicben  naoh  Symmetrie  nicht  eintreten  können.  In  diesem 
Falle  gelten  zwischen  den  neun  Parametern  i^,^  des  Ansatzes  (405) 
die  Beziehungen  ©4^=  ö^^a^  infolge  hiervon  werden  diese  Paramotfr 
nach  S.  310  zu  gewölmlichrri  Komponenten  eines  Teusortripels 
dessen  Konstituenten  fc/j,  (s'j,,  fc/,ji  stets  nach  ihrer  Grüße,  und  in 
den  Fällen,  wu  sich  ihre  Orientierungen  nicht  aus  den  Symmetrien 
des  Kn^Ulityps  bestimmen,  auch  nach  ihrer  Richtung  Funktionen 
der  Temperatur  sind. 

Uns  interessiert  hier  in  erster  Linie  die  Komponente  nach 
der  Z'-Achfle,  die  in  dem  Ausdruck  (422)  fUr  die  thermoelektro- 
motoriBche  Kraft  auftritt  und  mit  dieeer  Gegenstand  der  Beobeobtung 
ist  Schließt  die  Ricfatong  Z*  mit  den  tibermoelektrisehen  Haupt- 
aohsen  9^,  Winkel  mit  den  Kosinus  a,  ß,  y  ein,  so  eigibt 

sich  aus  den  allgemeinen  TransformationBeigentehaftai  der  Tensortripel 
die  Formel 


wobei  0(,  sich  auf  den  isotropen  Körper  bezieht,  der  mit  dem  Kristall 
den  tliermoelektrischen  Kreis  bildet,  und  die  Temperaturen  in. 

den  Lötstellen  p  und  a  bezeichnen. 


(436) 


(426) 
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D«fioiert  man  drei  Funktionell  G},  6jj,  6i„  dureh  die  Werte, 
die  flnnimm^  wenn  bei  ^eiolien  Werten  nnd  d|  die  Z'-Aehee 
einmal  an  Bi,  einmal  an        einmal  su  Bjj^  parallei  ii^  lo  gilt 

ös;-e,««  +  e„/i^^0,„/,  (427) 

womit  die  AbhüDgigkeit  der  beobachtbaren  tbermoelektromotonaGlien 

Kraft  von  der  Orientiening  des  Kristallpräparatf's  gegeben  ist. 

Bei  Kristallen  des  Svstoms  III  sind  alle  drei  Kicbtungen  0^  durch 
die  Symmetrie  festgelegt;  bei  denjenigen  der  Systeme  IV  bis  VI  liegt 
Qjji  in  der  Z- Hauptachse,  und  ist  6|  ^  6,,,  somit 

ei-e,  +  (e„,-e,)r'.  (428) 

Bei  KriitaUen  des  regulären  Systems  ist  Gj  «-  G^  Gju,  somit 
aneb  8^  konatant  —  Gj . 

Die  ersten  rollatftndigen  Beobaebtangen  Aber  Werte  Ton 
in  einem  Kristall  aind  von  BäMr^^)  an  Eiaenglanz  dnrebgeftbrt; 

dies  Mineral  kristallisiert  (wie  schon  wiederholt  benut7,t)  boloedriicb 
in  dem  trigonalen  System  (Formel  C,  Ä^'^,  AJ*^)  und  gestattet  ao- 
nach  die  Anwendung  der  Formel  (428). 

Häcl'sir'ihn  faßte  ver^^ohiedpn  orientierte  Stäbe  von  Eisenglanz 
zwisrhen  zwei  Dosen  von  Ku|it'crlilci  h,  die  durch  einen  Wasser-  resp. 
Dampfstrom  auf  versciuedenen  konstanten  Temperaturen  erhalten 
wurden.  In  einer  Schließung  zwischen  den  beiden  Dosen  würde  somit 
ein  Strom  entstanden  sein,  dessen  Mesäung  nach  §  2üö  einen  Schluß 
auf  G^  far  den  benntatan  Stab  geatattet  bätte.  MMirSm  wog  es  vor, 
die  Dosen  Toneinander  iaoliert  an  bslten  und  mittels  eines  (Kapillar-) 
lilektrometere  die  thermoelektriflclie  Potaitialdifferaiz  awiacben  ibnem 
direkt  au  meeaen. 

Die  Resultate  der  Beobacbtong  sind  nach  zwei  Hinsiditeii  su 
einer  Vergleichnng  mit  den  Aussagen  der  Theorie  au  benntaen.  Ein- 
mal zeigen  sie,  daß  bei  Eisenglanz  alle  Richtungen  normal  zur  Z- 
Hauptach^^e  therTnoelektri'ich  einander  gleichwertig  sind,  was  mit  (42^^ 
übereinstimmt:  iernor  ergeben  sie  auch  das  in  f4'?.Si  ausgedrückte 
Qesetz  fHr  den  Einfluß  der  Neigung  gegen  die  Hauptachse. 

Bärkslröm  fand  nämlich  durch  Benutzung  mehrerer  Stäbe  normal 
und  parallel  zur  Hauptachse  für  —  Ö-j«  1<*C  als  mittlere  Werte 
in  YoH 

Gl  -  8,188 . 10-*    0m  -  2,865  - 10-* . 

Ein  Stab,  dessen  Längsachse  um  27^15'  gegen  die  Hauptachse 
Keneuft  war,  lieferte 

^    ^       '  e,;  -  2,928 .  lOr* 

1)  H.  BäekHröm^  öfTer«.  K.  Akad.  Förh.  1888,  Nr.  8,  p.  668. 

85* 
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während  die  Formel  (428)  2,922  •  10~^  ergibt  Die  Übereinfliimmtmg 
UA  sehr  gut,  doch  beweist  sie  sieht  aUzaneL  fllr  die  Theorie^  weil  die 
Abweiehung  der  Havptweite  8^  und  Bj^  Toneinander  eehr  gering 
ist,  und  daher  jedes  swiseben  ihnen  stetig  fallende  Gesetz  in  nahe 
Übereinstinnnung  mit  dem  beobachteten  Wert  gelangen  muß.  In  der 
Tat  hat  Bächstrüm  seligst  seine  Beobachtungen  mit  einem  andern  Gfr- 
setz  als  (428)  verglichen  und  vertiüglifli  gefunden.*) 

Eispnc!;Ian7  igt  (l*'r  oin/i^p  Kristall,  für  den  Bäckström  eine  voU- 
stäni^i^o'  Parümett'i  lx  IUI murifi;  ^elaug.  Doch  ist  auch  der  von 
ihm  geführte  Nachweis,  daß  hei  dem  retfulär  kristallisierten  Kobalt- 
glanz die  Richtungen  der  vierzähligen  (Haupt-)  und  der  dreizähligen 
SyDiinetrieachseu  thermoelektrisch  gleichwertig  sind,  als  eine  Be- 
seitigung der  oben  entwickelten  Theotie  bemecl»naweil  Eine  Ab- 
weiehnng  von  dieser  Gleidiwertigkeit  würde  eine  Erwdterung  des  An» 
aatses  (401)  dmreh  Hinsnsiehung  Ton  Gliedern  hSherer  Oidnong  in 
den  nnd  Uj^  Terlangeo,  nnd  di^  würde  nach  dem  im  Eingang  von 
§  267  Gesagten  andere  nicht  nnbedenkliche  Konsequenzen  haben. 

Von  späteren  Beobachtongen  über  therm  oelektrisohe  Kräfte 
kommen  für  uns  wohl  nur  einige  an  der  Kombination  Ton  kristalli- 
siertem Wismut  und  Kupfer  angestellte  Messungen  in  Betracht. 
Perrot^)  ordnete  diese  Körp)er  in  ähnlicher  Weise  an,  wie  dies  Bäck- 
ström mit  Eisenglanz  und  Kupfer  getan  hatte,  führte  aber  die  Messung 
der  elektromotorischen  Kräftf;  nicht  elektrostatisch,  äondern  galvano- 
metrisch,  hauptsächlich  nach  der  Kompensationsmethode  aas,  die 
Messung  der  Temperaturen  mit  Thennoelementen,  statt  mit  Thermo- 
metern. 

Es  ergab  sich  bei  einer  Temperatur  von  10*  G  fttr  die  kältere  Grenz- 
fläche bis  zvL  einer  Temperatur  von  100**  C  für  die  wärmere  eine  an- 
genäherte Proj)ortionalität  der  thermoelektrischen  Kraft  mit  der  Tem- 
peraturdiiferens;  doch  steigt  der  Di£Perentialquotient  der  enteren  nach 

der  letzteren  ein  wenig  mit  steigender  Mitteltemperatur.  Für  eine 
Toniperaturdiüerenz  Ton  90**  fand  Fem^  bei  vier  Präparaten  in  Volt 
die  Werte 

e,  -  4,81  .  10-»  -  9,60  10-» 

4,60    „  9,19  ^ 

5,25    „  9,69  „ 

5^00    „  10,57 

Die  beträchtlichen  Abweichungen  beruhen  yielleicht  auf  Span- 
nungen im  Innern  der  benutzten  Kristalle;  wenigstens  erklärt  sich 

1)  Siehe  dazu  Th.  Liebisch,  Gött.  Nachr.  1889,  Nr.  20. 

2)  F.  L,  P«rroe,  Aich.  d.  Sciene.  (4)  T.  «,  p.  106,  1828. 
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durch  dergleichen  am  eiiilachsteu  die  Beobachtung'),  daß  dicst  lhpn 
Priänien  nach  oft  wiederholtem  Erwärmen  und  Abkühlen  wechselnde 
Kesultate  ergaben.  ' 

Perrot  hat  aoch  das  Gesetz  (428)  für  die  tliermoelektrische  Kraft 
nach  verschiedenen  Richtungen  innerhalb  des  Kristalls  einer  Prüfuna^ 
unterworfen,  indem  er  ein  und  dasselbe  geeignet  be<rrenzte  Präparat 
in  den  Richtungen  parallel,  normal  und  um  40^  geneigt  gegen  die 
Hanptaclue  der  Beobachtung  unterwarf. 

Die  bezüglichen  Zahlen  für  B,,  in  willkürlichen  Einheiten  waren 

Die  Berechnung  der  letzten  Zahl  aus  den  beiden  enten  ergibt  11,39, 
aleo  eine  TolletSndige  Übereinatimmung. 

IHe  Beobachtungen,  die  Lownä$^  Uber  die  thermoelektriiche 
Kraft  deraelben  Eombination  kristallieiertes  Wismut- Kupfer  angestellt 
hat,  bezogen  sich  in  erster  Linie  auf  die  Abhängigkeit  der  GröAen 
61  und  6jji  Ton  der  Temjperatur.  Die  bezüglichen  Resnltate  ge- 
statten bisher  noch  kanm  eine  theoretische  Yerwertong. 

§  271.  ThomBon  und  Peitier-Wärme  in  Kristallen.  Der  all- 
gemeine Ausdruck  (411)  für  die  Würnieabsorption  ^esLattet  keine  ein- 
fache Deutung.  Alan  gelangt  zu  einer  Holchen  aber  leicht  in  dem 
speziellen  Falle,  daß  das  Feld  der  elektrischen  Strömung  U  homogen 
ist,  Z7i,  also  Ton  den  Koordinaten  unabhängig  sind.  Das  Re- 

sultat kann  dsoin  in  Annfthening  auch  anf  die  fHUe  nicht  allznstark 
örtlich  Tarüerender  StrSmnng  angewendet  weiden. 

In  dem  signalisierten  Falle  legen  wir  die  Z'- Adise  der  Strömung 
ü  paiallel  und  erhalten  dann  aus  (411) 

.   dVTu^   dUTu^  at/r/.» 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit 

«     Tat''     dy'      a*'  '  • 

was  den  Überschuß  der  Aus-  fiber  die  Einströmung  in  der  Yolnmen- 
einheit  bei  einer  Strömung  tv  darstellt,  also  bei  stetionärem  Zustand 
eine  Wärmeentwicklung  im  Körper  bedingt,  so  erkennt  man,  daß 

nach  der  Fornifl  '420)  dir?  Wärmeabsorption  in  dem  ungleich 
temperierten  Kristall  sich  ebenso  YoUzieht,  als  wenn  die 

1)  F.  L.  Perrott  ^xch.  d.  Scienc.  (4)  T.  7,  p.  149,  1899. 
S)  Ir.  XotmMb,  Ann.  d.  Fhjs.  Bd.  6,  p.  U6,  1901. 
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elektrische  Stömung  U  eine  Ton  der  Wftrmeleitong  anab- 
hÄngige  W&rmeBirSmiiBg  mit  den  Komponenten 

<-üt;^»,  w^'^üt^»,  <-?7ri^  (430) 

bewirkte. 

Die  Voraussetzung  einer  i&timlich  konstanten  elektrischen  Stid- 
mung  ist  am  einftchstan  in  einem  dflnnen  Enstallzylinder  {laiallel 
der  Z'"  Aehse^  der  als  ein  ünsftrer  Leiter  betrachtet  werden  fcan%  reali- 
siert. Hier  finden  denn  die  Toistehenden  Formeln  nnmitfcelbsr  Ver- 
wendung. 

Denken  wir  den  Zylinder  wieder  dnith  einen  linearen  Leiter  aus 
isotropem  Metall  elektrisch  geschlossen,  so  entspricht  den  Formeln 
(430)  für  letzteren  eine  einzige  Gleichung^  welche  eine  axiale  Wärme- 
strömnng  te^  bestimmt  und  lautet 

-  U.T^^.  (481) 

Diese  Strömung  bedingt  eine  W8nneabs()r])tion 

»•  av~  "  -  ^0  -jT  ^^^^J 

innerhalb  der  homogenen  SehlieSnngi  die  mit  der  sogen.  TAofNSon- 
Wiime  identisch  ist.  Als  TAasMOfi -Wirme  allgemeinerer  Art  ist  so- 
mit aneh  der  in  Formel  (429)  daigesteUte  Effekt  innerhalb  des  KristaUr 
sylinders  zu  bezeichnen. 

Außerdem  findet  eine  singnläre  Wirkunjr  der  Strömlingen  tr  resp. 
WY,  f^f^n  (IrenzHächen  zwischen  Kristall  unH  isotropem  Metall  statt. 
Die  gewöhnliche  auf  Leitung  beruhetulp  WiiraieströniuD^r.  welche  die 
Grenze  erreicht,  tritt  nach  S.  373  (bei  Aubr?chiuß  tiächenhattM  Wärme- 
entwicklung in  der  Grenzfläche)  glatt  durch  dieselbe  huiduieh.  Da- 
gegen ist  die  gegen  die  Grenze  treffende  27«>»«äw- Strömung  einer 
ihnliehen  Bedingung  nicht  unterworfen.  Es  findet  demgemäß  in  der 
oberen  Ghranae  ß  des  Zjlinden  danenid  eine  Wftrmeeniwieklnng 

«  -  «'s)/» 

pro  Zeit-  nnd  Flioheneinheit  statt,  in  der  unteren  eine  solche  Ton 
dem  Betrage 

(«'s  -  O«? 

denn  das  erste  Glied  in  jeder  dieser  Differenzen  gibt  die  nach  der 
Qrenxe  hin,  das  iweite  die  Ton  der  Ozeme  ab  strihnende  Winne- 
menge.  Das  Gesels  derselben  resultiert  durch  Binsetaen  der  Ans- 
drOeke  (430*)  und  (431)  fOr  tr,'  und  tr,  su 

ö;»W-^o)if,  -  «a  -  i^.^.(2'.  -  i'i).,  (488) 
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d.  b.  wegen  (402)  sa 

Diese  Ansdrflnlce  stehen  in  sofort  erkennbarer  Be7iehung  zu  fler  thermo- 
elektrischen  Kraft,  die  sich  nach  (422)  hc\  dorn  in  §  269  betrachteten 
Strom  geltend  macht.  Der  bezügliche  thermische  Effekt  ist  die  PeUier- 
Wärme  in  ihrer  Verallj^^*  meinening  auf  Kristalle. 

Außer  ihm  hudet  al  t  i  Mich  der  vorstehenden  Theorie  eine  weitere 
nur  bei  Kristallen  mögliche  Wärmeentwicklung  statt,  auf  die  zuerst 
W.  Thonmm  aufmerksam  gemacht  hat.  Nach  (430j  hat  der  durch 
den  elektrischen  Strom  ü  in  dem  Eristallzylinder  Teranlaßte  ü^me- 
Btrom  w  aneli  tnuiBvenale  Eomponenten  Wi  nnd  ir/.  Wenn  also  der 
Stab  die  Fonn  eines  FamUelepipedes  mit  Ksnten  penllel  X'  und  Y 
besiiit,  so  findet  naeh  (430')  infolge  des  elektrieclien  Stromes  ü  eine 
WBrmestrSmung  ron  der  nacb  ~  i  gelegenen  zu  der  nach  +  x  ge- 
legenen Grenzfläche  Ton  dem  Betrage  u\'  ÜT^^^  statt.  Dieser 
Strom  würde  bei  Tj,  >  0  an  der  ersten  Fläche  eine  immer  wach- 
sende AbkQhlung,  an  der  letzten  eine  ehensolche  Erwärmung  be- 
wirken, wenn  nicht  dio  innere  nnd  die  äußere  Leitfähigkeit  des 
Priiy>arHt>  Pine  Gegenwirkdug  übten,  derart,  daü  sich  schließlich  ein 
stationärer  Zustand  einstellt.  Effekte  ähnlicher  Art  bewirkt  die 
Strömimgskompoueute  =  UT^^^  an  den  nach  ±  y'  liegenden 
OrenzflBcben. 

Diese  eigeotiimliche  auf  Kristalle  beschränkte  transversale  Pdtier- 
Wänne  ist  bisher  noob  niebt'  untersucht  worden.  An  ihrer  Ezistens 
zu  zweifehl  liegt  aber  keine  Yeranlassang  vor. 

%  272.  Die  lamsmomagneto-etoktrisolien  und  galvsnomagneio- 

fhermisohen  Xlfokte  sind  nicht  revorsibeL    Es  ist  bebannt,  daB 

V,  Ettinghausen  und  Nemst^)  einen  Einfluß  eines  Ifagnetfeldes  auf  die 
thermoelektrischen  Kräfte  entdeckt  haben.  In  einer  rechteckigen  Platte 
ans  quasi-isotropem  Wi.sniut  z.B.,  deren  zwei  gegenüberliegend  n  Kanten 
auf  konstanten,  aber  verschiedenen  Temperaturen  erhalten  werden, 
gewinnt  die  thermoelektrische  Kraft  eine  transversale  Kompouente, 
wenn  ein  Magnetfeld  normal  zur  Jlbene  der  Platte  erregt  wird.  Der 
thermomagneto-elektrischen  Wirkung  geht  parallel  eine  galvanomagDeto- 
thenttischei  die  Erregung  einer  trütsTersalen  Wärmeströmong  in  der 
Platte,  wenn  sie  einem  n<nrmaLen  Magnetfeld  anmesetst  ist  und  sugldcb 
Ton  einem  eldrtrisohen  Strom  durchflössen  wird. 


1)  A.  V.  Ettinghamen  und  W.  Kernst,  Wied.  Ann.  Bd.  29,  p.  US,  189$; 
Bd.  tl,  p.  787,  760,  1Ö87|  Bd.  «8,  p.  476,  1888. 
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Diese  beiden  Enoheinangen  Iwben  eixie  gewisse  ÄhnUdikeii  mit 

den  durch  die  Fonnelii  (^S)  und  (480)  ausgedrückten  Transversal- 
effekten, und  man  kann  daher  Tersuchen,  ihre  allgemeinen  Gesctie  fftr 
SriataUe  durch  eine  Erweiterung  des  Ansatzes  (401)  fUr  das  thermo- 

dTnamisehe  Potential  |'  darzustellen.    Da  tkioVi  der  Erfahrung  "l)eide 
Effekte  in  Annäherung  dem  Magnetfeld  H  prnportionn!  sind,  so  wird 
das  Potential  linear  in  den  dreimal  drei  Komponenten  •9'^, 
Ui,  üf,  Z7s,  ifj,  H^,  Iii  anzusetzen  sein. 

Für  einen  isotropen  Körper  ist  die  bezügliche  Erweiterung  S  von 
4'  leicht  zu  bilden.    Da  4'  ein  gewöhnlicher  Skalar  ist,  und  die  ff^ 
axiale  YektoikomponeiiteB  lind^  ao  mllaaea  in  der  aftdi  den 
lineftren  Form 

die       axiale  \  ekiorkomponentea  sein.    Die  einzigen  in  den  und 
hilinearen  Ausdrücke,  die  dergleichen  geben,  sind  nun  nach  S.  145 

-Bi-^tl^,-<^,i7.,  (435) 

und  hieraus  ergibt  sich  unter  Backeicht  auf  die  Symmetrie  dea  iao- 
tropen  KiSrptn  als  EigSnzong  i9  yon  |' 

Ä- J2[ja,(^.üi-^,6ü+^,(^.  ü,-^,  l^V)+ii     t/s-^,l/|)],  (436) 

wobei  17  eine  Funktion  Ton  ^  beieidmet 

Die  direkte  Srweiterang  dieeea  Aneataea  auf  Snatalle  wird  ge- 
geben dnrek 

flf  -  b;  [n^    üi  -    i^,)  +  . . .] 
+  jy,[77„  (d,  u,  -    er,)  + . .  0  (4S7) 

worin  die  neun  Parameter  77^^  P\inktiünen  der  Temperatur  beaeiehnen. 
Der  Augdruck  (487)  iit  eine  büinearo  Funktion  der  Vektorkomponenten 
Bi^  und  .flj;  er  föÜt  somit  genau  unter  das  Schema,  dem  sich  die 
übrigen  in  diesem  Abschnitt  bebandelten  Erscheinnngsgebiete  fügen. 
Natürlich  stellt  er  nicht  die  allgemeinste  in  den  i?^,  7/,.,  -Ö-^  trilineare 
Funktion  dar;  man  kann  aber  aus  der  ailgemeinöien  (inen  Ausdruck 
von  dieser  Form  aussondern.  Der  Rest  hat  ganz  andere  Symmetrie- 
eigenschaften und  läßt  sieb  mit  den  bisher  erörterten  Hilfsmitteln 
nicht  behandeln;  er  muß  in  jedem  Fall  separat  betrachtet  werden. 
Wegen  der  oben  erwUmten  Beeiehnng  sn  dräi  allgemeinsten  ftr  iBo- 
trope  Edrper  gültigen  Ansati  (436)  wird  man  saniefast  Teranolieiiy 
mit  ibm  bei  ErietaUen  anminkoinmeaL 

Die  dureh  S  geEeforlen  Anteile  an  den  theimomagiieliach  er- 
regten elektriaeben  Kiiften  wiien  mwh  (309'),  die  an  der  Warme» 
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abforpiaoa  naflli  (400)  laicht  su  beredm«i;  du  laAEtemii  laaaesn  deh 
dtim  Ümlidhy  wie  8.649  gesctgt,  auf  galvamomagnetigche  Wanna« 
afer5iiiii]igoii  deuten. 

Nach  den  in  §  101  rnt wickelten  Pkinsipien  geben  nun  aber,  wenn 
ein  thermodynamisches  Potential  ^  die  magnetiaäien  Feldkomponenten 
enthält,  die  Anadrfloke 

JK^    für    i*^  If  2f  3 

die  bei  dem  Yorgang  auftretenden  magnetischen  Momente.  In 
onserem  Falle  einer  stationären  Strömung  war  |  mit  der  Zeit  t  linear 
reranderiich,  und  wir  operierten  demgemäß  mit  |/^     I',  d.  h.  der 

Anderungsgeschwindigkeit  von  ^  Hei  dem  stationären  Zustand; 
dementsprechend  würde  die  letzte  Iformel  auf  ein  gleichförmig  wach- 
sendes magnetisches  Moment,  und 

3{'  Mf  -mgf 

auf  seine  seitliebe  Ändern ngegeechirindigkeit  iQhren.  Ein 
solches  magnetisdies  FhSnomen  hat  aber  keinen  erkennbaxen  physi- 
kalischen Sinn,  und  man  wird  hierans  wobl  schließen  mfissen,  daß  der 
v.EUiil^imttm^Nemst'ESekt  weder  ein  umkehrbarer  Vorgang  ist, 
noch  auch  einen  umkehrbaren  Anteil  enthält,  auf  den  sich  die 
Methode  des  thermodTnamischen  Potentials  a?iwp?iden  läßt.  Hiermit 
stimmt  flberein,  »IhB  die  bei  isotropen  Körpori;  :iiiL;A'^t«'llten  Beobach- 
tungen über  RiclUiiug  und  Größe  der  beiden  be^ichnebenen  Vorgänge 
Resviltaic  ergeben  haben,  die  den  Folgerungen  aus  der  Annahme  einer 
lievertiibilität  nicht  ents^irecben. 

§  S73.  Dev  T^ktoxlelle  Ansata  fOr  diese  SWkte.  Trota  des 
Torstehend  Erörterten  können  wir  die  weiteren  Betrachtungen  an  den 

Ansatz  (437)  anknüpfen;  nur  haben  wir  dabei  dem  Ansdnudc  für  8 
nicht  die  Bedeutung  des  thermodynamischen  Potentials  an  geben, 
sondern  ihn  analog,  wie  das  in  §  105  ausgeführt  ist,  nnr  als  eine 
skalarc  Hil  fs Funktion  7n  betrachten,  in  der  die  Faktoren  der  die 
Feldkonip  in  nteti  Leiern,  und  die  gebildet  ist,  um  die  Symmetrie- 
Verhältnisse  oeciuemer  zu  übersehen. 

Wir  erhalten  so  für  die  Zusat/.glieder  der  elektromotorischen  • 
Krafte,  die  dem  thermuuiagnetiscben  Effekt  entsprechen, 


Sin  analoger  Ansati»  wie  (487)  mit  anderen  Temperatnilbnklionen 
Pj^i  statt       kfhmie  als  Ausgangspunkt  fOr  die  iplTanomagnetisob 
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die  Eoeffizienioi  Ton  #|,  •0>„  gegeben  wevden.  Wir  ■ehmben  fOr 
dieeelben  demgemift 


wobei  nun  die  P^^^  völlig  den  /7j^j^  oben  entsprechen. 

Auf  die  Parameter  P,  ^  und  77^^  lassen  ^ich  wegen  der  formalen 
rHinstimiiiung  dos  Ausdrucks  (4Mi     tiir  >'  mit   '3*  alle  jBottBCb* 
fcungeu  aus  §  Klf)  u.  f  über  die  Leiti ähigkeiteu  anwenden. 

Bei  Krigtalien  ohne  rotatorisclie  Qualitäten  t^elt^'n  die  Beziehungeii 
P^i^  rikk"^  ^hh'f  ^<^i<^6  Gattuni^en  von  Parametern  werden  sonach, 
(wie  früher  die  gewöimliche  ikomponeuten  Ton  Tenfiorthpein  [PJ 
resp.  [//]. 

Legen  wir  die  Z  Achse  in  die  Richtung  der  magnetischen  Feld- 
starke,  setzen  also  H^'=H^'^0,  11^' ^  H,  und  führen  das  ent- 
sprechende X '  1  Z -Achsensystem  ein,  äo  nehmen  die  Qleichuugeu 
(438)  die  Form  an 

E,'^HWni-&,'n^),  (440) 

und  ebenso  wird  ane  (439) 

TF,'  —  H{Uf'P^^  —  1 3  P»t) T         "  -^(^VPai  ~  ^i^u)  t 

Wird  noch  spezieller  der  thermomaguetische  Effekt  in  einer  Platte 
untenodit,  deren  Ebene  mit  der  X'T -Ebene  soeammenfUlty  und 
liegt  der  TempeFatnigiadient  parallel  der  X'-Achse,  so  ist  ^/»O, 
^t^O,  also 

iii  =u,   iij'-^^/ili,   i/^;//^.  (442) 

Fflr  den  galvanomagnotisoben  Effekt  in  derselben  Platte^  der  dureh  eine 
elektrisehe  StrSnrong  parallel  der  X  •Aehse  entsteh^  gilt  analog  wegen 

ir/-o,  w;^-Hu,'F„,  w^'-^-Hu^'p;,.  {u^) 

Da  die  Gesetne  der  Transfonnatiogi  der  bierin  auftretenden  Tensor* 
komponenten  bekannt  sind|  irt  aach  sofort  angebbari  wie  sich  die 
beiden  Effekte  Terändern,  wenn  man  aus  ein  und  demselben  KzistaU 
Teischieden  orientierte  Platten  der  Beobachtnng  nnterwirft. 
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Einige  Beobachtungea  fiber  den  tnnfTenaloii  ihermomiignetiMdieB 
Effekt  in  einer  Platte  wm  kristaUinisoliein  Wismut  hat  Jjnmfy')  an- 
gestellt, leider  ohne  Rfieksicht  anf  die  inteieaeanten  Fragen,  m  welehen. 
die  Theorie  Veranlassmig  gibt,  nehmen  zu  können. 

Die  Heranziehung  seiner  Aesultate  zur  Vergleichong  mit  der 
Theorie  ist  schon  deshalb  nur  in  sehr  jj^eringem  Umfange  möglich. 
Es  kommt  hinzu,  daß  Lownds  zum  Teil  mit  sehr  ^'roßen  Temperatur- 
gefüileu  arbeitet,  wo  eine  Beschränkung  auf  die  in  den  linearen 
Ansätze  sehr  zweifelhaft  wird.  Bei  den  kleinsten  von  ihm  benutzten 
TemperaLurgei  allen  erweist  sich  die  elektromotorische  Kraft  mit  der 
magnetischen  Feldstärke  befriedigend  proportional;  hier  scheint  also 
andh  die  oben  benutste  Annftherung  aoBzureiohen. 

Die  wiebtigate  Fnge  iit  für  nne,  ob  die  BeaehtSnknng  aaf  den 
biTektoriellen  Anaata  aieh  bei  Wiamnt  snlSsiig  erweist,  weil  ihre 
Entscheidung  einen  allgemeinen  Punkt  der  Theorie  klarstellt  Hierbei 
ist  zu  benutzen,  daß  nach  der  Sjmmetrieformel  (C,  AJ''^,  ÄJ^)  dea 
kristallisierten  Wismut  für  dies  Mineral  //,  U^^  resp.  Pj  — 
int,  die  bezüglichen  Tenaorfläohen  sich  alao  in  ßotationsflichen  ver- 
wandeln. 

Die  Beobachtungen  -^on  Loumds  betrafen  nur  eine  Platte,  welche 
die  ausgezeichnete  Z-Achse  in  ihrer  Ebene  enthielt,  und  dit;  einem 
transversalen  Felde  ausgesetzt  wurde.  Gemessen  wurde  die  thermo- 
magnetisch  erregte  elektromotorisehe  Kraft  normal  zum  Felde  und 
nonual  nur  Wiimeitr^nraiigy  wenn  letztere  einmal  parallel  (Fall  1), 
einmal  normal  (Fall  2)  sor  Hanptaehse  in  der  Platte  verlief. 

Für  dieae  speziellen  FaUe  erhSlt  man  die  Formeb  am  bequemsten 
direkt  ans  (438)  durch  Yoraussetning  der  Hauptachsen  i7j,  iln,  iTjQ, 
wodurch  entsteht 

-  ^^H, II,,  -  ^2 Ji, II,,,,  fr, -   H, II,,,  - &,H, n, , 

Für  Wismut  ist  dabei,  wie  gesagt^  JT^  —  J7„ . 

Legt  man  in  den  beiden  Fällen,  auf  die  sich  die  Beobacbtungen  von 
Lownäs  beziehen,  das  magnetische  Feld  parallel  der  fJ,- Achse,  so  ist 
im  ersten  Falle  E  parallel  /Zq  beobachtet,  während  ^^  —  ^^^0 
war;  hier  gilt  also 

J£,^-^,H,n,.  (445) 

Im  zweiten  Falle  ist  ^^  —  ^^hO,  und  es  wird  E  parallel  be- 
obachtet; es  gilt  demgemäß 

E^^&^ff^n^.  (446) 
i)  L.  Lownds,  Ann.  d.  Fhji.  Bd.  «,  p.  146,  1901. 
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Die  BeachrtnkttDg  «uf  den  Annk  (437)  Uafark  also  bei  diesen 

Anordnungen  für  gleiche  wirksame  Temperaturgefülle  und  Magnet 
felder  gleicke  Effekte  in  entgegengesetzter  Riohtang.  Di» 
Beobachtungen  Ton  Lownds  sind  hiermit  nicht  in  Übereinstimmmig; 
es  cnveist  eich  somit  nötig,  über  den  einfaehsten  Ansati  (4S7)  hinaos- 
sogeheiL 

§  274,  Der  tenaorielle  Ansäte.  Die  oben  ausgeschlossenen  Glieder 
der  triiineären  Funktion  der  lassen  sich  in  der  Form 

schreiben 

+  ^^.ü-i)*«] 

Hierin  sind  die  Aggregate  der  d-^  und  Z7j,  die  in  die  a  multipliziert 
sind,  gewnhnlii'hp  Ton^ o rkomponenten,  und  die  Funktion  (447)  hat 
die  Form  desjeiugeu  tiiermodjnamischen  Potentials,  das  uns  bei  der 
Theorie  des  l'it'zomagnetismus  besohäftit/en  wird. 

Wegen  der  vorliegenden  spezieilen  i^'rage,  die  sich  auf  einen 
Kristall  mit  der  Symmetrieforniol  G,  J./'),  A}^^  bezieht,  genügt  ea 
gegenwärtig,  die  spezielle  Form  anzugeben,  welche  der  Ausdruck  (447) 
infolge  dieser  Sjmmetrieelemente  annimmt;  dieselbe  lautet  für  das 
Heuptachsensystem 

+  ^ALK^3     +     U,)z,,  +      ü,  4-    lÜ3r,J  (448) 
und  liefert  sa  den  elektromoionselien  Knfiten  die  Anteile 

* 

Die  Gesetoe  dieser  Anteile  weichen  in  bemerkenswerter  Weiee  Ton 
den  in  (438)  enthaltenen  ab.  Besonders  anfGülend  ist  dae  Auftreten 
Ton  elektromotorischen  EiÜten  in  der  Kiehtnng  dm  Temperaftop- 
gefalles,  welche  durch  das  mit  proportionale  Glied  in  E^,  das  mit 
proportionale  in  Eg  signalisieit  wodeo.  Femer  ist  beaektenswert^ 
daß  der  Kristall  in  bezng  auf  diese  neuen  Wirktuigen  nicht  mehr  die 
Symmetrie  eines  Rotationskörpers  beeitst. 
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D«r  UMme  ümBtaad  maeht  eine  Yergleichimg  dsr  FonDdn  mit 
dm  Beolwehtimgeii  Ton  Zdnmäs  leider  nxunöglicb,  dm  die  Heridien- 
ebenc^  in  weksher  die  Ton  diesem  lienntste  Wismnti^tie  liegfc,  niehi 
bekwnt  iet  Dfirfte  man  annehmen  ^  woför  maneWIei  t^MA,  daft 
die  Platte  einer  krietallographiecheD  Symmetrieebene  parallel  geschnitten 
war,  80  wttrden  die  beiden  von  Ltncnds  beobaehteten  JBIUle  auf  die 
Anteile 

Et  —  ^M^^^st^^   und       —  ^»^B^x^^ 

fOlireD,  welche  unter  Reichen  Ein  Wirkungen  gleiche  Größe  und 
gleiolies  Yorielohen  beiitwa,  während  die  Anteile  (445)  nnd  (446) 
entgegengesetates  Zeichen  aufwiesen.  Die  Kombination  beider  Ans- 
drllcke  wflrde  also  die  Yersehiedenlieit  der  Ton  Lowiub  in  den  beiden 
Fällen  erhaltenen  elektromotorisoheu  ErSfte  erUSien. 

§  875.  XMe  longltndiiialeii  Bfüskta.  Neiben  den  TOrsteliend  be- 
sprochenen tranSTersalen  elektromotorischen  Kiaften  siud  bereits 

von  V.  Ettingshausen  und  Xcrust  und  später  Tiel&ch  wieder  longi- 
tudinale  beobachtet  worden,  d.  h.  also  Änderongen  in  der  Potential- 
differenz zwischen  zwei  in  der  Richtung  des  Teraperaturgefdlles  liegenden 
Punkten  eines  MetaUstreifeus  bei  Erregung  eines  transversalen  Magnet- 
feldes. 

Diese  longitudinalen  Wirkungen  sind  durchaus  verschieden  von 
den  durch  die  Formeln  (449)  bei  Kristallen  signalisierten,  da  sie  mit 
Urakehrung  des  Magnetfeldes  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  während 
jene  es  tun.  Wir  haben  es  bei  den  longitudinaleu  Effekten  In  Metallen 
ebenso,  wie  bei  der  magnetischen  Widerstandsäuderung,  mit  einer 
Wirkung  m  ton,  die  eine  gerade  Fanlrtion  der  FcldrtÜirlte  Ist  nnd 
in  «»ter  AnnShemng  deren  Quadrat  proportional  gesetzt  werden  kann. 

Fflr  isotrope  Kdiper  ergibt  sich  nach  Symmetrie  eis  entsprechender 
einfiMshster  Ansata 

worin  «0  nnd  0  Funktionen  der  Temperatur  beseichneu,  und  eine  Er- 
weiterung^ welche  die  Isotropie  aufgibt,  aber  die  ersten  Potenaen  der 
und  die  swdtsn  der  S,  beibeUÜt,  gewinnt  bei  Kristallen  Gklltig- 
keit.  Die  Spezialisierung  auf  die  verschiedenen  KristaUgmppen  witd 
am  bequemsten  wieder  an  die  skalare  Funktion 

sageknflpf^  die  homogen  linear  ist  in  den  dj^,  den     nnd  quadmüseh 

in  den  JB^. 
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D«r  aUgomeine  Ansdniok  8  ist-  aufierotdentlicli  komplineii;  er 
läßt  sich  abersichtlicher  gestalteD  darch  jene  Gruppierung,  welcbe  die 
Produkte  zweier  VekiorkompoDenton  und  m  eine  Vektor-  und 
eine  Tenaorkompenente  zerlegt  nach  dem  Schema 

Die  Produkte  HtH^  sind  nach  S.  145  von  selbst  Teneorkompo- 
nenten.  Auf  diese  Weise  kann  man  S  in  zwei  Teile  zerspalten,  tou 
denen  der  erste  bilinear  ist  in  einem  Vektor-  und  einem  Tensor^ 
komponent*»n«ystpm,  der  zweite  in  zwei  Tensorkomponentensystemen. 
Derartige  l'unktionen  treten  uns  in  deu  beiden  folgenden  Kapiteln 
entgegeiu  und  wir  werden  dort  ihre  Spezialisierung  auf  die  verschie- 
denen Knstailgruppen  durchführen. 

Bei  speziellen  Werten  ihrer  Parameter  reduziert  sich  die  Funktion 
S  auf  einen  der  vorgenaiinten  beiden  Teile.  Es  ist  eine  wichtige 
Aufgabe  der  Beobachtung,  zuzusehen,  ob  in  der  Wirklichkeit  eine 
soM e  YereinüMshung  stattfindet  Die  vereinzelten  Beobaehtungen  von 
Laumda  geben  hierQber  keine  Aufklarung  und  da  sonstige  Measongen 
über  longitudinale  thennomagnettiebe  Effekte  hei  Kristallen  nicht  vor- 
liegen, 80  wollen  wir  aueh  die  beaflglichen  Formefai  nicht  weiter  ent^ 
wickeln. 

Wir  haben  uns  in  diesem  Paragraphen  nur  mit  den  titermo- 
magnetisch  erregten  elektromotorischen  Kräften  beschäftigt;  aUes  was 
über  diMe  gesagt  ist,  gilt  aber  ebenso  für  den  reziproken  galvano- 

magnetischen  Wärmeoffekt.  Hier  fehlt  e<  sogar  an  den  ersten  An- 
sätzen zu  Beobachtungen,  die  sich  auf  Kristalle  beziehen. 

Die  kinetische  Theorie  der  Wärme-  nnd  Klelctrizitätslfitiin^  sucht 
"von  den  vorgenaimttni  Wirkungen  bei  isotropen  Metallcu  I\*  clienschaft 
zu  geben  -  -■  bisher  noch  nicht  mit  durcbgreifendeiu  Erfolg;  eine 
Übertragung  ihrer  Methode  auf  KriBtalle  ist  noch  nicht  in  Angriff 
genommen.  — 

Wie  in  andern  Gebieten  der  Kriht^llphysik,  geben  die  Unter- 
Buchungen  der  Sjmmetrieverhältnisse  der  besDglichen  Ezscheinungen 
aneh  hier  die  wichtigsten  Gfesiditspunkte  fQr  eine  rationelle  An* 
sidlnng  der  Beobaehtungen.  Beobachtungen  ohne  die  besfigliche  An* 
leitnng  laufen  Ge&hr,  unfruchtbar  xn  bleiben.  Bei  dem  großen 
Interesse,  welches  diese  Untertudiungen  besitzen,  ist  es  dringend  er> 
wünscht,  daß  die  Beobachtungen  an  Wismut  wieder  aufgenommen 
werden.  Vom  theoretischen  Standpunkt  ist  dabei  die  Beschränkung 
auf  kleine  Temperaturgefälle  erwünscht,  um  die  noch  so  wenig  auf- 
geklärten Verhältnisse  nicht  unnötigerweise  zu  komplizieren.  Da- 
gegen sind  Platten  verschiedener  Orientierung  mit  verschieden  ge- 
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liebteten  Emwirbingeii  der  Beobaebtang  zn  unterweriuL  Duxohaos 
ndtig  ist  die  lOTgfiltige  Trennung  derjenigen  Teile  der  longitndinalea 
und  der  transTersalen  ££fekte,  welche  mit  einer  Umkehr  der  Feld- 
riehtang  den  Sinn  umkehren,  von  denen,  die  den  Sinn  bewahren; 

denn,  wie  schon  zu  (440)  bemerkt,  haben  bei  Kristallen  im  allge- 
meinen Bowohl  die  longitudinalen,  als  die  transversalen  Effekte  An- 
teile Yon  dem  einen,  wie  von  dem  andern  Charakter. 

Eine  kinetische  Theorie  kann  (wie  schon  früher  bemerkt;  nicht 
zu  Reaultaten  führen,  welche  außerhalb  des  durch  die  Symmetrie- 
betrachtungen ge/.ogenen  Rahmens  liegen;  ihre  Beeultate  können  aber 
spesieller  sein^  ab  die  durch  jene  geUefbrten,  nnd  es  erwSebat  dann 
der  Messung  die  Anijgabe,  jene  Folgerungen  su  prflfeo. 
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YIL  Kapitel 

Wecliselbezieliimgen  zwisclien  zwei  Teusortripeln. 
(Elastizität  und  innere  Beibnng.) 

L  Abschnitt. 

Die  ailgeneiiieA  Ansätze  fOr  isotbermische  elastuche  VertadenuigeiL 

%  276.  HlrtoriflohM.  Wie  in  andern  Gebieten  der  KristaUphyaiky 
80  hat  aacb  in  der  Elastizität  die  Theorie  zunächst  an  molekiüare 
YorBtellai^^  angeknüpft.  Navier^),  der  Eröfiner  des  ersten  Zuganges 

zn  dem  neuen  Problem,  hat  allerdings  trotz  der  Benutzung  hinreichend 
allgemeiner  ürundlageu  Folgerungen  nur  für  isotrope  Medien  ge- 
zogen; dagegen  haben  Caurhjf-)  und  Poissofi^)  der  Elastizität  der 
Kristalle  umfänglielie  Abhan  llungen  gewidmet.  Die  von  ihnen  benutzte 
(jruud Vorstellung  ist  die,  daß  ein  fester  Körper  aus  einem  System 
materieller  Punkte  besteht^  die  unter  der  Wirkung  von  Zentralkraften 
OleichgewiehtBlagen  amielmien,  imd  dftfi  dnrdi  die  Einwirkimg  ran 
kdiperlichen  nnd  Ton  Oberflftchonkiftfteii  diese  Gleichgewiehtalagen 
Änderungen  erleiden.  Die  Wechselwtrkimg  zwischen  den  Hassenpunkten 
diesseits  nnd  jenseits  eines  im  Innern  des  Körpers  gelegenen  FlSohen- 
elementes  geben  zu  einem  (scheinbaren)  Druck  gegen  dies  Flachen- 
element Veranlassung,  der,  in  die  allgemeinen  Formeln  der  Mechanik 
eingeff5brt,  7ai  den  Bewegungs-  nnd  Gleichgewiohtsbedingnngen  fuhrt. 

Bei  Beschränkung  auf  Deformationen  von  bestimmter  Kleinheit 
erplht  sich  zwischen  deren  Bestimmungsstücken  —  den  sechs  Defor- 
luütionsgrößen  x^,  .  .  .  von  §  89  ^ —  und  den  Bestimmungsstücken 
des  molekularen  Druckes  —  den  sechs  Druckkomponenten  X,,  Y^, . . . 
aus  §  87  —  ein  System  linearer  Beziehungen,  dessen  im  allgemeinen 
86  Panuneter  sich  infolge  der  benutsten  Orundannahme  auf  15  redn- 
siwsn. 


1   y.irier,  ]f6m.  de  TAead.  T.  7,  p.  876, 19if.  ^ie  AbhaadL  itammt  ans 

4ein  Jahr  lüil.) 

2)  A.  Cauditff  veiHch.  Abliandl.  seit  1822,  veröffeutlicht  in  den  Exerc.  de 
Hatk,  inibM.  T.     p.  188, 1898;  T.  4,  p.  189,  1889. 

8)  S.  7).  PomoK,  Mim.  de  I'Acwl.  T.  6,  p.  867,  1889;  J<m,  de  r£c.  PoL 

^r.  18,  p.  1, 1881. 
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Cauchy^)  hat  indessen  gezeiiärt,  daß  man  die  Theorie  der  Elastizi- 
tät ohne  Her^n^iehuIlg  einer  molekularen  Vorstellung  begründen  kaim 
durch  eine  bloße  Verallgememerang  des  Begriffes  des  lijdrostatischeu 
Diuokos  und  die  mtd  die  Er&]ining  gegrttndefee  Annahme  der  Propov- 
tionalitiit  iwisehen  den  Defonnationeii  und  den  Dnieken.  Bei  Be- 
nntBong  dieiee  Wegee  Tenohwindet  die  Vereinfiwhung,  welohe  die 
molekolare  Hypothese  bewirkt;  die  Beziehungen  iwieehen  den  |>nick- 
und  den  Deformationekomponenteo  behalten  sunädhst  ihre  86  unab- 
hängigen Panmeter. 

Ein  neues  Prinzip  zur  Vereinfachung  jener  Beziehungen  hat  spater 
Qrem^)  herangezogen  in  der  Annalinie,  daß  die  Kräfte,  welche  iu 
einem  elastischen  Körper  durch  eine  Deformation  erregt  werden, 
konservative  Natur  hätten,  derart,  daß  ihre  Arbeit  die  Form  eines 
vollständigen  Differentiales  haben  müßte.  Dieser  Annaiime,  welche 
die  Zahl  der  unabhängigon  elastischen  Parameter  von  36  auf  21  redu- 
siert)  liegt  offenbar  die  Torstellung  ragnuade,  daß  rein  meohanieche 
Wirkungen  zwischen  den  kleinsten  Teilchen  der  Körper  stets  konser- 
vatiT  San  mfi fiten,  wie  dies  bn  deren  einfachsten  Formen,  den  eigent- 
lidien  Zentralkraften,  in  der  Tat  stattfindet. 

Nach  dieser  6^reen sehen  Arbeit  ist  Foisson'^)  noch  einmal  zu  einer 
molekularen  Theorie  der  Kristallelastizität  zurückgekehrt^  bei  der  er 
verallgemeinerte  Zentralkräfte  zugrunde  legte;  die  von  ihm  be- 
uut/t'"  n«  n<'  (ri  uudlage,  wie  auch  die  auf  ihr  gewonnenen  Heaultatey 
erscheinen  aber  kunni  haltbar. 

Das  von  Green  erstrebte  Ziel  der  Hedukuou  der  Zahl  der  elasti- 
schen Parameter  mit  Hilfe  eines  allgemeinen  physikalischen  Prinzipes 
wurde  von  W>.  Tkomaon,^)  voUstSndig  errdeht  dnreh  Anwendung  der 
Hanptgleiehungen  der  ThermodynamDc  unter  der  Annahme  der  BeTOT' 
sibilitftt  der  ekistisehen  Vorginge.  Auf  diesem  Wege  ergibt  sidi,  daß 
die  Gr00fische  Annahme  im  allgemeinen  nicht  richtig  ist,  daß  sie 
aber  in  zwei  wichtigen  Fällen  als  eine  Folgerung  aus  den  Prinzipien 
der  Thermodynamik  erscheint,  nämlich  einmal  dann,  wenn  die  ehuitiBche 
Deformation  ohne  Wärmeaustausch,  und  sodann,  wenn  sie  ohne  Tem- 
peraturänderung st-atttindet.  Don  letzteren  Fall  hatten  die  älteren 
Theoretiker  iu  der'  Regel  als  den  in  Wirklichkeit  stets  realisierten 
betrachtet;  dies  ist  bekanntlich  nicht  der  Fall,  aber  man  darf  be- 
haupten, daß  die  statischen  Beobachtungen  im  Gebiete  der  Eluätizität 
meist  sehr  nahe  isothermische,  die  dynamischen  (Schwingungs-)  Be- 

1)  A.  Cauchy,  1.  c.  T  4,  p.  293. 

2)  G.  Green,  Cambr.  Trans  T.  7,  p.  121,  1839. 

8)  S.  D.  Poiswn,  Mem.  de  i'Ac.  T.  18,  .p.  3,  18i2. 

4)  W.  Thamson,  Quarl  Joud.  of.  Halb.  T.  p.  57,  1855;  Math.  Pbya. 
Papeis  T.  1,  p.  Ml,  Cambridge  188«. 
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obac^itongon  meist  sehr  nahe  adiabaüsehe  Voi^^Snge  betrefian.  Dem- 
gemäß kann  man  der  Regel  nach  mit  der  Greenschen  Annahme^ 
daß  die  Arbeit  der  elastiBchen  Kräfte  ein  Potential  babe^  operieren; 

doch  muß  man  hinzunehmen,  duß  dieses  Potential  ein  anderes  ist 
bei  Ktcitisühen,  ein  anderes  bei  dynamischen  Vorgängen. 

Die  21 -konstantige  Elastizität^stheorie  ist  durch  die  Überlegungen 
von  W.  Thomson  fest  begründet,  ohne  Bezugnahme  auf  molekulare 
Vorstellungen.  Immerhin  bietet  die  Frage  ein  Interesse,  ob  man  von 
molekularen  Vorstellungen  au*»  zu  denselben  Gmndgleichungen  ge- 
langen kann.  Die  betre£Pende  Untersuchung  gestattet  daneben  einen 
Einblick  in  Einzelheiten  des  Vorganges  der  Deformation,  über  die 
Bsoh  der  Metiiode  tod  Orem-Tkcmiom  keinerlei  Aaskunft  gegeben  wird; 
wir  wollen  dalier  in  einem  späteren  Absehnitt  auf  dieselbe  etwas 
näher  eingehen* 

§  377.   Das  thermodynsmteolie  Potentlsl  fOr  fsothermisohe 

Deformationen.  Die  aUgemeinste  Fassung  aller  Aussagen,  welche  die 
Thermodynamik  über  die  Qesetze  irgendeines  reversibeln  Vorganges 
liefert,  wird  durch  die  Aufstellung  des  bezüglichen  thennodjnamischen 
Potentiales  erhalten;  wir  schlagen  «liesen  bei  den  früheren  Problemen 
benutzten  Weg  daher  auch  in   irm  FaUe  der  Elastizität  ein. 

Für  die  einzuführenden  (inindvariabeln  entnehmen  wir  die  nötige 
Anweisung,  wie  früher,  aus  dem  Ausdruck  für  die  bei  einer  ZuatÄuds- 
iiiiilerung  an  der  Volumeneinheit  (von  außen)  zu  leistende  Arbeit^ 
für  den  wir  S.  Iö6  gefunden  haben 

d'«  -  -  (x,d«.  +  r/sf,  +  . .  2C,d«,),  (1) 

In  dem  Aggregat  rechts  Im  zfn  hneu,  wie  in  Erinnerung  gerufen 
werden  mag,  X^^  Y^,  die  Komponenten  des  inuern  Druckes  gegen 
ein  Flächenolement  mit  der  innern  Normale  x,  auf  die  Flächeuemheit 
besogen;  X^,  X^,  resp.  X,,  J,,  haben  analoge  Bedeutung  iür  ein 
ilSehenelement  mit  der  innem  Normale  y  resp.      Dabei  gilt 

x^f  y^f     stellen  die  linearen  Dilatationen  parallel  X,  1',  Z  dar, 

die  Änderungen  der  Winkel  zwischen  Flächenelementen,  die  vor  der 
Deformation  normal  zu  Y  und  Zj  Z  und  X,  X  und  }'  lagen. 

Die  A'^,  y  ■  ■  nennen  wir  kurz  die  innern  Druckkomponeuten, 
die  JCgj '  * '  X   die  Defürmationsgrößeu  an  der  betrachteten  Stelle  des 
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deformierten  Kdipers.  Wie  schon  S.  S88  bemerkt,  sollen  bei  allge- 
meinen Überlegungen  (um  SommenseidieD  ^  anwenden  sa  können) 

die  X^,  T^*,.X^   in   X^,  X^,  •  •  •  -X« , 

die         •  •  •        in  •  •  *  ^ 

abgekürzt  werden;  es  wäre  in  diesi  m  Fülle  also  statt  (^1)  zu  schreiben 


Der  Auadmek  (1)  für  d'a  zeigt ^  daß  wir  (außer  der  von  einem 
beliebigen  Anfimg  m.  zftblendem  Temperatur  r)  die  Deformutions- 
grdßen  x^, . . .  resp.  als  unabhängige  Hauptvariable  zu  fähren 
haben;  in  diesen  Größen  ist  also  das  Potential  §  auszudrücken. 

Die  DeformattonsgrSßen  x^  sind  nach  S.  166  allgemein  und 
besonders  bei  Kristallen  jpflpreeit  sebr  kVine  echte  Brüche.  Wir 
werden  daher  in  der  Potenzentwickiimg  des  Pfjteutiales  nach  ihnen 
nur  die  niedrigsten  in  Retraclit  kommeuden  Glieder  beil)ehalten. 
Nachdem  von  den  uniibliiiiigige  und  in  ihnen  lineare  (rliwler 
früher  verwertet  worden  sind,  können  wir  jetzt  diejemgeu  zweiten 
Qndes  fllr  sidi  betrachten  und  schreiben 

26-^^X*«*«i>     fllr  Ä  Mid  *-l,2,.,.6;  (2) 
dabei  darf  ohne  Beachränkong  der  Allgemeinheit 

gesetzt  werden,  denn  beide  Parameter  treten  in  dasselbe  Produkt  2^^^^ 
multipliziert,  also  durch  Addition  verbunden  auf. 

Die  ParaTiii  tf'r  r.  ^  sind  Funktionen  der  Temperatur,  die  m  erster 
Annäherung  als  konstant  betrachtet  werden  können;  wir  nennen  sie  die 
ElaHtizitätskoH^tanteu  des  Körpers,  genauer  zur  Luterächeidung 
von  andern,  uns  später  begegnenden,  seine  isothermischen  Elartiii- 
tSiskonstanten.  Ihre  Anzidil  ist  naeh  dem  Ben  yon  (  gleieh  21. 

Die  thennodjnamischen  Ghnmdformeln  (109)  von  S.  189  liefern 
fftr  die  Dniokkomponenten      die  Ansdrficke 

X,  ^--J'c,»«»,     für<und*-l,2...6}  (4) 

dieselben  stimmen  mit  den  Ansätzen  von  Green  überein,  während  ans 
der  CattrÄy-Potsson sehen  molekularen  Theorie,  die  auf  gewöhnlichen 
ZentrftlkrRften  ruht,  wie  wir  das  später  zeigen  werden,  folgende  sechs 
Kelationen  zwischen  zwölf  von  den  21  Parametern  folgen 

«6» 


Digitized  by  Google 


664        'VJL  Kapital.  WtcMbttsiehimgin  iwitdiCD  nrei  Teniortc^ab. 


*44**^>     ^~^I>  ^"*t*» 

LSflen  wir  die  Formeln  (4)  nach  den'  BefomiAtloiugtSBaii  uf, 
■o  kdnneB  wir  das  Besaitet  selireibeii 

—  ^^i^i^y    für  /  und  Ä  —  1,  2, ...  6;  (6) 

die  rurametcr  s^^^  dieser  Formeln  mögen  die  isothermischen  Eia- 
stizitätmoduln  dm  Eristalles  heißen;  wegen  der  ans  (3)  folgenden 
Beslehnng 

ilt  ihre  Anzahl  im  allgemeinen  gleichfalls  21. 

Gehi  man  mit  den  Bezieliongeu  (4)  in  den  Aufdruck  (2)  fUr  3^ 
so  erhält  man  aus  ihm  sogleich 

H — 2*,^  («) 

nnd  wenn  man  nnn  die  Fomeln  (6)  benuta^  aneh 

2i^228,,X,X,.  (9) 

Hieraus  ergehen  sich  die  Detormatiousgröfien      durch  die  Be- 
ziehungen 

'^—rh  ^^'•> 

es  ist  also  für  den  betrachteten  isothermischen  Vorgang  —  § 
dem  zweiten  thermodyuamisohen  Potential  äquivalent 

Nach  ihrer  Einftthnmg  drücken  sieh  die  Modnhi  Sj^  dnrch  Betar» 
minantenqnotienien  der  die  c^^  dnrdi  DelenninantenTerhilibusse 
der  S|j^  ans.  Es  bestehen  awisehen  ihnen  folgende  symmetrische 
Gleichungen 

^^kihi     ^  t   ^^kthk    ^»    für  Ä,  t  und  Ä  =-  1, 2, . . ,  ö  und  »  ^  k.  (Ii) 

Die  Form  (6)  der  Beziehungen  zwischen  Drucken  und  Deforma- 
tionen hat  den  besondm  Ycnrtcily  daß  sie  direkt  die  Lösung  einer 
Beihe  einfhcher  elastischer  Aufgaben  ansq^riohi^  die  dn  gewisses  pnüc- 
tisehes  Interesse  hshen  und  daneben  sn  «ner  anschaaliohen  Dentung 
der  Modnhl  Sj^^  Vefsnlnaanng  bieten.  Wir  kommen  hiefanf  tintea  iiiiIIq£ 

§  278.  Die  allgemeineii  Onmdgleiohnngen.  Die  Hauptgleichnngen 
für  das  01eicbgewioht  dsformiorbarer  Kdiper  lauten  naeh  &  164 
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Dabei  bezeichnet  o  Dichtigkeit  der.  Mat<3rie,  X,  Y,  Z  sind  die 
Komponenten  äußerer ,  aul  die  Masseneinheit  bezogener  (körperlicher) 

Krätte. 

Diese  Oleichun^^eu  gelten  für  jeden  Punkt  im  Innern  des  defor- 
mierten JLörpersj  tür  dessen  Oberiiäche  kommen  dazu  die  Beziehungen 

X-Z„T-I,.  2-Z„  .  (18) 

wobei  aUgemein 

=•      C08  (w,  x)  -f-  1  y  cos  (ii,  y)  +  1",  cos  {ii,  z) ,  (14) 
^«ooB(n, «)  +  ^,c(m(m,  3f)  +  <Z,GOfl(fi,#). 

In  ihaeii  beseiehiMii  X,  ^  die  Componenten  d«i  t<»i  soften 
auf  die  Oberfliohe  dee  KOrpen  ansgefibten  Draekes^  leftsterer  bemgen 
auf  die  IlSeheineiDlieii;  it^  irt  die  Riohiimg  der  inneren  Normale  auf 
dem  OberflSdienelement, 

Sind  die  KoBeni  Bmekkomponeiiten  X^T,^  Torgeeebrieben,  so 
iteUen  die  Formeln  (13)  Bedingtmgen  des  elaetisoben  Problems  dar. 
Falls  inibeeondeEe  die  Droeke  fflr  die  gesamte  Oberflielie  des 
Körpers  gegeben  sind,  so  genfigan  diese  Angaben  suaammen  mit 

den  Hauptgleichungen  (12)  unter  einer  unten  noch  zu  besprechenden 
allgemeinen  YoranssetEnng  zur  ToUatandigen  Bestimmung  der  Defor- 
mationsgrößen 

Um  aus  ihnen  die  Verrückungskomponenten  «,  p, vollständig 
zu  erhalten,  die  liaufig  von  Interesse,  a.  B.  auch  anr  Beieohnang  der 
Drekungskomponenten 

,      1  fctc     dv\      _      1  /du      dic\  1  (dv      du\  ..g.. 

'-tU-äf)'  «-yU-W 

nötig  aind,  bedarf  es  noch  einer  Angabe  über  die  Verbindung  des 
KoanMnatsiMyiitom»  mit  dem  elastiaehen  ESrper,  resp.  über  die  Be* 
festigung  des  Isiateren.  Diese  Verbindung  kann  willkOrlich  gcwihli 
werden,  soweit  sie  niebt  der  Befonnation  des  KStpcfs  eine  Fessel  «of* 
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erlegt;  im  aadem  Falle  wfirde  implisito  ftiifierie_Etftfte  einflBliraii, 
die  nieht  mehr  snlSssig  flind,  wenn  Uber  die  X,  T,  Z  veiftgt  ist 
Wür  weiden  eolcbe  Befratigongsbedingungen  bei  den  ipesieUen  FiUen 
erSitern,  die  wir  bebandeln  wollen. 

Was  die  oben  erwSbnte  allgemeine  Yonmeoetgong  angefal^  die  er* 
fUli  'sein  mnfi^  damit  das  Problem  des  elaaiiachen  Gleicbgewiehts  ein- 
deutig bestimmt  lei,  so  geht  dieselbe  auf  ^ine  spezielle  Natur  der 
dnrcli  den  Ansät/  (2)  definierten  filastizitatskonstanten.  Ans  all- 
gemeinen Pruudpien  läßt  sich  nämlich  ableiten,  daß  die  Eindeutig* 
keit  nur  dann  gewährleistet  ist,  wenn  |  eine  wesentlich  posi- 
tive Funktion  ist.    Die  Bedingung  hierfür  ist  aber  folgende: 

fieieiohnet  man  die  Determinante  ans  den  Wiaetimtatukonatanten. 

Cu        C|,  .  .  .  ^.iB+l 


mit  p^,  so  dart  in  der  ßeihe  der  für  0<m<5  kein  negativer 
Zahlwert  uuftn-teu. 

Es  ist  Ton  vnTTiberein  zn  rrwrirten,  daß  die  in  der  Natur  vor- 
kommenden Kristalle  dieser  Bedingung  entsprechen  werden.  In  der 
Tat,  wäre  dieselbe  nicht  erfüllt,  und  könnte  bei  gewissen  Werten 
der  Deformationsgfößen  |<0  werden,  so  müßte  man  schließen,  daß 
ein  sich  selbst  überlassener  Kristall  nicht  im  stabilen  Gleit  iigt  wicht 
eein  konnte.  Denn  die  Gleichgewichtsbedingung  des  §  84  würde  hier 
(wegen  d'Ä^  =  0)  auf 

f  dldk  =.  0, 

und  filr  stabiles  6Qeichgewieht  auf 

y*{d^-Min. 

fahren;  im  genannten  Falle  würde  das  Integral  aber  gar  kein  Mini- 
mum besitzen. 

Wir  haben  uns  bisher  völlig  auf  Zustände  des  Grleichgewichts 
beschränkt,  die  bei  Kristallen  auch  der  Beobachtung  faktisch  fast  aus- 
schließlich unterzogen  worden  sind.  Der  Übergang  zu  dem  Fall  der 
Bewegung  vollzieht  sich  nach  dem  S.  157  Gesagten  einfadist  dadurch, 
daß  in  den  Hauptgleiehnngen  (12)  die  hOrpeilifdiai  SrSlIe  X,  Y,  Z 
durch 

X'-dl^ufd^,   T—e^v/di^,  Z^d^w/dfi 
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eneftsfe  werdeiL    Zwecks  eiodeatiger  Bestimmiiiig  des  Bewegungi* 

problemes  müssen  dann  tn  den  frBlieren  Bedingungen  nodi  Afljyjaben 
über  die  Anfangswerte  Ton       iir  imd  cu/ctf  dv/Bi,  dufßi  an  aUen 

Punkten  des  Körpers  kommen. 

Wir  werden  nnr  wenig  Gelegenheit  baben^  auf  das  Bewegnngs- 
Problem  einzugeheu. 

§  279.  Ein  parallel  den  Koordinatenachsen  orieutiertea  Parallel- 
epiped  bei  einfachen  Deformationen.  Die  Formeln  (12)  und  (13) 
lassen  erkennen,  daß  bei  fehlenden  köiperliehen  Kräften  GleichgewidiU- 
sustinde  möglidi  sind,  bei  denen  die  Dmeke  X^, . . .  im  Innern 
des  betrachteten  Edrpers  konstante  Werte  besitsen;  in  der  Tat  werden 
die  Hanptgleidrangen  (12)  durch  diese  Annahme  beftiedigt.  Die  Ober^ 
flachenbedingungen  (13)  bestimmen  dann  die  äußeren  Drucke,  welche 
auf  die  Oberfläche  des  Körpers  ausgeübt  werden  müssen,  um  will- 
kürlich Yorgeschriebene  konstante  X^,,,.      im  Innern  des  Körpers 

zu  bewirken. 

Der  einfachste  Fall,  nuf  den  diese  Überlegungen  Anweudiini!; 
finden,  ist  der  eines  rech  t  winkligen  Parallepipeds  mit  Kauten 
parallel  den  Koordinatenachsen.  Dabei  ist  daran  zu  erinneru, 
daß  bisher  über  die  Lage  des  Achsenkreuzes  gegen  den  Kristall  noch 
keineilei  beschrinkende  Anashme  gemadit  ist^  daß  Uber  dieselbe  also 
gaas  frei  TerfÜgt  werden  kann.  Es  kann  somit  das  Parallelepiped 
beliebig  gegen  den  Kristall  orientiert  angenommen  werden;  nnr 
ist  dabei  zu  bedenken,  daß  die  Fsnuneter  des  Ansatzes  (2)  mit  der 
Onentieruug  des  Achsenkreuzes  und  somit  der  Parallelepiped  kanten 
gegen  den  Kristall  ihre  Werte  ändern. 

Wenden  wir  die  Bedingungen  (13)  auf  die  Flache  mit  d»>r  innern 
Normale  4-  x  an,  SO  liefern  sie  hier  für  die  äußere  Druckkraft  die 
Komponenten       _  - 

X.-x.,  F,-r„  z,-z,;  (17) 

für  die  gegenöberliogendo  Fläche  ergibt  sich  nach  (13)  eine  äußere 
Druckkraft  mit  den  Komponenten  —  X^,  — -  Fj,  —  F^.  Ebenso  liefert 
die  Betrachtung  der  Flächen  normal  zu  -f-  und  zu  +  ^  f^if  die 
äußern  Druckkomponenten 

X,~X.,  T,-T.,  Z^^Z.,  (18) 

sowie  die  entgegengesetzten  für  die  Fläclien  normal  zu  —  y  und  zu 
Wie  man  siebt,  müssen  die  äußern  Drucke  den  Bedingungen 

F.-.^,,  i,-r»  (19) 

genügen. 
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Zielk«n  wir  ntm  die  Formeln  (4\  d.  h.  mafllfarlich  geediriebeD 

-  <X,-<11^,+  C^6^f» 


heran  und  lassen  rechts  alle  Deform ationsgrSßen  mit  Ausnahme 

einer  piii/iu^Ti  verschwinden,  so  erhält  man  durch  die  resultierenden 
Fornif'ln  in  Vcrlundiuig  mit  (17)  und  (18  i  die  Antwort  auf  die  Frnge: 
wolohe  äiißoroii  Di  ii 'ki   in  jedem  Falle  erforderlich  sind,  uni  dem  be- 
ti  iu  hit  ten  rHraiIelepi|»ed  die  verlangte,  durch  nur  eines  der  a:,, .  •  . 
gegebene  (einfache)  Deformation  zu  erteilen. 

Im  Falle,  daß  y^f  e,ty,i  s^,     rerseliwindeii,  ergibt  sich  z.  B. 

j,-ri — «iii«..  (21) 

Um  eine  reine  Dilatation  parallel  zur  X-Achse  bei  Aufhebung 
sowohl  der  Queidiiatationen  und  £^  al^  auch  der  Winkeiäuderungeu 
y„  -c^  zu  arhallen,  ist  aleo  ein  aelir  kompUaiertes  Sjston  in£«ner 
Draeke  ansrnranden;  die  ElsBtisitftiekoBBtftnten  c^^  era ob  einen 
»Ii  d«0  Mafi  dieser  Drucke.  In  analoger  Weiae  laasen  aidi  di« 
flbrigoi  Konatanten  «j^^^  deuten. 

Derartige  Überlegungen  geben  den  Elaatiutüskonstanten  Cf^j^  die 
Bedeutung  der  Parameter  des  elastischen  Widerstandes  gegen 
bestimmte  Deformationen  bei  Ausübung  bestimmter  Drucke.  Die 
Eonstanten  c^^  nehmen  in  der  Tat  in  der  Ekstizitätstheorie  eine  ähn- 
liehe Stellung  <'in,  wie  die  Widerstandskonstnnten  in  der  Theorie 
der  iStromungserricheinungen.  den^n  al liCfnieine  (iesetze  im  1.  Abachnitt 
des  VL  Kapitels  eutwickelt  worden  sind. 

§  280.  Bin  parallel  den  Koordinatenadhaen  oilentlairtee  Paxalleit 
epiped  bei  einftMdkeii  Oberflftohendnidken.  Wahrend  die  Torstebende 
Dentong  der  Elasfeizit&takonatwiten  e^^  infolge  der  UnmSglichkeit  einer 
Realisierung  der  herangezogenen  Deformt^ona-  und  Drackina^de 
Tielleicht  an  Anschaulichkeit  zu  wQnaehen  laßt,  ^ihrt  eine  analoge 
Behandlnng  der  Elaatiätatamodoln  8^^  au  völlig  befriedigenden  £rgeb* 
niasen. 

Wir  kuäpien  die  Betrachtung  an  die  Formeln  (ß),  die  ausführlich 
lauten 
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UM  mtOBL  hier  alle  reohtaaMwiidAii  DmekkomponaiitaiL  bis  auf 
dne  TOMhiniidai  imd  boraWi  die  Beciehiiiig«ii  (17)  und  (IS),  bo 
geben  die  61eichiiiig«ii  4ie  Gesetze  Ton  DefoiniBtioiieii  dai  bebliehtetein 
ParallelspipadM  unter  derartigen  denkbar  emfiMbeien  Snfien  SSIn- 
wurkangen. 

Bei  AuBübung  der  normalen  DniokkilUEIe  auf  die  beiden  Hieben 
nonnal  ea  ±i  »  erbfih  -mMi  &  B. 

0,~-Hi^u  (23) 

Die  Modnln  s,^^^  erscheinen  als  das  Maß  der  hierbei  eintretenden 
Deformationen,  und  ein  jeder  von  ihnen  erhält  durt  Ii  Vorstehendes  seine 
einfache  Deutung.  DaHei  ist  in  Rücksicht  zu  UMlimen,  daß  ein  posi- 
tives eine  Druckkraft,  ein  neiEjatives  eine  Zugkraft  repräsentiert, 
ferner,  daß  positive  x^,  y^,  Diiaüttionen,  negative  Kontraktionen  aus- 
drücken, positive  e^f  Verkleinerungen,  negative  Vei^ößerongen 
der  Winkel  swieohen  den  poeitiTen  Seiten  EoordinaAenebenen  er- 
geben. 

liefert  biemaeh  dae  MaB  der  l^ingedilfttation,  %  resp. 
geben  je  dasjenige  der  QoerdilatBiuin  dei  PaiaUelepipeda  naeb  der  Rieb- 
tuig  der  Y'  reep.  der  Z-Acbee;  if^i  i^,  9^  meeaen  WinkeBindemngen 
in  dem  ParaUelepiped  —  sftmilich  Ulr  den  EaU  der  Binwirkang  einer 
Drackkrsft  paiaHel  der  Z-Aehae. 

Zu  analogen  Betrachtungen  geben  die  Formeln  Veranlaesimg,  die 
ana  (22)  folgen,  wenn  sich  das  System  der  X,,  -  -^y 
seine  andere  Komponente  reduziert.   Dabei  sind  die  Fälle  normaler 
äußerer  Drucke  auch  relativ  leicht  experimentell  zu  verwirklichen 

und  würden  M»>tlioden  7'ir  direkten  Bestimmung,'  pin/*^lTior  Moduln  s^j^ 
liefern,  wenn  nii  ht  Ix  i  Kristallen  nnch  der  ErfaliniiiL'"  l'lr  alle  erziel- 
baren Drucke  die  Deformatiousgrcißen  x^^  . .  .  .t,,  so  klein  wären,  daß 
eine  Messunfj  derselben  sehr  schwierii?  sein  würde. 

Am  ehesten  beobachtbar  würden  vermutlich  die  Änderungen  der 
\\  lukel  des  KristaUparailelepipedes  bei  einseitigem  normalem  Druck 
sein,  du  mau  hier  in  der  Beobachtung  an  spiegelnden  Flächen  mit 
Femrohr  und  Skala  oder  auch  mit  ^etcT^onschen  Interferenzstreifen  ein 
aebr  feines  MeByerfebien  bei  Das  Experiment  würde  (in  Analogie 
sn  dem  S.  278  Bemerkten)  am  pasaendaten  so  eingeriebtet  werden, 
daB  man  awei  identisebe  Ptiparate  bersteUte  und  dieselben  mit  zwei 
analogen  FUeben,  aber  in  gegen  diese  FUUsben  spiegelbildlichen  Lagen 
verkittet 0  Fig.  153,  in  der  gleichwertige  Winkel  mit  gleieben  Boch- 
ataben  bezeichnet  sind,  gibt  bierron  eine  Anaobanung. 
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Em  Paar  benachbarter  FliefaMi  f^y  maB  daim  «niwedar  hooli- 
polierk  oder  aber  mit  Spiegeln  armiert  seiiL  Indem  sich  dmeh  iigeod 

einen  Nornialdruck  gegen  ein  FlSoheiipaar  die 
Winkel  des  Parailelepipeds,  so  kann  man  Mne 

dieser  Änderungen  durch  eine  Beobachtung  an 
den  Flächen  fj^f^  bestimmen.  In  Betracht  kommen 
hierfür  am  ersten  Drucke,  die  normal  zu  den 
verkitteten  Flächen  (also  parallel  rait  P  in 
der  Figur)  wirken,  da  bei  Drucken^ gegen  andere 
Flachen  es  sohwer  seiii  wird,  die  nötige  Be* 
wegungsfreüieit  dea  Pandlelepipeds  oiehi  la  be- 
eintüSehtigen. 

AbaohliaBeiid  m.  nooh  bemeik^  daft  naofa  Formel  (68)  auf  S.  176 
sich  bei  dem  Toretohend  betrachteten  I^urallelepiped  fit  die  kubische 
Dilatation  infolge  eines  bot  X-Acbse  parallelen  Dmekee  gemafi  (2S) 


««.IM. 


(24) 


Wie  durah  die  Beiraohtangen  dea  Torigen  Ptoagraplien  die  EU- 
atiiitfttskona tauten  in  Parallele  an  den  Wider stinden  bai  Strd- 
mnngayoiytoigen  in  Ej-istallen  kamen,  so  bringen  diejenigen  diesee 
Paragraphen  die  Elastizitätsmoduln  ersichtlich  in  Parallele  zu  den 
Leitfähigkeiten  l^^.  Die  Effekte  der  Druckkrafte  werden  umso 
größer,  je  größere  Werte  die  Modiiln  besitzen;  letztere  können  dem- 
gemäß auch  anschaulich  als  Maße  der  Deformier  barkeiten  be- 
zeichnet werden. 


§  281.  Allseitig  gieidier  normaler  Druck.  Zwei  elajitöscke 
Hanptaeliaenayatemo.  Ein  betonderee  Interesaa  bieiet  nodi  ein  anderer 
doroh  Einfidhheit  anigeaeiohneter  Fall,  n&mlieh  derjenige  gleicher 
auf  die  drei  Flichenpaare  wirkender  Normaldmcke^  dflvgleiebeiL  s.  B. 
durch  Einbringon  dea  kristalHnischen  ParallelepipedB  in  ein  Pienmefcer 
realiaiett  werden  kann.   Setaen  wir  hier 

Z,-F,-Z,-JT,  F.-Z,  0, 

io  resultiert  ^      »      *  »  ^ 

wobei 

^  *'4i  +  ht  +  *'Aa  fÖr  Ä  —  1,  2, . . .  6. 

Diese  Formeln  zeigen,  daß  das  parallelepipedlsiche  Präparat  bei 
allseitig  gleichem  normalem  Druck  im  allgemeinen  seine  sämtlichen 
l^tenwinkel  ändert* 
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Die  Beiidiuiigeii  (25)  haben  eine  sehr  weitgehende  Bedenkmgv 
ifffil  rieh  Beigen  lifit»  daß  ei»  die  Werte  der  Delnnnaüaiiegr5ßen  sieht 
nur  ftir  den  Fall  einet  den  Eoordinaifeenaehaen  parallel  orientierten 

Parallelepipedee  —  TOn  dem  wir  ausgingen  —  ausdrQcken,  sondwn 
auch  gelten,  wenn  ein  ganz  beliebig  gestaltetes  Präparat  einem 
nlleeitig  gleichen  normalen  äußern  Druck  77  ausgesetzt  wird. 

In  (hr  Tat  sind  die  Hauptgleichtmj^n  fl2)  bei  fehlenden  körper- 
lichen Kräften  X,  Y,  Z  durch  die  Werte  (25)  der  X^^,  .  .  .  iden- 
tisch erf&llt,  und  die  Oberäächenbedingongen  (13)  reduzieren  sich 
nach  (14)  auf 

Z  —  JZcoe  (»,«),         17ooe(»,y),  Z  i-i7Goe(ii,«)} 

sie  Terlangen  also  in  der  Tat  den  allseitig  gleichen  normalen  Dm^  H 
als  wirksam. 

Demgemäß  gewinnen  nun  mioh  hier  die  Anidrfleke  (25)  fllr  die 
DefonmitionsgidAen  Bedentong:  dae  unter  aUeeitig  gleiehem  normalem 
Dniek  J7  sfeehende  homogene  EriefcaUprSparat  wird  nnabhingig  Ton 

seiner  Gestalt  stets  homogen,  nnd  zwar  um  die  dort  angegebennn 
Betrage  deformiert. 

Der  hiermit  gegebene  allgemeine  FiJl  liat  aowohl  theoretiaohefl^ 

wie  praktisches  Interesse. 

Gehen  wir  zu  einem  beliebigen  Koordiaatensystem  X'Y'Z'  über, 
eo  nehmen  die  Formeln  (25)  die  Gestalt  an 

«.'--Si'U,  y;--/8i' /!,...«;  S,'J2, 

wobei 

itt  und  die  «^^^  die  Hodohi  nach  dem  Aeheenaystem  Z'  T'Z'  beeeidmeii. 

Nnn  gibt  ee  nach  8. 167  jederaeit  eui  Aehsenkreiu  X'T'Z',  in 
beng  auf  welohee  bei  einer  gegebenen  (homogenen)  Deformation  die 

Winkeländerungra  y/,  gj,  Tendiwinden,  nach  welchem  orientiert  ein 
rechteckigee  Parallelepiped  also  seine  Winkel  bewahrt.  Somit  ist  es 
auch  immer  möglieh,  dnn^  Wahl  der  Koordinatenaoheen  die  Be- 

ä;-o,  ^  =0}  ä;-o,  (26) 

d.  h. 

WBL  erfüllen^  die  umgekehrt  das  Koordinatenkreuz  definieren. 

Dieses  Achsenkreuz,  dem  parallel  orientiert  ein  recht- 
eckiges Parallelepiped  bei  allseitig  gleichem  Druck  seine 
Winkel  nicht  ändert,  nimmt  für  die  elastis^^lien  Vorgänge  offen- 
bar eine  ausgezeichnete  Stelle  ein,  und  man  kami  dasselbe  als  das 
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Kret»  der  elastisclieii  Hauptachsen  beceuslmaiL  Wir  werden 
tptter  leihen,  daß  die  von  uns  in  den  höher  symmetrischen  Kristall- 
systemen eingeföhrten  allgemeinen  Hauptachsen  X,  Y,  Z  mit  dieeeii  ela- 
stischen ITaüptachsen  übereinstimmen  und  daß  in  den  niedriger  sym- 
metrischen Öjatemen  es  oqs  freisteht»  die  Hmiptacluien.  demgemäß 
wählen. 

Bt  liäurig  sei  auf  eine  weitere  Eigenschaft  des  vorstehend  einge* 
führten  Uauptachüenjäyätemeä  auiuieikäaui  gemacht 

SetEen  wir  voranSy  doli  tnf  ein  nach  den  beUebigen  Adieen  X'^  Y'^Z"^ 
orientiertes  Perallelepiped  nur  tftngentiale  Drucke  wirlran,  daft^ 
also  gilt 

:^'-r;-z.'-o, 

aber 

x;-x, 

und  bereehnen  irir  nsdi  (66)  anf  8.  176  die  kubisoke  Düatation 

so  rasnltievt  (wegen  «««^«^1«) 

9  (-8f;F,+  S,'Z,  +  5e'X^. 

Hieraus  folg:t,  daß  ein  den  genannten  Hauptachsen  parallel 
orienti ortes  Parnllelepiped  durch  tangentiale  Drneke  «ein 

Volumen  nicht  ändert.  — 

Das  vorstehcn'l  eingeführte  elastische  Uauptachsenkreuz  ist  durch 
die  Elnstizitätsüi  ntluln  defini»^rt  wA  zeichnet  sich  durch  Ansohau- 
lichkeit  aus.  An  birh  könnte  rnüi  üat  irlich  die  Definition  eines  solchen 
Hauptachsensystemeti  auch  mit  liiüe  der  Elastizitätskonstanten 
gewinnen.  Um  dies  gans  dem  Vorstehenden  parallelgehend  zu  zeigen, 
wtie  eine  Defonnation  so  betiaehten;  gegeben  für  das  Koofdinaten- 
system  X7Z  dnreh 

y^-ir,«x,-0.  (27) 

Eine  solche  liefert  nach  (48)  auf  8.  172  in  allen  Biobtungen  die 
l^eiche  lineare  Dilatation  ond  demgemftfi  anck  fElr  jedes  andere  Aebsen^ 
kmu  X'Y'Z  die  Werte 

Um  diese  Deformation  Ii  ervorzubringen,  würden  Dmckkom* 
ponenten  erforderlieh  sein,  büstimmt  durch 

x;--c!i«,  r;-~(^*,...  i^'--.cijr,  (28) 

wobei 

^A—  ^W,  +       +  ^Ai  ^  Ä  —  1,  2,  .  .  .  6. 
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Diflselben  ergeben  in  Teri>mdiiiig  mit  dem  OienzVedinguiigeii  (13), 
dftft  die  SEseagimg  der  Defonnationen  (S7)  ftnfiere  Bni^  etfoidert^ 
deren  Natur  imd  yerteiluxig  durchaus  Ton  der  Gestillt  das  b^utzten 
EristallpxiiMatttes  abhängt  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  ein 
leoliteckiges  Parallelepiped,  parallel  zum  Koordinatenkreuz  orientiert, 
Toraussetzen ,  dann  geben  die  Formeln  (17)  und  (18)  in  Verbindung 
mit  (28)  die  nötigen  äußern  Drucke  an. 

Die  Heranziehung  des  Sfit^es  von  S.  167  ergibt  nun,  daß  jeder- 
zeit ein  AchseuBjBtem  existiert,  für  welches 

ist;  es  muß  also  auch  eines  existieren,  für  welches  gilt 
d.h. 

+     -h  c^-  ci-  <t  +     +  ^i-  0. 

Dies  System  bat  die  Eigenaehaft,  daß  dai  ihm  parallel  orien- 
tierte Paiallelepiped  die  allseitig  gleiohe  Dilatation  ohne 
Winkelftnderiing  darch  bloße  Normal drnoke  gegen  seine 
FUcben  eingeprSgt  erhält 

Wir  haben  damit  ein  «weites  elastitehee  Hanptadhsensystem  er* 
Kalten,  das  prinaipiell  dem  ersten  an  Bedentong  nicht  naobsteht  uud 
an  sich  ebenso  neben  dmn  früheren  geführt  werden  kann,  wie  bei 
den  Strömungsvorgängen  im  VI.  Kapitel  ein  Hauptaclisensystem  der 
LeifcfäJiicrkeit  neben  einem  f?oIchen  des  Widerstandes  gefülirt  worden 
ist  Es  ]  ♦  hier  in  der  Tat  ein  weitgehender  Paraiieiismus  vor;  die 
Elastizitätb konstanten  c,^^  haben  nach  früherem  den  Charakter  von 
Parametem  des  Widerstandes,  die  Moduln  s,^^.  denjenigen  von  Para- 
metern der  Leitiiihigkeit,  uud  man  könnte  die  beiden  Hauptachsen- 
^steme  ffxa  analog  den  bd  den  Strömungsvorgäugen  üblichen  Be- 
aeiehnimgen  Achsen  des  elastischen  Widentandes  nnd  der  ebstisohen 
Definrnierbsirkait  nennen. 

Die  beiden  Achsenkreuze  fidlen  im  allgemeinen,  d.  h.  bei  &i- 
stallen  des  triklinen  Systems^  nicht  susammen;  im  monoUinen  System 
stimmt  nach  Symmetrie  eine  Achse  beider  Systone  überein;  in  den 

höher  symmetrischen,  wo,  wie  sich  zeigen  läßt^  alle  dm  Achsen  durch 
die  Symmetrieelemente  festgelegt  werden,  liegen  beide  Achsensysteme 
einander  parallel  und  fallen  zugleich  mit  den  früher  eingeführten  all- 
gemeinen kristallographischen  Hauptachsen  zusammen. 

Wegen  der  größeren  Ansebaulichkeit  des  Systemee  der  Achsen 
der  elastischen  Deforniier])arkeit,  welche  dnreh  die  Formeln  (26)  defi- 
niert sind,  empfiehlt  sich  deren  Bevorzugung. 


(29) 
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§  982.  W«iterM  üb«r  Daftirmationen  bei  allflMtig  |^«toh«m  iioi^ 
malen  Druck.  Wegen  der  großen  praküiehen  Bedeutung  des  Falles 
der  Deformatioii  infolge  eines  aUseitig  fachen  Druckes  wollen  wir 
auf  denselben  nocli  etwas  näher  eingehen.  Jene  Bedeutung  liegt,  wie 
schon  bemerkt,  darin,  daß  sich  die  Ausübung  eines  allseitig  gleichen 
Druckes  auf  einen  Kör])er  mit  einer  Leichtij^keit  und  Genauigkeit  ver- 
wirklichen läßt,  wie  wenige  andere  Druck  Verteilungen.  Wir  kommen 
hierauf  in  dem  Abschnitt,  der  die  Beobachtung  kristall-elastischer 
Erscheinungen  behandelt,  zurück. 

Wir  kombinieren  zunächst  die  Ausdrücke  (25)  für  die  Deforma- 
tionsgröfien  bei  albeitig  gleichmn  Draek  il  mit  d«r  aUgemeiaai  For- 
mel (48)  auf  B.  172  ftr  die  lise&re  DiJaialioii  in  einer  dnreh  'die 
RiehtungekDiinns  ti,ß,y  gegien  die  X-,  7-,  Z>  Aehaen  beriammteit  Bidi- 
tnng  und  erlialten  eo 

^  ^  -  77(5,««  +  S,ß'  +  S,y*  +  S,ßy  +  S^ya  +  S^aß).  (30) 

Bei  Annahme  der  oben  eingeführten  olaitisolieiL  Haoptadiaen  Tei^ 
sehwinden  die  leteten  drei  Glieder. 

Femer  bilden  wir  mit  Hilfe  Toa  (66)  auf  S.  176  den  AuediUGk 
für  die  kubische  Dilatation  zu 

9  (S,  +  S,+  8,)n  (8)n,  (81) 

der  sich  auch  bei  Einführung  der  Hauptachsen  nicht  Tereinfacht.  (S) 
ist  hierin  eine  neue  Bezeichnung,  die  den  Modul  der  kubischen 
Dilatation  oder  kürzer  die  Kompressibilität  bei  allseitig 
gleiehem  Druck  darsfeeUt 

Um  im  Anschloß  an  Fonnel  (61)  anf  S.  175  den  Avsdraek  flr 
die  indenmg  v  eines  Winkels  %  swisehen  swei  Flidien  m  bildei^ 
deren  BichtoogskosiniiB  tot  Ausübung  des  Druckes  resp.  ß^,  nnd 
^tf  ßt>  waren,  führen  wir  der  Einfachheit  halber  von  TOrnherein 
das  elastisehe  HauptaohseDSjstem  -von  S.  571  ein,  setMn  also 

Wir  erhalten  dann 

V  sin  ;t  —  —  2  77(^1  a^    +     ßiß^  +        y,)  —  (^^  -j-  z/^  cos  x ,  (32) 

wobei  nach  (49)  anf  a  172 

Der  Beobachtung  am  günstigsten  würde  der  Fall  %  sein, 
d.  h.  die  Benutzung  von  rorhtwinkligen  Paralielepipeden.  Kittet  man 
etwa  zwei  identische  l'arallelepipede  in  verwendeter  Lage  zusammen^ 
wie  dies  Fig.  153,  S.  570  andeutet^  so  verwandelt  sich  der  gestreckte 


Digitized  by  Google 


I  tt8.  D«r  JBeKi'aeii»  teta. 


675 


Winkd  abc  bei  der  Emwiikimg  dee  allseitig  gleidieii  Drnekee  m  einen 
stumpfim  oder  fibentompfeii»  imd  dieee  I«<iärirtig  kann  mit  Femrobr 

nnd  Skala  gemessen  werden. 

Für  X  —  ^«  reduziert  licli  Formel  (32)  auf 

V  2n(S,«,«,  +  8,ß,ßt  +  S,y^rt) ,  (33) 

wäkreud  zugleich 

AÄ  +  nyi-^^- 
Yorstehendes  gibt  sogleich  au,  wie  sich  v  bei  yerschiedener  Orientie- 
rung des  komprimierten  ParaUelepipedee  gegen  die  Hauptachsen  ela- 
etisdier  Defonnierbarkeit  ändert 

$  283.  Der  Bettische  Satz.  Obgleich,  wie  echon  mehrfach  her- 
Torgehuben,  in  dieser  Darstelluntr  die  allo^e meinen  theoretischen 
Entwicklungen  hinter  der  Behandlung  praktisch  wichtiger  EiDzel- 
probleme  zurückstehen  sollen,  mag  doch  hier  eine  allgemeine  Fol- 
gerung am  d»  Groadfbmeln  der  Elastisifftt  abgeleitet  werden»  die 
gewieee  Benehnngen  aufdeckt,  wdehe  swiiohen  Tenebiedenen  Arten 
elasfciaoher  Defomationen  besteben,  nnd  wdebe  deabalb  ftlr  uns  weiter^ 
gehendes  Interesse  besitzt. 

Wir  wollen  ein  beliebig  gestaltetes  Präparat  aus  homogener  kri- 
stallisierter Substanz  im  Gleiobgewieht  unter  körperlichen  und  Ober- 
flachenfcraften  l)etrachten,  und  zwar  mögen  zwei  solche  Znstande  des- 
selben Präparates  heraug^ogen  werden,  die  diirrh  zwei  verBehjpfleno 
Systeme  äußerer  Einwirkungen  hervorgebracht  werden.  Alle  Funk- 
tionen, die  dem  einem  Zustand  entsprechen,  mögen,  wie  bisher,  mit 
lateinischen,  alle,  die  dem  anderu  entsprechen,  mit  deutschen  Buch- 
itaben  beseidmet  werden.  Es  gelten  fUr  ne  somit  nach  (12)  die  fol- 
genden beiden  Systeme  Ton  Hauptgldehimgen 

Fassen  wir  die  Formeln  (h'^  ersten  Systems  mit  den  Faktoren 
U,  t>,  tu,  die  des  zweiten  mit  dm  T  iktoren  u,v,w  zusammen,  subtra- 
hieren die  Resultate  und  integrieren  über  das  gan^  Präparat,  so  er- 
halten wir  zu  nächst 

/ ?[(Xtt  +  r»  +  Zw)  -  {tu  +     +  Rw)iäh 
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Intfl^erm  wir  das  rediti  itehende  Integral  dnrdi  Teile^  so  ent- 
steht unter  fsrflckaaelitigaiig  d«r  OberflielMiibodiiigiiiigeiiy  die  oaek 
(18)  Jaaten  _    _  _  _ 

•  •  •     3£    ^it>  *  *  *  > 

als  Resultat  für  dasselbe  der  Ausdnuk 

-fl(xü  +  Tb  +  Zw)  -  (X» + 9« + 8»)]<'ö 

wobei  die  abgekOrsten  Beieieliiiiiiigeii 

Ton  S.  568  sor  Anwendniig  gebiaobt  sind. 

Da  nim  nadi  der  DefinitioD  (4)  dar  resp.  das  letafee 
Integnd  TersebirmdeAv  so  resalÜert  die  toh  BeUi')  gegebene  Benebmig 

die  in  eigentfimUcher  Weise  swei  Systeme  Ton  Kräften  nad  Yer- 
rilekungen  verknOpft;  die  bei  demselben  Mparat  in  Beiiehimg  treten. 

Pkaktaseh  bedentangsroll  ist  insbesondere  der  Fall,  daO  das 
Friparat  nur  OberflidMnkrSften  ansgesetrt  isl^  wo  die  beiden  Banm- 
iniegnde  Tersohwinden, 

Um  ein  einfiwhstsa  Beispiel  n  geben,  so  sei  ein  PkSparat  Ton 
sylindriseher  Form  mit  aur  Achse  noimslen  Bndfliohen  betmebie^ 
einmal  onter  einem  allseitig  gleichen  normaleEa  Druck  TT,  sodann  imter 
einem  normalen  konstanten  Druck  ^  nur  gegm  die  beiden  Grund- 
flächen. Die  Zylinderachse  sei  zur  Z-Achse  gewählt.  Hier  nimm^ 
bei  fehlenden  körperlichen  Kräften,  (84)  die  Gestalt  an 

JI  j  {ü  cos  in,  x)  +  9  cos     f)  +  10  ^ 
fw  eos(fi, 

wobei  »  die  innere  Xorniale  bezeichnet  und  das  erste  Integral  Ober 
die  ^anzc  Oberfläclie  des  Präparates^  das  sweiie  nnr  Uber  die  beiden 
GrundÜächen  erstreckt  ist 


1)  BeUi^  NuoTO  Cim.  (2),  T.  7,  p.  89,  1872. 
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Das  erstere  Integral  hat  aber  ersichtlicli  die  Bedeutung  der  Ver- 
kleineruiig  des  Volumens  K  des  Piftparaies  infcdgo  dM  einseitigeii 
Druckes  wird  also  gleich  —  £b  zu  setzen  sein,  wenn  b  die  be- 
treffende kubische  Dilatation  bezeichnet.  Das  letztere  stellt  die  Ver- 
kleinerung der  Lauge  df's  Zylinders  infolge  dos  nüneitigen  Druckes  tl 
dar,  multipHziert  mit  dem  ursprünglichen  (^ueraclmitt  Q,  wird  also 
mit  —  Li^^J  =  ~         zu  vertauschen  sein.   Somit  ergibt  sich 

i7b-¥^  od«r  h/^'^^/n, 

d.  h.,  die  kubische  Kompressibilität  im  Falle  einseitigen 
DrnekeB  ist  gleich  der  langitadinalen  Eompressibilii&t  im 
Falle  allseitigen  Druckes. 

Ll  dem  spesieUeiL  Falle  eines  reehteckigen  PandMeiHpedee  «rgibt 

ans  dem  Inhalt  tod  fi  280  und  S  282. 

§  Die  f;comotri8Che  Natur  der  Elastizitätskonstanten.  Um 

die  geometrische  Bedeutung  der  Elabtizitätskon»tanten  c^^  klarzustellen, 
henntzeii  wir  die  Sätze  von  §  81.  Nach  diesen  handelt  es  sich  zu- 
nHchst  darum,  die  durch  (2)  dargestellte  Funktion  2  4;  durch  welche 
jene  Panunetor  eing«fllhrt  sind,  in  eine  in  den  Eomponionten  gerieh- 
ieter  GrSBen  irgendwelcher  Ordnung  linelie  Form  zu  bringen.  Itl  dies 
«netchiy  so  kann  man  die  geometrische  Nator  der  Faktoren,  in  wdche 
mnlüplisierfe  jene  Komponenten  anftreten,  nnmiitelbar  uigeben. 

Da  x^,  ^x^,  ^x^,  ^x^  naish  S.  167  gewöhnliche  Tensor- 
komponenten  sind,  so  stellt  sich  die  ursprüngliche  B'orm  von  2|  als 
quadratisch  in  becog  aof  letztere  dar,  nnd  es  bedarf  zunächst  der 
Umgestaltung. 

Xach  (Ipn  8Htzen  voti  §  80  siikI  nun,  falls  Pf^^.  =  gewöhn- 
liche Ten»<_»rliomi>onenteii  dar^teiien,  die  fönfzehn  Aggregate 

^iv  ^nt 

i(p«p,+2J'i),  +(P,P„+ai'Ä),  Ki'ui'H+ai'ä), 

Pin        "D    "p        VI'  "P        J*    I*        7*  P 

11-*  it»    ■'II-**!;    ^ti^üsy    ^  2f*^is>    -'sa^ai;    ■' '  ii 

gewöhnliche  Komponenten  eines  Bitensor Systems,  die  sich  so  trans- 
formieren, wie  die  durch  die  Indizes  jedes  Aggregiats  charakterisierten 
Produkte  aus  vier  Koordinuton. 

Indessen  lassen  sich  nach  diesem  Schema  nicht  die  sämtlichen 
21  Produkte  ¥ou  Tensorkompouenten,  die  in  (2)  auftreten,  auf  Bi- 
tettsorkompenenien  aarQckAllnreD.  Nimmt  man  aber  hinzn,  daB  nach 
§  80  die  Aggregate 

Voigt,  KritunpiUTBUc  37 
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bei  denen  der  Faktoir  ^  der  Bequemlichkeit  halber  zugefügt  ist,  ge- 
wöhnliche Tensorkomponenten  sind,  so  gelingt  es  leicht,  alle  21  Pro- 
dukte Xj^Xj^  durch  Tensor-  thh]  Biff>n*sorlk-omponeTiten  auszudriicken. 

Wir  wollen  nun  der  Kürze  halber  diese  Bitensor-  und  Tensor- 
koijipoiiei  if'n  durch  die  Koordinatenprodukte,  mit  denen  sie  sich 
analog  irauslurmieren^  charakterisieren,  d.  L,  wir  wollen  repräsentieren 

xj  durch  (x^)  uaf., 

iöft'. +  Ö^«^  '»^» 

l(«,y.H- V«)  ^» 

iar.y,  dunli  {«»f)  «f., 

femer 

iÖV«.  -        durch  («»)  ml, 
Dann  läfit  sich  die  Funktion  2|  sehreiben 

+  4  { (Cu  +  2cij,)(a?*yir)  +  (c,,  +  2(^(y«-?a:)  +      +  2c^)(js*xy) } 
Nach  dem  Sats  toh  9. 150  folgt  Merana,  daB 

^tjri  ^a» 

i(%+20-flit>         +  2«m)  -  Oll,  K<if+2r„)-a|„ 

K<^A+2<%«)-«u»  *(<^+20-«i»,  H^+^c^)^^f 

^Ibt  ^16'   ^26;   ^84  J   ^34  7   '^35  C'^^) 

gewöhnliche  Kornj  onrnten  eines  BitensorsystemB  und  (bei  Fort* 
lassung  des  gemeiuäameu  Faktors  4) 

fet-O-ft«»  (<^M-««)-Psi» 

gewöhnliche  Komponenten  eines  Tensortripels  sind. 

Nach  seinen  elastischen  Eigenschaften  ist  hiernach  ein 
Kristall  durch  ein  Biteiisorsystem  und  ein  Ten sortripel, 
oder  aber,  anders  ausgedrückt,  durch  die  Kombination  einer 
Bitensor-  und  Tensorfläche  yoUständig  charakterisiert 
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Die  Glttdunkgan  dßt  betreffBndfln  Iraiden  Flaohen  sobmben  aicb 
in  den  dnreh  (86)  und  (87)  eingeflUurtfln  AbkOiBimgen 

+  4(^,«*#  +  <^,«»y  +  <^y*4P  +  <^Sf»f +  ^J^Jf +  <^J*«)  (88) 

voep* 

±  1  -  Äi^  +  PmV'  +  fts^*  +  2(|itoSr*  +  Ai««  +  jPij^y).  (39) 

Wie  in  dem  aUgemeinsten  Falle  eines  StrömungsYorg&nges,  der 

in  §  1<>4  u.  f.  beViandplt  ist,  tffn'ifrf  nlfso  auch  in  <]pr  Elastizität  nicht 
eiuu  einzige  Art  gerichteter  ürüÜeu  zur  Darstellung  der  bezQgUobea 
Eigenschaften  des  Kristalls.  — 

§  285.  Die  geometrisolie  N&tur  der  Elastiaitätsmoduln.  Die 
Tontefaend  ■ngewendeten  Bchluftreihen  hmok  aich  nun  auch  benutKOii^ 
um  den  geometriaehen  Cliankter  der  ElaefciBitilamodidn  ^^^^  absaleiten. 
In  der  Tat  kann  man  den  sweiten  Anadnick  (9)  fOr  2£  genau  ebenso 
behandeln,  wie  Torstehend  den  ersten  (2),  wenn  man  nur  berfiek- 
aiehtigl,  daß  niramehr  die  X,^  selbst  (ohne  Faktoren  ^)  Tensorkom- 
ponentcn  darstellen.  Es  folgt  hiersos,  daß  jetat 

^4»  fw»  h»f  %•»  ^>  % 

dieselbe  Kolle  spielen,  wie 

3<^4,  2<^„  2«j„  2«^,  2<^,  2c^,  2c^,  2<^, 

▼orher,  nnd 

'm*  ^H*  htt  ^Ml  ^4» 

dieselbe  RoUi^  ine  soTor 

4c^,  ^c^j  "^^^M?         ^^'u^  "^^is- 

Die  übrigen  Moduln  entspreehen  direkt  den  bezflglichen  Konstanten. 

An  die  Stelle  des  Ausdnickes  (35)  für  |,  dor  in  Bitensor-  und 
Tensorkomponenten  lineär  gemacht  ist^  tritt  jetzt  demgemäß  der  folgende 

21 +  *«(^)  +  -b(^) 

+  2  { («1,  +  s^{s^yt)  +  («»  +  +    + } 

+  2[(«i^-  2«j4)(y^;  +  (i^-  2^)Cää)  +  («^-  2«b«)(:ry)]).  (40) 

37* 
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Hieniis  folgt,  dftfi 

^1*  •«>  %•» 

*^tl  i»Hf  i9u,  ihtf  ih»  («) 

gewöhnliche  Komponenten  eines  Bitensorsystems  darfiteilen  und 

^ht^^u^ki*  ^hi~~hi'^kif  ^*ii~^"^> 

ebensolche  eines  Tensortripels. 

DiV  vorstehend  ans  den  Elüstizitätsmoduln  abgeleiteten 
gerichteten  (irößon  resp.  die  ihnen  entsprechenden  FJächen 
verinugen  die  elastischen  Eigenscliaften  eines  Kristalls 
ebenso  erscliSpfend  darzustellen,  wie  die  oben  aus  den 
Elastizitätskonstanten  abgeleiteten  Gebilde. 

Die  Gleichungen  der  Bitensor-  und  Teuaorflüchen  der  Moduln 

nehmen  unter  Benutzung  der  Abk(irzungen  (41)  und  (42)  die  Ge- 
italten  an 

4-  2{8^^x^z  +  s^^x^y  -f  s^y^x  +  s^y**  +  s^^y  +  «„«"x)  (43) 

resp. 

±  1  -  i,^x^  +  ^„y«  +  t„z^  +  2i  /,,i/j  +  t^^gx  -h  f^,:cy).  (44) 

Der  Zu8am?nenhnng  zwischen  den  beiden  Darstellungen  ist  ein 
Bchr  komplizierter.  Keineswegs  etwa  läßt  sich  die  Bitensor-  (oder 
Tensor) fläche  der  Moduln  allein  durch  diejenigen  Kombinationen 
der  Elast izitätskonstanteu  ausdrücken,  welche  die  Bitensor-  ^oder 
Tensor-jÜäche  der  Konstanten  bestimmen.  Demgemäß  ergibt  ein 
YenohwindeiL  der  TenBorkompoueoten  für  einen  Kristall  auch 
keinMwegB  das  Tenohwiiiden  der  Komponenbmi  i^^. 

Die  Bedeutung  der  TorstelLenden  Überlegungen  gt  ht  üb^  das 
Boniohat  lierrorgehobeiie  Resultat  der  geometrischeii  Ckankfterisieniiig 
der  Konstanten  und  Modnln,  reep.  ilirer  Aggregate  weit  hinaoBL  Sie 
liegt  einmal  in  der  einfaehen  und  ans^olidien  Dantellong  der 
Transformationsei  gen  Schäften  der  Konstanten  und  Moduln,  von 
denen  irir  sofort  Gebrauch  machen  werden^  außerdem  in  den  B^ 
Ziehungen  der  Bitensor-  und  Tensorsysteme  su  beobachtbaren  Größen, 
auf  weiche  wir  spftter  eingehen  werden. 
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$  386.  Badfacuigon  IBr  dl«  MwrtlaititAonrtMitea  M  SKirtem 
•iaer  kiirtallogwphttelieM  SviiiBMtrIeAdliM.  Zum  Zweek  der  Speidali- 
flianing  unifliM  AnsatseB  (2)  resp.  (9)  auf  die  32  Kristallgrappen  hat 

man  zunächst  in  Betracht  zu  ziehen,  daß,  nach  deu  allgemeinen  in 
§  82  entwickelten  Kriterien,  der  Voi^ang  der  elastischen  Deformation 
zentrisch  -  symmetrisch  ist,  die  bezüglichen  Tensoren  nnd  Bi- 
tensoreTi  polar  sind.  Die  32  (-rnippen  ziphen  sich  also  geniflb  §  53 
in  elf  Obergruppen  oder  Abteilungen  zuHammen,  die  sämtlich  durch 
Symmetrieachsen  allein  charakterisiert  werden  können.  Im  übrigen 
iät  die  allgemeine  Direktive  von  §  65  zu  berücksichtigen|  wonach  zur 
Auffindung  der  jeder  Symmetri^onnel  entsproditDdea  Bcdehnngen 
für  die  Pinunetor  der  AniätM  (2)  lesp.  (9)  dieae  AnriUse  wt  alle 
nach  jener  Formel  p^eiflhwerliiesii  Koordinatensysteme  ansraireiukii 
sind  imd  sieh  daim  in  identiselier  Form  {oiientieren  müssen. 

Zur  Ausführung  dieser  Rechnungen  zerlegt  man  nach  (35)  resp. 
(40)  pasaend  den  Ausdruck  ffkr  2i  in  seinen  tensoriellen  und  bi- 
tensoriellen  Anteil,  die  bei  den  auszuführenden  Transformationen  in 
sich  selbst  übergehen  müssen,  da  jene  Operationen  den  Grad  eines 
Ausdruckes  nicht  ändern.  Uder  anders  ausgedrückt,  man  führt  die 
Deckbewegungen,  welche  die  Syniinetrieformel  einer  Ober- 
gruppe verlangt,  mit  der  Tensorflüche  und  der  Bitensor- 
fläche  der  Konstauten  für  sich  aus. 

Die  besfl^ioben  Operationen  mit  der  Tensorfllche  sind  sehon  in 
§  147  ansgefUirt  worden,  und  wir  kSnnen  die  dort  erhaltenen  Be- 
snltate  etnluh  herfibemehmen.  Dagegen  ist  die  Beehnnng  ftr  die 
Bitensorfläche  erstmalig  durduniftlhren. 

Die  Gleiehnng  dieser  letsteren  Fliehe  sebieiben  wir  gemäß  (88) 

Wir  wollen  zunächst  die  Beziehungen  entwickeln,  die  sich  er- 
geben, wenn  die  J?- Achse  eine  irgendwieriehShlige  Sjmmetrieadise 
ist,  d.  h.,  wenn  dmrch  eine  Drehung  am  diese  Aohse  nm  einen  annlchiit 
no<sh  onbeikimmten  Winke!  fp  die  Bitensorfl&che  mit  sieh  tor  Deoknng 
gdangb 

Wird  kora  gesetzt  cos  9>  =-  c,  sin  9)  =  5,  >o  ist  diese  Drehung 
ansgedrOekt  dareh  die  Tranaformatioinaformeln 

Da  dif'se  Transformation  den  Gh^  in  x  und  y  nicht  ändert,  so  können 
wir  für  die  Deckbewegungen  in  (38)  den  Ausdruck  links  in  Teile 
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uaAegeUf  die  als  Ton  ToraehiedeiiAm  Gnde  dck  dnroli  die  SobifcitDtion 
(45)  nur  in  sieh  tranafiMrmiereiL   Ee  «iki  dies  die  Teile 

£f«  -  6(a»y»  +  «w«"  +  »«w^y)«*,  (46) 

Hienron  Ueibt  iS*^  ImI  dar  Snbititation  gans  imgeSiuleit;  c„  bleibt 
Bomit  frei  TOn  Bedingungen.  Bei  den  fibrigen  beneht  eieb  die 
Snbetitation  leep.  die  durch  eie  dargestellte  Dedibewegimg  bot  eof 
die  KlammerausdrOcke;  und  dieae  sind  mm  Teü  ao  eio&eliy  d^  man 
das  Resultat  ohne  alle  Hf"^n""g  erkonnen  kann. 

Der  Fakt<w  Ton  in  8^^  irizd  doieb  keinerlei  Dnibnng  mit  aidi 
identiseh,  d.  b.  ea  gilt 

ftr  ul,<"),  11-2,3,4,6:    c^^=c^-0.  (47) 

Der  Faktor  von  in  S^^  kommt  bei  einer  Drehung  um  IHO"* 
(x  =  ~  x\  y  —  if')  vou  selbst  mit  sich  zur  Deckung;  bei  jeder 
anderen  nur,  weun  0,3  =  o,}  und      —  0.    Somit  gilt  weiter 

f&r  ^t'^,  n-d^^6:       — On»  %-^0.  (48) 

Der  Faktor  Ton  e  in  S'-^-  ktiiiii,  als  vou  ungcradeoi  Grade,  durch  eine 
Drehung  um  180*  nidit  in  sieh  seihst  flberguführt  werden;  es  müssen 
also  fttr  allis  geraden  Zähligkeiten  seine  s&mtlicben  Parameter  Tsr- 
aebwinden.  FOr  die  somit  einsig  llbrige  DreiaSbligkeit  der  Achse  ist 

X  y  i(aj']/3  +  if')  (49) 

an  setaen;  damit  hierbei  8^  mit  aieb  aor  Dednmg  kommt,  ist  eit^ 
forderlich,  daB        — ^k,  Oi«*»  — wiid.  Es  gilt  sonach 

für  ^W,  »  =  2,4,  Ü:    %  =^         o^, ^  a^j, -  0; 

Der  Anadrack  für  5^^)  ist  der  kompliziertsate.  Man  kann  ihn 
aber  ftr  die  Betiachtang  noeb  aerlegen,  da  ans  der  Definition  einer 
Deokbewegung  folgt,  dä  sowohl  eine  positiTS,  wie  eine  gleiche 

negative  Drehung  die  Deckung  bewirken  müssen.  Es  führt  nftmli^ 
hei  der  Substitution  (45)  x^^  f^,  x'y^  in  entsprsehendoi  Gliedern  auf 
gerade,  x^ij  und  n/  auf  ungerade  Potenzen  von  s,  und  umgekehrt; 
entere  behalten  bei  der  Umkehrung  der  Drehriohtung  ihr  Yoraeicheiiy 
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letztere  kehren  es  um,  —  somit  müssen  die  bezügUclieu  Glieder  sich, 
in  sidi  8e[brt  tmufoniikiML  Dia  B«traeliftimg  kann  abo  an  beidfln 

fit«  -  <^  j!*  +       +  6a„«»^ 
und  (51) 

anknüpft  ti. 

Eine  Drehung  um  180"  bringt  diese  beide  Ausdrücke  jederzeit 
mit  sich  zur  Deckung;  eine  zweizählige  Achse  liefert  sonach  keine 
Bedingungen  für  die  in  ihnen  uulLretenden  Parameter. 

Ein«  Drehung  um  90°  (t  =  i/,  x  =^  —  y')  führt  S^*>  in  sich  über, 
wenn  c^=— Cj|  istj  eine  Drehung  um  üO",  die  durch 

gegeben  ist,   sowie  die  durch  (35)  ausgedrückte  um   120^  leisten 
j;^Ieiches,  wenn  r,,  =  c^^  ^  3a,,.    Pür         gibt  es  keine  weitere  Deck- 
bewegung, aU  die  Dreliuiig  um  90°,  welche  <ie"i~*^~^  eriurdert. 
Somit  ergibt  sich  schließliok 

(oo) 

Hierzu  kommen  die  Eesnltate,  weiche  die  Tensorfläche  toh  der 
Gleichung  (39) 

kx^ + + +       + + -  ±  1 

liefert    Es  gik  nacii  b.  270 

fi-3,4,6:  <^-<^,-j„-0. 

Berücksichtigt  man  schließlieh  noch  die  Bedeutung  der  Ah- 
kürzungen  a^^.  und  ^^^j  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Systemen 
der  Kiustizitatskoustanten,  die  der  Existenz  einer  Symmetrieachse  in 
dar  Z- Achse  entsprecheji: 

A^t  6u  4^  Cj,  0  0  fi,         A^i  1^1      «II     «14  — %  0 
<wOO«^  1^000 
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«11  ^»      0  0     c,,  ^.i«):  c,,  c^,  c,,  0  0  0 

0  0  -Ci,  0  0  0 

<^000  e^OOO 

0     0  e^O  0 

c^^     0  C44  0 

Diese  Schemata  sind  so  angeordnet,  ilaÜ,  weuu  mau  sie  durch  die 
Spiegelbilder  zur  Hypotenuse  t^j  — ►Cjj  der  dreieckigen  Figur  er- 
gäuzt,  die  Eoasfemtoiiieheiiiata  flElr  die  Drockkomponeuten  in  (20) 
entitelieii.  Feigen  wir  noch  hinzu,  daß  sich  ans  den  evatasi  md  dem. 
dritten  Schema  doreh  eine  zjkliedie  Yerianschnng  ergibt 

^m^'*  %  <1«  <i»  Cl4  0  0  AJ*h  c^c^c^     0  0  0 

c„  Cm  0  0  — <^4  0  0 

0  0  '  0  0 

80  haben  wir  alles,  was  erforderiioh  ist,  um  die  Spezialisierung  des 
Potentials  |  fßr  alle  Obergrnppcii  der  zweiten  Tabelle  am  Schluß  dee 

Buches  durchzuführen. 

Abschließend  sei  noch  folgendes  bemerkt.  Wir  haben  uns  vor- 
stehend auf  die  nach  S.  84  kristallographisch  möglichen  ZUhligkeiten 
n  =  2, 3,4,<>  der  Symmetrieachsen  beschränkt.  Man  kaun  leicht 
zeigen dnß  sich  für  alle  andern  Zähligkeiten  =  5,  7,  .  .  .  dasselbe 
Konstanteuischema  ergibt,  wie  für  v  =  6.  Dies  ist  eine  sjiezielle  Folge 
der  Transform atioüseigen Schäften  des  Ansatzes  {_'2)  lür  unser  Poten- 
tial I;  andere  Ansätze,  die  auf  höhere  gerichtete  Größen,  als  Bitensoren,, 
fuhren,  wfirdea  eich  andere  veilialten.  Izgendwdefae  aUgemeine  Folge- 
rungen Ineeen  sieh  also  aus  der  erwihnten  Tatsache  nicht  sieben. 


§  287.  BpesfaOistarang  der  atastfadtKtBkmkstaateii  auf  die 
Bohledenen  KriitaUgrappen.    Die  Komhination  der  TOistehendan 

Schemata  liefert  nunmehr  für  die  elf  Obergrnppen  oder  Abteilungen 
der  sieben  KristaUsTsteme  folgende  Pannneterschemata. 

1)  a  Somiglioma^  Bend.  Uncei  (6)  T.  8,  p.  290,  18M. 
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I.  Trikünes  iyjstem. 

(2)  (keine  Symmetrieaohee):          fit  ^   fu  ^  ^ 

^'ii     '-''ia             'kö  's« 

%     ^     ^  ^ 

C44  «jg 

(21  Konstanten)  c^. 

n.  Monokiines  Sjstem. 

(3)t  (4),  (6)  (^«):     «Ii  «I.        0  0 

c„   0     0  c„ 

0    0  <^ 
€144  0 

^  0 

(13  Konstanten)  H^. 

HL  BhombiaelieB  S^Btem. 

(6),  (7),  (8)  (J,(«U.(»):            r,,          0     0  0 

%   c„   0     0  0 

0    0  0 

0  0 

<^  0 

(d  Konstanten)  e^. 

IV.  TrigoiuUes  System. 

(9),  (10),  (11)  (^w,^/)):      c,,    0,,    c,,     c,,   0  0 

0    0  0 

0  0 

«U  ^4 

(6  Konstanten)  i(<ii-<^X 


Digitized  by  Google 


I 


686 


VIL  KftpitaL  WeehMlberidnnigMi  hHmImb  twti  T«DM»cMpdii. 


(12),  (13)  (4/«):    e,,   e,,   e,,  c,,-e^ 


'11 


^13  ^14 


0 

Ca. 


0 
0 


(7  Eonstanten) 

y.  Tetragonalas  Syitom. 
(14),(16),(16),(1«)(^<^,J.«):  «u 


0 
0 

0 

% 


«II 


0 
0 
0 


0 
0 
0 

0 


(6  Koustauten) 
(17),  (18),  (20)  (^  W): 


0 
0 
0 
0 
0 


^18 


0 

0 
0 


0 

0 
0 
0 


'1« 


(7  Konstuiteii) 

VI.  HexagonftleB  System. 
(»I),(a2),(28),(26)  %  «i,  «i, 

(a4),(86),(87)(u4.W)s  «i, 

^8S 


(ö  Konstanten,) 

VII.  Reguläres  Sjatem. 
(28),  (29),  (30)  {A^^%ä;*^): 


0 
0 

0 


0 
0 

0 

0 


(81),  (32)  (4,(^--ilyW~^/)): 


«11 


Ol» 


0 
0 
0 


0 
0 

0 


(3  Konstanten) 


Cu  0 


1« 

0 

0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

Caa* 
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Dm  ronfcehfiiide  Zumumaiislelliuig  ngnaliriert  eine  Manaigfoltig' 
keit  der  Eiwslieaiiiiigesi,  die  aUee  in  clen  firllheran  Ekpiieln  Entwickilte 
llbeiiriflt  Dies  wird  rioli  bei  der  Behandlimg  ipeiieUer  Defotmationa- 
Probleme  bestötigen.  Aaf  ,die  scheinbare  AusnahmeiielluDg  des  lY. 
imd  Y.  SyetomSi  dmcli  den  Zeifiül  in  sirei  Abtoilongen  anagedrUdcl, 
gehen  wir  später  näher  ein. 

Bezfiglich  der  Zählang  der  Maetizitfttflkanatanton  in  der  Tor- 

fltehenden  Tabelle  ist  insofern  eine  Intonseqnenz  vorhanden,  als  bei 
dem  I.  System  das  Achseukreuz  guuz  willkürlich  gelassen.  Hei  den 
übrigen  Systemen  aber  mehr  oder  weniger  bestimmt  ist.  Wenn  man 
bei  den  Vorgängen  der  dielektrischen  und  der  magneti.><cheii  Intluenz 
im  allgemeinsten  Fülle  von  nur  drei  Huuptkonstanten  für  die  be- 
irefienden  Erscheinungen  spricht,  so  würde  dem  bei  dem  L  und 
IL  Sjnlem  oben  die  Anialil  Ton  18  reep.  von  13  ISastisiUttekonalenten 
eptopreeheny  insofern  man  dmeh  geeignete  WaU  der  Aehseakrense 
drei  leop.  eine  Konstente  dnreb  die  flbrigen  ansdrUeken  kann. 

Das  8. 578  definierte  HaaptaehsenkretiB  des  elastischen 
Widerstandes  liefert  solche  Relationen  von  lelattTer  Einfeehheii 
Fflr  dasselbe  soll  nimliek  naeh  (80)  gelten 

«'«i  +  ^Ä  +  ^^a-O,   <iu  +  <^i  +  eM-0,   Cm  +  c„+c„=-0.  (30) 

Diese  Formeln  gestatten  bei  dem  trikUnen  System  drei  Konstanten, 
bei  dem  monoUinen  System  eine  Konstante  sn  eliminieren.  Bei 
allen  andern  Systemen  sind  dieselben  identisch  erftUt 

Um  eine  bequane  Vergleiohnng  ^ezieUer  für  Kistalle  gültiger 
Besultate  mit  den  für  isotrope  Medien  stattfindenden  zu  ermöglichen, 
wollen  wir  den  Konstaatenschemata  der  obigen  Tabelle  nodi  das- 
jenige für  einen  isofaropen  Korper  suHlgen: 


Dies  Schema  gilt  für  jedes  beliebige  Koordiuatensystem;  die  früheren, 
auf  Kristalle  bezüglichen,  setzen  dagegen  das  in  der  Symmetrieformel 
an^gedrflokte  Haaptkooidinateosystem  ronras. 


(2  Konstanten) 


YlUa.  Isotrope  K8iper. 

e  «1       0   0  0 

e   «t   0   0  0 

c    0    0  0 

0  0 

e,  0 
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§  268.  Speaiallrienmg  d«r  MMtiiititemodiilB  auf  dl«  WMlil»- 
dMwn  SriotaUgraiipflii.  Die  Speilalisieniiig  der  Hodubyekeme  Sj^^ 
raf  die  Terachiedenen  Symmetrietypen  erfordert  kerne  neue  Bechnmig^ 
denn  de  r  Ansatz  (2)  ist  mit  (9)  ganz  analog,  und  die  sich  eni- 
■prechenden  Parameter  in  beiden  sind  auf  S.  579  ausftÜirlich  zn- 
sainmen<^estellt.  Wo  in  den  vorstehenden  Schemata  ein  c^^  Ter- 
schwindet,  gilt  dem«_'emHB  das'^pll^e  für  das  bezügliche  s^^.  Ab- 
weichungen zwischen  den  bystemen  der  Eonstanten  und  der  Moduln 
können  nur  bei  l'roportinnHlitäten  zwischen  zwei  r,^^  auftreten,  denen 
gelegentlich  Pruportiunaiitäteu  zwischen  den  entsprechenden  s^j^  mit 
anderen  Faktoren  entsprechen.  Indeasen  nnd  derartige  Differenzen 
SnflerBt  selten.  Die  mit  einer  Aehae  A,^  reep.  ÄJ^  ?erbttndenen 
Bcsiehungen  ^«i  %  *"  ^     ^^P-  ^te  ^  ~~      iMfem  ebenste 

Auf  Abweicknngen  Akren  «ineraeita  die  mit  ÄJ^'^  and  Ä^^  ver- 
bnndenen  Bezieknng  Cm^K^i*~0«  entaprickt 

ftr  ^  »  nnd  ^       5,,  ^  2{s,,  -  s^),  (55) 

andererseits  die  mit  Terbundenen  Beziehungen  c^^t^f  Cf^^Cur 
welchen  parallel  geht 

Mit  diesfu  minimalen  Änderungen  sind  die  obigen  Sche- 
mata der  Elnstizitätskonstanten  zugleich  auf  die  Elastizitäts- 
moduln anwendbar. 

Auch  in  bezug  auf  die  Zahlung  der  Moduln  gewinnt  das  S.  587 
bezüglich  der  Zahlung  der  Konstanten  Gesagte  Bedeutung.  Durch 
WaU  einea  ^uptaehsenajatema  k5nnen  kei  dem  System  I  drei 
Hoduhiy  kann  bei  dem  Sjstem  II  ein  Modul  durck  die  übrigen  ans* 
gedrüdrt  werden^  ao  dafi  die  Anzakl  der  unnbkingigen  Uodnln  in 
diesen  keid^  Syatemen  zu  18  und  12  wird. 

Für  dies  HaaptachKensystem  empfiehlt  sich  besonders  das  S.  571 
besprochene  System  der  Achsen  elastischer  Deformierbarkeit^ 
dadurch  definiert,  daß  ein  nach  demselben  orientiertes  Parallelepipedon 
büi  allseitig  gleichem  Druck  seine  Winkel  nicht  ändert.  Diese  £igen- 
schaft  drückt  sich  nach  S.  571  aus  in  den  Bedingungen  (ßd) 

welche  bei  den  Kristallen  des  I.  Systems  voll  in  Aktion  treten  würdeu. 

Bei  Kristallen  des  Tl.  Systems  sind  die  Moduln  s.-  >>iit  hir 
Hi)       gleich  Nullj  hier  bleibt  also  nur  die  Bedingung  übrig 
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Die  Modaln  aller  andem  EritfatUBjeUme  erfUlem  «Ue  dm  Bedingongen 

identiscH;  die  in  ihnen  yorausgesetzten  kmtdlographisch  definiertoi 
Hauptachsen  iind  also  mit  den  oben  eingelQhrton  Haaptechsen 

elastischer  Deformierbarkeit  identisch.  — 

Zur  Vergleichung  der  tliporetisohen  Resultate  für  spezielle  Probleme 
mit  den  in  gleichen  Fällen  für  isotrope  Medien  gültigen  sei  abschließend 
hier  nun  auch  das  Schema  der  Moduln  ftLr  einen  isotropen  Körper 

hingestellt:   

Viii  h.  Isotrope  Körper. 

8    8i  0     0  0 

s   «1    0    0  0 
s    0    0  0 
«,0  0 

0 

5,  =  2(s  —  (2  Moduln)  ^. 

Es  mag  wiederum  lieiTOigehoben  werden,  dafi  diee  letztere  Schema 
für  jedes  beliebige  Koordinatensystem  gil%  wihvond  diejenigen  für  die 
sieben  Kriffeallaysteme  da«  Haaptaohaeneystem  Tonuimeteen, 

S  280  TranBlormatioD  der  Elastiaitälsmudviln  auf  beliebige 
KDürdiiiHtnaöyateine,  Xeben  diesem  Ilauptkourdinateii.sj  stem  XYZf 
auf  das  sicii  die  Schemnta  von  S.  585  u.  f.  beziehen,  wird  ea  sich,  wie  in 
froheren  Fallen,  bei  der  Behandlung  spezieller  Fälle  emp  fehlen,  Ncben- 
eysteme  X'T'JZ'  einznfUiren,  deren  Aeheen  dnzeh  die  geometrieohe 
Form  dei  betrachteten  Ezistallpraparstes  an  die  Hand  gegeben  werden. 
Aneh  auf  dergleiehen  Aehaenayateme  sind  die  Ana&toe  (2)  nnd  (9) 
anwendbar,  nnr  gelten  für  ihre  Parameter  e^^  nnd  s^j^  eben  nieht  die 
B^iehungeo,  die  in  den  obigen  Schemata  Aufdruck  gewinnen. 

Die  Transfoimationsformeln,  welche  die  Parameter  o/^  resp.  s,'^ 
mit  den  Hauptpararaetem  c^^  und  s^^  verbinden,  sind  sehr  kompliziert. 
!Mnn  'jfewiTint  sie  wohl  am  einfaelieten,  indem  man  die  bitensoriellen 
und  teusorielien  Eigenschaften  gewisser  Aggregate  benutzt,  die  in 
§  285  erörtet  sind.  Aus  ihnen  folgt  für  die  Moduln,  daß  sich  trans- 
formieren: 

wie  a:*,  y*,  ir*,       y^e\  ß*x\  x^y\ 

t(«i4+^),  i(%6+^,  i^i  \h^*  \hi* 

wie      iB»jf#,       |r«j«,       f«jfy,    flB»#,  «»ir,  u»«,  jr»*,  #»jr, 

wie        3?,  jf»  j»,         jf#,  #«,  xy. 
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Benutsfc  man  alao  daa  Schema  der  Bicbtaagakonmu 

1        ✓  / 

*i      A  yi  (59) 

imd  bildet  darnaoh  s.  B. 

+  4ai»x»(a,jf  +  «ij)+..,  (60) 

wobei  die  Punkte  diejenigen  Glieder  bezeichnen,  die  sich  aoe  den 
hingeschriebenen  durch  zyklische  Vertauschung  der  Koordinaten  und 
Indixee  ergeben,  so  liefert  die  obige  Bemerkimg  sogleicb  die  Formel 

in  der  nunmehr  die  Punkte  jene  Glieder  andeuten,  die  sos  den  bin« 
geschriebenen  durch  ayUiadie  YertMuehung  der  Ihdizea  (1,  2,  3)  und 

ö,  6)  entstehen. 

üm  $^  und  S3',  zu  erbnltan,  bat  man  bierin  nur  die  mit  den 
fin  und  y,^  zu  TertauscbeD. 

Führt  man  die  Abkllnmngen  r^g  ana  (41)  ein,  eo  erbSlt  der  obig» 
Auadmck  für      die  Form 

»i'i  -  «i*Su  +  •  •  +  6(a,»ajV„  +  •  •) 
I^!9gt  man  nun  eine  Strecke 

Tom  Koordinatenanfang  auf  die  X'- Achse  auf  und  variiert  dann  be* 
liebig  deren  Biebtung,  so  bescbreibt  der  Endpunkt  Ton  r  die  Ober* 
fl&die  Ton  der  Gleiehung 

±  1  -  Sjja:*  +  . .  +  6(r„yV  +  •  •) 

+  12(ru«*y*  +  •  •)  +  ^(«•(^i»  +  ^«y)  +  •  •)* 

welche  mit  i^iSi  völlig  übereinstimmt.  Analog  kann  man  mit  den 
Ausdrücken  für       und  8^  verfeihren. 
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Hlntos  englbi  neh  der  Sailii^  daß,  wenn  man  reip. 

f±y^,  V±JI^f  V±i/i 

als  BadinsYektor  r  auf  die  dem  betreffenden  Modal  ent- 
■preebende  Biohtung  aufträgt^  der  Endpunkt  Ton  r  bei 
Variation  dieser  Biebtnng  die  BitensorflSebe  der  Hodnln 
beitreieht.  Wir  werden  spater  aeigen,  da&  biermit  eine  wiobtige 
pbynkdiaebe  Deutung  dieser  FlSebe  gegeben  ist 

Xbnliob  ein&ohy  wie  oben  der  Ansdraek  flr  s/j  gewonnen 
isl^  lassen  sieb  die  Foimeiln  für  s^g,  «,9,  ...  erkalten;  dieselben 
sollen  indessen,  als  für  uns  minder  widutig,  bier  niebt  aofgefUnt 
werden. 

Eine  größere  Rolle  spielen  einige  deijenigen  Moduln,  die  in  der 
Znsammenstellung  auf  S.  589  nur  kombiniert  auftreten,  z.B. 
und  s^^ ,      und  8^,   Wir  wollen  wenigstens  die  ersteren  Werte  bier 
noch  ableiten. 

Ans 
lolgt  wegen 

leiebt 

Dies  gibt  bei  Vergleichung  mit  dem  Schema  (57) 

2«i + -     A  V  +  •  (2^ + O  («I*  +  «Art  Ars)  +  •  • 

+  «An  («i*(^iys + + <5is(Ayi + yi/^i»  +  •  •  ■  W 

Zugleich  liefert  die  Beziehung 

atf'*  —  %*ap*  -i  H  2«|«^y«  +  •  • 

naeb  Sebema  (58) 

4«i-ti-V(^««.-#J  +  --  +  2W«iii-2siJ+...  (64) 

Die  Summe  vou         und  ^04;  ergibt  unter  Kücksicht  auf  (62) 


I 
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^  -  «II      +  •  +  ^Wn*  +  A'j^O  +  •  • 

+  suß,y»ßsys  +  •  •  +  ^ßiYx{pt?t  +  nA)  +  •  • 

+  AnL«i»(/^iy.  +  vM  +  «nW^f  +  n  A)]  +  •  (65) 

EUminicrt  man  ]iiiigeg«ii      ans  (68)  and  (64),  w»  folgt  Shnlieh 

+  *u(Ar8  +  y,ß,y  +  •  •  +  2s„03iy,  +  n  Ail/^i^i  +  n  A)  +  •  - 
+  4Ayi[>(Ayt  +  yiA)  +  «utfiy«  +  nA)]  +  •  •  •  •  W 

Ans  den  so  gewoimenen  AaedrUcken  f&r  5^  und  erUQt  man 
^Ui      ^^u^  sykUaehe  Vartanaehang  von  {a,  ß,  y). 

Nach  diesem  Schema  lamn  man  ohne  allzugrofie  Beehnuug  jeden 
Modul  anf  ein  beliebigea  Kooidinatenayetom  tianaformieren.  Dia  Re- 
aultate  aind  im  allgemeinen  deahalb  ao  komidmerl^  ueÜ  jeder  Modul 
Sj'j^  sich  durch  alle  21  Hauptmoduln  s^^  ausdrückt.  Indessen  verein- 
£M&hen  aioh  die  Ausdrücke  in  praxi  erheblich,  weil  man  nicht,  wie 
hier  7.ugelasBen,  an  den  kompliziertesten  (triklinen)  Kristallen  zu 
beobaclit«'!)  pfle|,d,  sirli  ftir  die  hoher  aymmetriaehen  Qrappen  die 
Angahl  der  Uauptmoduiu  sehr  reduziert 

§  290.  Speeielle  Fälle  der  Transformatioii  und  deren  Ver- 
wertung. Eine  außerordentlich  große  Vereinfachung  erfahren  die  oben 
ganz  allgemeia  dturohgeAlbrlan  Reehmingen  weiter  in  den  spesiellen 
Füllen,  wo  daa  Sjstem  X'Y'Z*,  anf  wekhea  ein  Modnl  taransfonniert 
werden  aoll,  eine  Adue  mit  dem  ntaprOng^ehen  Sjatem  gemein  hat 

Znr  Dloatration  hierron  nnd  zugleich  wegen  apftter  an  mechen- 
der  Anwendungen  wollen  wir  aBmtiiche  Moduln  ao  tnuiaformieren, 
wie  dies  dem  ZnaammenfoUen  der  nnd  der  ^'-Aohae  und  einem 
Winkel  9  zwischen  X'-  und  Z-Achse,  Ton  —  ^  zwiachen  X'-  und 
F-Achsp  enspriobt.  Setzen  wir  knrz  cosrp  ^  nintp  $f  ao  erhalten 
wir  das  folgende  System  von  Kichtungskosinos: 

I 

X  c  ~  a  0 
y    s     c  0 

«lo   0  1. 

Hieraus  ergibt  sich  durch  AnwenduuLi:  ler  obigen  Regelii  leicht 
-duti  folgende  vüUätändige  Sjstem  von  Trausturmaüüiiäformeln 
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-  («11  +  hi)^^  +  ^iC«**  +  •*)  H-  («if  - 

-  (#44  —        +  »«(e»  — 

-  (««  - ««)«« +  «m(^  -  O ; 

-  «14«^  -  («Ii  -  O«**  +  («U  -  «^y«  - 

-  «,^c»  -  (ä„  4-  +  (s,^  +  Sm)«*<^  -  «15«";  («7  c) 

«iV  -  +  (%  +  W«*«  +  («14  +  «m)«*«  +  «1»«*, 

«M  -  («16  -  «i5)2<J*«  +  (s,4  -  sJ2sh  +  (SjeC  +  «M«)(«*  -  «*)» 
«i"  —  (%~^)2«*c  -h  («^-«iJ-c'fi  +  (— «saiT  +  «u^K«^' "  «*)• 

Von  diesen  Beziehungen,  die  sich  durch  zyklische  Vertauschung 
der  Indü^e  (1,  2,  3)  und  (4,  5,  ö)  auch  der  Drehung  um  die  X-  und 
die  F*Aolii6  üipiMen  laam,  wardai  wir,  wie  gesagt,  nntoi  yffMue- 
holt  Anwvndimg  za  madicai  liaben.  Hier  mSgen  nur  dnige  aOgemeiiie 
Folgenuigeii  gezogen  werden,  die  rar  lUnstrierong  der  Peruneter« 
eehemnia  dee  §  387  für  die  venehiedenen  Knetallgrappen  nfltelieh  sind. 

Wie  Mhon  8. 687  bemeikl^  iefc  ee  aaffidleady  daB  ron  den  aieben 
KnataOsyitemen  besflgUoh  der  ElaatiiitttiverhMtaiiflite  das  IV.  (Tri- 
gonale)  and  V.  (Tetragonale)  in  swei  Abteilungen  zerfiiUen.  Mit  WHb 
der  Torstehenden  Beziehnnjren  erj^iht  sich  nun  leicht  das  interessante 

Resultat,  daß  die  Verschiedenheit  der  bezüglichen  beiden  Abteilungen 
nur  darauf  beruht,  daß  bei  der  ersten  ein  ausgezeichnetes  elastischea 
Achsenpaar  in  dm  JIl  T-Adisenkreuz  fällig  bei  der  zweiten  uioht. 

Voigt,  Krtiit»llf>h;*ik.  18 
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In  der  Ta^  tranafonniert  man  mit  Hilfe  der  Beziehungen  (67)  je 
die  Schemata  für  die  erste  Abteilung  des  IV.  and  V.  Systems  auf 
ein  nm  die  i^- Hauptachse  beliebig  gfdrebtefi  Koordinjitensystem,  80 
l^angt  man  je  zu  den  für  die  zweite  Abteilung  geltenden. 

Fnkrt  man  dieselbe  Transformation  bei  dem  für  das  VI.  (Hexa- 
gonale)  System  geltenden  Pararaeterseheraa  aus,  so  gelangt  man  für 
jeden  Drebnn^^^'^winkel  zu  dem  Ausgangsscbema  zurück.  Kristalle 
des  bexnguiittleü  Systems  haben  also  bezüglich  ihrer  ela- 
stischen Eigenschaften  eine  unendlich  -  zählige  Symmetrie- 
achse Zy  resp.  die  Symmetrie  eines  Rotationskörpers.  Das 
gleiche  Besiiltot  wflrde  aieh  nabb  8.  &84  bei  den  kriataUographiflch 
nicht  mOgUehen  fllnf-,  sieben-,  . . .  s&bligen  Hauptadiaen  ergeben.  — 

Die  Schemata  (57)  und  (58)  über  die  TnunfonnatioDseigenseliaften 
einselner  Modoln,  resp.  gewisser  Aggregate  Ton  deigkiehen,  lassen 
anch  nnmittolbar  erkennen,  daß  diese  QrSfien  in  sehr  yerschiedener 
Weise  von  den  Eoordinateniichtungen  abhängen,  s/^  ist  ausschlieS- 
lich  durch  die  Richtung  der  X'-Achse  bestimmt,  Sg,  und  s,,  aus* 
schließlich  doreh  diejenige  der  Y'-  resp.  der  i^'- Achse.  5/^,  . . . 
hängen  Ton  je  zwei  Achsenrichtungen  ab.  Da  s',  \md  s'^^  in  zwei 
Ausdrücken  auftreten,  die  sich  wie  x''  nnd  ^'ie  y'g"^  transti  ninieren, 
sieht  es  auf  den  ersten  Blick  so  aus,  als  ob  die  Richtungskosinus 
aller  drei  Achsen  X\  Y',  Z'  in  ihnen  auftreten  mfißten.  Da  aber 
ic*  —  r'  —  y' —  und  r*  ein  Ökalar  ist,  müssen  sich  und  rational 
durch  die  Richtungskosinus  der  Achsen  Y'  nnd  Z*  ansdrüclöüi  lassen. 
IHet  ist  in  den  Formeln  (65)  und  (66)  in  der  Tat  ausgefflhrt.  — 

Die  Zusammenstellung  in  (57)  und  (58)  gestattet  feiner  leicht, 
die  ^banaformationseigenscliaiten  irgendwelolier  anderer  Kombina- 
tionen der  Moduln  sn  erkennen,  als  oben  an^elUut  sind.  So  trana- 
fonniert sieb 

nach  (57)  wie 

«*  -f     +  ^  +  2 ifz"  +       +  x'y')  -  ix'  -hi^*  +  üf, 
d.  h.,  es  ist  ein  Skalar.  Ähnliob  ergibt  sieh  naeb  (58),  daß 

4        +  «M  4-  «Ii)  -  («44  +       +  «bs) 

einen  Skuiur  darstellt.   Hieraus  folgt  dann  die  gleiche  Eigenschaft  für 

«II  +^  +  %  +  i(«44 +  + 

resp.  für 
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Die  Bedmtang  der  ikalaieD  EigensehaA  des  leisten  dieeer  Aue- 
dxfloke  eilient  dentiieh  bei  Heransidiiiiig  der  Foim^  (31)  und  (S5). 
Aas  Urnen  ünlgti  dafi  der  bezügliche  Änsdrack  den  Kodal  (5)  der 
kubischen  Kompreeeibilitlt  bei  allseitig  gleichem  normalen 
Druck  darstellt  —  also  eine  Gh^ße,  die  nach  ihrer  phynkalifloheii 
Natur  vom  Koordinatensystem  unabhängig  eein  muß. 

jPWner  tnuufonniert  nch  naeb  (67) 

i(%  +  %  +  i>44  +  «66))   wie  «•(«•  + 
und  naeh  (68) 

4(«b«  +  *M)  — («u  +  «»)  ^«  + 

Da  nun  ^  -^ff^^r*  —     und     ein  Skalar  ist>  so  muß  sowohl 

%  +  %   "l"       +  % 

nnr  Ton  der  Eichtling  der  Z-Achie  abhängen. 

Schließlich  mag  noch  daran  ennnert  werden,  daß  nach  den 
Formeln  (26),  in  denen  U  einen  Skalar  darstellt  die  Aggregnto 

^>  4>  i^Af  i^6>  i^8> 

wobei 

^»  —  *»i  +  ht  + 

gewühnlicbe  Tensorkomponenten  daratelien  müssen.  Man  kann  leicht 
zeigen,  daß  dies  mit  den  allgemeinen  Schemata  (57)  imd  (58)  im  Ein- 
klang  ist 

§  291.  Vtaefooiiatfon  der  BlaatlaitiHäkoneteiilen  auf  belieMto 

Koordinatenayateme.  Wir  aind  Torstoliend  auefübrlich  auf  das  Yer- 
halten  der  Elastizitätsmoduln  s^^.  eingegai^en,  da  diese  Lei  Anwen- 
dungen der  Theorie  auf  Beobachtungen  in  erster  Linie  Anwendung 
finden.  Indessen  spielen  auch  ab  und  zu  die  Ela.stizitatsk od  stauten 
c^j^  eine  Rollo,  und  so  mag  der  Vollständigkeit  halber,  der  Tabelle 
auf  S.  bSd  entsprechend,  auch  noch  zusammengestellt  werden,  wie 
sich  die  Elastizitätekonstanten  bei  Koordinatentransformationen 
yerhalten. 

£b  transformieren  sich  nach  S.  578 

«11,  i(<^+20,  i(%+  24^),  Hc^  +  2e^, 

wie  j»a^,  ^9», 

wie  1f*^^f  ^^y»  x'^e,x^y,f^x,j^M,i^yfi^Xf 


(68J 
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leniar 

wie        x',  y*,  jr",  ^z,  jera;, 

Um  wenigitonB  eino  einzig»  Anwendmig  dieser  Benelraiigen  wa 

geben,  sei  hiiizugcfTlgt,  wie  sich  naeh  ihnen  e^^  (für  an  beUebigee 
Achsftnsystem  X'Y'Z")  durch  die  Hauptkonatanten  c,^^  snsdrftäit. 
ünter  BenatBong  des  AnedniokB  &a[      Ton  S.  590  folgt  Bogleieh 

Ffihrt  man  die  Abkflxzangeit      ani  (36)  ein,  so  gibt  dies  raeh 

<i  =  «1*^,1  +  •  •  +  6(a,'«,*a„  +  .  ■) 

und  wenn  wir  die  Streeke   

Ton  dem  Koordinatenanfang  ans  auf  der  X'-Achse  auftragen,  so  er- 
gibt sich  für  den  geometrischen  Ort  ihres  Endpunktes  bfi  "^''ariation 
der  A"-Richtung  die  Bitensorfläche  der  Elastizitätskonstaiiten,  über 
die  S.  iuy  gesprochen  ist.  Eine  analoge  Behandlung  gestatten  die 
Ausdrücke  für  und  c,,,  die  mit  (70)  konform  und  mit  der 
reep.  Z'-Richtnng  zn  yerknüpfen  sind. 

Aus  dem  Voräteheudeu  ergibt  sich  eine  Deutung  der  Bitensor- 
fläche der  Konstanten,  die  deijenigen  der  Moduln  Ton  S.  590  n.  f. 
datchaiiB  parallel  geht,  indeesen,  wie  wir  sehen  werden,  eine  ge- 
ringem pnktiecihe  Bedentang  beiitet. 

IL  Abeohnitt 
Eil«  Boleknlare  Theorie  der  EristaUelastisItü^) 

§  292.  Grund annalmien.  Eine  molekulare  Theorie  der  elasti- 
schen Vorgänge,  die  Aussicht  bietet,  alle  Beobachtungen  zu  erklären, 
wird  eine  so  allgemeine  Grundlage  verlangen,  wie  sie  etwa  die 
J^avaissche  Strukturtheorie  nach  §  61  an  die  Hand  gibt.  Der  Kri- 
stall iflt  nadi  ihr  ans  unter  einender  identieehen  and  parallel  orien« 
tierten  Banstcinen  oder  Elementarmasaen  aufgeführt  an  denken,  die 

1)  TT.  Voigt,  Gott.  Abb.  1887,  p.  1 ;  auch  Bappoili  GoDgt.  ini  d.  FhjS.  1900, 
T.  I,  p.  877,  aowie  QOtt.  Naohx.  190»,  p.  117. 
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80  angeordnet  aund^  daE  jeder  Ton  dieeen  innrnrhalb  der  Wirkungssphäre 
in  gleieher  Weise  tod  anderen  umgeben  ist  Über  die  Natnr  dieser 
Bansleine  braucht  man  spesielle  AniMihmen  nicht  zu  machen;  dieselben 
kfinnen  irgendwie  aus  den  chemischen  Molekehi  der  Substanz  zu- 
sammengesetzt sein,  mit  der  einzigen  Beschränkong,  dafi  das  Gebilde 
die  charakteristisclie  Symmetrie  des  Kristalles  aufweisen  muß.  Wesent- 
lich ist  aber  eine  Annahme  aber  Hie  Kräfte,  welche  die  Elementar- 
massen  aufeinander  an^^üben,  uud  über  die  Bewegungen,  die  eme 
jede  dieser  Massen  auszuführen  vermag. 

in  bezug  auf  erster f  «  ^vollen  wir  der  Allgemeinheit  halber  keine 
andere  Beschrüukung  eiulühren,  als  daß  die  Wechselwirkungen  ein 
Potential  haben  sollen;  in  bezng  auf  letzteres  wird  es  zur  Wieder- 
gabe der  elastischen  Erscheinungen  erlaubt  sein,  die  Elementar] luissen 
wie  starre  Körperchen  zu  behandeln.  Damit  ist  nicht  ausgesagt,  daß 
dieselben  sieh  unter  allen  üm ständen  stair  Terhatten;  wir  wollen 
nnr  ihre  KenfignrationsSndemngen  als  bei  den  nns  interessierenden 
Yor^bigen  nicht  merkUeh  wirksam  betrscbien. 

Die  Gesamtwirkosg  einer  Deformation  auf  das  Massensystem  des 
EristalleB  besteht  hienueh  in  einer  YeiSndening  der  Langen  und  der 
Winkel  des  Raimigitters  der  Blementarraassen  nnd  in  einer  Änderung 
der  Orientierung  der  Elementaimassen  gegen  dasselbe.  Wir  dürfen 
annehmen,  daß  beide  Änderungen  innerhalb  des  sehr  kleinen  Bereiches 
molekularer  Wirkung  merklich  konstante  Größen  besitzen,  daß  also 
das  veränderte  System  in  dem  genannten fiereieb  wieder  merklich 
homogen  ist. 

Die  Lage  ei^ier  jeden  Elementarmasse  (h)  des  Systems  werde  durch 
die  Koordinaten  r, ,  y^,  ihres  Schwerpunkts  und  durch  die  Orien- 
tierung dreier  mit  ihr  fest  verbundener  Achsen  A^,  Bj^,  C),  g'  u-  n  die 
absolut  festen  Achsen  X,  Y,  Z  charakterisiert.  Im  undefVtriui«  rten, 
natürlichen  Zustand  mögen  diese  Achsen  mit  den  festen  Fundaiut-uiui- 
acbsen  X,  Z  parallel  sein.  Die  Komponenten  der  Yerrückung  des 
Sdiweipanktes  x^,  y^^  nach  X,  Y^  Z  nenn^  wir  u^,  t?^,  tr^,  diejenigen 
der  stets  als  sehr  klein  sn  denkenden  Brehongen  des  Aefasenkrenxes 
Äj^f  B^,  vm  X,TfZ  setrcn  wir  l^*,  m^,  n^*  Innerhalb  des  Bereiches 
der  Wirknngssph&re  haben  die  Achsen  Ai^,  B,^,  Cj^  parallele  Lagen,  die 
Winkel  l^,  m^,     also  gleiehe  Werte. 

§293.  Gesetze  der  molekularen  Weohselwirlningen.  Die  zwiacben 
Bwei  staarxen  £Grpem  (h)  und  (Je)  stattfindenden  Wechselwirkungen 
geben  Veranlassung  sowohl  zu  Gesamtkomponenteu  X^^^, ...  als 
auch  zu  Drehungsraomenten  Z^,,  L-,^,  .  .  die  wir  je  nm  den  Schwer- 
punkt des  betreüenden  Körpers  rechnen  wollen.  Analoge  Wirkungen 
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nelunen  wir  Mich  swiichen  zwm  Blementttrinamen  nnmrw  KiisteU- 
nodeUet  als  stattfindend  an. 

Wild  das  Potential  der  Wechsel wirkimg  mit       bezeichnet,  so 
muß  naeh  S.  159  n.  f.  bei  jeder  snliaBigen  Dialokation  beider 
menlatmaaaen  {K)  und  (A)  gelten 

+  -X,^da:^+...+i;i^di;+--  (71) 

Zwischen  den  Komponenten  und  den  Momenten  bestehen  Bela> 

iionen,  die  daraus  fließen,  daß  das  Potential  eine  Funktion  nur  der 
relativen  Lage  der  aufeinander  wirkenden  Massen  sein  kann,  alaO 
ungeaudert  bleiben  muß,  wenn  nian  lioidp  Riementannassen  in  atarrer 
Verbindung  miteinander  dialozieri^  d,  h.,  für  die  Variationen, 

Werte  einführt,  die  eine  solche  Dislokation  ausdrücke 

Derartige  Werte  sind  im  Anschluß  an  das  S.  159  Gesagte  leicht 
zu  bilden  und  ergeben  folgende  seciis  allgemeine  ßelatiuaen: 

wobei  je  nur  üu;  eiwLe  Gleichung  jedes  Tripels  ausgeschrieben  ist 
Die  letzten  Formeln  lassen  <  i  kenaen,  daß  Drehungsmomente  durch 
die  Anualiiiie  eines  Putoutiuies  der  Wechsel wakang  immer  dann  ge- 
fordert werden,  wenn  die  Gfeaamtkr&fle  nieht  in  der  Verbindnngwlinie 
der  Schwerpunkte  der  wedhaelwirkenden  Uaaien  liegen;  ans  dem  NaU- 
aelmin  der  L^^^ , . .  wflrde  nSmlieli  folgen 

5*  —    ^  y*^""  Vk  — 

^kk  ^A*  ^hk  ' 

und  dies  drfiekt  ans,  dafi  die  Weohaalwirkang  der  Yerbindnagalinie 

parallel  ist. 

Bekrt  man  kun  die  relaÜTen  8ehwef|Kinktakoordinaien  der  MaMe  (h) 
in  bacng  anf  (k) 

^k-!^k-Xkk>  yA-y*=yA*;  ^*-^*  =  *a*,  (78) 

BO  läßt  sich  unter  Benutzung  der  Resultate  (72)  achreiben 
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.  Indem  wir  nun  die  oben  aigmlinerto  Annihme  etnfBhren,  daß 
innerkalb  der  Weite  molekularer  Wirkong  die  Elementarmussen  sich 
bei  den  wirkliclien  Yeränderungea  tun  merklieh  gleiche  Winkel 
drehen,  gelangen  wir  ftr  dnrgleiehen  wegen  V "  V " ~ ^  ^ 

-  d^,,  -  X,,{dx,,  +  y,,df<^ ^  M,,dn^  +  . . .  (75) 

Dabei  sind  die  jetzt  gemeinsameiiDrehaiigskompoiieateu  dl\  dm',  dn' 
ohne  Indizes  geführt. 

Zugleich  w  ird  aus  (72*),  da  bei  parallelen  Orientierungen  von  {h) 
und  (Je)  nach  Symmetrie  L^j^  —  Xj^^^, .  .  .  sein,  muÜ 

§  294.    BinfcUirang  eines  beweglichen  Acliaen syst o mos. 
Faktoren  Ton  X^^, . . .  ii\  der  Formel  (75)  gestatten  euie  anäciiauüciie 
Deutung. 

Wir  nehmen,  wie  schon  S.  597  bemerkt,  an,  daß  mit  jeder  £le- 
mentarmawe  (A)  ein  AchBeneystem  Ai^B^C^  fe«t  Yerbunden  ist,  nnd  . 
daß  dieee  A/ohüpen  fttr  alle  merklieh  aufunander  wirkendean  Manen  ali 
parallel  betrachtet  werden  dürfen.  Wir  kOnnen  also  aodi  die  Adisen* 

sjgteme  Ä^B^C^  und  Ä^Bj^C^  als  parallel  ansehen  und  beide  durch 
ein  einziges,  zu  beiden  paralleles  System  ABC  mit  dem  An&ngspunkt 
im  Nullpunkt  des  festen  Achsenkreuzes  XYZ  ersetzen,  das  sich  nna 
bei  Drehungen  der  Elemeutarmassen  mit  diesen  drelit. 

In  bezug  auf  dieses  Achsensystem  seien  »lie  Schwerpunktskoordi- 
nateu  der  betrachteten  beideu  Eiementarmassen  resp.  a^,  und 
Gtj  ,  &,  ,Cj.  Ist  das  Achs^nsystem  ABC  um  die  sehr  kleinen  Winkel 
i ,  m ,  n '  gegen  X  YZ  verdreht,  so  kann  mau  zwischen  den  auf  beide 
Aehsenkrenie  bezaglichsn  Eoordinatoi  iigoid  eines  Ptaaktes  p  die  fol- 
genden Glsiehungen  ansetzen 

a  —  ar  -f  yn'  —  a;  —  a  ^  hn'  +  rm', 

b^ff  +  ßV-xfi',  y  —  5  —  c^' H- a»',  (77) 

c    #  -h  xm*  —  tfi't  #  —  c  —  am'  +  hV, 

Für  eine  gleichzeitige  Bewegung  des  Punktes  p  um  dx, . .  und 
Drshung  des  Aehsenkrensss  ABC  van  dl'  . .  ergibt  das  erste  System 

da  —  da?  +  yän'  —  gdm'  +  n'Öy  —  m'dg, . . ,  (78) 

■  ' 

Fallen  vwprQnglidi  beide  Achsen  sosammen,  so  ist  hierin 

zn  setzen,  und  wir  erhalten 

da  -  d«  +  ydn'  -  <rdm', ...  (79) 
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Wendet  man  diese  Formeln  auf  die  Schwerpunkte  der  Elementar- 
nia»seü  (h)  und  (k)  an  and  bildet  die  DifEarans,  aetst  aaeh  analog 

ö«>   K-h^hit   h-Ct^Cj^k,  (80) 


00  corglbt 

^««+  y«'»'-       '  •  •  (öl) 

Die  hierin  reclits  stehenden  Glieder  stimmen  der  Form  Baeh  mit 
den  Faktoren  von  X^^,  . .  in  (75  )  überein. 

Versteht  man  also  unter  daf  ^,dh,^^,dCf^^  die  Änderungen  der  Schwer- 
punktekoordinaten a^j^;  ^nki^kk  ^'^^  iiiiementarmasse {h) gegen  die  Masse  {k) 
nach  den  Aohsen  Aj  JB,  C,  welche  bei  der  Übktisoheii  Bewegung  dieoer 
einireteii,  so  kann  man  die  Fonnel  (75)  eehxeiben 


Die  Kompon^ten  X,,, , . .  eind  luerbei  aber  nicht  nach  belie- 
bigen festall  Achsen  genommeiiy  sondern  nach  denjenigen  Richtungen^ 
mit  denen  Tor  den  Drehungen,  welche  in  da,,,. .  enthalte  sind,  die 
Achsen  A,B,C  zusammenfielen.  Wir  wollen,  um  dies  deutlich  hervor* 
treten  zu  la'^Kpn,  diese  Kraftlcompoueuten  weiterhin  nicht  ferner  X^j, .  .  . 
sondern  A,,, . . .  nennen^  demgemäß  also^  statt  wie  in  (82)^  nunmehr 
schreiben 

Diese  Formel  zeigt  —  was  aoeh  der  direkten  Anschauung  ent- 
spricht — ,  daß  in  dem  vonnsgesetzten  Fall  zweier  parallel  orien- 
tierter Elementarmassen  (h)  und  {k)  das  Potential  der  Wechsel- 
wirkung eine  Funktion  einzig  der  relativen  Koordinaten 

sein  kann.  Au»  0^ .  iulgeu  dann  die  Komponenten  der  auf  (Ä)  wir- 
kenden Kraft  nach  den  Formein 

C,,  1^.  (84) 

^^kk  ^^hk 

Mit  ilim  Hilfe  bestimmen  sich  auch  die  auf  (h)  wirkenden 
Drehnngsmomente  am  die  Aehsen  A,  B,  C,  indem  man  in  (76)  X^^, . . 
und  X,, , .  mit  A,, . .  und  o,, . .  Tertanscliti 

§  j^'n  Verallgemeinerte  Kräfte  in  deformierbaxen  Kristallen. 
Die  Einlührung  der  iirehuugsnioniente  und  d^r  mit  ihnen  in  Be- 
ziehungen stehenden  Breliungen  der  Elementarninssen  gibt  der  hier 
auseinanderzusetzenden  Theorie  ihren  eigentOmlichen  Charakter.  Die- 
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selbe  führt,  wie  wir  Mhen  werden,  zuniohst  Aber  die  früher  eni- 
wiekelten  Gkiehmigeii  der  gewOlmlidien  Elailuititiäieorie  hinaufl; 
letetere  eracbeiiMm  ab  spedeUe  FolgerungeiL 

Wir  baben  frflber  körperlioba  Erftfta  auf  den  daformiarbaieB 
Körper  ausgeübt  gedaefai»  die  ftbplieb,  wie  t.  B.  die  OraTitation,  tob  aoBon 
her  durch  eine  Femwiilaiiig  die  imiefii  Funkte  antreiben.  Ihre  auf 
die  Masseneinheit  bezogenen  Komponenten  waren  mit  XyY,  Z  be- 
zeichnet. Dergleichen  Kräfte  können  auch  jetzt  als  auf  die  Elemenlar- 
mussen  des  Kristalles  (iind  /war  m  deren  Sehwerpnnkten  anoreifend) 
wii-kend  angonomnicn  ^verdi  n.  In  Konsequenz  der  m  djcseni  Abschnitt 
verfolgten  Anöchuuuuguii  können  wir  nun  aber  auch  körperliche 
DrehungsiQomenie  zulassen,  die  ähnlich  durch  Feruwirkung  von 
außen  her  auf  die  Elementarmaasen  (und  zwar  um  dann  8ebwerpnnkte) 
wbken.  Die  auf  die  Mnummnbeit  beaogeaan  EompoiM&ieiL  deradbaii 
m(Sg8ii  mit  M,  2f  beaeiehaak  werden.  Eine  BeaMenmg  T<in  der- 
^ieben  Momeaten  kfinate  dann  laidii  geacbahaD,  wenn  die  Elementar- 
maaien  elektrisch  oder  magnetisch  permanent  polarisiert  wären;  in 
dieaem  Falle  würde  ein  kdrperliebea  Drehnngsmoment  dann  entstehen, 
wenn  man  das  Massensyiteuk  einem  elektiiscben  oder  einem  magne- 
tischen Ft  I  i  aussetzte. 

Neben  den  körperlichen  Kräften  haben  wir  früher  flachenhafte 
eingeführt,  etwa  auf  Molekular  Wirkungen  beruhend,  die  über  ein  Ele- 
ment der  äußeren  Begrenzungsfläche  hinweg  nur  die  an  diesem  un- 
mittelbar anliegenden  Massen  betreffen.  Ihre  auf  die  Flächeneinheit 
bezogenen  Komponenten  baben  wir  mit  X,T,  Z  beaaiobnet.  Anob  an 
ibnan  werden  wir  naeh  der  bier  verfolgten  Vonrtellimg  ein  Analogon 
Bolasaan  müssen,  fl&ebenbafte  Drebnngamomente,  die^  etwa  mole- 
kularen Ursprungs,  über  ein  Oberfl&cbenelement  hinweg  nur  die  diesem 
unmittelbar  anliegenden  Elomantannaaaen  ai^eifen.  _lhre  auf  die 
Flacheneinheit  bezogenen  Komponenten  mögen  L,  Jf ,  N  heißen. 

Handelt  es  sidi  um  ein  Bereich  innerhalb  des  elastischen  Körpers, 
dann  sind  die  Obei iläciienwirkungen  X,  .  .  L,  .  .  von  den  umgebenden 
Maäsen  ausgeübt;  sie  mögen  in  diesem  Falle  analog  /u  S.  lÖO  durch 
X  ,  Z/„,  .  .  bezeichnet  werden,  wobei  n  die  innere  Normale  auf 
dem  Flächeuelement  do  andeutet,  gegen  welches  die  betreilendeu  Kom- 
ponenten wirken. 

Bei  Zngnmdelegong  dar  molekalann  AnfliMsang  Urnen  rieb  nnn 
dieae  innen  flidieDbaftan  Komponeatsn  nnd  Momente  . .  nnd 
. .  foIgendermaBen  anf  die  Wediaelwirkongen  der  Siementarmaasen 
anrückfuhren. 

Sei  an  der  Stelle  a;,  y,  z  ein  ebenes  FlSehenstück  F  mit  der  Nor- 
malen n  konstruiert,  und  sei  auf  demselben  parallel  n  ein  gerader  Zy- 
linder mit  dem  sehr  kleinen  Qoersehnitt  f  nnd  einer  H&be  gleich  der 
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moleknlnmi  Wirknngpwdte  erruhtot  Die  iimurhiilb  diMM  Zyliadfln 
li^endfin  (&iiBerft  lahlreicli  gedaditeii)  Elementarmassen  mögen  mit 
dem  Index  i,  die  außerhalb  und  zwar  jenseits  Ff  aber  in  Wirknnge- 
weiie  von  f  gelegenen,  mit  dem  Index  a  bezeicbnet  werden.  Dann 

stellen  die  Komponenten-  und  Momentcnsummen  i'ibcr  die  Wirkungen 
aller  Massen  a  auf  alle  Massen  /  die  FiäclienwirkunL''f'n  i^egen  /'  dar; 
und  da  die  X  ,  .  .  L„, .  .  auf  die  J?läch.eneinheit  be^ogeu  sind,  so 
ergibt  sich  die  Delinition 

•  •  (86) 

die  Summen  resp.  über  alle  die  oben  chanütteriaierten  Massen  i  und  a 
genommen. 

§  296.  Allgememä  £,eHuitate  über  die  f iäeküukrüfte.  Nach 
unarer  Grandannahme  sind  innerhalb  der  Wirbmgsweite  auch  nach 
erfolgter  Deformation  dea  KSipera  die  znTor  gleiehen  AbafeSnde 
zwiacfaen  den  benachbarten  ElementannaSBen  und  die  Orientiernngen 
der  jUAssen,  obwohl  geSnderti  doch  nnterainander  gleich.  Dies  iet 
fiQr  die  Behandlang  der  Snmmen  in  (85)  la  Terwerten. 

Bineiaeita  gewinnt  man  daraas  eine  Beorteilong  der  relati?eii 
GroBenordnungen  der  X^, . .  nnd  der  X.«« « .  •  Kaeh  ^6)  kann  man 
nandieh  achreiben 

A.--s^SSc'<.yi.-jf,.zj,..  (M) 

i  m 

Da  nun  die  relatiren  Koordinaten  Xf^,  y^^,  b^^  kleiner  ale  die  Wir- 
kttngaweite  der  MolekularkiSAe  sein  müssen,  so  sind  die  Snmmeni 
welche  die  Z>^, . .  anadrüeken,  im  allgemeinen  Toraoh windend 
klein  gegen  diejenigen,  welche  die  ^y.,  bestimmen. 

Die  fliehenhaften  Momente  L^, . .  kannten  also  nnr  unter  gam 
speaieUen  Umst&nden  wirksam  weiden;  etwa  so,  wie  in  der  La/^Uno^ 
sehen  Theorie  der  Kapillarität  Ton  den  swei  Anteilen  am  Kapillar- 
druck  der  (aus  demselben  Grunde,  der  oben  vorliegt)  anvei^leichlioh 
kleinere  Anteil  wirksam  wird  und  swar  allein  zur  Geltun^r  komm^ 
weil  der  größere  in  allen  Fällen  aus  den  Formeln  herausfallt. 

Dergleichen  singulare  Umstände  liegen  hier  nicht  vor;  wir  wissen, 
daß  die  Dracko  X^,  .  .  bei  den  elastischen  Erscteinftngen  znr  Gel- 
tung kommen,  und  so  wollen  wir  «rleieh  TOn  Anfang  aa  die  flachen- 
haften  Momente  Z., . .  aaßer  Acht  lassen. 
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Wa«  die  DrackkompoiiMiten  X^, . .  «igebt,  to  gwisttan  imB«n 
VoiMUselBDiig«iiy  «iMii  Teil  der  in  den  Symbolen  (85)  enthaltenen 
Summationen  gens  «Dgemeia  aoBzufUhren.  Ist  nämlich  die  Anordnung 
der  ElementarmfMeeii  anch  nach  der  Deformation  noch  regelmäßig, 
fio  läßt  sich  ohne  weiteres  angeben,  wieviele  Paare  (♦!<»)  eine  he- 
etimmte  relative  Lri^^r  '/neinander  besitzen. 

Ents]  1  iclit  liiimiich  dieser  relativen  Lage  ein  parallel  n  gemessener 
Abstand  n.^,  daiiü  gehört  zu  jeder  Elementarmasse  (t)  in  einem 
Abschnitt  des  oben  betrachteten  Zylinders  von  der  Höhe 
eine  Masse  (a)  in  der  verlangten  relativen  Lage.  Die  Elementar- 
.mMMn  (t)  aber,  welche  weiter  als  n^^  von  der  änmdflfiohe  F  dee  Zy- 
linder* eafefemt  sind,  fülm  besOglidi  der  betnohteten  Wirinmg  am. 

Beaeiohnci  t  die  AnxaU  der  MemeniaimaaMii  in  dar  Voinmen- 
einheift,  ao  irt  bieniMh  die  Anzahl  der  Massenpaaie,  wdohe  die  Ter- 
langte  relative  Lage  besiiaen,  also  Wirkun<^en  der  verlangten  Art  er- 
fahren, gleich  tfHf^'^  dabei  bezeichnet,  wie  früher,  f  die  Grundfläobe  dee 
Zylinders,  nnd  es  ist  Ton       der  absolute  Wert  zu  nehmen. 

A)is  ynrsteheudem  ergibt  sieh  nun,  daß  man  die  Ausdrüoke  (85^) 
schreiben  kann 

3q.-{S»..x,„    r.-£S"'«^'"  ^n-iS""^"' 

wobei  die  Summen  Ober  alle  möglichen  relativen  Koordinaten  x^^, 
Piaf  'iaf  ^^^P-  ^^^^  ^®  ihnen  entsprechenden  Werte  der  Kraftkompo- 
nenten  zu  erstrecken  sind.  Diese  Si^tunation  zu  veransohaulichen,  kann 
man  etwa  eine  einzige  Elementarmasae  (i),  in  der  Grundfläche  F 

liegend,  in  Betracht  aiehen  nnd  die  Summe  ^  über  alle  Massen  (a) 

m  dem  Halbmum  auf  der  negativen  Seite  (ii<0)  von  F  erstreoken. 
Lißt  man  n  soksessiye  mit  X,  Y,Z  parallel,  h^^  also  mit  Xf^,f^^f 
identisch  werden,  so  ergeben  sich  aus  f87)  die  Ausdrücke  för 
X,,  ..,  Xy,  .  .,  X,,  .  .  Ks  ist  bequem,  den  Koordinateuanfang  mit 
dem  Schwerpunkt  der  einen  ausgewählten  Masse  (i)  zusammenfallen 
au  lassen.  Fällt  n  in  die  +  X-Achse,  so  wird  danu  ~  ^«j  ^^d 

wir  können  schreiben,  iudem  wir  X,^«-»  —  X^^=  —  X^, . . .  setzen 
(unter  X^, ...  die  Wirkungen  der  einen  Masse  (t)  auf  eine  Masse  (a) 
▼entanden), 

x.-jS«.x.,  r.-:g*.r.,  z.-£S*.z..  (88) 

m  a  a 

Diese  ?>umnieu  sind  über  die  Massen  (a)  in  dem  Halbramn  X^<0 
zu  erstrecken.  Man  könnte  sie  ebensogut  über  den  Halbraum  x^>0 
nehmen ,  denn  jeder  Masse  in  dem  einen  entspricht ,  gegenüber- 
liegend, eine  solche  in  dem  andern  Bereich  mit  entgegengesetzten 
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s^,.,  und  abo  mit  gleichen  s^X^,  ^a^af  ^a^a' 

wollen  der  Symmetrie  halber  die  Hälfte  der  Summen  Ober  beide 
Bereiche  einfllhren* 

Indem  wir  eoUieflUeh  euch  noch  die  Lidiiee  a  als  nnndtig  miteas 
drUekoDi  gelangen  wir  sn  den  Fonneln 

^^-KgapZ,    r.-i^S;cr,    ^.-itga;^,  (8») 

die  Summen  Aber  alle  Elementarmnaaen  genommen^  die  eine 
beliebige  dieser  Maaaen  ringa  nmgeben. 

Analoge  Formeln  geltai  flir  die  DniekkemponeBten  JL, . .  und 

Um  T0n  den  Komponenten  der  Drache  gegen  ein  Mehenehmcnt 
mit  der  (innem)  Nonaale  x  m  deigenigen  bei  enlgegengeaetsten  Noi<> 
malenriohtongen  an  kommen,  hat  man  in  den  Tonteh^en  Fonnehi 
(nacli  deren  Ableitang)  nur  den  Fkhfeor  s  mit  —  in  Tertanaehen.. 
Es  gilt  somit 

X.+  X..-  r.+  T..- Z,+  Z..~  0  (90> 

und  aoalogee  fSr  die  andern  Komponenten. 

Ferner  ergibt  die  Vergleicbung  der  Ausdrücke  (d8)  and.  (87)  bei 
Heraaziehmig  der  Bemerkung^  daß 

II  —  «  cos  (ityS)  +  y  coe  (n,ff)  +  §  oos(fi,  ir) 

is^  sogleich  die  Beziehungen 

2,  —  2.  cos (n,«)  +     cos (fi,|f)  4-  X,  etm(n,ä), . . .  (91) 

Es  siud  dieselben,  welche  iu  §  90  ohne  Anwendung  einer  mole- 
kularen Hypothese  gewonnen  waren,  und  die  jetzt  ans  etnor  adohen. 
abgeleitet  sind. 

§  397.  Bereohmnng  der  Droekkomponenten.   Wir  haben  noit 

EU  beachten,  daß  die  Ansdrficke  (84)  für  die  Komponenten  der 
Wechselwirkungen  zwischen  zwei  Elementermassen  ausdrücklich  ein 

Koordinatensystem  verlangen,  das  mit  dem  beweglichen  System  ABO 
zusamindifällt.  Andererseits  beziehen  sich  unsere  Betrachtungen  auf 
den  deformierten  Zustand,  wo  tiie  A,  B,  C  aus  den  festen  Achsen 
Y,  Z  abweichen.  Indem  wir  die  Annahme  kleiner  Drehiingswinkel 
l\  m\  n'  zwischen  beiden  Achsenkreuzen  wieder  emiühren,  können 
wir,  anschließend  an  (77),  fUr  die  Kraftkomponenten  nach  den  Achsen- 
systemen die  folgenden  Beziehnngen  anftiellen 
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Die  Kompomeiitea  A,  B,  0  nnd  ftW  nach  8.  600  Fonktio&eii  der 
xelitiren  Eoordiuten  der  laemeiitaniuHneiiy  auf  deren  WeelieelwiT- 
kuageii  sie  sioh  benehen;  ihre  JLndeniiig  mfolge  der  Deformation  be- 
rolifc  abo  amaohließlich  auf  der  Veiftademiig  dieser  Größen.  Die 
relativen  Koordinaten  der  Maaaen  (o)  gegen  eine  naoh  den  Aeheen 
Ay  B,  C  sind  jetzt  kurz  6,  c  zu  nennen,  ihre  Änderungen  mögen 
demgemäß  mif  .^a,  Jb,  zlc  bezeichnet  weiden.  Wegen  der  Kleinheit 
dieser  Änderungen  kann  man  setzen 

A-Jf+^,4)'^a  +  (^t)'ji  +  {'^)'j   (93) 


wobei  die  oberen  Indixet  die  aof  den  mspxfln^efaeii,  imdefonm^rten 
Zaatand  belogenen  Fonktionen  ehankleriaieren. 

Beaeiehnen  noch  ^x,  du  die  Änderangen  der  lelatiTon  Koor- 
dinaten nach  den  fSBatm  Achsen  X^Y^Z  infol^  der  Defonnalion,  ao 
gilt  nach  (71),  d»  Tor  der  Deformation    mit     jf  mit  6,  j  mit  6 

h 

Ja  — .^a?  +  n*h*^  n^e^, 


Hierin  ist  aber  zu  setzen 
ao  daß  reaoltiert 

^«  -  »• + (1^ + »')  *° + -  »•') « V  •  •  (95) 

Dieee  Anadrfieke  in  (93)  eingeaetat  nnd  das  aidi  ergebende  Beanltat 
damaeh  in  (92)  eingeflllur^  üefem  die  in  den  Summen  (89)  anftreten- 
den  Komponenten  X,  T,      Für  den  Faktor  x  üolgk  ein&ch  nach  (94) 

Endlich  ist  noch  zu  berücksichtigen,  daß  Anzahl  ^  der  in  der 
Volumeueinbeit  vorhandeuen  Eiementürmassen  von  der  Deformation 
abhangt,  iiiiruiich  bei  Benntzim^  des  Aasdruckes  für  die  räumhche 
Dilatation  d  von  0.176  aick  rudu/ieii  auf 

Hiermit  sind  alle  in  den  Formeln  (89)  fdr  X^,  T^^  auftretenden 
Größen  durch  die  Differentialquotienten  von  w  nach  den  Koordi- 
naten, doroh        n'  and  daioh  Parameter,  die  tkk  auf  den  oiaprfing- 
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lidien  Zustand  beuehen^  ausgedrückt.  Die  gefimdenem  Werte  sind 
nnnmelir  einzusetzen  und  alle  Multiplikationen  nur  bis  auf  die  Glieder 
erster  Ordnung  bezüglich  der  Venuiddniiige&  duroh  die  Defozmatioii 

auszuführen. 

Das  Resultat  dieser  Operation  ist  sehr  kompliziert.    Es  ver- 

cinfftclit  ^icb  erheblich,  wenn  man  einmal  berücksichtigt,  daß  nach 
uast-rer  Annahme  Hie  TVfniiiation  von  fU-ni  imtfirlirben ,  sjiannungs- 
freien  Zustand  aus  statthudeii  soll,  daß  also  bei  verschwindenden  m, 
V,  n\  r,  m\  n'  auch  die  Dnickkoraponenten  verschwinden  müssen.  Dies 
tülirt  nach  (89)  zu  dem  Verschwinden  aller  neun  Summeu  von  der 
Form 

und  damit  der  Faktoren  «^iner  groiifii  Zahl  variabler  Glieder. 

V^  eiter  wirkt  vereinlaciiend  die  Bemerkung,  daß  nach  S.  ^Oi)  d)r 
Komponenten  .  .  .  sich  durch  das  Potential  der  Wechselwirkung  0 
ausdrücken  gemäß 

Das  so  gewonnene  Resultat,  das  man  durch  Heranziahnng  der  Ana- 
drücke für  X^f  Y^j  Z^,  y„  Z,  TervoUstäudigen  kann,  ergibt  die 
eamtiioheii  Dmckkomponenten  linear  in  den  neun  Argnmenten 

du  du  ,    ,       f     du       ,  f 

^— r,-»f'  1?  +  ''-»-  (9«) 

Hierin  sind  die  xj, . . .  neue  Bezeichnungen,  bei  denen  yj  ebenao 
wenig  gleich  ir^  ist,  wie  jetst  Y,  gleich  Z^, 

Die  Parameter  dieser  AnBdrUeke  sind  Snnunen  von  dem  Typ 

die  in  der  angedeuteten  Weise  abgekürzt  werden  sollen;  die  oberen 
Indizes  der  C  weisen  dabei  auf  die  Koordiruit«  n  hin,  die  im  Faktor, 
die  unteren  auf  diejenigen,  die  im  Nenner  aui treten. 

Das  Parametersystem  in  den  neun  Druckkomponenten  besitzt 
folgende  Gesetzmäßigkeit: 
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-X. 

-X. 


OS  OS  öS. 


OU 

OS 

OS 

^1»  ^13 

OS  Og 

cg  08 

OS  OS 


all  p\i  rtii 
11  ^11 

OS  cg  o?f 


11 


/TSl  rtn  rt9S 
^11     ^11  ^11 


cg  og  OS 


/IM  /nrlS 
^11 


OS  0»  CS 


OS  OS  OS 


og 


Ü2i   C72  02 


011  pi»  ni» 
rtil     rtit  rtn 

^81      ^81  ^31 


pii  n\%  rtii 
^81     ^ti  ^Si 

nt\     riii  nii 

^81 

OS  CS  OS 


nn  fOM  /m 

^38  ^^i» 

r»»i  rm  nti 

^33  ^33  ^83 

05  OS  og 


Die  GesamtzaJil  der  in  di<^seni  Schema  auftreteadeu  Parameter 
ist  nicht  81,  wie  es  auf  den  ersten  Blick  scheinen  möokte^  sondern  36|, 
da  nach  (100)  die  Eelationen  bestehen 

or;-orr-os'-ö;:,  aoi) 

und  nur  sechs  Kuiubinatiouen  oberer  resp.  unterer  Indizes  vorkommen. 
Immerhin  übertrifft  diese  Zahl  erheblich  die  der  Elastizitätskonstanten 
in  dem  Ansatz  (4).  Der  Grund  dafür  liegt  in  der  gröBuren  Allgemein- 
hteit  der  hier  benutsten  VonHuaeksungen,  inibesondere  in  der  Annahme 
Ton  siif  die  Elsmentennaisen  «anofibenden  DfehmigsmomentaDy  weloh» 
die  ünglslohbait  T<m  und  Z^,  ron  und  2^,  Ton  2^  and 
sowi«  das  AafMen  von  Brehmigeii  be^Ungm.    Wie  äAl 

trotedem  die  frühere  Zahl  von  21  elastiiebsn  Parametern  im 
engem  Sinne  ergibt^  wiid  weiter  unten  g^ceigt  werden. 

§  "299,  Der  Fall  gewöhnlicher  Zentralkr&fte.  Zunächst  mag  ein 
spezieller  Fall  von  großem  intercs^^c  voi  austjenommen  werden,  nämlich 
der  von  der  älteren  Molekulartheorie  allein  beriicksichtigte,  bei  dem 
die  molekularen  Wechselwirkungen  gewöhnliche  Zentralk riifte  sind. 
Macheu  wir  die  entaprechende  Annahme  über  die  zwischen  den  Ele- 
msoStKammm  wMwBden  Kiifte,  so  eniihili  das  Potential  0  nur  die 
JBatfiBmimg  r  »  ]/a'  +  6'  +  <^  der  weehaelwirkenden  Elamentamaasen^ 
ea  lat  also 

dadh'^  r  dr\f  dr)^"' 
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Dies  zeigt,  daß  di^'  in  den  Sütiitiipti  (100)  znvor  im  Xeiiner  der 
Difi'erentialquütienten  steheiideD  Koordiuateu  bei  der  ü-^-iuaLlit' n  An- 
nahm« sich  dein  Faktor  z,nge«ellen.  In  dem  Falle  rmliiclier  Zeiitiul- 
kräfte  sind  also  in  den  Parametern  6']J,"|"  alle  vier  Indizes  vertauschbar, 
olme  daß  der  bezügliche  Wert  sieh  andeit. 

Mustert  man  im  Hinblidk  hierauf  dM  Parameterschema,  so  ei^ 
kenaft  man  folgendw:  In  dem  Amdraek  einer  jeden  nruekkomponenie 
eriiatten  die  0Jüeder  mit  +  V  und  —  mit  +  m'  und  —  m\  mit  + 
und  —  W  denaelbeii  Faktor,  die  Drehungen  bllen  abo  ans  den  Aue- 
drOfiken  filr  die  Drucke  heraus.  Femer  werden  und  Z^,  und 
X.,  Xy  und  l',  identisch,  die  nenn  Aasdraoke  reduzieren  sich  aof 
sechs,  die  lin^  sind  in  x^y  y^, .  . .  und  nur  noch  21  Parameter  ent- 
halten. Ordnet  man  dieselben  in  der  frflheren  Weiae  und  veigleieht 
aie  mit  den  Ausätzen  (4)  tou  ä.  563 

so  ergibt  die  jetzt  erhaltene  Bedeutung  der  Parameter  c^^  die  sechs 

Beziehungen 

auf  welche  als  eine  Folge  der  SltevenMolefadartlieoxie  der  Elastisiüt 
achon  S.  564  Bezog  genommen  ist 

Diese  Beziehungen  setzen  nichts  weitere  tossqb  als  die  WirkmuK 
gewöhulioher  ZentraUoilbe  awiaehen  den  füementarmassen;  famere 
Beziehungen  ergeben  sich,  wenn  man  spezielle  Annalimcn  über  die 
Anordnung  jener  Mas«»f>ii  macht  '1  Da  aber  die  Gleichungen  (IOl*) 
bereits  den  Beobachtungeu  nicht  entsprechen,  so  erübrigt  ein  Ein- 
geben auf  derartige  Betrachtungen. 

Die  Beziehungen  (1U2  )  haben  eine  sehr  eigentümliche  Bedeutung 
für  die  geometriäcbo  VeraaschaulicUuug  der  elastischeu  Eigea»chafteu 
eines  Kristallee^  die  wir  in  §  284  erörtert  haben.  Hadb  dem  dort  Aua- 
etnandergeseteten  geaallieht  dieae  Yersnaehaaliehuiig  aatoigemift  mit 
Hilfe  einer  Oberfliclie  lierten  nnd  einer  iweiten  Gndes,  der  Biteneor- 
und  der  Tensorfiiche  dar  KlaatiiritittikonrtaiitMU  Betrachtet  man  nun 
die  in  (37)  gegebenen  Parameter  der  letzteren  Flaclie  und  vergleiflht 
^e  fieaiehnngen  (103),  so  erkennt  man,  daß  bei  Qfllti^eit  dieaer  Be* 
aiehnngen  jene  Parameter  sämtlich  verschwinden. 

Die  elastischen  Eigenschaften  eines  Eristalles,  zwischen 
dessen  Elementarmassen  gewöhnliche  Zentralkräfte  wirken, 

1)  Ö.  z.  ti.  Lord  Kdvin  (TT.  Thomson),  Proo.  £dinb.  T.  16,  p.  693,  1890; 
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werden  aiäo  eräcböpfeud  durch  die  Bitensoriläckü  der  Ela- 
fltizitftiskonstanten  allein  dargestelli 

Nach  dem  Ö.  58Ü  Bemerkten  verech winden  aber  mit  den  Para- 
metern der  Tensorfläche  der  Konstanten  nicht  gleichzeitig  diejenigen 
der  Modnln.  Die  Besieliungen  (102)  liefern  also  keine  entepreohende 
Verem&dlnmg  in  der  DantoUmig  der  ekstischein  Eigenadiaften  mit 
Hilfe  der  Modnln;  es  bleiben  hier  Tensor-  nnd  Biieosoifliehe  neben- 
einander bestehen,  allerdings  mit  ans  (102)  fliefienden  komplisiertea 
Relationen  swiseken  ihren  Parametern.  ^ 

Um  MißyerstSndnisse  zn  vermeiden,  sei  herrorgehoben,  daß  der  in 
diesem  Abschnitt  sonst  Ton  nns  behandelte  allgemeine  Fall  keineswegs 
die  Wirkung  gewöhnlicher  Zentralkrafte  zwischen  den  kleinsten 

Teilen,  z.  B.  den  Atomen,  rlersolben  oder  verschiedener  Elementar- 
masRPn  anssehließt.    Aber  im  allgemeinen  Falle  reduzieren  sieh  die 
zwischen  zwei  ganzen  Elementarmasseu  stattfindenden  Wechsel 
Wirkungen  nicht  auf  einlache  Zentralkräfte  zwischen  deren  Schwer- 
punkten, was  die  ältere  Theorie  annahm. 

§  299.  VevaUeMMlaerte  GleleihgvwiQlitsbeditiguugen.  IKeOIddi- 
gewichtsbedingongen  für  einen  Teü  eines  deformierbaieii  Körpers  er- 
bilt  man  sehr  einfiich  durob  die  Überlegongy  daß  das  Gleichgewiebt 

nicht  gestört  werden  kann,  wenn  man  den  betreffenden  Teil  starr 
werden  läßt.  Es  müssen  sonach  die  auf  jenen  Teil  wirkenden  äußern 
Kräfte  jedenfalls  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  für  starre 

Korper  aus  §  80  erfüllen.  Inwieweit  die  so  gewonnenen  Bedingungen 
ausreichend  sind,  bedarf  natürlich  der  speziellen  rnterBUchung. 

Wendet  man  diese  Überlegung  auf  ein  parailelopipedisches  Volumen- 
element des  Kristalles  an,  dessen  Flächen  parallel  den  Ebenen  YZ, 
ZXf  XY  li^en,  so  erhält  man  leicht  die  Formeln 


Yon  denen  jede  ein  Formeltripel  repräsentiert. 

Unterwirft  man  einer  ähnlichen  Überlegung  ein  Haches  zjUndri- 
Schee  Volomenelement,  dessen  eine  Grandfl&die  dnrch  ein  Oberflachen- 
dement  des  Körpers  gebildet  wird,  so  resoltieren  die  Bemehnngen 

r.-F,  (104) 

M  bedeutet  bierin  die  innere  Nonnale  des  Köipen. 

Diese  Formeln  gehen  in  die  8.  164  u.  f.  abgeleiteten  fiber,  wenn 
die  körperlichen  Drehnngsmomente  L,M,N  Tersehwinden.   Es  laßt 

y>tg»,  nrittallgliyrik.  $9 
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tuli,  wie  bei  den  frtthenn  mMdeikn  Bedingungen;  zeigen,  diB  Im  ge- 
gebenen X,,,,  Lf.»  und  2^ . .  und  bei  Anwendmig  dar  Fonneln  (91) 
die  Deforaifttionen  und  die  Drehungen  durch  ohige  Formeln  eindeutig 
bestimmt  werden,  —  vorausgesetzt  nur^  daß  die  Parameter  C^^  des 
Schema«;  atif  8.  607  eine  ähnliche  Bedingung  erfOUen,  wie  tie  S.  566 
bezüglich  der  filestiiititikoiistanteii      beeprochen  ist 

§  dOO.  Verallgemeinorte  PcteBüele.  Faßt  man  iiie  sechs  Glei- 
chungen (103)  mit  den  Faktoren 

sosemmen  mid  integriert  Ober  den  gamen  elastisohen  Körper,  so 
leeoltiert  bei  Rflekiielit  auf  (91),  (99)  und  (104) 

0  ^Jlfdk(Xdu  +  Tdo  +  Zd»  +  LdV  4-  M4m'  +  Mn') 

-tj'do^JCdü  +  Tdv  -i-  Zdü;)  (105) 

+/djk(x,d*.+ . . .  +  Ydy;  +  z^sz;  +  ...). 

Nach  S.  168  stellt  das  letzte  Integral  die  Arbeit  der  innem  Kräfte 

deis  elastischen  Korpers  dar,  und  da  diese  Kräfte  nach  unserer  An- 
nahme auf  Elementarwirknnp^u  beruhen,  die  ein  Potential  haben,  so 
mub  die  Funktion  unter  dem  Integral  (die  auf  die  Volumeneinheit 
bezogene  Arbeit  ö'a^  ein  Tollständiges  Differential  sein,  d.  b.^  es  muß 
gelten 

Für  das  Ftoametenehema  8^  607  verbngeii  diese  Benehtingen 
eine  sor  Diagonale  symmeinsobe  Fonn,  die  in  der  Tat  roriumdeB  ist 

Man  kann  das  erbaltene  Resnltat  nosh  anders  ansdxüokeiL  Naek 
B.  665  sind 

T(|f~|i)"^'  tÖ^^II)"**'  T^""!?)"* 

die  Komponenten  der  Drehung,  welche  das  Volumenelement  bei  der 
Deformation  erleidet;   (^  —       (ffi'  —  m),  (»'  —  «)  stellen  die  rela- 

tiren  Diehnngen  der  Elementannassen  gegen  das  Yolnmenekmanl  dar. 

Bei  EinfBbmng  dieser  Gfar5ßen  mid  bei  Heransiehung  Ton  (99) 
kann  man  sohreiben 

■^hiY,+  Z,)dy,^^{Z,^Xjdz,-hi{X^-^  Yjöx^.  (108) 
+  (r.  -  Z^d(P  -  0  +  (Z. -  ijd(ai'  -  a.)  +  (X,  -  YJi(W  ^  ny 
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Die  Anwendung  des  Satzes  yon  S.  150,  Terbnnden  mit  der  Be- 
wasAnagf  daß  x^^  y^,  z^,  \y,^  \z^,  \  gewdludieliftTaiisarkompoBaiteii, 
(T  —  l)f  (m'  —  m),  {n'  —  n)  aber  Yektoikompoiienteit  nnd,  iUirt  m  dem 
iMitoroBianton  Boiidtet^  daft  in  dem  (TOdiegendeD.)  rilgemfinen  FaU» 
wo      Ton  Z^ubL  TenohiedeB  rivd, 

gewöhnliche  (pohure)  Tenecnrkoinponenien, 

T.-Z^  Z.-X.,  X,-T. 

aber  (axiale)  Yektorkomponenten  darstellen;  lelatereB  ist  in  Über- 
einetimmnng  mit  den  leisten  Formeln  (103). 
Da  nach  nngem  Grandannabraen 

geaetst  werden  haim,  unter  9  dae  auf  die  VoliuneBeiaheii  hMogwie 
Potential  der  inneren  Kräfte  Teratanden,  so  erscheint  naeh  (108)  dae 
Potential  tp  ebenso,  wie  die  neun  DruckkomponenteHy  als  ToUsAindig 
bestimmt  durch  die  neun  Unabhängigen 

x^,  {V- i), . . .  (n'— «). 

Zi^leich  gilt  nun 


(109) 


Fllr  das  Potential  9  ergeben  die  obigen  Resoltate  der  MolekiüaF 
iheorie  einen  Anedrae^  der  bilinear  sein  mnß  in  jenen  nenn  Aign- 
mcmten,  flr  die  wir  (im  Ansehlnß  an  firflheres)  kurz  setaen 

y,^^t  ',—^1  y,— «^4» 

und 

V^l^di,  «•'—»-•dl,  Ii'— n  — 
Wir  schreiben  demgemifi 

und 

^9«  —  22^kh^^t    9ß  —  22ßa^h\  (110) 
wobei  h  und  ü;  —  1, 2, ...  6,  f  nnd  j  —  1, 2, 3. 

99* 
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Olm«  Besdniiikiiiig  der  AUgememkeit  kann  hierin 

geistek  wwdflD,  wihrand  ein  SluilielMf Z  nimmwihang  twitöhen  ^  und 
DiB  Fotmaln  (100)  weideii  ]ii«niaoh  sa 

<?«i  ■  '    '  (III) 

— — 

§  301.  Bcsiehnngen  zwisclieii  den  Parametern  der  Potontiale. 
Was  die  Parameter  der  Ansätze  (HD)  an<:j;eht,  so  ist  ihre  Auzalii  im 
ailgemeiusteu  Falle  45,  und  da  sie  sich  sämtlich  durch  die  36  Fuuda- 
mentalpftruneter  C'Ä7  ^  SoheuiM  «nf  S.  607  aiudrlteicen  mfliMa,  fo 
eriiaQA^  daE  iwiMliaii  ihnan  nmui  Berieliungen  bartehfla. 

Der  Zniammenhing  iwiiolieii  dm  nmiai  und  dw  alten  Kon« 
aianton  iat  ttbrigena  Iddit  erkennbar.  Kaek  dar  Definition  der  ^  m,  n 
in  (107),  deijeiijgan  der  x^,  x*^ ...  in  (99)  argilit  aiöh,  daB 

yl  ■^Mi'^ys'^x^,  ... 
und  (112; 

Somit  kann  man  die  Ausdrücke  der  Tabelle  &.  607)  so^^cb  in  dieaen 
Varubeiu  ordnen.   Z,  B.  iat 

nnd  ana  dam  Anaatat  (110)  folgt 

+  Ai  (i'  -  0  +  Ä.  («'  -  «•)  H-  At    -  ••).  (1 14) 

Ihnlieh  ergibt  die  Tabelle  S.  607 

-  (r-z,)-  (c;j-c^)*,+  ...  +  «cg-cs)y,+--.       ^  ^ 
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wilkrend  aus  (110)  folgt 

-  (r;-^,)-Ai*.+  •  +  A4lr.+  •••  +  ru(^'-0  +  - 
Die  Vergleiohung  der  entaprechenden  Ausdrücke  bestiiomt  sogleich 
^Ajfcj  /^<A>       durch  die  6'^"^". 

Um  die  neaen  Puramet<?r  auf  die  verschiedenen  Kristallgnippeii 
zu  spezialisieren,  ist  es  nicht  nötig,  aul'  ihre  Definition  durch  die 
Summen  in  (100)  zurückzugehen;  wir  können  vielmehr  die  Symmetrie- 
betnuilitiuigeii  diinkk  aa  die  FunlEtionen  <p„,  (p^,  tp^  anknüpfen,  wdche 
naeh  ihren  Definitionen  eSmUiclL  xentrifleh-symmebieQh  sind.  Dabei 
ist  9»,  dem  iMitirarmimslifln  Potantial  |  der  elaetiedien  Knfte  (8.563),  ^ 
damjenigei^  der  dielektriechen  oder  magnetiflolMil  Influenz  (S.  414  u.  472) 
konfonn;  die  Aber  dieee  Funktionen  gewonnenen  Resultate  lassen  sich 
also  ohne  weiteres  verwerten.  hat  die  Gestalt  des  thermodjnsp 
mischen  Potentials  des  Piezomagnetismus,  über  das  im  nächsten 
Kapitel  zu  handeln  sein  wird;  wir  wollen  auf  sein*»  allrreinoine  Be- 
traclituiig  nicht  eingehen,  sondern  nur  emiL;.  uns  hier  interessierende 
Kesultate  der  bezüglichen  Entwicklungen  vorauanehmen. 

§  803.  Speslelle  ime.  ISnwiikimgen;  welche  durekt  auf  die 
ElenMotamiaeMn  der  Kristalle  Dreiiangemomente  anaflbeii^  haben  sieh 
biaher  nieht  reaüiaieren  laasen;  ftr  die  Theorie  aller  amgeführfeen  Be- 
obachtungen iat  aomit 

zu  setzen,  abso  nach  (lu3j  auch 

Dieae  Besieihungen  können  nach  (III)  geschrieben  werden 

und  liefern  in  dieser  Form  Anadrtteke  ffir  die  Drehungen  d 
dureh  die  Deformationsgrdfien 

Da  zogleieh  nach  (111) 

 äi^ — ^*   «-,... 

als  lineare  Funktionen  der  und  rf^  gegeben  werden,  so  kann  man 
an«  ihnen  mit  Hilfe  der  Formeln  (118)  di©  Komponenten  elimi- 
nieren; das  Kesultat  dieser  Operation  sind  Ausdrücke  für  die  sechs 


(117) 

(118) 
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DradEkomponenteii  X^,  ...      Ton  dar  Foim  (4),  d*  h.  mit  21  Kon- 
stanken,  wie  sie  den  frUheren  Überlegungen  sagnmde  gelegt  war. 
Man  Innn  Knuush  ani  den  Druckkomponenten  auf  die  Deform 

mationsgrößen  ar^,  und  von  diesen  auf  die  Dreliungen  schließen. 
Aber  die  Parameter,  welche  den  If'tztoren  Zusammei:hnn!:T  darstellen, 
"-ind  nicht  aus  Elastizitätsbeohachiungen  zu  erschließen.  Letztere 
können  höchstens  21  l'arameter  liefern,  und  die  Gesamtzahl  der  in 
imsern  Formeln  auitretenden  unabhängigen  Konatanten  iät  ira  all- 
gemeinen 36. 

Wir  Termögen  dampach  biahar  wmt  naek  Symaafariegrlliidan  &ai> 
snataQaDy  ob  fibarhaapt  and  waleha  moiakidanD  Dralrnngaa 
bei  einar  Eriitallgnippa  auftraten  kAnnan;  aa  faUea  aber  noch  die 
Mittel,  daran  GrGßen  zahlenmSßig  zn  beatimmen. 

ImmariuD  sind  daraitige  Resultate  von  Interesse.  Wir  wollen, 
tun  ihre  Eigenart  henrorfanetan  m  lassen,  dieselben  für  einige  be- 
sonders wichtige  Kristallgnippen  zusammenstellen.  Dabei  sollen  fÖr 
dieselben  die  früher  definif-rten  irauptkoordinatPTiat'h;'"n  l)enutzt  werden. 

Die  erste  Abteilung  des  regulären  Systems  mit  der  Sjmmetrie- 
fonnel  (AJ*\Ä^^^^)  läßt  keinerlei  Parameter  ß.^  zu;  demnach  smd  hier 
V — If  m  —  m,  n'— n  auch  stete  gleich  Null,  d.h.  die  Moleküle  der 
betreffenden  Kristalle  drahan  sieh  bei  Deformationen  nur  mit  den 
Yolnmenalamentoii,  niöhi  latafeiT  m  diesen. 

Für  die  swaita  Abtailmig  daa  xagnlSran  Sjatoma  mit  dar  Foimel 
{AJ^  ~  ÄJ'"^  ^  JJ^  besitaen      und  9^  die  Formen 

=  ßuijyß'  -  ^  +  ^.C»»'  -    +      -  w)),  .jg^. 

29y  -  yiCa' -  i)' +  cm' -  ff»)« -i- (»' -  fi)^). 
Dia  Beneliungen  (118)  lanisn  biemaeh 

^uy.+  yi(^'-0  =  Äi^x  +  yi(***'~«*}=^iia?,  +  yi(«'-w)-o.  (121) 

In  dieser  Abteilung  oder  Obergruppe,  der  nach  S.  98  von  bekannten 
Mineralien  Pyrit  und  Natrium chlorat  zugabSren,  bewirken  also  De- 
formationen, die  mit  WinVelünderungen  ff,,  s^,  r  verbunden  sind, 
selbständige  Drehungen  der  Eieinentariuassen.  Da>  einfachste  Beispiel 
einer  solchen  Deformation  liefert  die-  Drillung  emes  ivi'eiäzylinders, 
dessen  Achse  mit  einer  kristaüographisclien  Hauptachse  ^Ufiammenfällt. 
Nimmt  man  hinzu  den  der  Symmetrie  entsprechenden  Ausdruck 

so  erhalt  man 

—  -X,  =  «u^*  +  ««(yy  +        •  •  y  /^2S) 

-  r,  -  -   -  «^y. -i- ^,,(r  -  z), . . . 
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Die  Eomlniiatioii  mit  (131)  ergibt  daim 

-  r. —  z,=  (a^-ßlMy.. . . .  (124) 

Es  eotsprecheD  luennaoh 

den  früher  eiugefillirten  Elastizitätskonstanten  c^^,  c,,,  c,,,.  — ' 

Für  die  erste  Abieüung  des  iiexagonalen  und  dos  tetrügonalen 
Syttems  mit  den  Symmetriefonneln  (A,^*\  ÄJ^)  und  {ÄJ*\  ÄJ^)  er- 
gibt ndh 

9f,  -  ßiA(»ß*  -    -         -  »))f  Q 25^ 

29',=  yi((i'-?)*  +  («»'-»»)*)  +  ym(«'-»)'- 

Die  Besiehungeii  (118)  laaten  d^gemäß 

A.». + -  0 — A*».  +  M«»'  -  •»)  -  (•'  -  »)  -  0.  (126) 

Eine  selbständige  Drehung  um  die  Z-Hauptachse  ist  iiier  ausgeschlossen; 
eine  Winkeländerung  y.  ergibt  eine  Drehung  um  die  X-,  eine  gleich- 
große Winkelanderung  £^  ergibt  die  jener  entgegengesetzte  Drehung 
um  die  F-Aohse. 

Für  die  zweite  AbfceQimg  dieser  Systeme  mit  dem  Fonneln  (^/^) 
reqp.  (A<*>)  güt 

iriQiread  der  frfihere  AoBdrauk  ftlr  berteben  bleibt.  Die  hierdmroh 
dargesteUte  Wirkung  ist  erheblieh  komplizierter;  die  Formeln  leaeen 
aaoh  eine  selbetSndige  Drehung  um  die  Z-Achse  sq. 

Für  die  erste  Abteilung  dee  trigonalen  Systems  mit  der  Formel 
a    AJ'^)  güt  endlieh 

ir&hrend  9^  den  Wert  (125)  behalt  Die  Beziehu  i    ii  (118)  lauten  hier 

-(AA+Ai«,)  +  yi(«'-*»)-o,  »'-»-.a 

§  303.  Weitere  Ausblioke.   Bis  hierher  hat  die  Yerwendong  der 

molekularen  Hypothese  für  die  Theorie  der  Elastizität  wenig  mehr 
geleistet,  als  die  phänomenologische  Übp'  I-'cning,  welche  im  1.  Abschnitt 
auseinandergesetzt  ist;  immerhin  wird  mau  den  Gewinn  an  Anschau- 
lichkeit, den  eröffneten  Einblick  insbesondere  auch  in  die  besetze  der 
Drehungen  der  Elementarmassen,  nicht  ganz  gering  anschlagen  dürfen. 
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Eine  gan7  andere  Bedeutung  wflrde  die  molekulare  Theorie  ge- 
winnen, wenn  sie  über  die  Aussagen  der  Ph'inoTnpnnloi^ir  hinmi?- 
gehen  könnte.  Die  Mötrlichkeit  hierfür  ist  olme  wei  Leres  zuzugeben. 
Die  Eli^izitätskonstan 1 1  II  sind  nach  den  Entwicklungen  dieses  Ab- 
schnitteB  duieh  äummeii  von  der  Form  (lüOj  dargestellt,  und  diese 
AnsdrQcke  Imboii  sich  bereehnen,  wenn  das  Elementargesek  der  mole- 
knlam  Kiifke  und  di«  xKumliche  Anordnung  d€r  läerneakunumeak 
bekannt  sind.  Für  beidM  bctiteen  m  aber  guis  beitimnito  Aahnlte- 
pnnkte. 

Die  einzig  mögliohfin  Anordnungen  sind  durch  die  jB^MKMSBohen 
Baumgüter  geÜeferi^  von  denen  für  jedes  Kristallsystem  nur  sehr 
wenige  in  Frage  kommen.  Das  Gesetz  der  Molekularkrafte  ist  durch 
BTmmetrische  Kugelfniiktionen  darstellbar,  die  so  zu  wählen  sind,  daß 
sie  der  Symmetrie  der  Kristallgruppe  entspreche)!,  und  man  wird  * 
Tersuchfiweise  mit  der  niedrigsten  der  in  Frage  kommenden  Xugel- 
funktioneu  vorgehen. 

Führt  für  irgendeine  Kristallgruppe  eine  bestimmte  Wahl  be- 
Bfi^idi  doi  Rsamgitte»  nnd  dee  Witfarngsgesetees  su  tmm  Zikl  Yon 
IPenmetem,  die  geringer  ui,  ab  diejenige  der  ISliiitirititwkoMatMiten 
der  phinomeiioli^ischen  Theorie,  so  mofi  sieb  zwiidien  den  lelileren 
Konstanten  eine  Reihe  numerieober  Benehungen  ergeben.  Die  Ver- 
gleiobnng  derartiger  Baciehungen  mit  der  Beobacbtang  geitattei  eine 
Prüfung  der  sngnmde  gelegten  Annahmen. 

Gelingt  es,  eine  Wahl  zu  treffen,  die  einer  beobachteten  Re- 
lation /witschen  den  Elastizitatskonstanten  entspricht,  so  bedeutet  dies 
einen  ei lu  bJichen  Fortschritt  in  der  Theorie,  Yergleichbar  der  Ent- 
dpcl;uiig,  duli  das  Zahlen  Verhältnis  c^Jr^  —  n/'.)  auf  einatomige  Mole- 
küle deutet.  Ein  solches  Resultat  lehrt  zugleich  eine  beobachtete 
numerische  Beziehung  yerstehen  und  wirft  Licht  auf  die  Konstitution 
des  EneteUa,  anf  vdtehen  du  Reeoliat  «ich  besieht. 

Die  angedeateto  theoretieebe  Uniermdrang  bietel  keinerlei  prm- 
zipieUe  Sehwierigkeii^  da  der  Weg  streng  Torgeaeiebnfit  ist;  sie  wird 
einigennaßen  umsündlidi  sein,  da  es  sich  nm  die  Auswertung  von 
Snnunen  handelt  Ton  denen  eine  siemliche  Zahl  yon  Gliedern  in  Reeh- 
nung  gezogen  werden  muß.  Besonders  aussichtsvoll  erscheint  eine 
Bearbeitung  des  trigonalen 'und  dos  hexatronalen  Rystem?.  da  mit 
jedem  von  beiden  nach  S.  114  nur  ein  J Im vais sehen  l\;uimLj:itter 
vereinbar  ist.  Es  kommt  hinzu,  daß  ht-^rmders  für  Kristalle  des 
trigonalen  Systems  relativ  viele  Bestini uiuugen  von  Elastizitiltskon- 
stimten  vorliegen.  Wir  gehen  auf  alle  Beobachtungen  weiter  unten 
naher  ein* 
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III.  Abschnitt 

Ein  dmli  Eiiwirkiugeii  aif  Mine  6raiidille1i«n  IXngB  der  Adise 

fleleMTnig  ges|Muniter  Zylindeip. 

§304.  Allgememe  Vorbemerkungen.  Die  eiiitat  bsteii  in  §279ll.  f. 
erörterten  Fälle  elastischer  Deformationen  haben,  eben  ihrer  iiußersten 
Einfacbbeit  halber,  kein  sehr  großes  theoretisches  Interesse}  auch  als 
Objekte  der  Beol»iditaiig  kommeii  eie  wegen  der  in  aUen  FlUen 
inßerat  kleinen  Betaige  der  Yeifindernngen  bislier  wenig  in  Frage.  In 
beiden  Hineichien  bedentnngiToUer  ist  daa  Problem  der  Defoimation 
dOnner  Stäbe  durch  anf  die  Endquenchnitte  auigefibte  änfiere  Ein- 
Wirkungen.  Hier  entstehen  einerseits  interessante  Üieoretische  PVagen, 
andererseita  haben  die  eintretenden  Deformationen  die  Eigenschaft^ 
Dislokationen  zu  bedingen,  welche  der  Beobachtung  leicht  zuganglich 
sind.  In  der  Tat  sind  fast  alle  exakten  Bestinimuniren  von  elastischon 
Paraniptprn  an  ivrifitallen  mit  Hilfe  von  Messuiigeri  der  Bir<^ungon 
und  Dnllungeu  von  relativ  zur  Länge  düüuen  Ställen  ihn chgefüLrt. 

Formeln  für  die  longitudinale  Dehnung  eines  Stabes,  der  aus 
einem  ünstaii  des  regulären  oder  trigonalen  Systems  (1.  Abt.)  in  be- 
liebiger Orientierung  ausgeschuitteu  ist,  hat  Fr.  Nmniann^)  abgeleitet. 
Aus  ihnen  lassen  sich  auch  die  Gesetze  fUr  die  Bieguug  derartiger 
-  Stftbe  in  einer  auareiehenden  AnnShenmg  gewinnen.  Ein  Vefsnch, 
im  Anacklnß  an  Gbudkyadie  Metboden  die  Drillnng  «inee  redit- 
eckigen  Prismas  ana  einem  reguliren  Eriatall  zu  erhalten,  iat  hingegen 
nicht  geglflckt;  die  hierftr  durch  Nevanann  erhaltenen  Reaaltate  stellen 
keine  genügende  Annäherung  dar.*) 

Eine  exakteie  Behandlung  des  Problema  der  Deformation  eine« 

relativ  zur  Länge  dünnen  Zylinders  aus  isotroper  oder  in  bestimmter 
spezieller  Weise  äolotroper  Substanz  hat  in  zahlreidien  wichtigen  Ab- 

handlnngeu  De  Saint  Venant*)  gegeben.  Seine  Ausgangspunkte  sind 
die  zwei  Annahmen:  1.  daß  in  diesem  Zylinder  die  Faden  parallel 
der  Längsachse  aufeinander  keine  Wechsolwirknngen  transversal  zur 
Achse  ausüben,  2.  daß  die  Deformatinnon  auf  dem  überwiegeuuen  Teil 
der  Länge  des  Zylinders  nicht  vun  den  Einzelheiten  der  Verteilung 
der  äußern  Einwirkungen  über  die  Endquerschiiitte  abhängen,  sondern 

1)  S.  hienn  s.  B.  Fr.  Neumann  ^  YorlesnngMi  ttber  die  Theorie  der  Elasti- 
zitftt,  Leipzig  lHg5.  p.  164  u.  f.;  O  Baumgartmt  Pogg.  Ans.  Bd.  p.a6e,  1874; 
W.  Voigts  ib.  £rg.  Bd.  7.  p.  1  n.  177,  1876. 

S)  Ein  experimenteller  Kaehweit  der  UnznlKnriglreit  der  Cawcfty  sehen  Ue- 
«hode  ist  an  GIm  erbracht  von  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  Bd.  1.'»,  p.  497,  18SS. 

8)  B.  de  Saint  Venant,  bes.  Mem.  des  Sav.  I^tran^.  T  14  p  288, 1866;  Jouni. 
de  LiouviUe  (S)  T.  1,  p.  89,  1856}  ib.  T.  S,  p.  257  u.  853,  lö6S. 
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nur  von  den  aus  ilmen  resultierenden  üesamtkomponenten  oud 
Drebun  gsm  o  m  pti  ten . 

Die  erste  Annahme  erscheint  einigermaßen  willkürlich  und  mir 
durch  den  bei  isotropen  Körpern  überraschend  großen  Erfolg  gerecLt- 
fertigt  In  der  Tat  werden  wir  sehen,  daß  bei  Kristallen  wichtigste 
Arien  der  Deformation  dnieh  Uize  EinlBlirung  von  der  Behandlimg 
«usgeBcfaloBsen  werden.  Wir  wollen  daher  uoaeiw  Untenradiuiig  eine 
andere  tmd,  wie  wohl  gesagt  werden  daif^  eine  einfoehere  und  allgemeineie 
Grundlage  geben.  Daa  «rate  in  Angriff  in  nehmende  Fh>blam  woUen 
Avir  dabin  formulieren,  diejenigen  Deformationen  eines  seitlich 
freien  und  körperlichen  Kräften  nicht  anagesetzten  Zylindera 
zu  bestimmen,  bei  denen  die  Deformationsgrößen  und  somit 
auch  die  Drucke  längs  der  Zylindoraehse  konstant  sind  ') 

Bei  df»ni  Aiisifelien  von  rliespi  ru;i(llatre  wird  sich  dann  von 
selbst  die  BedeutuDg  der  zweiten  De  6amt  yetuifUschen  Annahme  für 
unser  Problem  ergeben. 

Dem  in  diesem  Abschnitt  beliundelten  Problem  kann  nian  em 
«weites  gegenüberstellen,  das  ihm  in  mancher  ffinaicht  parallel  geht: 
die  Deformation  eines  anf  den  ÖrundflSchen  freien  und  anf  der  Hantel- 
fläche  gedrückten  Zylindera  bei  ISnga  der  Aehse  konstanten  Defor- 
mationagvöBen  und  Drucken.  Dasselbe  ist  von  jSSom^Mma*)  bearbeitet 
worden,  hat  aber  kaum  Beeiehungen  snr  Beobachtung  und  muß  daher 
hier  unberOckaichtigt  bleiben. 

§  305.  Festlegung  der  durch  das  Problem  migela438enen  äußeren 
Einwirkungen.  Wir  legen  die  Z-Achso  df"^  wiJJkürliclien  Koordinaten- 
systems der  Achsenrichtung  des  Zjlmders  parallel,  den  Anfangspunkt 
in  die  eine  Gruiiuliiichey  ohne  über  den  Ort  daselbst  si 'non  eine  Fest- 
setzung zu  treffen;  ebenso  wollen  wir  die  Orientierung  des  Aif- 
Achaenkreuzes  zunächst  unbestimmt  lassen. 

Unaerem  Mheren  Oebraneh  nach  Idtten  wir  diese  Achsen  ala 
X',  T*,  Z*  zu  beaeichnen  und  in  Gegensatz  an  den  X-,  F>  J^Hanpt- 
acfasen  zu  bringen,  auf  die  sieh  die  Schemata  8. 685  n.  f.  beziehen.  Da 
wir  aber  zunächst  über  die  Symmetrie  des  KriataUa,  aus  dem  der  Stab 
hergestellt  ist,  keinerlei  Annahme  machen,  also  eigentlich  einen  Kristall 
des  triklinen  Systems  Toranssetzen,  und  da  bei  einem  solchen  kein 
kristallogrHy»liisch  ansgezeichnetps  Koordinatenacbsensystem  existiert^ 
so  wollen  wir,  um  «lie  ^Aw  «rroße  Ilänfnntr  der  Indizes  (")  zn  ver- 
meiden, bei  den  folgenden  allgemeinen  Betrachtungen  ein 
System  benutzen. 

1)  W.  Voigt,  Gdtt.  Abh.  Bd.  M,  p.  59, 1887.  HierhsigtthOrigee  bei  JT.  Sodemdt, 

Frogr.  EOnigsb.  1904  u.  1<)06 

8)  C.  Somigliana,  Ann.  di  Mat.  pura  ed  »ppL  {2)  T.  30,  p.  1,  1892. 
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d  Aswuidung  unsrer  rilgamtiiwai  BaroUate  auf  spezielle  Kristall« 
gruppen  haben  wir  xma  dann  nur  zu  erinnern,  daß  dae  benntsste  Eo- 

ordinatensysiem  ein  willkürliches  ist,  daß  also  unsre  Formeln 
aucli  gelten,  wenn  wir      y,  g  mit      y',  f sowio  Cj^  n^d 

mit  c^/j  und  s^^  vertauschen.  — 

Da  die  Dmckkompunenten  nach  untrer  Grundannaimie  ?ou  z 
unabhängig  sein  sollen,  und  da  wir  körperliche  Kräfte  ausaohliefidn 
wollen,  so  nehuien  die  Uauptgleichungen  (12)  die  Form  an 

^"■■äF+^y'   ^--ä^  +  gy'   ^""äF+aF'  ^^^^^ 

Die  Grenzbedingniigen  für  die  ini»  Mantelfl&ehe  mit  der  Normale  m 
lauten  nach  (13)  utul  (14) 

0  »  X«  008  (n,  a?)  +     coa  {n,  y),     0  —  F.  ooe  (w,  x)  +     oos  (n,  y), 

O^Z^eoB  (»,  x)  -\-  F^eos  (n,  y).  (131) 

Für  die  (irundfliiche  jer  =»  0  gilt^  weoB.  X^,Y^f  die  dort  wirkenden 
äußern  Kräfte  bezeichnen, 

3r,-j;-0,  F,-r.^O,  -^,-^.-0;  (132) 

für  die  Grondfl&ehe  jr««)  dagegen'),  wenn  dort      T,  E  wirken, 

X+X,-0,   F+r.==0,   Z+Z.=  0.  (133) 

Hierin  brauchen  die  X„  F.,  Z,  für  die  beiden  Grandflächen  nicht 
nntersihiedHn  zu  werdäi,  da  alle  Druokkomponenten  von  »  unab- 
hängig Si'iii  sollen. 

Er  s(  i  bemerkt,  daß  t.s  mitunter  anschaulicher  ist,  die  äußern 
Einwirkungen  nur  für  die  Grundtläche  jer  «=»  /  direkt  vorgeschrieben, 
für  die  Grundüäciie  *  =  0  aber  durch  die  dort  stattfindende  Be- 
festigung dee  Stabes  geleistet  zu  denken.  — 

Beieielmen  wir  die  Geeamtkomponenten  der  Einwirkungen  naeh 
den  Coordinatenaohaen  ftr  die  beidien  QmndflSelien  mit  A^^  B^, 
reep.      "B^      die  Drehnngsmomente  derselben  um  die  Eoordinaften- 
aebeen  mit  X^,  M^,      reep.  L,  M,  N,  so  gilt 

A^-fx,dq,  B^-fYM.  0^''fZM\  (IW) 

J\Z,H,         M.'^-^fxZMf         J«;-  /(«F-yZJ<i«; 

L^-ßfZ^dq^Bl,  fxZJq-\-Al,    N  f{xY^~  yX,)dq', 

1)  Eine  Vt  r  ^  p^h  ^olung  dieses  Symboles  /  mit  dem  gleicbeu,  früher  filr  die 
Drekauggkompoiieiite  um  die  X-Aoh«e  benutzten,  ist  wohl  nioht  zu  fürchteo. 
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die  Int^ationen  sind  über  einen  beliebigen  Qnflnohiiitt  za  aehimm^ 

da  die  Druokl<o?nponenteii  z  mrhi  eTitbftlff»!! 

Nach  den  allgemeinen  mecliauiscken  Gltiicligewielit.sbedingungeit. 
mufi  nan  gemäß  der  S.  009  gemachten  Bemerkung  gelten 

Die  vierte  und  fünfte  dieser  Bedingungen  ergeben  nach  den  Werten 
aus  (134) 

a-4,«.B-Ji-0,  (136) 

d.  h.,  der  Terlanpte  Zustand  einer  IHngB  der  Zylinderacbse 
gleichförmigen  Deformntion  kann  nur  eintreten,  wenn  di& 
Einwirkungen  auf  die  Grundflächen  des  Zylinders  keine 
Gesamtkomponenten  nach  den  Querachsen,  sondern  neben 
Drebungsmumeuten  nur  noch  Gesamtkomponenten  nach  der 
Zjlinderacbse  liefern. 

Ef  mi  bemflj^  daß  infolge  dei  Tendiirindeiia  iler  KiiAe  A 
und  B  die  Drehungamomente  Jlf  die  NfUmr  Ton  Krftftepasren  «i^ 
Batten,  also  buu  aueh  um  Parallele  anr  2*  und  I^Adue  in  dem  Qoer- 
schnitt  e^l  genommen  werden  können.  Die  nach  (134)  bei  Ä^B^(^ 
für  L  nnd  M  reaultierenden  Aoediaeke  laasoi  diee  dixekt  erkennen. 


§  306.  Integralsatze  für  die  Druokkomponenten.  Die  vor- 
stehenden Bedingungen  für  die  ( i rimdiiächen  exgeben  nunmehr  als  für 
jeden  Querschnitt  gültig  die  Beziehungen 

fxM-o,  pAi-o,     -Sz.dq-0,  ^^^^ 

Wir  ordnen  diesen  Formeln  einige  andere  nützliche  Sätze  zu,  die 
sich  aus  den  Fl  ui]  tgleichnngen  (IDO)  und  den  für  den  Zylindermantel, 
d.  h.  ftir  den  Hund  eines  jeden  QuerBclmitts,  geltenden  Bedingungen 
(1dl)  ergeben. 

Es  gilt  identisch 

oder  nach  der  ersten  Hauptgleichung  auch 

-py  j  xX.  j  + f^dxfff  dy  ^Jdy\xX,  \^^Jxdx\X^'. 
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Hierin  besuehen  x^,  und  y^,  sich  je  auf  die  GhrenMn  der  Integntion, 
alio  «nf  Pttnkte  des  Qnere&iittnndei.  Demgemiß  güt  mm  anöh 

/Z,iff  -/« (Z.  cos  01,  Ä)  +     eoe  (^v  y)) , 

und  tlii^  ist  nach  der  ersten  Randbedingung  (131)  gleich  Ifnll. 

Indem  man  dioso  Methode  auf  die  analogen  Integrale  anwendet, 
erhält  man  leicht  das  bjstem 

fxjq    =fx^da    »/V2  =  0, 

/ tX^äq      cZ^dq  -  fafT^dq  -  0,  (188) 

ßx^dq  "fyX^dq  "ßY^dq  -  0. 

AhnUch  gilt  aach 

fxZ,di~f92,dq-0,  (139) 

aber  j*yZ^dq  —  —JxZ^dq  ist  Ton  Null  verBQhieden;  vielmehr  folgt 
am  der  letsten  Fonnel  (187) 

fiz,dq  -  -JxZ^dq  -  (140) 

Biflie  IntegnilfonDeln  sind  Ton  großem  Kntnn  bei  der  Behand- 
lung der  speaiellien  Probleme,  die  uns  mterossieirsn. 

§  307.  AUgemtdnHte  mit  den  Bedlngongea  Tsninbere  Geeetae 

der  Verrückungen.  Mit  den  Druckkomponenten  sollen  nun  auch  die 
Deformationsgrößen  von  z  nnnhhängig  sein.  Wir  werden  zeigen,  daß 
eich  hierdurch  das  Gesetz  der  V'errückungskomponenten  u,  v,  %o  ziem- 
lich weitgehend  bestimmt. 

Da       ^  Ton  f  onabbiiigig  sein  so]],  ao  muß  w  die  Form  haben 

«,-Tr+#TF„  (141) 

anter  den  W  Funktionen  von  x  und  y  Ycrstanden.   Die  Dehnitiouen 

liefern  nonmehr  fftr  dvjdM  nnd  dujbB  in  «  lineftre  AusdrOc^;  vir 
k0nnen  daher  ihHüwmi 

u^U-\-bU,^^zW^,       r-r-t-irFj4-i;?«r„  (142) 
wobei  alle  ü  and  V  wieder  mir  n  md  y  entkaUeik 
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Hieniadi  liaben  wir  die  Fonndn 

I)n  alle  linken  Seiten  liier  von  z  unabhängig  sir.fl,  muß  giaioheft  von 
den  rechten  »Seiten  gelten;  dies  liefert  die  Beziehungen 

cx        '      cy        ^      dy       cx  ' 


dm 


Ans  dem  letzten  Gieichungspaer  folgt 


0. 


dy      a«  ' 

und  dies  eigibt  mit  dem  Torliergehendeii  Fonneltripel,  daB  imd 
Ft  KoDfiaiiieii  aein  münen.   Wir  •efcsen 

yt--9,'  (144) 

Das  letzte  Formelpaar  auo  (143)  liefert  nunmeiur,  wenn  ^  eine  neue 
Konttante  bexeichnet, 

Wt  -  g^x  +  g^y  -i-  (145) 

Die  Bwei  ersten  GHeiehnngen  (143)  yerlangen,  daß  JJi  nnr 
nur  «  enthalt,  die  drittOi  daß  diese  Yariabeln  line&r  mit  eni- 
gegengeaetat  gleidran  Faktoren  aufbraten.  Wir  ietsen  demgemSB 

IJ.-fx-  hy,         =  /;  +  Äx,  (146) 

wobei  f^ ,  f_ ,  h  Konstanten  sind. 

Sonnt  erhalten  wir  als  allgemeinate  mit  der  Grandannahme  yer- 
einbaxe  W  erte  »r  .    /-     r  \     4  _■ 

V-\-z(f,-^hx)-\0'g,,  (147) 
w^W-^  z{g^x  +  g^y  +  y,) . 

Die  Funktionen  üf  V,  W  von  o:  und  y  haben  ^bei  gewissen 
Differentialgleichungen  zu  genfigen,  die  <}pn  Hanpt§^€iohlUlgen 

(130)  folgen,  und  auf  die  wir  unten  ejwgfthan  werden. 
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§  306.  'wit^iiimwj  4er  BedMisoniibedlasiiiiceii.  AiiBer  den 
Viah€ir  beniMen  Bedii^^iiBgBii  konmMU  naoh  8. 665  nodh  Bolche  snr 

Anwendung,  welche  die  Yerbindang  des  Koordinaiensysiems  mit  dem 
Zylinder^  oder,  anders  aasgedrückt,  die  Befestigung  dae  Zylindere 
bestimmen.  Da  die  wirkenden  Kjräfte  bereits  alle  in  Rechnung  gesetzt 

pind,  (Ifirfen  diese  B^fesHt^'nncrsbedinininijen  die  Deformation  des  Zy- 
linders nicht  beeinflussen,  sou  lein  mir  -eiue  T-ai^e  fixieren.  Ein  be- 
quemes System  y  welches  diesen  Aniorderungen  entspricht,  ist  da« 
folgende: 

1.  Der  ^oordioAteuaafiuigspunkt  soU  festgehalteui  d.  h., 

ftr  loU  «i-e-tff.O  (148) 

■ein. 

2.  Der  Ponkty  in  dem  die     Achse  die  zweite  Grundfläche  ^ 
Msluieidei^  ioU  nur  penUel  der  irAobae  yenohiebbary  d.  b., 

ftr  #-I  soll  «-«-0  (149) 

iein. 

Durch  diese  zwei  Arten  von  Bedingungen  ist  ersichtlich  die  De- 
formation des  Zylinders  niobi  bebinderl^  aber  der  Zylinder  ist  soweii 
befestigt,  daß  von  Gesamtbewegmigen  nur  noöb  eine  Drehung  vm  die 

Z-Achse  möglich  bleibt. 

d.  Das  dem  Koordinatenanfang  anliegende  Voluxaenelemenit  soll 
keine  Drehung  um  die  ^Acbee  erfahren  ki^nnen,  d.  b., 

für  Bon  |^-|^-0  (150) 

sein.  Dieae  Bedingung  bebt  die  genannte  Drabnngsmögliobkeit  anf,, 
obne  die  Dafbmiationafireibeit  sa  beadbrftnken. 

Die  Anwendong  dieaer  Beüaatigongebedinginigan  ledmiert  die 
Anadrtteke  (147)  nunmehr  anf 

w  -  ir+ «(^1« +ä) 

und  liefert  fär  IT,  F,  TT  die  (Neben-) Bedingungen,  daß 

für  o;  — y  —  0 

gelten  maß 

U-r-W-O,      1^-^-  (162) 

§  309.  Deutung  der  Parameter  der  Deformation.  Nach  den  Aiis- 
drficken  (löl)  aerfaüen  die  Venehiebiwgskoi&ponenten       m;  in  zwei 


Digitized  by  Google 


634 


TO.  KtfÜeL  WeelifdiMiieliiiiigeii  swiielieB  iw«  TeaMostripftliL 


Tflik  TerMhiedoDfln  Ghankto»;  der  entc^  von  »  uiAbliiiigiis«^  igt  sa* 
nächst  nooh  nicht  angehbar;  dar  sweite^  von  e  abhängige^  iit  bis  auf 
die  Zehiwerte  von  vier  Paremetern  allgemein  bestimmt. 

Der  erste  Teil,  d.  h.  ü,  V,  W,  bleibt  allein  flbrig,  ii?enn  man 

=  0  nimmt,  und  da  nach  unserer  (rrunfljinnHhme  alle  Querschnitte 
irleich  Hoformiert  sein  sollen,  tjo  rmiyseu  di*  --«  Ausdtiifke  auch  die 
JJetormation  aller  andern  Quersciinitte,  als  desjemgeu  z  =  0  be- 
fltimmen.  U,  V  stellen  dabei  die  flachenhaften,  W  die  transversalen 
Yer&cliiebuugeu  der  Punkte  des  QueräckuiLid,  und  somit  U,  V  die 
Verzerrung,  W  die  Faltung  det  Qaeiaobnitfti  dar. 

Dia  geomatriadie  Bedentang  der  Pkmuneter  g^,  g^,    nnd  %  eigibt 
dnrek  die  folgendgi  Überlegungen. 
Fir  die  Achaanlinie  dea  Zylindera,  d.]LfllrdB«-y««0, 


«  =  «»  —  -  S)y        f  -  Vo  -  -i9t^{^  -  f ). 

wobei  Mq,  Vq  zugleich  die  neuen  Koordinaten  |,  17  des  Pnnktea  mit  den 

nrsprönglichen  Koordinaten  0,  f/  ^  0,  s  bedeuten.  Da  wegen  der 
Kleinheit  von  ic  die  neue  Koordinate  i,  sich  nicht  merklich.  TOn  der 
ursprtlngliciieu  s  unterscheidet,  so  stellen  die  Beziehungen 

l-*PiW-0,     i?-UW-0  (163) 

die  Gieiciiungen  der  Kurve  dar,  nach  welcher  die  Achsen&eer  des 
Zylinders  durch  die  Deformation  gebogen  wird.  Nach  der  Grund- 
annabme  gleicher  Defonnation  ISnga  der  Zylindenebae  kann  dieae 
Ennre  nur  ein  Kreisbogen  sein,  und  die  Formeln  aind  biermil^  wegen 
neben  l  sehr  Ueinen  |  und  17,  im  BinUang.  Die  PnQeltioiien 
der  Achsenkurve  auf  die  XZ'  und  die  FZ-Ebene  lind  beide  ala 
Kreiae  au  betnushten,  imd  awar  sind  die  reap.  Badien  ^  und  ^  ga- 

Vj._,„  (164) 

g^  stellt  sonach  daa  Maß  der  Biegung  in  der  XZ-,  ^  in  der 

rZ-Ebene  dar. 

Das  Auftreten  von  und  in  dem  x\u^dru(  k  fiir  w  hat  dabei 
die  Bedeutung,  daß,  wenn  die  Delonnationen  liui^^s  der  Z-Achse  kon- 
stant sind,  mit  der  Bietrung  der  Stabachse  eino  Drehung  der  Quer- 
tichnitie  von  ganz  bestimmtem  Gesetz  notwendig  verbunden  ist  Um 
dies  einbaut  berrortreten  zu  lassen,  fügen  wir  an  dam  Anadraolka 
(151)  für  w  den  Tenn 

additiv  und  subtraktiv  hinzu  und  schreiben  ihn,  indem  wir  die  neue 
FnnkticHi  W ^l{^yx  +  g^y)  von  x  und  y  aU^  in  abkOnwo, 

w^W  —  Qixi^l  —  g)—  gt^ai  —    +  g^e. 
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Bildet  maa  nun 

erkennt  man,  daß  die  in  //j  und  (7^  multiplizierten  Glieder  des 
1'  Izten  Ausdruckes  für  ic  eiue  solche  Drehung  der  Querschnitte  des 
Zyliudt-r^  darstellen,  daß  jene  auch  nach  der  Bi^piug  normal  zur 
Zy linder aclise  sind. 

drückt  die  eigentliche  Faltung  des  Querschnittes  aus, 
«einen  Transport  parallel  der  ZyliuderechM  infolge  der  Langsdilatation. 

Bw/dM  -  gt  (165) 

ist,  so  mißt     direkt  die  lineare  Dilatation  der  Aohsenfaeer 

«  =  y  =  0. 

Für  die  Drebung  n  um  die  Z-Achse  innerhalb  des  Zylinders 
liefern  die  Formeln  (lOT)  in  V  erbindung  mit  unsem  Kesiütaten  (lol) 

1  fdv    du\     1  /dv    dü\  , 

Die  relative  Drehung  an  irgendeiner  Stelle  9,    0  &tS^  ^® 
«preohende  Stelle  :r.  y,  0  des  ersten  Querschnittes  ist  somit  ^liz:  dieie 
QrÖfie  ist  fttr  alle  Teile  eines  Querschnittes  konstant  und  nimmt  von 

Qücrschnitt  tm  Querschnitt  proportional  mit  s  zn.  Als  spezifische 
Driilung  des  Zylinders  t?j  be7pichnpn  wir  die  relative  Drehung 
sweier  Querschnitte  im  gegenseitigen  Abütaud  Einsj  da  nun  nach  (156) 

n,-y^-h,  (167) 

« 

•o  iflt  lii<erdurclL  der  yierte  Parameter  "k  als  die  ■pesifieelie 
Driilung  des  Zylinders  ansckanlieli  gedeutet. 

Fttr  die  Dreknng  des  lefasten  QaenNslmittes  gegen  den  erafesn 
ji »  0  «Egibt  sich 

H  -  hl-,  (IÖ8) 

»  wird  die  Gesant  I  i  r  ;  1  ]  ung  des  Zylinders  genannt. 

Die  gesamte  Dreiiuug  n  an  irgendeiner  Stelle  des  Zylinders  ent- 
halt anßer  dem  tou  x  und  y  unabhängigen  Glied  h§  noch  den  mit 
jc  nnd  y  Yariierenden  Anteil  {(dV/dx  —  dU.dy),  Dieser  drOekt  vas, 
dsA  ein  Teil  der  Yerzermng  jedes  Querschnittes  auf  innerhalb  des- 
selben wechselnde  Drehungen  um  die  Zylindersfihse  snrllokgirfiBhrt 
werden  kwin. 
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Duzdk  ToniehandM  iat  bujl  anoh  dar  allgwnfliiie  Charakter  der 
mit  miBerer  Onmdaimahme  Tereinbareii  Befomiationen ,  nimlidi  im 
ällgemetneteiL  Felle  eine  Snperposition  Toa  LSogadefanimgy  (glaieh.- 
f5rmiger)  Biegung  und  DriUnng^  kleigeetellt. 

§  310.  Anwendung  der  luteg^raiiiätsie  für  die  Dnickkomponentcn. 
Bis  hierher  hahen  wir  nichts  weiter  benutzt,  als  di«"  Aimalniie  <ier 
Unabhängigkeit  der  Drucke  und  der  Deformationen  von  *  und  die 
ailgemeinen  Gleichungen  für  deformierbare  Körper;  von  dem  speziellen 
Gesetz,  welches  die  Drucke  mit  den  Deformationsgrofien  yerbindei^  ist 
epber  noeh  nicht  Gehraneh  gemeehi  worden.  Die  hieberigen  BeBoltate 
heben  «leo  eine  gfdBere  Tragweite,  eb  für  voeer  epeiiellee  Pkroblem. 

Namnehr  mögen  die  Benehungen  (4)  resp.  (6),  welche  fdr  einen 
Erisiall  Ton  beliebiger  Symmetrie  die  Drucke  mit  den  Defonnationen 
Terbipden,  herangeiogen  werden.  Da  weiteihin  daa  rerschiedene 
Yerhalten  der  yerschiedenen  Drnckkomponenten  eine  Rolle  spiel^ 
müssen  wir  die  kurze  Darstellung  dieser  Beziehungen  durch  Summen- 
selohen C^)  jetzt  aufgeben  und  an  die  nmat&ndlicheren  Formen  (SO) 
reep.  (22)  derselben  anknüpfleD. 

Unter  Benutzung  nneeier  Reeoltate  (151)  nehmen  nnnmehr  die 
Gleichungen  {22)  die  Form  an 


dU 
dm 


"  «ij-2C,H  +  s^^X^, 

—  1^  *M  ^*  H  H  -^86  ^pf 

[1  f  TT^  "I 


Sb  laseen  eich  nnn  aehr  merkwürdige  allgemeine  Buchungen 

gewinnen  durch  Integration  dieser  Formeln  resp.  nach  Multiplikation 
mit  Eins,  mit  mit  ?/.  über  den  Querschnitt  Q  des  Zylinders,  üm 
diese  Beziehungen  sogleich  in  einfachster  Form  zn  erhalten,  wollen  wir 
jetzt  über  die  Lage  des  Koordinatenanfangspunktes  und  über 
d\p  Orientieruncr  fies  XY  Achsenkreuzes  (die  bisher  noch  frei- 
gelassen waren)  geeignet  verfügen. 

Wir  setzen  fest,  cIrB  der  Koordinatenanfang  im  Schwerpunkt 
des  eisten  Querschnittes^  die  X-  und  Jf-Aohse  je  in  einer  Haupt« 
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f  UO,  AawMidiiiig  der  Int^gnlaMse  flir  die  DnuA^onipoiieiitfliL     C2  < 


trägiieitäaciiäe  desselben  liegen  sollen.  Diese  Festsetzungen  sind 
auBgedrfiofct  im  deo  Benehimgen 

fiaq^O,  ßydq^O,  (lÖO) 

Famer  föhren  wir  die  Abkürzungen  ein 

ß^dq^Q**,  fy'dq^Qx,',  (161) 

wobei  wieder  Q  den  Quersclmiit  des  Zylinders,  außerdem  und 
deieeii  Tiftglieiteradien  in  bezug  auf  (lie  festgelegte  Y-  und  JSrAohM 
—  die  sogenannten  Haapttrigheiieradien  des  Qnerselinittee  —  be- 

seißbneu. 

Unter  Bückflicbt  bienol  liefern  die  genannten  Operationen  folgende 
Keaoltate: 

ß^-^dq^    B^L^^s^N,  (16») 
 j^Jf+i.5i,2^ 
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§  311.  Ailgemeiue  Bestimmung  einiger  Parameter  der  Deior- 
mation.  Unt^r  diesen  Furmuln  sind  einige  von  den  bisher  noch  ua- 
bestimmten  Funktionen  U,  W  gaas  Sni.  und  enthaltea  die  toU- 
«ündige  mid  «UgeiDeiiie  Bestimmiuig  emignr  der  Panmeiw  wuam 
AoBdrHeko  (151)  ftr  u,  v,  w.  Es  gilt  nimlidi 

Der  Tierte  Parameter  h  laßt  sieh  nicht  ebamo  allgemein  «udTfl^en; 
er  iit  in  den  swei  Beriehmigen 


(165) 


mit  7wei  durch  die  bislang^  nnbekannte  Funktion  W  bestimmten  Kon- 
stanten verkoppelt,  die  sich  aus  denselben  nicht  ohne  weiteres  eli- 
minieren lassen.  Immerhin  «^^estatten  die»e  Formeln  in  Yerbindong 
mit  (164)  einige  wichtige  allgemeine  Schlüsse. 

Der  Parameter  der  L:ln«^'.sdehnung  des  Zylinders  bestimmt  sich 
nach  (164)  allgemein  und  vollständig  durch  die  Gesamtkomponente  C 
der  auf  die  Endq^aerächnitte  aasgeübten  Einwirkungen  nach  der 
Z-Aehfe. 

Die  Parameter  g^  und  bestimmen  sich  nach  (164)  ebenso  all- 
gemein und  TolliBiftndig  doräi  die  Drehungsmomente  der  infiem  Ein- 
wirlmngen.  Wirkt  nur  ein  Moment  L  um  die  X-Aehae,  eo  findet 
(wegen    *  0)  eine  Biegung  in  der  TZ-Ebene,  wirkt  nur  ein  Moment 

M  um  die  F-Acha6^  so  findet  (  wegen  Pt~0)  eine  Biegung  in  der 

XZ- Ebene  statt.  Dies  gilt  unabhängig  von  der  kristallographischen 
Symmetrie,  setzt  aber  voraus,  daß  die  X-  und  die  J'- Achse  je  ia  eine 
Heuptträgkeitsachse  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  fallen. 

Wirkt  nur  ein  Drehiingsmoment  X  um  die  Z-Längsaclise  des 
Zylinders,  so  findet  ira  allfr'*rneinen  trotzdem  eine  Biegung  statt.  Dies 
iät  eine  seli»-  merkwürdige  und  völlig  an  kristallinische  Stmktur  ge- 
bundene Wirkung;  sie  verschwindet  nur,  wenn  nach  den  Symmetrie- 
Yerhältnisäen  der  Orientierung  des  Kristallzylinders  die  Moduln  s^^ 
und  gleich  Null  sind.  Einige  hierher  gdi5rige  FlQe  laeeen  die 
PerametereeheniAta  auf  8. 586  (die  neeh  S.  588  im  wesentUchen  aneh 
ftr  die  s^^  gflltig  sind)  erkennen. 

Der  Ftanmeter  k  der  Drillung  beetinmit  sieh  durch  slKe  drei 
Momente  L,  M,  N*^  es  bringen  sonseh  nueh  (biegende)  Momente  um 
die  Qnenduen  X  und  Y  eine  Drillung  hervor*  Diese  Wirkui^  ent- 
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spricht  genau  der  vorstehend  beeprocheneu,  sie  wird  durch  dieselben 
Moduln      —  «3  j  und      =  5,5  gemessen  nnd  Tersehwindet  mit  diesen. 

Das  Auftreten  derselben  Moduln  in  beiden  Fäiieu  wird  von  einem 
allgemeineren  Standpunkt  ans  doreh  dem  in  §  288  entwiekelian  Bettir 
sehen  Sats  Toständlicli. 

Wendet  msa  denselben  auf  miseni  Fall  eines  köiperlichen  Knften 
nicht  unterworfenen  und  anf  der  Mantelfläche  freien  Zylinders  aa,  so 
ergibt  (34) 

f  Xn  +  Fö  +  2vö)dq  -J(f  ü  +  8«  +  äw)dq, 

wobei  die  Integrale  fiber  beide  Endqnenchnitte  wa  ersfareokan  dnd^ 
nnd  die  lateinischen  Bnehstsben  sich  auf  den  einen»  die  deutedien  auf 
den  andern  DefinrmationSEostBnd  benehen.  Entspricht  speiiell  der 
lateinische  nvr  &nfiem  KiSften  parallel^  der  deutsche  nur  solchen 
normal  zur  Z^Achse^p  so  haben  wir  einftoher 

Nun  sind  nach  8.  619  die  auf  die  entsprechenden  Elemente  dq 
beider  Endquersohnitte  wirkenden  Kiifte  einander  entgegengesetst 
gleich.  Behalten  wir  also  die  anf  den  freien  Endquersehnitt  § 
kenden  unter  den  Beaeiehnungen  H^^^Z  Ym  und  Terstehen  unter 
^0  Yenfiekungan  in  der  (im  Anlangspunkt)  befestigten 
Grundfläche^  so  eigibt  sidi 

J  Z(ro  -  ra^)dq      (3E(tt  -     +  '^{v—v^)dq. 

Aus  (151)  folgt  aber,  wenn  wir  auch  die  Pararaeter  der  beiden 
Deformationszustande  durch  lateinische  und  deutsche  Buchstaben 
unterscheiden, 

«  —       —  Ihy,  c  —  t>^=  4-  ihx,  m  —  to^—       +  fl,y  +  g»)> 
und  das  Einsetzen  Hefiart 

oder  bei  Anwendung  der  Besiehungen  (133)  und  (137) 

In  unserni  Falle  handelt  es  sich  nur  um  Drehungsmümente,  also  ist 
0  zu  setzen;  femer  beruht  ^  und     nur  auf      so  daß  nach  (lt>4j 
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Hieraas  folgt  dann  für  die  Abhängigkeit  des  Parameters  h  von 
L  und  M 

eine  Formel,  die  schon  über  den  Inhalt  von  (165)  hinausgeht,  inao- 
fera  sie  bereits  die  Elimination  der  vorläutig  noch  nicht  bestimmten 
Funktion  W  vollzogen  zeigt  Dies  Resultat  wird  uns  weiter  unten 
wieder  begegnen. 

§  312.  Wirkung  ausaohlieAlioh  normaler  Dmoke  auf  die  End- 
fllohmi.  Wir  woJlea  nmuMlir  spemelto  IUI«  betnehtoa,  in  dma 
rieh  die  buhor  noch  Teiftgbttran  Fanktionen  U,  W  bestimmen, 
alio  die  Deforawtienaprobleme  tOUig  sa  Ende  f&bxen  fanoon. 

Die  Hilünnittel  bienn  bieten  die  Besdefanngen  (158),  weLehe  disee 
Fanktionen  mit  den  Druok^omponenten  verbinden,  daneben  die  all- 
gemeinen elastischen  Haupt-  und  Grenzgleichnngen  (130)  nnd  (131) 
für  den  Zylinder.  Ein  methodisches  Verfahren  wQrde  sein,  die 
Gleichungen  (159)  nach  den  Dnickkomponenten  X^,  .  .  .  aufzulösen 
und  die  erhaltenen  Ausdrücke  m  jene  allgemeinen  Bedingungen  em- 
zusetzen,  die  dadurch  zu  Gleichungen  für  ü,  F,  W  werden  würden. 
Indessen  können  wir  Lösungen,  die  zu  interessanten  Problemen  führen, 
auf  dem  viel  einfacheren  Wege  erhalten,  direkt  Werte  der  Drucke  zu 
bilden,  welche  den  allgemeinen  Bedmguugen  (130)  und  (131)  ge- 
nügen, und  die  zugehörigen  üf  V,  W  aus  (159)  unter  Zobilfeimhme 
der  Befeetignngvbedingungen  (152)  zu  berecbnen. 

Die  denkbar  ein&ehste  Art,  den  allgemeinen  Bedingungen  (iden- 
tiioh)  zu  genügen,  ist  die  Annahme 

—Yy—  Y^  —     =     =  0, 

wobei      verfügbar  bleibt. 

Naeh  den  Formeln  (137)  umfaßt  diese  Verfügung  Fälle  der  Ein^ 
Wirkung  einer  äußern  Gesamtkomponente  G  parallel  der  Zylinderachse 

und  der  Drehungsmomente  L  und  M  um  die  Querachsen  :  sie  schließt 
die  Einwirkung  eines  Drehungsmoments  N  um  die  Zyiinderach.se  aus. 
Dies  sind  die  Fälle,  die  bei  isotropen  Medien  auf  Längsdehnung  und 
gleichförmige  Biegung  führen. 

Geht  man  mit  den  \\\>rten  (167)  in  die  Beziehungen  (159),  so 
liefert  die  dritte  hiervon  durch 

-  iSfi^  +  9%V  +  ä)  -  HmZ.  (168) 

die  Bestimmung  von  ah»  eine  in  x  und  y  lineare  Funktion.  Die 
Benutzung  dieses  Besnltates  in  den  andern  Formeln  (159)  ergibt,  dafl 


(167) 
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ü,  V,  W  Funktionen  zweiten  Grades  in  x  und  y  sein  müssen,  üm 
zugleich  die  Befertjgttngebeduignpgen  (1Ö2)  zn  erfaUfin,  wollen  wir 
«eiaen: 

TT  -  i-fl^«*  +  hgXf  +  ii^jj*  +  d^ap  +  ^y. 

i>ie  14  Farameter  dieser  Ausdrücke  nebst  dou  vier  Qi,  h  be* 

stuDmen  ddi  YoUständig  dnroh  die  Fonaeln  (162)  und  (163),  in  denm 
jeisi  N^O  zu  Befaen  ut  Die  Bemltaie  lind  toa  der  Form 
des  Zylinder quersehnitts  Tollttftndig  unabliSngig. 

§  313.  Gleitihförmige  LSngsdehnimg.  Wir  wollen,  um  die 
Beanltafce  nicht  nnnötig  zu  komplisieren,  die  drei  Einwirkungen, 

welche  mit  dem  Ansatz  (167)  vereinbar  sind,  nicht  gleichzeitig  in 
Aktion  treten  lassen,  sondern  die  dehnende  Kraft  0  und  die  biegenden 
Momente  //,  M  gesondert  bekaudein.  Da  nach  (164)  und  (168) 
bei  ausschließlicher  Einwirkimg  von  C  konstant  wird,  werden 
hier  ü,  F,  W  linear  in  x  und  y\  demgemäß  kommt  die  Beschxilnkuug 
auf  C  hinaus  auf  eine  Abtrennung  der  Anteile 

und  Beetimmmig  toh  deren  Pteametem  mit  Hilfe  nur  der  Be- 
ziehnngen  (162). 

Die  besQgliehen  Resnltaie  find 

e,«-«^C,   d,q^8^C,  2eÖ-«.,C, 
und  ihre  Snbetitatioii  liefert 

w  -  {Sfax  +  %y  -i-  h»»)CiQ.  (170) 

Diese  AuedrIIcke  stellen  die  Komponenten  der  Ver- 
schiebung in  einem  gleichförmig  longitudinal  gedehnten 
Zylinder  aus  beliebiger  kristallinisoher  Substana  nnd  von 
ganz  beliebigem  Querschnitt  dar. 

Die  DeformatiousgzOßen  ergeben  sieh  ans  (170) 

«.-^s^VÖ,  ..«r-*«^/*  ("1) 

diese  Resultiite  suid  Ivonforcu  mit  ihm  fÖr  die  Wirkung  euies  em- 
seitigen  normalen  Drui  kr^  auf  ein  parallelepipedisches  Präparat 
geltenden  Formeln  (23),  wenn  mau  dort  die  Z-  für  die  X-Achse  sub- 
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stituiert.  Wegen  der  Willkörlichkeit  der  Qaerscimittsform  dos  Zr- 
Imders  umfassen  die  neuen  llesulUte  die  alten.  —Cj^  hier  uut- 
•pricht  +  Zg  dort 

Wir  notieren  uns  für  später,  daß  der  einseitige  Zug  von  einer 
kabi Beben  Dilatfttion  begleitet  ist,  nach  (66)  auf  8.176  gegeben  durch 

*  -  («w  +  ^  -  (172) 

wobei  8^  die  S.  570  eingefttbrte  Abkflramg  isi 

Für  einen  isotropen  Zylinder  redu^üeren  sich  gemäß  dem  Schema 
anf  S.  589  die  Formebi  (170)  auf 

u^s^xC/Q,  v^s^yCJQ,   w-^sjiCJQ.  (173) 

Die  Yeif^eiehang  der  baden  Anedrfiobe  Ukfit  erkennen,  weldie  Ab- 
weiehnngen  auf  der  kristollinieeben  Natnr  bcniben. 

Die  beiden  Werte  (173)  für  u  und  v  aeigen^  daß  bei  einem  ieo- 
iropen  Zylinder  von  beliebigem  Quenohniit  die  Punkte  jedea  Qnei^ 
Bchnittee  in  radialer  Bichtang  um  einien  Betrag  s^Vrc^+  y*  C/Q  ybt- 
schoben  werden.  Demgegenüber  ergeben  die  Werte  (171)  eine  Ver- 
eehiebong  nonnal  in  der  dnrdi  den  bezügUehen  Punkt  gelegten  fiUipee 

«,1«^  +  Ärt  y*  +  «6«     —  konat  f 

und  zwar  um  Beträge,  die  proportional  sind  mit  der  Länge  der 
liormaleu  vom  Anfangspunkt  auf  die  Taugente  an  dieser  Kurve. 

Infolge  hiervon  wird  bei  dem  krißtallinisrliPTi  Zylinder  ein  Kwis 
Tom  Radius  R  um  den  Anfangspunkt  durch  die  Deturmation  zu  einer 
EUipee.   £s  gilt  nämlich  für  die  neuen  Koordinaten 

I      +  u  -  «(1  +  5i,C/«)  H-  iy»«  C/Q, 

y  +   =  y(l  +  s„C/Q)  +  Ixs^C/Q, 

oder  aneb  in  suliaeiger  Anniberong 

da  aber  +  y*  —  li^  war,  so  folgt  hieraus  als  die  Gleichung  der  be- 
treffenden Ellipse 

-  3«„C/«)  +  .^(1  -  2%C/«)  -  2«,n,C/e  -  JP. 

War  der  Zylinderqneisobmtt  uraprflngUeb  von  dem  Eieia  Tom 
Radins  B  begrenzt,  w>  eteUi  diese  Mipee  die  deformierte  Qner- 
icbmttrform  dar. 
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i  814.  tileichföimige  Biegung. 


Bind  die  linciTeii  DUatotioaeii  in  der  Riehtnng  dnr  X-  nnd  der  ^Aehse. 
In  einer  beliebigen  traneremlen  Biehtung,  irelehe  den  Winkel  ^ 
mit  der  XAehee  einieUießl^  hat  dieie  Dilatation  naefa  S.  172  den  Wert 

^  =     cos*  ^     tfy  sin*  tlf  -\-     cos  t/;  sin  p 

=  {s^g  cos*  il>  4-  .«in  sin*    +  5^  sin  ^  cos    C/ Q. 

Die  Dilatation  der  Qaenebnitteflaehe  ist  nach     177  durch 

gegeben.  Diese  Größe  kann  nach  ibrer  Bedeutung  von  der  Orientieaning 

der  X'  und  der  l'-Achse  gegen  den  Kristall  nicht  anhängig  sein; 
also  kann  auch  d(^r  Modul  «13+  Sjj  nur  von  der  Richtung  der  i^-Af^h^f^ 
abbangen.   Auf  diese  Eigenschaft  ist  bereits  S.  51*5  kiu gewiesen  worden. 

ppr  Wert  '173  )  von  tr  drückt  aus,  daß  die  Querschnitte  (k*^  iso- 
tropen  Zylinders^  die  urR]irünglicb  normal  zur  2^Achse  lagen,  auch 
nach  der  Dehnung  nonn  il  zu  ihr  bleiben.  Dagegen  zeigt  der  ent- 
sprechende Wert  in  (^170),  uaü  bei  kristaiiiiiischer  Substanz  diese 
Quersobnitte  zwar  nocb  eben  sind,  aber  eine  schiefe  Lage  annehmen. 


§  314  OleüOifSnnlge  Blesnng.  «Bei  Beaehrftnkung  auf  alleinige 
Einwirkong  Ton  Drehnngsmomenten  L  nnd  M  kommen  TOn  den  An* 
sStsen  (169)  nur  die  Anteile 

17 -=  ^a^x^  +  hixy  -j-  ^c^y\  ^o^x*  +  b^xy  +  ^c^y^y 

zur  Geltung^  nnd  die  Bestimmung  Ton  ctoren  Eonstanten  wird  durch 
die  Beziehungen  (163)  geliefert^  wozu  noeh  die  vierte  nnd  fQnfte 
Formel  (102)  zu  nehmen  ist 

Wir  erhalten  so  gans  ft^lgiwin^ifti  gttltig 

Von  den  hierin  enthaltenen  llesultaten  heben  wir  zunächst  hervor, 
daß  eich  fttr  die  epezifische  Drillung  h  des  Zylinders  ergibt 
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G34  Kapitel.   Wechselbeziehungen  zwischen  zwei  Tensortripeln. 


Dieser  am  Ende  TOn  §  311  bereits  auf  «öderem  Wege  abgeleitete 
Aosdruck  gilt,  wie  noduiuila  betont  werden  mag,  &i  jede  Form  dee 
Quenehnittes. 

Im  übrigen  erhalten  wir  darch  Einsetzen  der  Torstebenden 
Werte  der  Parameter  in  die  Ansätze  (175)  för  die  beiden  auf  J£ 
und  L  berubanden  Teile  von  %  v,  w  folgende  Aosdräcke 

*^ "  "  %^  1    ~  y'*«  -  <y  -  -     }  * 

-  -  ig^t  { ^««.  +         +  sxs^ ) ,  (178) 


ip,  —  — 


Aucb  hier  treten  die  spezifischÄD  Wirkungen  der  kristalliniscben  Sub- 
stanz am  deutlichsten  hervor  durch  Vei^leichung  dieser  Ausdrücke 
mit  den  für  einen  i8otro|)on  Zylinder  gültigen;  ea  genügt,  die  dem 
ersten  Formeitripel  entsprechenden  anzugeben,  welcbe  lauten 


(180) 


Zn  dieeen  Werteyatemen  sei  folgendes  bemerkt: 

Was  gewöhnlich  als  Größe  der  Biegung  bezeichnet  wird,  ist 
die  Krfimmung  der  Zylinderaohse,  dargestellt  dnreli  den  Ausdmok  für 
^%ld^  in  (178)  und  (180),  fOr  ^ftßi^  in  {IVi).  Der  sie  messende 
Modnl  ist  beim  Kristall  Wm  isotropen  £drper  s;  in  beiden  FUlen 
tritt  derselbe  Hodol  anf,  der  naeh  (171)  nnd  (173)  fOr  die  Lftngs- 
dehnnng  maßgebend  ist.  Mit  der  Biegm^  in  direktem  geometriwshen 
Zusammenbang  steht  die  Neigung  der  verschiedenen  Quer* 
schnitte  des  Stabes^  ausgedrückt  durch  die  gleichfalls  in  resp.  s 
multiplizierten  Glieder  in  d»^n  ?' .  Die  übrigen  von  r  abhängigen  Glieder 
in  (17>^)  und  (179)  steUen  die  Drilluug  dar,  die  nach  8  0??!  bei 
dem  Krist  illätab  mit  der  Bi^ung  yerknüpft  ist  und  die  Moduln 
und  hat. 
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{  816.  Wirkong  ftuMtdiliefilich  tangentialer  Dzacke  gegen  die  li*^<"Vff*»inii  Q35 

Alle  Ton  8  fmxok  Glieder  in  u  und  Ton  (}^2b)  freien  in  w 
zusammen  bestimmen  die  Deformation  der  Qiierschintte,  die  fBr 
alle  Quersclinitte  dieselbe  ist.  Hier  fällt  auf,  daß  bei  einem  iso« 
tropen  Zylinder  die  Qner«climtte  bei  der  Biegung  eben  bleiben, 
insofern  der  Ausdruck  (180  f'ir  ii\  kein  von  (J,  —  2e)  unabhängiges 
Glied  enthält,  daß  dagegen  bei  «iiiem  Kristall  sich  die  Querschnitte 
im  alleemeineu  nach  einer  Fläche  zweiten  G}rades  knnnmen  Die 
Yerzerrungeii  der  Querschnitte  in  ihrer  Ebene,  ausgedruckt  durch  die 

▼on  $  Mfln  CHiedflr  in  «  und  tSaA  W  dim  kristeUiniiohen  Zj* 
linder  mir  qnantiiitiT  Ton  denjenigen  bei  isolropen  Tcnehieden. 

§  315.  mrtnmg  anemhHfiMtoh  tangentlalMr  Brnoke  gegen  dl» 
BiKUmohen,  Eine  xweito  einfiwhe  Verfllgong^  welche  die  Hanpt- 
l^flliiiDgen  (190)  befriedigt  iet  die 

7i,-T,-X,-0,  r.-IJ,  Z.  (X81) 

woliiM  P.  eine  Funktion  von  x  und  y  bezeichnet,  und  noch  ver- 
fügbar bleibt.  Durch  sie  werden  die  beiden  ersten  Kandbedingongea 
identisch  erfüllt;  die  dritte  erhält  die  Form 

-  ^  cos  («,  a;)  +  II  cos  (n,  y)  =  0,  (182) 
oder  wenn  durch 

006  (»,        ooe  (s,  y)y    eoe  (n^  y)  ~  —  cos  (s,  x) 

die  Richtung  des  Elementes  da  der  Bandknrre  dee  Zjlinderqner' 
■ehttittee  eingeführt  wird»  «ach 

^  =  0,    d.  h.  A  —  konsi 

Die  Werte  (181)  stellen  also  eine  Lösung  des  Problems  der 
gleichförmigen  Deioi  luatiou  für  einen  Zylinder  dar,  dessen  Querschnitt 
Ton  einer  Kurve  mit  der  Gleichung  ß  —  konst.  umrandet  ist.  Da 
nur  durch  seine  Differentialquotienten  eingeführt  lät,  also  eine  additive 
nnbeitinmiie  Konstante  entbilt^  kann  man  die  CUeiekimg  der  Band- 
kanre  auch  icbniben  _ 

A  -  0.  (183) 

Wir  wollen  die  Konsequenzen  dieser  YerfSgnng  entwickeln. 
Die  dritte  Gleichung  (159)  nimmt  jetct  die  Form  an 
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6d6         ^-U.  KapiteL    Wechselbeziehungen  zwiüciien  zwei  Tensortripeln. 


Dies  legt  nahe,  ziiuächsi  für  und  lineare  Funktionen  Ton  x  and 
y  einzofUhren  und  2^0  (^^^ 

zu  machen,  da  die  Ir  oigcrungen,  zu  deueu  die  Annahuie  emer  analogen 
Funktion  för       führt,  bereite  oben  entwickt  It  sind. 

Aub  dieser  Annahme  über  folgt  iiacli  (137)  das  Verschwinden 
Yon  C,  Lf  M\  nur  N  bleibt  Ton  Noll  yerscMeden.  Unsre  Verfügung 
fthrt  alao  anf  FUle  der  IMbnnAttQtL'dee  Zjlinden  dnndi  «in  DiehmigB- 
momeni  um  seine  I&igiachse,  eine  Einwirkung^  die  bei  einem  ieotropea 
Zylinder  auf  eine  xeine  Drillnng  fOlirk 

§  316.  DriUnng  einee  jS^Unders  von  elliptischem  Qvenehnitti. 

Sollen  und  gemäß  unserer  Annahme  sich  linear  in  x  und 
ergeben,  so  muß  U  Tom  zweiten  Grade  in  diesen  Größen  sein.  Da  nun 
Sl  r=  0  die  Querschnittskurve  des  Zylinders  liefprn  soll,  und  da  die 
ailgeineiiiste  p;e8chlossenp  KtirTe  zweiten  Grales  eine  £llipse  ist,  so 
ist  ersichtlicli,  daß  unsre  Verfügung  uns  zu  der  Lösung  des  Defor- 
mationsproblems  für  einen  elliptischen  Zylinder  bei  Einwirkung  eines 
drillenden  Alomeuts  2i  fükreu  wird.  Es  bedingt  keiue  wesentliche 
BeechiSnkung  der  Allgemeinheit,  dafi  vir  naeh  (160^  die  13]ipaen-^ 
aeheen  in  die  Kooidinatenaciheen  X,  T  bÜen  laaeen  mfiesen,  da  über 
die  Lage  der  letsteren  im  Kristall  nichts  fiasigeietzt  ist  Das  Zentnim 
der  EUipee  muß  nadi  den  Festeetsongen  TOm  (160^)  imd  (160*)  in 
die  Stelle  x^O,  y  —  0  fidlen.   DemgemSA  können  wir  setsen 

es  bezeichnet  k  hier  eine  yerfügbare  Konstaniei  a  und  h  sind  die 
Halbachsen  der  Querschnittsellipse. 
Ans  (181)  folgt  sogleich 

und  da  nach  (140) 

außerdem  für  die  EUipee  A  »  0  auch 
in,  so  ergibt  nca 

-     -  Ä  (189) 

Wieder  verlangen  die  in  x  und  y  linearen  Werte  von  1',  und 
Funktionen  zweiten  Grades  für  C/,  F,  TF)  und  wir  behalten  die  An- 
sttae  (175)  fOr  diese  OTdßen  bei 
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§  816.  DnUnng  eine«  Zjliiiders  Ton  elliptischem  QuertchniU.  037 


Die  Auwendang  der  Formeln  (102;  und  (163)  liefert  bei 

C-L- Jf-O 

ii^V  iNsa,   ^gV-- i-Z^^,         Ä^V^  i^«», 

(190) 

 i^^,  (b,-h)Qx,*  ^Nsu,  (e,-{-b^QxJ^  ^Ns^. 

Hieraus  folgt  zunächst  alfl  Bpezielles  wichtigstes  Besultat  für  die 
spezifische  Drilluug  des  Zylinders 

für  die  0efl«mtdrillDiig  ff  —  A{  gilt  demgemSB 

Wahrend  die  GrdBe  der  Biegung  infolge  eines  Moments  L  oder  M 

für  alle  Qaerschnittsformen,  also  aaoh.  fllr  die  hier  behandelten  ellip- 
tischen, dnroh  den  einen  Modnl  gemessen  wird,  der  nur  Ton  der 
Richtung  der  Zylinderachse  im  Kristall  abhängt,  ergibt  sich  die 

Drilhmg  für  den  elliptischen  Zylinder  von  zwei  Modnln  abhängig, 
<]f  1  n  jeder  nacli  den  Bemerkungen  auf  S.  592  außer  durch  die  Rich- 
tung der  Zyliiideraebse  noch.  duroh  die  Richtung  der  einen  Ellipsen- 
achse  bestimmt  wird. 

Fflr  einen  Kreiszyliuder,  wo  a  ^  h  zum  Kreisradms  wird,  stellt 
die  Summe  s^,  +  s^^  oder  passender  {s^^  +  .9-5)  den  DriUungs- 
modul  dar.  Da  in  diesem  Falle  keine  Querrichtung  geometrisch  vor 
der  endem  ansgeceiefaset  ist,  kann  dieser  Modul  (ebensowie  a^)  nnr 
▼on  der  Lage  der  Z'Achse  gegen  den  Kristall  abhSngeo.  Anf  diese 
Eigensdiaft  toh  «44+  <ks  ^  bereilis  8. 595  hingewiesen  worden. 

Für  isotrope  Kffrper  nimmt  (191)  die  Form  an 

Die  Yerrfiokangskomponenten  v,  w  für  den  gedrillten  ellip- 
tischen Zylinder  ergeben  sich  dnroh  EinfÜhnuag  der  Werte  (190)  in 
die  Ansatie  (176)  wie  folgt 
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638        'Vn.  K»piiiiL  WebliMlb«iialniBgeii  iwimIimi  nrai  TtawnMpdiL 

•'=ii(::-?:)'-+*»(5J-»)-c»-2')(p»"-i^-»)}- 

Urnen  «atf^cht  ftr  itotraiw  EStper  «Im  Warfatjatem 

 ^»«ib  +  F)'         +  Ü'MS'  +  V')'  (194) 

«'-^***»(^-^)- 

Die  Vergleichung  Ton  und  (194)  ergibt^  daß  die  krisfaJJiBischft 
Straktnr  rieh  bei  der  Drillmig  sehr  wettgelieiui  wirlnam  erweiai  Anfter 
daft  die  vpedfieche  Drillung  beim  Krisftsll  TOn  swei,  beim  ieoiropeir 

Körper  nur  von  einem  Modul  abhing^  werden  Unterschiede  bedingt 
durch  das  Auftreten  einer  Biegung  aeben  einer  Drülung  (s.  S.  ß2>i)f 
die  sich  fliirch  die  mit  und  multipli/ioi  ten  Glieder  ausdrückt. 
Femer  dreht  sich  der  einzehif  (.hierschuitt  beim  isotropen  Zylinder 
ohne  Verzerrung  in  seiner  Ebe:u\  bh)ß  mit  einer  (transversalen)  Fal- 
tung, welche  letztere  bei  krei^-f  migem  Querschnitt  auch  noch  ver- 
schwiüdetj  beim  kristallinischen  Zylinder  findet  eine  Verzerrung  der 
-Queredmitte  in  ihrer  Ebene  statt,  und  die  Faltung  bleibt  auch  dann 
bestehen,  wenn  der  Queredhnitt  kreisfSrmig  isi 

%  817.  freie  und  reine  DvUlnag  reep.  Blegong  eines  eü^ptfeeiifln. 

Zylinders.  Lassen  wir  nun  auf  den  Zylinder  Ton  eiUiptbchem  Quer- 
schnitt das  Moment  N  um  die  Längsachse  zusammenwirken  mit 
Komenten  M,  L  um  die  Querachsen,  so  ergeben  sich  die  Fonneln 

^-9,-r^,^(!^Ls^-N9^)r  (195) 

Dieselben  zeigen^  daß  man  durch  geeignete  Kombinationen  ron 
Momenten  X,  N  jederzeit  eine  reine  Biegung  nach  einer  Symmetrie- 
ebene des  Zylinders  ohne  Drillung  oder  auch  eine  reine  Drillung  ohne 

Biegtingen  herrorbringen  kann. 

Fär  den  letzteren  Fall  iSi'^  9%^^  0)  gilt  z.  B. 
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I  $18.  Allgtmiin«  UntermduiBgClwr  andere  all  eU^i  QneiMdimttifomeiL  659 


Da  die  letefeen  Wdsn  Ofieder  iteii  ponÜT  mad,  lo  «rgilyt  die 

Yergleicliuiig  dieses  Ausdrucks  mit  der  lelsteii  Fonnel  (195)  bei 
MwmJjmmO  ösD.  SütZy  daß  die  Drillung  durch  ein  gegebenes 
Moment  N  bei  verhinderter  Biegiin«:^  stets  kleiner  ist,  als 
diejenige  bei  frei  zugelassener  Biegung. 

Den  Fall  der  verhinderten  Drillung  wollen  wir  so  betrachten, 
wie  er  in  der  Praxis  begegnen  kann.  Wir  wollen  ein  Moment  um. 
eine  Querachse  {z.  B.  M  um  die  T-Achsei  ausgeübt  und  die  Drillimg 
durch  die  Befestigung  i^welcLe  das  bezugliche  Moment  N  Uetertj  auf- 
gehoben denken^  in  Betracht  gezogen  werde  die  Biegung  in  der  XZ- 
Ebene,  also  I/q^.  Hier  ist  zugleidi  D  —  0  und  A  0  zn  setzen, 
worans  folgt 

Man  erkennt  durcii  Vergleichung  mit  der  ersten  Formel  (195)  bei 
N^O,  daß  die  Biegung  bei  gehinderter  Drillung  stets  kleiner 
isty  als  die  bei  frei  xngelassener  Drillung  snstande  kommende. 

%  318.  JJlgameine  XJ!nt«i«ifliiwwiy  über  aadece  «la  eOiptiaslia 

OmmseliiiiMtformeii.   Die  überans  IiOsong  des  Problems  der 

Drillung  für  einen  kristallinisehen  Zylinder  von  elliptischem  Quer- 
schnitt legt  die  Frage  nahe,  ob  auf  demselben  Wege  nicht  auch 
andere  Querschnittsfonnen  sieb  behandeln  lassen.  Es  i^t  bekannt,  daß 
im  Falle  isotroper  Medien  durch  De  Sfiint  Vetumi  eme  ganze  R-eihe 
sclumer  Probleme  dem  des  eiliptischen  Zylinders  (das  auch  dort  das 
einlachste  ist)  angeschlossen  sind.  Indessen  liegen  die  Verhältnisse 
hier  erheblich  anders. 

Um  dies  zu  erkennen,  wollen  wir  eine  allgemeine  Folgerung  aus 
dem  oben  benutzten  Ansatz  (181) 

X,~T,-X,-0,  Z.  ^  (181) 

ziehen  und  dabei  jetzt,  um  jede  unnötige  Beschränkung  zu  vermeiden, 
nicht  gkirb  Null  setzen,  sondern  Teifftgbar  lassen.    Kaoh  der 
dritten  Ci^leichuug  (159)  ist  dann 

M^Z.  (ih>+M  +  ft)  H  +       af ;  (IM) 

und  wir  wollen  diesen  Ausdruck  neben  den  in  (181)  enthaltenen 
Werten  jetzt  in  die  fünf  noch  unbenutzten  Gleichungen  des  all- 
gemeinen Formelnyfitpms  (159)  einfahren.  Diese  Gleicbungren  ent- 
halten dann  neben  konstanten  und  in  X  oder  y  linearen  Gliedern 
rechts  nur  c  Ujcy  und  cSl/cx. 
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640        VIL  KApitd.  Wedudbeiittliimgen  swiaehw  «irei  Tciuoriripalii. 


Wir  köiiiieu  auä  dem  so  erhalteneu  System  W  elimiuiereiL 

Dun  diffiBrentaieraa  wir  mamtX  die  ante  Okichimg  (159)  zweiniil 
nach  $,  die  sweite  zweimal  nach  x  und  labtrahieren  davon  die  letsto 
nach  Differenttslion  nach  x  und  jf.  Das  Beniltaft  ist,  da  hei  dieser 
Operation  die  konstanten  und  die  in  x  oder  y  lineSren  Glieder  fori* 
&lleii,  eine  Gleiehnng,  die  homogen  ist  in  den  vier  dritten  Diflbrential- 
qaotienten  von  Sl. 

Ferner  rliffereutiieren  wir  die  <  W  rtj  enthaltende  Formel  nacli  .r. 
die  ibW^  X  enthaltende  nuch  //  uiv\  bilden  die  DiÖerenz.  Dies  gibt 
eine  Gleichung,  die  außer  einrr  ivonstante  drei  mit  den  zweiten 
l)itieit!ütialquotienten  von  Ii  ]  r  tportionale  Glieder  enthalt.  DifFereu- 
tiieren  wir  diese  Formel  einmal  nach  x,  einmal  nach  y,  su  fällt  die 
Eonstante  fort,  und  wir  erhalten  zwei  weitere  Formeln,  die  homogen 
üneär  sind  in  je  drei  der  vier  dritten  Diffmntialqnotie&ten  Ton  A. 

Das  Beenltat  sind  also  drei  Oleiehungen  Ton  der  Form 

fiii^n  +  At^iu.  +  Pn^M  =  0,  (199) 

wobei  die  Indises  an  Sl  die  Differentialqaoiienten  andeuten.  Diese 
Formeln,  deren  Parameter  p^^  von  der  Snhstans  des  KstaUs  ab- 
hSngen,  zwischen  denen  also  Besiehungen  nicht  willkfirlioh  festgesetct 
werden  können,  verlangen,  daß  die  Slfj^^  sSmtlieh  derselben  Fonktion  {t) 
proportional  sein  mflssen.  Wir  setün 

05^-«*'  aiäi?^-^*'   di^-^^i  ^^^^ 

die  Formeln  (l^yj  werden  hierdurch  zu  Besiehungen  für  die  Para- 
meter Uf  b,  Cf  d. 

Beziehongen  von  der  Art  (200)  Terlangen  aber,  daß  ^  konstant 
sei;  in  der  Tat  liefern  sie  bei  Elimination  von  A 

"äj-'^äi'  ^^^dx*  ^dy^^U* 

und  da  die  a,  6,  c,  d  nicht  frei  verfügbar  sind,  ergibt  dies  <;ifßx<^0, 

( lific  y  =  0. 

Setzen  wir  nun  (da  willkürliche  Faktoren  schon  iu  \200)  ein- 
gesetzt sind)  ^  —  1,  so  ergibt  sieh  bei  Einführung  weiterer  Konstanten 

=  i  Ctto?«  +  Ui^y  +  3ca?y«  +  <iy*  +  «a?*  +  fxy  +  gy*  +  Ä«?  +  »f  +  *). 

Der  allgemeinste  Wert  fllr  52^  der  mit  den  Bedingungen  des  Problems 
vereinbar  ist,  hat  also  die  Form  einer  ganzen  rationalen  Funktion 
dritten  Qrades. 
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Da  52  =  0  die  GUichung  der  Querschuittsrandkurye  ist»  fftr  die  dar 
Ausdruck  für  Sl  dm  Drillungsproblem  löst,  80  scheinen  auf  dem  ein« 
geschlagenen  Wege  Zylinder,  deren  Querschnitte  durch  Enrren  dritten 
Grades  begrenzt  sind,  hebartdolt  worden  zn  Ivönnen  Dagegen  ist  aber 
zu  bemerken,  tlnß  die  Pftrameter  der  (jiieder  d ritten  Grades  nifht  frei 
verfügbar,  sondern  durch  Beziehungen  miteinander  verknüpft  sind, 
welche  von  den  elastischen  Konstanten  des  Materials  al>hüugen.  Die 
betreÜendon  Glieder  kommen  sonach  für  eine  Lösung  von  praktischer 
Bedeutung  nicht  in  Bofcraeht;  tie  sind  fortsolaneii,  reap.  ihre  Para- 
meter sind  gleich  Null  zu  selaen,  was  mit  den  Bedingungen  Tereinhar 
ist  Hiernach  ergibt  eich  abo  der  elliptische  Zylinder  als  der 
einzige,  hei  dessen  Drillung  die  Komponenten  X,,  Y^, 
verschwinden. 

Wie  S.  617  erwähnt,  ist  dieses  Verschwinden  die  eine  der  Grund« 
annahmen,  auf  denen  De  Saint  Venant  bei  seiner  Behandlung  des 

DrillungfproMems  fußt:  vorstehenden  läßt  erkennen,  d;iß  dicBC  An- 
nahme zu  eng  ist,  nni  vrm  ihr  aus  das  allgemeine  Drillungsproblem 
bei  Kristallen  zu  )>ewältigen. 

§  31  LI.  Bilferentialgleioliungeu  den  allgemeinen  Drillungs- 
Problems.  Das  Problem  des  elliptischen  Zylinders  hat  ein  großes 
theoretisches  Interesse,  insofern  seine  strenge  und  ein&che  Lösung 
der  Diskussion  bequem  sngänglieh  ist  und  die  speaiellen  Wirkungen 
der  kristallinischen  Nator  des  Materials  auf  den  Vorgang  der  Dril- 
lung doutlich  hervortreten  läßt  Das  Problem  hat  indessen  keine 
praktische  Bedeutung,  weil  die  Herstellung  von  Präparaten  der- 
artiger Form  fOr  Beobachtangssweeke  ernstlich  nicht  in  Frage 
kommen  kann. 

Das  praktisch  wicliticrste  Problem  ist  da^-^jonii^e  d»'S  Zylinders 
von  rechteckigem  Querschnitt,  —  ein  Problem,  das  schon  bei 
isotroper  Substanz  relativ  umständlich  ist  und  hei  kristallinischer 
einer  strengen  Lösung  beträchtliche  Schwierigkeit  zu  bieten  scheint. 
Seine  große  Bedeutung  erhellt  daraus,  daß,  wie  wir  unten  zeigen 
werden,  Biegungsbeobachtungen  an  gleichTiel  wie  zahlreichen  und 
wie  orientierten  Kristsllzylindezn  oder  •stüben  bei  keinem  (auch 
nicht  dem  einfachsten)  Kristallsystem  zur  Ableitui^  sämtlicher 
fttr  einen  Kristall  charakteristisdien  Moduln  oder  Konstanten  aus- 
reichen. Es  bedarf  also  zur  Tiösung  des  letzteren  Problems  der 
Kombination  der  Biegungsbeohachtungen  mit  Messungen  anderer 
Art,  und  für  letztere  kommen  fast  nur  Drillungsbeobuchtungen  an 
prisraati^ehPTi  Stäben  in  Httracht;  eine  Verwertung  von  der- 
gleichen ertbrdert  aber  selbstverständUch  die  Theorie  der  betreten- 
den Deformation. 

Tolgt,  Krl»ullpli7>flL  41 
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Allerf]ings  läßt  sieh  dor  praktische  Zweck  erreichen  ohne  Ab- 
leitung der  vollötäüdipjen  Theorie  Ks  «nnfigt  eine  einzelne  —  auch 
an^^enäherte  —  Formel,  welche  die  ueobmlitharen  Daten  mit  den 
charakteristischen  Parametern  in  Beziehiuig  setzt  und  geatattet,  ZaM- 
wertu  der  letzteren  aus  den  erst^-reu  abzideiten. 

Wir  wollen  demgemäß  das  Problem  der  Drillung  des  rechtwink- 
ligen Prismuä  ganz  ttÜgemeiji  in  Angrill'  nehmen  und  zunächst  eine 
Formel  ableiten,  die  zwar  keine  ToUst&ndige  Theorie  der  DriUong 
dantoltty  aber  selbrt  im  allgemeiasten  Falle  beliebiger  Oiien- 
tiemig  des  Pktfieniis  gegen  den  Krietall  eich  snr  Yerwerliuig  tob 
MeeeoDgen  nfttBÜeli  enreiet  Danach  wollen  wir  jum  epesiellen 
Fällen  zuwenden,  wo  die  Theorie  bie  au  Ende  dnichgefUiTt  wer^ 
den  kann.^) 

Nach  dem  Inhalt  det  Torigen  FtoigE^hen  ist  für  ein  Prisma 
▼on  reehteoldgem  Querschnitt  der  spezielle  Ansatz  (181)  nicht  an- 
lässig;  wir  genügen  aber  den  HanptgleiGhungen  (130)  gana  ellgemeiii 
dniok  die  Verfügung 

Y      ^  7 

wobei  ß  und  Fimkti()n<'ii  von  x  und  y  bezeichnen.  Die  Grenz- 
bedingungen nehmen  liieriiuch  die  Form  an 

und  führen,  wenn  man  additive  Konstanten  in  cSlJcy,  cHJvx  uud 
Sl  hineuoieht,  auf 

^-0.    ^-0.  (203) 

Die  Eomponente  tritt  weder  in  den  Hauptgleichungen,  noch 
in  den  Gxenzbedingungen  auf;  in  der  Tat  iet  sie  durch  die  dritte 
Oleichnng  (159)  anabhingig  Ton  UjTiW  bestimmt  nnd  läBt  sieh 
mit  deren  Hil£d  ans  den'  andern  Oleichnngen  (159)  forfaehaffan. 

Man  erhalt  so,  wenn  man  kurz 

9ii^  +  9ty 9^"  G   und   if*<«Bi  -  «««« -  ^«  (204) 

setzt, 


1)  W.  Voiift,  Wied.  Ann.  Bd.  29«  p.  604,  1886. 


da*  * 


(201) 
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—  «»If  "  ^-^«H-  ^U^.+  ^l&^m-^  ^U^gf 

««^?  -  ^  (1^^«+       +  Äa:)  =  •  •  •  +  *4»^\,  (205) 

^  ^  "  ^  (t  ^^'i  +      -      -  ^61  ^.  +  •  •  •  +  ^„ 

Aus  der  ersten,  zweiten  und  fünften  Gleichung  kann  man  wie  S.  640 
U,  V  und  damit  zugleich  G  eUmiiiiezeii.  Aas  der  dritten  und  Tieirtea 
Gieichmig  kuui  man  W  eUminieireii;  ee  bleibt  aber  ein  Beet  Ton 
G  flbrig. 

Die  Beraltaie  lauten  bei  Benntning  der  AnsdrAeke  (201) 

Dies  sind  die  Hauptgleichungen  fOr  £1  und  bei  dem  allgeineinsten 
Problem  der  Drillung  eines  kristallinischen  Zylinders.  Die  Rand- 
bedingungen sind  in  (203)  enthalten.  Die  Einführung  des  wirkenden 
Drehungsmoments  N  gesdiieht  mit  Hilfe  der  leteten  Glmebiing  (137)) 
die  jetsfit  lautet 

Nun  ist  aber 

(1.  h.  wegen  der  dritten  Formel  (2ü3)  =  —J Äcig;  gleiches  gilt  für 
das  zweite  Integral  in  {201),  und  wir  haben  somit 

Jf +  2  fsldq.  (208) 

41* 
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Noch  sei  bemerkt,  daU  für  die  in  (206)  aui'tretoDdan  Pamnefcor 
und  ^  Xiach  (164)  und  wegen  Jf  «>  X  ->  0  gilt 

t,-i»um»t'.  8,  t^J»7««,'.  (809) 

§  820.  VoJcenrngen  für  einen  priamatiBOliMi  8Wi>.  Wir  woQcleii 
UDB  nun  ipeiiell  dem  Fall  des  nehteoldgen  Prinnas  la  und  nehmen 
als  BegrenKongen  des  Qnenohnitte  an 

af-±w,  y=-±ii.  (210) 

Da  <iie  Orientierung  flfs  A' 1'- Achsenkreuzes  gegen  den  Kristall  be- 
li»'l)i<j;  gelassen  isi,  so  liegt  in  der  Annahme,  die  Seiten  des  Qner- 
si  Imitts  lägen  diesen  Achsen  parallel,  keine  Beschränkung  der  Ali- 
gememheit. 

Um  die  zweite  Gleichung  [200)  humogeu  zu  machen,  setzen  wir 

«  -  ^^»«b-ft»- +  *<«){«  -  l     - 1))-  («U) 

Die  Bandbedingangan  für  o  weiden  daduoh 

fllr  aj  —  i  m  und  beliebiges  y:     ~  y  (|i  ~  ^)  >  (212) 

Setzt  mau  den  obigen  Wert  von  H  in  die  (tN  i  hung  (208)  ein 
und  benutzt  die  Ausdrücke  (209)  für  g^,  g^f  berücksichtigt  auoh,  daß 
für  einen  rechteckigen  Querschnitt 

iet^  80  erhalt  mau 

jri^.-»'[4H.-80  +  $)^](/»rf,  +  i-«). 

Di^  liefert  bei  Bücksicht  auf  jS^ök '^'b*^  4b  ^  ^®  spemfiaehe 
DiiUung  des  Priamaa  den  Auadmck 

,  -     »^|>^-fi^-fO  +  ^)-/^]  (213) 

Hierin  ist  Hip  Funktion  m  noch  uuuekttüu.t;  'Air  können  über  die- 
selbe al)er  einiges  aussagen,  was,  trotz  der  Unbekunntschaft  mit  dem 
genauen  Werte  Ton  (d,  die  Gleichung  (213)  zu  gewissen  Verwendungen 
geeignet  macht. 

Zunächst  bemerken  wir,  daß,  wenn  wir  x  und  y  mit  x;n  —  ap* 
nnd  jf/»  -=  y\  il^  mit  iii2|  —      Tertanscfaen,  die  Hauptgleichungen 
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(206)  für  Ol  und  m  ihre  Gestali  betbeliftlten.  Oleidies  gilt  be- 
züglich der  Randbedingungen  Ar  i2|,  während  diejenigen  fOr  o  die 
Formen  annehmen 

für     —  ±  -  und  beliebiges  y':  w  ^         —  1), 

ftr  y*  —  ±  1   ^         „      d;':  4D  —  0. 

Hieraus  folgt,  daß  nSl^  und  o  die  Dimension»  n  w  und  n  nur  in 
dem  Quotienten  n  m  oder  nt/'«  enthalten  können,  deim  dieaelben 
kommen  in  den  Bedingungen  nur  in  dieser  Verbindung  vor.  Gleiches 
gilt  somit  anch  Ton 

*^  *'         1  r 


Tf- 


—  m,-n  —1 

•d.  h.y  wenn  man  setzt 

f«dq-*-^f,  (SU) 

80  ist  f  hierin  nnr  noch  eine  Funktion  Ton  n/m,  Unier  Ana- 
dmok  ninmit^  wenn  wir  noch 

2m        (Biwlte)  als  die  größere, 

2n         ^Dicke;  als  die  kleinere 

Qnerdimenaion  des  FHamaa  und  wieder 

als  die  GeaamtdriUnng  dea  Prismas  einführen,  die  Gestalt  an 

^-»(m  tf) 

Für  isotrope  Körper  angewendet,  ergibt  diese  Formel 

dies  Beeolttt  stimmt  mit  dem  Ton  De  Saint  VenatU  in  dem  gmannten 
Falle  abgeleiteten  flbeiein.  Hier  ist  die  Funktion  f  bekannt,  und 
De  8ahU  Vmumi  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  dieselbe,  wenn 
B/D  nur  etwn  den  Wert  3  fibersteigt,  als  konstant  —  0,680)  he- 
tncbtet  werden  darf. 
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Diea  maoht  im  hohen  Qmä»  vahfBoheinlioh,  dafi  die  Funktion  f 
auch  in  dem  TOrliegendeu  allgemeinen  Falle  eines  kristallinischen 
Prismas  von  holiebiger  OrienÜenmg  diesdbe  Eigenschaft  besitsen 
wird.  Die  Beobachtung  un  Prismen  von  gleicher  Orlen tienmg  und 
von  verschiedenen  Verhältnissen  D/B  gostattet,  dies  zu  prüfen  und 
den  Wert  dieser  Konstanten  abzuleiten.  Ist  ein  solcher  aber  erhalten, 
dann  gestaliei  die  Formel  (215)  eine  Verwertung  der  Messungen  von 
n  zur  Ableitung  der  Zahlwerte  elastischer  Moduln. 

Der  Modul,  der  dabei  in  Frage  kommt,  ist  Sf^,  —  einer  derjeaigen, 
die  bei  der  Drillung  des  elliptischen  Zylinders  eine  Rolle  spielten  — ; 
die  übrigen  erscheinen  in  l'oteuzen  von  D^  ß'  multipliziert  und 
brauchen,  da  diese  Falioren  sehr  klein  su  machen  sind,  nur  in  roher 
AnnSherang  bekannt  zu  lein,  nm  die  Berechnung  von  m  er- 
möglichen. 

Es  sei  daran  erinnert,  daß  nach  den  Bemerkungen  Ton  S.  592^ 
o.  594  der  Modnl  $^  sich  durch  die  Bichtongskosinns  der  und* 
der  ^Achae  aasdrQokt.  Die  X-Achse  ist  im  Torliegenden  Falle  ala 

die  Richtung  der  größeren  Quwdimension  B  des  Prismas  charak-> 
terisiert;  deren  Richtung  kann  also  neben  der  Orientiening  der 
Längs-  resp.  Drillungsachse  als  fQr  die  Größe  der  Drillnng  in  erster 
Linie  maßgebend  betrachtet  werden. 

Für  äußerst  gestreckte  rechteckige  Querschnitte  reduziert  sich  die 
ganz  allgemeine  Formel  (215)  aof 

Sie  stimmt  überein  mit  dem  Resultat,  welches  aus  (191)  tui-  einen 
sehr  gestreckten  elliptischen  Querschnitt  hervorgeht. 

§  821.  Vereinfaehnngen ,  wenn  die  Frlsmenaohse  in  eine 
kri0tallograplils«ilie  flynunetrieaolise  fSUt    Die  sehr  komplizierten 

Chmndformeln  (206)  des  Drlliungsproblems  verein&chen  sich  ungemein, 
wenn  die  übrigen  Bedingungen  gestatten,      =  0  zu  setzen,  d.  h.,  wenn 

mit  dem  De  Saint  Fcwan/schen  Ansatz  (181)  und  (185)  auszukommen 
ist.  Hierzu  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  in  der  ersten  Haupt- 
gleichung (206)  Sl  nicht  auithtt,  d.  h.,  daß  gilt 

oder  bei  Einsetzen  der  Werte  der  S^^  nach  (204) 

=  («14  +         -  («««4»  4-  ««3«m)  =^  0.  (218) 
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Dies  findet  nach  8. 686  (wo  in  dein  Sohema  Idr       die      mit  den 
YertauBoIit  werden  dflrfen)  immer  etat^  wenn  die  ^Adue  in  eine 
geradiahlige  SymmetrieaciiBe  fiUt  oder  —  was  bei  demi  vorliegen- 
iien  zenirisch-symmetrisehen  Vorgang  damit  aqnivalent  ift  normal 

sn  einer  Sjmmefcrieebene  stellt. 

Das  Zusammenfallen  der  Z-Aahse  mit  einer  dreizahligen  Sym- 
metrieachsn  rncht  dazu  nicht  aus;  hier  gilt  nach  8.583  bei  Berttok- 
sioktigungy  daß  für  die  Modalu  in  jenem  Falle 

Es  tritt  sonach  iu  der  ersten  Jb'ormel  (206)  Sl  in  der  Kombination  auf 

r»*        ~  ^  dyv  ~  ^  äy     ~  ^«v  i ' 

Die  DurehfQlinmg  der  Theorie  ist  demgemftft  sehr  kompliziert  hk' 
dessen  kann  man  dmcli  eine  SymmetriellbeslflgiiBg  plansibel  macben, 
daß  für  die  Berechnong  des  in  dem  sobUeßiidhen  Ansdnu^  fttr  ü 
allein  in  fietraeht  kommeaden  Integrals 

Jadgt 

eine  dieiaSblige  Aohse  sieli  einer  seehsaShligen  äquivalent  verhalten  mtlB. 

In  Figur  164  ist  der  rechteckige  Qaenehnitt  dee  Prismas  dar* 
gestellt  und  in  ihn  eine  beliebige  transversale  Rich- 
tung durch  das  Zentram  gezeichnet.  Ist  die  Z- Achse 
Bi>fihB7Ahlig|  so  sind  die  beiden  Seiten  dieser  Riohtnug 
einander  ^gleichwertig,  es  liegen  also  hier  an  den 
korrespondierenden  Stellen  «  und  ß  entgegengesetzt 
gleiche  Spannungen  Y.,  Z^.  Ir^t  die  Z-Achse  drei- 
zählief,  so  sind  die  l)eiden  Seiten  ungleich wertigi  in  «  und  ß  liegen 
Spaimuügen  verschiedener  absoluter  Größe, 

Nun  snmmiei't  aber  der  Ausdruck 

diese  Spannung'  ii  über  den  ganzen  zentrisch-symmetrisch eu  Querschnitt. 
Der  Unterschied  der  (  Absolutwerte  der)  Spannungen  in  a  und  ß  kommt 

also  in  dem  Ausdruck  für  N  und  somit  auch  in  dem  Integral  j*tadq 
nicht  zur  Geltung.  Wir  können  etwa  filr  tj  das  Mittel  derjenigen 
beiden  Werte  einsetzen^  die  ans  der  Theorie  folgen,  wenn  einmal  X 
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und  Y  die  ursprfliigliehe  und  sodaim  die  iiiTerlierte  Lage  besiteen. 
Dieter  IfiUelweät  ist  aber  derjenige  Wert  0,  der  eicb  eigeben  wflrd% 
wenn  die  Z-Aebae  seebeEäblig  wBre. 

Das  so  abgeleitete  und  praktisch  wichtige  Resultat  ist,  wie  wir 
sehm  werden,  dsr  PrQfong  durch  die  Beobaebtnng  augiaglioh. 

§  322.  Durchföhrnng  des  Drilluagsproblems,  wenn  zwei  Prismen- 
kanten  in  olaatiticlLe  äymmetrieaohBen  fallen.  Für  den  vorsieh end 
in  seiner  Wichtigkeit  ehamkterisierten  FaU  der  Koinzidens  der  Z  jlinder- 
acbse  mit  einer  geraddUiIigen  Symmetrieachse  oder  der  Normalen  anf 
einer  Symmetrieebene  bleibt  nur  die  zweite  Hauptgleichuiig  (206) 
übrig  und  nimmt  die  Gestalt  an 

2*  +  |L?««-2^f^»«  +  |j?^-0.  (219) 
Die  Substitution 

reduziert  sie  auf 

-  2       «46  +  apr  %  -  0.  (22 1) 

Die  Randbedingungen  behalten  die  frühere  Form  (212) 

für  X  =         und  beliebiges  y  (^1  ~  1  j> 

für  y    ±  f»    „         „       x:  m^O. 


(222) 


Der  i'bergaug  zu  einem  isotropen  Körper  geschieht  durch  die 

Beziehungen  ^  /««ov 

^  »u-««-«i»   ««-0,  (223) 

welche  die  Hauptgleichuag  (221)  iu 

mwandeln.  Hier  gilt  nach  De  Saint  Venant  ftir  einigermaßen  gestreckte 
Querschnitte  die  Formel  (217)  mit  /*=  -  0,630.  Ist  für  den  kristalli- 
nischen Zylinder  =  0,  was  z.  B.  stattfindet,  wenn  außer  der  Z-  auch 
die  X-Achse  gernd/ählig  ist,  oder  außer  der  XY  auch  die  F^'  Ebene 
eine  SymmptrieaciiHC  ist,  so  läßt  sich  das  Kr istallproblem  sofort  auf 
das  isotrope  reduzieren  durch  die  Substitution 

Stix^/Su'^l'y  «i«»V«44-»in*,  «|JtV^-tt*  (224) 

bei  den  Randbedingungen 

für  £     ±  m  und  beliebiges  9«     =  2  ^ 
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ist  Idernach  dastelbe^  wie  früher,  bif  auf  die  Vertniuchiiiig  tob 
m  und  n  mit  m  und  n.   War  IrOher  naeh  (314)  der  Wert 

80  entetdt  Jeftst 


und  gilt  demgemäß 


n  -    -  — _^  - ,    Z^-  -  0,630.  (826) 


Ein  nocii  speziellerer  Fall  resultiert,  wenn  die  Z- Achse  in  einer 
vier-  oder  8echs/.üiiligen  kristallograpliiBcben  SjmmetrieacLse  liegt; 
liier  gilt  außer  s^^O  noch  —  s^^.  DemgemSß  nnd  bier  die  Be- 
dingungen mit  denen  des  ieofa'open  Prinnas  identisch,  und  gilt 
ohne  weiteres  fOr  gestreckte  Querschnitte 

f  (22'> 

Diese  Formel  darf  nach  dem  S.  647  Entwickelten  auoh  auf  den  Fall 
angewendet  werden,  daß  die  Zyliuderachse  m  einer  dreisüihligon  Sym- 
metrieachse liegt.  Da  die  Schlüsse,  welche  dort  benutzt  sind,  vielleicht 
nicht  Tüllig  beixiedigen,  so  ist  es  von  Interesse,  daß  Beobachtungen» 
angestellt  an  Stäben  Ton  Quarz  und  Kalkspat  (1.  Abteilaug  dee  trigo- 
nalen  Systems)  mit  Lingsrichtungen  parallel  der  dreiaShligeii  Achse, 
die  Anwendbarkeit  des  Wertes  f^-^OjBSO  mit  sehr  großer  SchSrfe 
besl&tigt  haben.  Wir  kommen  auf  diese  Beobachtungen  unten  surClek. 

§  323.  Dia  Mamenaobae  liegt  in  einer  sweisähligeA  Symmetrie- 
adhse.    Der  allgemeinere  Fall  nicht  verschwindenden  8^  und  ab- 

weiehendor  <?  nnd  s^^  tritt  ein,  wenn  die  Prismenachse  in  einer  zwei- 
zähligoii  t  Listischen  Symmetrieaclise  liegt.  Sf  ino  strenge  Behandlung 
ist  umatiindlich.  Zwar  kann  man  die  Differentialgleichung  (221)  durch 
eine  Substitution  auf  die  isotrope  Form  z/cd  =  0  bringen,  aber  diese 
Substitution  macht  aus  der  rechteckigen  Begrenzung  eine  rhom- 
boldisehe,  die  unbequeme  Grenzbedingungen  liefert  Man  gelangt  zu 
einer  bei  gestreckten  Quersohnitten  ausreichenden  Annäherung  durch 
die  Überlegung,  daß  nach  den  Randbedingungen  (131)  in  den 
Prismenkanten  nnd  gleichseitig  Tersehwinden,  somit 
auch  längs  einer  sehr  schmalen  Frismentiche  betr&dhiUche  Werte 
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nicht  erreichen  kdnnen.  Auf  Grund  hiervon  kann  man  die  wirkliche 
ebene  Begrenzung  längs  dieser  sehr  schmalen  Priemenflache  durch 
eine  sich  ihr  nahe  anschließende,  beliebig  gekrümmte  ersetzen,  ohne 
förchten  zu  müssen,  hierdurch  in  der  Formel  für  die  Geeamtdrillung  ü 
einen  merklichen  Fehler  zu  erhalten. 

Dadurch  wird  der  Weg  gangbar,  eine  partiknliire  Lösung  zu  be- 
nutzen, welclm  die  llaiiptgleichung  und  die  für  die  breit »>n  Prismen- 
fliichen  geltenden  Bedingungen  streng  erfüllt,  aber  die  eigentlich  tur 
die  schmalen  Pri8inenflä<  heu  geltenden  Bedingungen  statt  dessen  fQr 
«ine  sehr  benachbarte  gekrümmte  Flüche  befriedigt.  Es  muß  hier 
genügen,  daa  Resultat  anzugeben,  zu  welchem  diese  Annäherung  fährt. 
Man  erhilt  für  hinreichend  geshreckte  Querschnitte 

l'^-y-'- (i  +  „ ,  ;'•_-.,,)•  (228; 

Da  in  den  interessierenden  FäUen  klein  neben  und  ^  ist,  so 
unterscheidet  sich  der  betreffende  Wert  wenig  Ton 

der  wiederum  praktisch  mit  dem  De  Saint  F<^»a«^schon  in  (22»)  j  zu 
t^ammeurdllt.    2/Jt  =•  0,ü37  untersclieidet  sich  nämlich  von  dem  De 
Samt  Fenan^schen  0,630  so  wenig,  dafi  die  Differenz  in  dem  immer 
kleinen  Glied  Ternaehl&ssigt  werden  kann. 

Es  seheint  übrigens,  daß  man  dies  Resultat  der  nicht  merklichen 
Einwirkung  des  Parameters  «45  auch  durch  eine  Symmetriehetnehtnng 
stützen  kann  (s.  Fig.  155). 

\         /  Bei  fehlendem  S45  hat  o  nach  den  dafür  gelten- 

\  I  den  Bedingungen  für  Punkte  ce,  /i,  y,  d  gleiche  Werte; 

ein  vorhandenes       läßt  die  Punkte  «  und  y  resp.  ß 
y  \  und  d  gleichwertig  bleiben,  macht  aber     y  ungleich- 

/         \        wertig  ß,  6.   Der  »Sinn  dieser  Ungleichwertigkeit  kehrt 
Fiir-iSB.  jj^j^  jg^j  Vorzeichen  von  s^.^  um.    Ks  erscheint 

plausibel,  daß  bei  der  Integration  über  den  gau/eu  Querschnitt  d&s- 
eelbe  liesultat  entsteht,  als  wenn  gleich  2s  uU  wäre,  wie  di^  der 
andere  emgeschlagene  Weg  ergeben  hai 

§  324.  Das  De  Saint  YenantsolLe  FKlnBip.  Die  längs  der  Zjlinder- 
achse  ^eichförmi^  Ddbrmation  erfordert  nach  den  Werten  von  Z,f  T,f 
Z^,  mit  deuML  wir  in  den  streif  durchgeführten  fHUen  operiert  haben, 
jederzeit  eine  ganz  bestimmte  Verteilung  der  äußeren  Ein- 
wirkungen Xq,  Yq,  und  X,  Y,  Z,  die  mit  den  obigen  Kompo- 
nenten durch  die  Bedingungen  (132)  und  (133)  Terknüpfl  sind,  über 
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die  Endqaenclmitte  #  —  0  und  ir  2.  Für  die  Parameter  gi,  g^,  g^ 
und  kf  welehe  das  menen,  was  man  kon  als  die  Biegung,  Dehnung 
und  Drülung  des  ZyUndera  besBeiolinet,  ergaben  sieh  dabei  ganz  all- 
gemein Avadrflckey  weLehe  nicht  Ton  den  EinzeUieiien  in  der  Yer^ 
teilong  der  äußeren  Flächenkräfte  abhängen,  sondern  nur  TOn  deren 
Gesamtkoinponente  C  nach  der  Zylinderachse  und  den  Momenten  L, 
Mf  N  um  die  im  Querschnitt  z  =  0  liegenden  Koordinatenachsen  oder 
ihre  Parallelen  im  Querschnitt  r  7  Auch  die  übrigen  Parameter 
der  Deformation  bestimmten  sich  in  (ien  durchgeführten  Füllen  aus- 
schließlieh durch  diese  Kombinationen  der  auf  die  GrundÜächen  des 
Zylinders  wirkenden  Kritlte  Xq,  Fq,  Zq  resp.  X,Y,Z.  Die  Ver- 
hältniflse  liegen  deran,  daü  mau  schließen  darf,  gleiches  werde  in 
allen  ElUen  eintreten^  d.  h.  also,  hei  allen  Quersehnittsformen 
werden  die  längs  der  Zylinderachse  konstanten  Deforma- 
tionen nnr  von  den  vier  Aggregaten  C,  M,  N  dieser  Kräfte 
abhängen. 

Wir  betrachten  nun  einen  Zylinder  Ton  beliebiger  Länge  f,  auf 
dessen  Endquerschnitte  äußere  Fläche nkrüfte  X^,  Y^,  und  X,  Y,  Z 
in  beliebiger  Verteilung  wirken,  doch  _ 

so,  daß  sie  für  die  Querschnitte  ir  =  0  %     %  f 

und    z  keine  Gesamtkomponenten  pig. ins. 

B  nach  den  X-,  F- Querachsen  und  außerdem  entgeL^^  n gesetzt 
gleiche  C,  L,  N  liefern.  Der  Zylinder  (Fig.  lötij  ist  dauu  im 
Oleichgewichi 

Gamsen  wir  nnn  auf  ihm  an  einer  beliebigen  Stelle  zwischen 
zwei  Querschnitten  « »  und  ir «  ein  Stück  von  der  Länge  )  ab, 
so  erfährt  dasselbe  in  seinen  Endquerschnitten  Drucke  TOn  den  be- 
nachbarten Bereichen  des  Zylinders.  Diese  Drucke  geben  die- 
selben Resultanten  Ä  ^  B  =^  0,  und  ±G,  ±  A  ±  üf,  ±  2?^,  wie  sie 
die  auf  die  Endquerschnitte  e  =  0  und  e  =  1  ausgeübten  äußeren 
Drucke  lieferten.  Denn,  wie  schon  S.  609  benutzt,  müssen  sich  an 
jedem  im  Gleichgewicht  befindlichen  Bereich  eineB  deformierbaren 
Körpers  die  äußeren  Kräfte  das  Gleichgewicht  hulten.  So  müssen  also 
die  von  dem  Bereich  <  ^  „'3  auf  das  Bereich  0^<i0<Cl  aus- 
geübten Drucke  diejenifjen  Einwirkuugen  kompensieren,  welche 
letzteres  Bereich  auf  dem  (Querschnitt  ä  ==  Z  von  auLieii  eri'üinL.  Es 
mflsaen  deshalb  auch  die  Man  vorstehenden  entgegengesetzten)  Drucke, 
die  das  Bereich  <  j»  <  »  auf  das  Bereich  jr^  <  jr  <  jrg  ausflbi^  denen 
gleich  sein,  welche  der  Querschnitt  s  — I  erfährt. 

Sonach  flbt  in  jedem  Querschnitt  des  Zylinders  die  auf  der 
positiven  Seite  liegende  Masse  dieselben  .4.  — B  — 0,  GfL,3f,  wie 
sie  der  Querschnitt  iV  — T  erfährt,  auf  die  an  der  negativen  Seite 
befindliche  Masse  aus,  und  die  entgegengesetaten  Wirkungen  finden 
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im  um  gekehrten  Sinne  statt.  In  besag  auf  die  resaliiereadeD 
Wirkungen  ^  —  B  0,  C,  L,  M,  N  tat  also  der  Zylinder  in  jedem 
Falle  gleichförmig  gespannt;  er  kann  somit  bei  hinreichender  Lange, 
abgesehen  von  gewissen  Bereichen  in  der  WSlh.B  der  Endquenehnitte 
Mt^-O  und  2^1,  anoh  beafii^ieh  der  Elementarwirkungen  X^, 
.  • .  X.  gleichförmig  gespannt  sein,  und  da  die  elastischen  Probleme, 
wie  schon  S.  565  bemerkt,  nur  eine  Lösung  haben,  so  wird  man 
sr]i ließen  dflrfen,  daß  diese  gleichförmige  Spannung  sich  faktisch 
einstellt 

Aut  diese  Weise  kann  man  sieb  (in  Übereinstimmung  mit  dem 
Prinzip  von  De  Saint  Vefmnf)  plausibel  machen,  daß  ein  Zjlmder  von 
einer  gegen  den  QuerBcliuitt  hinreichend  großen  Läuge  bei  beliebig 
Terteilten  Einwirkungen  anf  die  Endquerschnitte,  welche  die 
Resultanten  A'»  B^O,  ±  C,  ±  L,  ±  M,  ±  N  ergeben,  in  dem  flbei^ 
wiegendem  Teil  seiner  Lange  Iftngs  der  Achse  gleichförmig  de- 
formiert wird,  und  daß  diese  Deformation  sich  ToHig  ans  C,  L,  My  2f 
bestimmt 

IV.  Abschnitt 

Ungleichförmige  Deformationen  zylindrischer  Stäbe. 

§  325.  Die  Orundgleicliungen  für  einen  Zylinder,  in  dem  die 
Spannungen  längs  der  Achse  linear  variieren.  Die  im  vorstehenden 
Abschnitt  beiuit/te  ani?em<'inf»  Behandiuugsweise  des  Deformations- 
problems für  einen  knstalliuiyciien  Zylinder  gestattet  noch  eine  Er- 
weiterung, die  sowohl  theorttisches  als  praktisches  IntcresBe  besitzt^ 
und  aut  die  demgemiiß  nuch  etwas  eingegangen  werden  mag.  Hatten 
wir  oben  die  Aufgabe  so  formolierty  daß  alle  Deformationen  eines 
seitlich  freien  Zylinders  abgeleitet  werden  sollten,  bei  denen  Drucke 
und  DeformationsgiGßen  ISogs  der  Zylinderachse  konstant  sind,  so 
mögen  jetzt  diejenigen  untersucht  werden,  bei  welchen  sich  jene 
GrSBen  längs  der  Zylinderachse  linear  ändern.^)  Eine  solche  Ver- 
{Qgung  enthält  die  frühere  als  speziellen  Fall  in  sich;  um  aber  die  an 
sich  schon  umständlicheren  Formeln  nicht  noch  unnötig  zu  kom- 
plizieren; wollen  wir  diejenigen  Glieder,  die  bereits  früher  behandelt 
worden  sind,  soweit  angängig,  von  vornherein  dadurch  beseitigen,  iluß 
wir  solche  äußeren  Einwirkungen,  die  auf  jene  konstanten  Oelor- 
mationen  führten,  d.  h.  also  entgegengesetzt  gleiche  Längszngkriifte 
und  entgegengesetzt  gleiche  Drehungsmomente,  ausgeübt  auf  die  beiden 
Endquerschnitte  des  Zylinders,  ausschließen.  Es  liegt  hierin  keine 
bedenkliche  Spezialisierung;  denn  da  aUe  Bedingungen  des  Problems 

1)  W.  Voigt,  CKftt  Abk.  1887^  p.  80. 
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lineir  und,  so  kann  man  durch  Superpoaiiioii  dtor  alten  und  der  neuen 
LSsnngen  den  aUgemeineten  Fall  oline  weiterw  bilden. 

Wie  im  vorigeu  Abschnitt  beginnen  wir  mit  der  Anfiroduing  der 
GeeetM  fttr  die  Druckkomponenteiii  die  sieh  ans  tmaerw  Gnind^ 
annähme  ergeben.  Hierm  aetaen  wir 

X,  =  .V  +  ^^J>  ...  X, -  X;  +  äX;,  (229) 

wobei  nun  die  X^,  . . .  nnd  XJ, . . .  nur  Ton  x  nnd  y  abhingen. 

Indem  wir  jetat  konstante  Bnßere  (kSiperliohe)  Erafle  mlaasen, 
eihalten  wir  naeh  (12)  für  die  Hanpit^eidmngen 

dX^     dX"  dXl  dX' 


die  Bedingungen  Ittr  die  M anialfladie  des  Zylinder*  werden 

0-1.0coB(n,a;)+Z/cos(fi,y),   0-XJcos(»,a;)-HZ/oo8(w»y),  (231) 


FSr  die  Qmndfliohen  #  —  0  und  g^l  gilt,  wenn  wir  die  dort  wirken- 
den Komponenten  wiedetr  durch  A^,  Ä,  , .»  N^^  N  beseiohnen, 

J,-fx>dq,  B»-jr.'di,  O^-J'Z'dq, 

A  fx,Ui-lfx.'dt,   B--fr.'dt-lfr.'di,  (232) 

C^-ß.'dq-tfzjdq; 

L,-ffZ*ii,    M,—fxZ*dq,  XI,-j\*X.'~9Z:)dq. 

L~-f9Z*dq-l ffZ.'dq-Bl,  M-+j'xZ,<>dq  +  lfxZ,'dt  +  M, 

-SixY,^-yZ.^)dq  -  if  :xX.'-tZ,')da.  (233) 

Da  uuu  iiach  den  allgememen  etatisclieu  Gleicligewicktäbedingimgen 
sein  mnB 

(voraüsgeaetzt  dabei ^  daß  x^y^O  wieder  dem  Sohwerpuokte  des 
Zjrlinderquerschnitts  entfipricht)^  so  ergibt  sich 


Digitized  by  Google 


654         VII.  Kapitel.    Wccbselbeziehungeu  zwischen  zwei  Tensortripeln. 


§  .120.  Integral§8tze  ftir  die  Druokkomponenten.  Die  obigen 
Haupt-  und  f Landbcdingiingen  für  die  A'^^.',  .  .  .  X./  Laben  geaau  di'^^clhe 
Form,  wie  die  in  §  oOb  für  die  X,,  .  .  .  X^  aufgestellten;  rr  Iren  Kir 
die  ersterfn  somit  jetzt  die  früher  für  die  letzteren  gewonueneu  Be- 
zieliuiigeu  (138)  und  {l'd'J),  U.  h.,  es  ist 

fXJda   -fx,'dq   -/r;,7j    ~fx.'dq  -fT.'äq  -0, 
■  fyXJdq  -ßxjdq  -ß  Y,'di  -fy  Y.'dq  -  0, 

Die  Kombination  der  vierten  und  der  fünftem  Foimel  hiezaiui  naJL 
der  enien  und  sweitea  in  (235)  liefert 

X-r-0;  (287) 

d.  L,  mit  der  Annahme  linearer  Veränderlichkeit  der  Drucke 
8ind  konstante  transversale  körperliche  Kräfte  nicht  ver- 
einbar. Demgemäß  vereinfachen  sich  nun  auch  die  andern  Be- 
ziehungen (235);  unter  Heranziehung  der  letzten  Formel  (236 j  er- 
halten wir 

r  r  (238) 

Die  ersten  drei  Haiiptgleiehiingen  (230)  nelimen  jetst  die  Fonn  «t 

a-  +  ?,  +       "    a.  +     +  ,23g. 

Wir  benutzen  sie  in  Yerbiudting  mit  den  in  (231)  enthaltenen  Hand- 
bediiip^ungen  analog,  wiü  dies  in  §  306  mit  den  einfacheren  jbormeln 
(  liJOj  und  (131)  für  X^,  .  .  .  geschehen  ist,  zur  Auswertung  einer 
Beihe  von  Integralen  über  die  X^^^  .  .  .  selbst  und  über  die  Produkte 
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xX^y  . . .,  yX/,  .  . .  Die  Eesultate  schreiben  eich,  wenn  man  wieder 
die  X-  und  y-Aebaen  in  die  üaopttragheitsBohaeii  des  Queradmitta 
legt  and 

pdjf  -  qi^\     ffäq  -  (240) 
eetzt,  folgendermaßen 

ßz,Uq  -  iJ  a^ZJdq  -  i^ZQx,\ 

fy  x; dg  =  ij> x,dii,  J  V  Y;>dq  =  if^-  i-dq,  (24i) 

ß  Y:dq  -  iß'ZJdq  -  V; 

ßYJ^dq-ßyTJdq,  ßx^Uq^ßt/XJdq, 

ßxZ;  +  ifZJ>)dq'^ßyZ:dq. 

Zn  diewn  Besieluuigen  treten  naoh  (232),  (233)  und  (234)  bei  Rflok- 
sieht  nnf  (238)  eehlieftlidi  noch  die  folgenden 

fx^dq^A.  A,  jX'dq^B^  

-Z^  L,    -ßzfdq^M,  M, 

SixJ!-yZ,^)dq^I^,  Ä 

Das  Resultat  dieser  allgeuieinen  Überlegimgeu  ist,  daß  mit  der- 
Annahme  von  längs  der  Zjlinderacliäe  linear  yariierenden 
Drnckkomponenten  Tereinbar  eind  eine  konitante  körper- 
liche £raffc  parallel  der  Zylinder aohse  und  Fliohenkrift» 
anf  die  Endqnerschnitte,  welche  Oetamtkomponenten  nnd 
-momente  nach  der  Lftngs-  und  den  Querachsen  liefern. 

Dabei  können  wir,  wie  früher,  die  Einwirkungen  auf  den  Quer- 
schnitt —  d.  h.  B,  C,  L,  M,  N  als  wirklich  gegeben  be- 
trachten, die  auf  den  Querschnitt  ^  =  0  hingegen  als  durch  die  Be- 
festigung de.s  Zylinders  irr;leistet  ansehen.  Wenn  wir  die  im  Toriiren 
Abschnitt  bereits  erledigten  i^äile  ausschließen  wollen,  so  haben  wir 
KU  setzen 

C-0,   L^^Bl,   M^-VAl,   2^-0.  (243) 
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^  '.\'2~ .  Die  nllgemoinen  Geaetzo  dor  mit  den  Voranssotaungen 
vereinbaren  Verrückungen.  Die  Di  t  rinatioiisgrüßen  op,,  .  .  . ,  die 
nach  unserer  Grundatmalitne  lineare  l^imktiunen  Yon  g  sein  soUen, 
schreiben  wir  aualog  zu  {22d) 

Für  die  VerrUükuugäkomponenten  u,  Vy  w  lassen  sich  daiui  bei 
Anwendung  des  in  §  307  auseinandergesetzten  Weges  leicht  die  folgen- 
den ftiigaiiifttiMm  Ausdrucke  gewinnen 

t»  -  r+  irF,  +  |f«  W+  k'x)  -  (245) 

Hierin  bezeiohnen  ü,  V,      27,,  F,,  TTj  Funktionen  Ton  and 
für  welche  die  Differentialgleichnngen  aus  den  beiden  Systemen  Ton 

Hauptgloichnngen  (230)  resp.  (239)  folgen.  Nebenbedingungen  ergeben 
sich  für  sie  ans  den  Yorsohriften  der  Befestigung  des  Zylinders. 

Um  mit  gebräuchlichen  experimentellen  Anordnungen  in  nahe 
Bsuehang  zu  treten,  wollen  wir  die  Befestigung  so  wählen,  daß 

Oxx-y^.-O:  -  |i  - 1| -|i  -  0  (240; 

ist.    Dies  bedeutet,  daß  iler  Koordiuntenanfang  unbeweglich  bleiben, 
daß  das  ilim  benachbarte  Element  der  Zylinderachse  seine  Kichtung 
bewahren  und  daß  das  benachbarte  Volumenelement  keine  Drehung  | 
nm  die  Z-Aohae  erfahren  solL  Eine  derartige  Befestigung  entspricht  , 
uahsKu  den  wirklichen  YerhSltnissen,  wenn  das  Ende  #     0  des 
Zylinders  eingespannt  od^  in  eine  Fassung  eingekittet  ist  Das 
Ende  «  —  2  ist  jetzt  im  Oegensnla  zu  B.  C23  frei  gelassen,  um  die  I 
an  ihm  angreifende  transTersale  Kraft  znr  Wirkung  gelangen  su  | 
lassen.   Aus  (245)  folgt  denn  | 

fürx  =  y  =  0:  {7-F=Tr=0,       -      =  0,     -  F»  =  0.   (241)  , 

Die  Ansltse  (245)  enthalten  Parameter  /*/,  ff.\  h\  die  in  maneher 
Hinsicht  den  Parametern  /J,  g^,  h  des  Ansatzes  (145)  analog  auftreten 
und  demgemäß  auch  yerwandte  Bedeutung  beBitBen,.wie  das  Nach* 
stehende  zeig! 

Wendet  man  die  Ausdrucke  (246)  auf  die  Aehsenfaser  (s— y«>0) 
des  Zylinders  an,  so  ergeben  sie  unter  Rficksicht  auf  (247) 
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Da  nun  —  |,  Vq  =  t/,  *  S  gemäß  S.  624  als  Koordmaten  eines 
Adwenpunlrteg  nadi  der  Defonnation  ao^e&ßt  worden  kfinnem,  so 
«noiheint  die  Aehaenfaser  naeh  einer  Eure  dritten  Gradee  gebogen* 

^-ft'-'9i',    5jf (849) 

stellen  wegen  der  Toransgesetzten  Kleinheit  der  Elongationen  die 
reziproken  Krümmungsradien  !/(>,'  und  1  ^o^'  der  beiden  Projektionen 
der  Aehsenknrve  auf  die  XZ-  und  die  l'Z  Ebene  dar.  und 
sind  deren  Werte  im  Befestigungspunkt,  "^<i  ""ä'  messen  ihre 

Änderungen  längs  der  Zjlinderachse. 

miftt  die  Ändenuig  der  lineSren  Diktation  U&gs  der  Zylinderadise. 
Das  Auftreten  der  gi  und  in  d< m  Aoedmck  für  w  erkUrt  eieh 
analoge  wie  8.  62 1  besilglich  ^,  und  daigetan,  dadurch,  daß  bei  der 
Biegung  des  Zylinders  jeder  Quera<^nitt  in  einer  bestimmten  Weise 
gedreht  wird. 

Die  Drehung  n  um  die  Achse  findet  sioli  nach  (245)  gegeben 
durch 

"  -  s  -  ^;;)  -  i  -  + -  ^;^) + ;  c^^» 

Das  sweite  nnd  dritte  Glied  stellt  demnach  die  Drehung' relativ 
anm  (enten)  Qaenofanitt  m^O  dar.  Setat  man,  wie  in  (157),  die 
spesifische  Drillnng 

80  wird  jetzt 

h'  mißt  souach  die  Änderung  der  speziiischen  Dzülung  längs  der 

Zylinderachse. 

Die  allgemeinen  Ausätze  (-45),  die  aus  der  Annahme  tou  längs 
der  Zyiinderaciise  liiieär  Tariierenden  Deformutiousgrüßeii  folgen,  drücken 
nach  dem  Yorsteheadeii  aneh  linefir  Tarikamnde  Biegungen^  LängcK 
dflhnnngen  nnd  Drilinngen  des  Zylinders  aul. 

§  328.  Biiiflliiniiig  4er  Beatehmigen  swiaalien  Druoken  nnd 

Beformationsgrößen.  Die  allgemeinen  Beziehnngen  (4)  resp.  (22) 
zwischen  Drucken  und  Deformationsgrößen  lerfiülen  nach  (229)  und 
(244)  in  zwei  Systeme,  deren  eines  die       . . .  md  XJ^, . . deren 

Yolt^  JLristkUphjnlk.  48 
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andsrw  di*  . . .  and  X^, . , .  twImbM.  üm  iiitmiwiart  ia 
«niar  Idiie  däi  kMan  S;it«a,  w«IdMi  gMira  etili|»r«cli«nd  (UW) 
hntok 

-(&'»  +  »'»+*')- «kl  (863) 

-  (/V + h-^  +     -  .«x;  +  ■  ■  •  +  0«  z;, 

Integriert  man  diese  Gleichungen  über  den  Querschnitt  Q  und 
beachtet  die  Werte  der  leoihts  auftretondflu  Integrale  nach  (236)  und 
(23b),  so  erlillt  mui 

-  {fi  Q  + dq)  -  qQZs^,,    -  (a'    +/y^'  d^) 

/•/ar,  .  aF,\  ,        ^  (254) 

Integriert  mau  hingegen  nach  Multiplikation  mit  x  oder  y,  so 
erhält  man 

Wie  bei  dem  früheren  Problem  bestimmen  sich  die  Konstanten 
der  (ungleiohfdniiigen)  Dehnong  und  Biegung  g^,    g^  ganz  aUgemeiA 
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für  jeUe  QueiscjajQittefürm  j  die  Konstante  A'  der  (ungleicbfuimigen) 
Brillung  tritt  mit  der  Funktion       yerknapft  auf  und  ist  zuvörderst  . 
noch  nkht  aagebbar. 

Immerlun  erkenni  maoi  wie  die  ungleiohföniiige  Biegung  dm 
kriibüliniecbeiiL  Zjlindera  guu  ebenso  mit  einer  DiÜlnng  Terknfipft 
erscheint^  wie  diee  bei  der  gleiefal&rmigen  Biegung  nach  den  Foimefai 
(165)  statt&nd. 

Der  Yollat&ndigkeit  wegen  mögen  auch  noch  die  so  (858)  analogen 
Beziehungen  angeführt  werden,  die  zwischen  dem  xj^, . . .  und  dem 
XJ, . . .  bestehen.  Dieselben  lauten  bei  Benntning  der  Werte  (245) 

§  321).  Ein  ailgemeinor  AuBatz.  Die  weitere  Behandlung  unsres 
Problems  kann  zunächst  noch  ganz  parallel  zu  der  des  frtlheren  statt- 
findou  In  der  Tat  stimmen  die  Formeln  (254)  und  (255)  mit  denen 
(162)  und  (163)  ganz  «benin;  nur  stehen  —qQZ,  B,A,0  tat  SteUe 
TOn  OfLf-^M,  2r.  FOr  das  Problem  der  einwirkenden  C,L,M  lieBen 
sich  nun  früher  alle  Bedingungen  durch  die  Annahmen  (167)  erflUleo. 
DemgemiA  werden  wir  hier  setMn 

3;'-  r;-  r/-  z/-  2;'-  o  (257) 

und  erfüllen  hierdurc"h  die  auf  die  X^.', . . .  XJ  bezüglichen  Haupt* 
gleichungen  '         und  Itandbediugurigen  (231). 

Die  dritte  Formel  (25^)  liefert  nunmehr 

und  ^^  [r  Vierden  zur  Erfüllung  der  übrigen  Gleichuugeu  (206)  und  der 
Beieatigungsbedingungen  annehmen 

Die  Unterschiede  dieses  Ansatzes  von  (169)  beruhen  auf  der  Ver- 
schiedenheit der  Befestignngsbedingungen. 

Das  Einfuhren  dieser  Ausdrücke  in  Formehi  (254)  und  (255) 
liefert 

41* 
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d^'^-QZs,,,    e,'-'P^^,   ^/--pZ«^,  ^ 

ö;<^V-^Si„   WQx,'^ÄStt,  ^/CV=Jä„, 

b,'QK,'=Tis,,,    c;Qk,'=Bs„,  (261j 

Tn  diesen  18  Gleichungen  treten  außer  den  16  Parametern  der 
Ansätze  (259)  noch  die  Parameter  fi\  fj\  ßi\  p^,  g/,  aus  (245)  anf: 
die  Gleichungen  reichen  somit  zur  Bestimmung  aller  Parameter  nicht 
aus.  In  der  Tat  liefert  die  dritte  Gleichung  (256)  zusammen  mit  den 
auf  die  A"/,  .  .  .  X,^  bezüc^lichen  lutegralsatzen  (241)  und  (242)  noch 
weitere  Beziehungen,  auf  die  hier  noch  nicht  eingegangen  werden 
BolL  Endlich  ergibt  sich  aus  der  rierien  und  ftnfteii  Gleiehuug  (256) 
bei  Eliminationen  von  W 

-  ^  -  av)  -  Ä       +•••)-  ^  (-^"^ +•••)•  («»2) 

was  die  leisten  mr  Beetimmnng  der  Parameter  noeh  erforderliehen 

Beziehungen  enthalt. 

Nach  den  Formeln  (260)  und  (261)  zer&Ueu  die  Parameter  des 
Ansatzes  (259)  in  zwei  Gruppen,  deren  eine  sich  durch  die  äußere 
körperliche  Kraft  Z,  deren  andere  sich  durch  die  auf  die  (freio'^  Grund- 
fläche z^l  wirkenden  Gesamtkräfte  A  und  J{  hestimmt.  \Vir  werden 
demgemäß  auch  passend  das  allgemeine  Problem  zerlegen. 

§  330  Deformation  des  Zylinders  durch  eine  konstante  körper- 
liche Kraft  parallel  seiner  Achse.  Der  erste  Teil  des  Pruijlemes.  der 
nach  dem  oben  Bemerkten  dem  Problem  der  Laugsdehuung  durch 
die  Kraft  C  im  Torigen  Abschnitt  parallel  geht,  erledigt  sich  sehr 
einiadi. 

Fassen  wir  die  Glieder,  welche  nach  dem  Bisherigen  Ton  Z  ab> 
hingen,  zusammen,  so  hieben  wir 

V  -  F  +  j       +  e^V)  +  ^  (263) 

Hierin  treten  zehn  Parameter  auf,  für  die  bisher  nur  erst  die  sechs 
Gleichungen  (260)  gefunden  sind. 
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Drei  weitere  Beziebimgaii  liefert  wegen  W^=^  d^^x  -\-  e^y  +  die 
dritte  Gleichung  (256),  vorausgesetzt,  daß  darin  über  die  X/, .  . . 
verfQgt  ist   Zu  letzterem  Zwecd^e  setEea  wir  zunächst  in  Analogie 
zu  (257) 

X,»-  r/-  r.<>=-  Z/-  X^^~  0;  (264) 

da  außerdem  jetzt  (bei  9^  und  ^,'»0)  nach  (258)  und  (260) 

Z:^qZ  (265) 

ist,  so  sind  hierdurch  die  Hauptgleichungen  (239)  und  die  Rand- 
bedingungen (231)  für  die  X/, . . .  X^«  identiecb  erfüllt 
Die  dritte  Gleicbang  (256)  lie£art  nunmehr 

-       +      +  /iO  -  Z.% ,  (866) 

und  wir  haben  Freiheit,  über       zu  verfügen. 

Ba  wir  hier  keine  andere  Einwirkung  voraussetzen,  als  die  äußere 
körperliche  Krall  äu  liegt  es  nahe,  zu  versuchen,  ob  sich  nicht 
ftr  die  (freie)  QreaffiflSdie  g^l  die  Grenzbedingungen  bei 

streng  erfUkn  lassen.  Da  T.-  X^+mT*,  X«-Z/+#X/  naeh 
ttttsem,  Ansftfaen  allenilialben  TersehwindeD,  so  bedarf  es  bieiza 
nur  der  EtftUlong  der  Bedingung 

d«  b.|  da 
isty 

Z^^-'-qlZ.  (267) 

Setrt  msn  dies  in  (266)  ein,  so  ergibt  sich 

U^qIZ.  (268) 

Dies  sind  drei  weitere  3Bedingungen^  die  zu  (260)  binzutreten. 
Schließlich  ergibt  sieb  nocb  aus  (262),  da  nach  unsem  Annahmen 
die  rechte  Seite  yerscbwindet, 

e,'-i^'-0,  (269) 

wodurch  nun  alle  Parameter  in  \2ii'6)  gewonnen  siuü.  Wir  erhalten 
80  die  Ausdrücke 

v^y-^ffZ  {#(iar^  +Sf%)  +  ^  ü»*«},  (270) 
ip»  W~qZz[1-\z\s^. 
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Für  die  TJ,  V,  W  ergibt  sich  aus  (256)  in  Variundoiig  mit  (264) 
imd  (267)  daa  System  der  Bedingangea 

B«Hlcksichtigt  man,  daß  nach  (247)  für  x^y^O  sowohl  U 
und  V,  als  ^  —  ^—  und  IF  verschwinden  sollen,  so  erhält  man  kxor 
drflokfl^  difl^  in  (270)  eingeselBi,  die  aohlia&liohea  Besnltato  liafem 

t?  -   Z  f  (7  ~  ^)  (ys,3  +  1        -  1  ^'«4»] ,  '^^"'^^ 
— i  e-^  y% + «Jf^ + 2/(««^ + y«4,)  +  #(2i  — 

§  331.  Diskussion  der  Resultate.  Berechnet  maa  ans  dissen 
Ausdrucken  die  Defonnation^grOfien,  so  erhält  man 

-*)«,„  ...  (278) 

Aüe  diesf  Ausdrücke  verschwinden  in  der  freien  Grenzfläche  b  =  J. 

Beachtet  mau,  daß  für  einen  Querschnitt  e  ^  der  Faktor  der 
Ausdrücke  für       .  . .  in  Q  multipliziert,  nämlich 

^Z<?(i-#,)-r„  (274) 

die  gesamte  (körperliche)  Ejttft  dantellt,  welche  das  swisofaen  ß^Mi 
nnd  M^l  liegende  Stflck  des  Zylinden  parallel  Z  erfKhrt^  und  zieht 
9  die  Formeln  (171)  heran,  so  erhält  man  das  Resultat,  daß  das 
nach  dem  Nullpunkt  hin  sieh  an  den  Querschnitt  J«*jrt 
anschließende  Element  des  Stabes  sich  ebenso  yer- 
hält,  als  warde  es  durch  die  Fläohenkraft  F^/Q  par- 
allel Z  gedehnt. 

Man  kann  sich  diese  Yerhältnisae  durch  Anwendung  der 
S.  (iöl  auseinandergesetzten  BetracliUin jsweise  näherbringen 
(s.  Fig.  157).  Das  Stück  des  Zylinder»  iar  ^,<^<i  bleibt  im 
Oleichgewiehi^  wenn  man  es  erstarren  laßt;  es  müssen  sich  somit 
die  ftuBem  anf  dasselbe  wirkenden  KiSfte  gegenseitig  zeistSten. 
Beieiehnet  man  daher  die  im  Qnenohnitt  g'^ti  anf  das  ge> 
91g,  Iii.  numte  StQck  wirkende  Gesamtbaft  mit  P^*,  so  muß  gelten 
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dft  iiber  wegen  der  Gleichheit  von  aktio  und  reaktio  die  von  dem  Teil 
£i<^  <t  auf  den  Teil  (>  C  *  <  -r,  wirkende  Kraft  mit  «a^fflgOl* 
gesetzt  gleich  sein  mofi,  so  ergibt  sich,  wie  Torstehendy 


der  im  allgemeinen  nicht  geradlinig  bleibt,  sondern  sich 
naeh  einer  puftVolUehen  Knrre  IcTflmmt.  In.  der  Tat  folgt  an» 
(S72)  ftr  die  AehBenlinie        0,  y  =  0) 


Diee  ist  ein  sehr  überraschendes  Resultat.  Es  beruht  in  letzter 
Instans  datmuf,  daß  in  jedem  Element  des  Stabes  eine  Neigung  der 
Aehee  go^^en  den  Qaenohnitt  eintritt,  und  daß  diese  Neigung  infolge 
der  Tcrschiedenen  Bpaoneiideii  £nft     in  den  Tenehiedeoen  Elementen 

▼erschieden  ist. 

Das  vorstehende  Prohl^m  hat  ein  bedeutendes  theoretisches  Inter- 
esse, insofern  es  eines  der  wenigen  auf  einen  kristallinischen  Zylinder 
bezüglichen  ist,  die  sich  mit  elementarsten  Mitteln  streng  lösen  lassen, 
und  insofern  Beine  Lösung  eine  unerwartete  Erscheinung  signalisiert. 

F^fektifohe  Bedeutung  bentBt  ee  m^<V  weil  die  köiperiidifln  ErSfte, 
die  wir  ins  Spiel  sa  tetMo  TermSgen  —  im  Gbonde  nmr  die  Schwere 
—  Tiel  stt  schwach  sind,  nm  beobachtbare  VerSadentiigeB  der  ab- 
galeiteien  Art  an  den  stets  nnr  sehr  Ueinan  Eristallsylindem  herror- 
snroftn* 

§  332.  Deformation  des  Zylindera  durch  transversale  Ejräfte 
am  freien  Ende.  Wenden  wir  uns  nun  /u  flor  Durchtührung  des 
Probleraes  der  Einwirkung  von  t^ansver^^alell  ivriiften  .1,  Ji  auf  den 
freien  Endquerschnitt,  »o  liefern  uns  die  bislierigen  Ejitwickelungen 
bei  Benutzung  der  Beziehungen  (260)  unter  der  Annahme  Z  =  0  für 
die  Verrückungskomponenten  die  folgenden  Ansdrücke 


«  -  j;  4-  a>'^+  Kxy  +  \  c-f  -  hy)  -^^z'  (/'/-  h'y)  -  i  s^g,\ 
«  «  F  +  #  (i  OjV-H  V«y+  i<tV  +      +  i**  (ft-^h'x)  -  ^^9^\ 

-  ir+    a.v + v«y + 1  Vy*  -  fx^  -  Ny + f%) 


Die  Zahl  der  hiorin  enthaltenen  Parameter  ist  lÖj  fÜJC  sie  sind 
bisher  nur  die  12  Gleichungen  (2()1)  aufgestellt. 

Wir  haben  also  zunächst  die  weiteren  nötigen  Bedingungen  im 
Anschluß  an  das  S.  i>Gl  allgemein  Bemerkte  zu  entwickeln  und  wollen 


««•  "  —  i  Q^'^hAt   »0    ~  ^9^'*^u' 


(275) 


(2ie) 
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dies  wegen  gewisser  hierbei  aufteuobender  Fragen  «Mh  wirklieh 

ausführeD. 

Setsea  wir  den  in  w  eatfaaltenen  Aa»druok  für  Wg,  UAmliob 
TT,  -  4  a^'s'  +        +  4  «iV-  f.'*  -  f,'9  +  U.  (877) 

in  die  dritte  Gleichung  (256) 

-  TT.  -  X'tn  +T      +     +  x»*^  (878) 

ein  uml  iutt  gi  iereu  dies  Tl*  sultat  fyber  den  Querschnitt  des  ZTliuders, 
90  resultiert  bei  Beniitzuug  der  FeätBeUungen  von  S.  lir)^)  über  die 
Lage  des  XF-Kooiumaten^ystems  und  der  ersten  drei  Beziehungen 
aus  (241)  und  (242)  bei  C  und  Z  =-  0 

Q  (i  <hW  +  ^  c,\'  -I-  fi)  -  ^«»i  + 

also  nach  den  Werten  o,'  und  Cg^  auB  (261) 

(279) 

Bilden  wir  analog  fxW^dg  und  J  fWidg,  so  kommen  in  dem 

Besnltat  die  Integrale  über  ap*,  a^ff,  y^x,     Tor,  die  bisher  noch  nicht 

in  den  Formeln  auftraten,  und  deren  Werte  sich  nicht  durch  die 
früheren  Konstanten  des  Querschnitts  ausdrücken.   Wir  wollen  nns 

der  Einfachheit  halber  auf  Querschnitte  beschränken,  die 
dnrrli  die  Koordinatenachsen  X  und  1'  symmetrisch  geteilt 
werden:  hier  sind  diese  Integrale  sämtlich  gleich  Null. 

In  der  Gleichung  (278)  erscheinen  dann  rechts  Integrale  von  der 

Form     xXJ^dq, . . .  und  J^yXJ^dq, . . .,  die  sich  alle  mit  Hilfe  vun 

(241)  und  (242)  ausdrücken;  die  Resultate  sind  iti  imserm  Falle  infolge 
der  Werte  (257)  und  ('258  }  der  X;,  ...  Ay  and  infolge  des  Ter- 
schwindenden      sehr  einfach.   Es  resultiert 

f,'<ix*-Al$»,    fiQxf-Blt^.  (280) 

Durch  dio  Formeln  (261),  (279)  und  (280)  sind  in  den  Ansätzen 
(276)  alle  raruuiuter  außer  /*  bestimmt.  Für  diese  Grüße  ist 
schließlich  noch  die  Bedingung  ^262)  heranzuziehen.  Statt  auf  diese 
•ehr  umständliche  Formel  sarfloksQgrei^  wollen  wir  eine  Überlegang 
anstellen,  in  der  die  geometrische  Bedeutung  von  k  benntit  wird. 

Für  den  Drehnngswinkel  n  des  die  Zylinderachse  enthaltenden 
Slementar&dens  («  «  0,  ^  ~  0)  liefert  das  System  (276)  den  Ansdmek 
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für  die  spesifiaohe  DriUung  folgt  aleo 

".-If-A  +  ä''.  (281) 

Kuu  kauu  man  das  letzte  Element  des  Zylinders  von  der  Lange 
d§  wieder  als  einen  Zylinder  betrachten,  der  dann,  als  aneiidlick  kurz, 
für  merklioli  gleichförmig  deformiert  galten  kann.  Legt  man  . 
ein  Achsenkienz  X^,  Y^,  in  eeine  negatiTO  Qmndfliehe,  eo  sind 
die  dm  Drelinngimomente  1^,  M^,  nm  diese  Achsen  xeap.  gleieh  Äd0, 
Sdäj  also  anendlieh  klein,  und  —  KulL  Nun  wird  nach  dem  Inhalt 
▼on  §  311  u.  f.  die  spezifische  Diilliing  >*,  bei  dem  gleichförmig  defor- 
mierten Zylinder  gleich  Null,  wenn  diese  Momente  Terschwinden. 
Hieraus  können  wir  also  auch  schließen,  daß  in  nnserem  Falle  fl|  fttr 
das  leiste.  Element  des  Zylinders  Terschwinden,  d.  h.,  daß 

h  +  h'l^O,  k^-m  (282) 

■ein^muß. 

Hiermit  sind  alle  Konstanten  den  Ansatzes  (276)  bestimmt.  Setssn 
wir  die  gefundenen  Werte  ein,  so  ergibt  sich: 

-  CT  +  ä^^-i  [P^'hi  -  y'sw  +  (/  -  ^  ^)  ^s«  +  ^    -  +  '  •  • 

v^r  +  -f-  2xys^ -{l-  i  z)  ^äJ  +  . . .  (283) 

»  -  TKH-  j^^.  [(x«  +         +  xys^  -  xs„{2l  -  ^r)]  +  . . . 

D»bei  sind  die  in  S  multiplizierten  Oliedsr  nur  durch  Punkte 
angedeutet;  das  Amtgesehriebene  stellt  also  die  bisher  abgeleitete 
Iiänng  bei  alleiniger  Einwirkung  einer  zur  2-Achse  parallelen  Kraft 
A  dar. 

§  iViu).  Die  Gesetze  der  Biegung  imd  Drillung.  So  weit  gelingt 
die  Lösung  des  gestellten  Problems  in  Strenge  für  ganz  1)0- 
liebige  Querschnitte  des  Zylinders.  Die  Bestimmung  der  Funk- 
tionen U,  r,  11^  bietet  größere  Schwierigkeiten  und  wird  meist  nur 
in  Annäherungen  erfolgen  können.  Der  lelatiT  einÜMshste  Fall  ist  der 
einee  Zylinders,  dessen  Achse  in  eine  geraddlhlige  Symmetrieaehse 
filU^  resp.  nomal  sn  einer  Symmetrieeb^e  des  Kristalls  steht  Hier 
ist  ITnnd  V  noch  streng  fBr  jede  Qneradmittsfonn  angebbar;  IT  hangt 
TOB  letzterer  ab.') 

Wir  branchen  indessen  nicht  auf  die  Bestimmung  Ton  U,  V,  W 
niher  einnigehen,  weil  die  wichtigsten  Fragen,  die  wir  an  die  Lösung 

i)  W.  Voigt,  1.  c  p.  98. 
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des  Problems  stellen  können,  durch  die  Formeln  (283)  bereits  beant- 
wortet werden.  Es  handelt  sich  dabei  um  die  GesetM  f&r  die 
der  Zjlinderachse  und  für  die  Drillung  um  dieselbe. 

Wendet  man  bei  ansschließhVh'r  Einwirkung  einer  zur  X-Ackee 
parallelen  Kraft  A  im  Endquerschnitt  z  ^  I  die  ersten  zwei  Formeln 
(283)  auf  die  Zvliuderachse  an,  indem  man  a;  =•  y  ==  Ü  macht,  so  erbalt 
man  unter  Rücksicht  auf  (247') 

4v  ^  ^ ^^^^ 

Analog  gibt  die  zur  F-Achie  parallele  Kraft  B 

n^^-O,  V- («-i (205) 
Die  ElongatioQ  des  £ad(ju  rschnitts        l)  bestimmt  sich  hieraus  zu 

Für  die  Drillang  der  Achaenfiiaer  des  Zylinders  gilt  reap. 

also  für  die  (iesamtdriliung 

-  4 i V  '      ' °  ^        •  ^^^^^ 

Dieae  Oesamtbiegungen  und  -driliiuigen  sind  Objekte  der  ;Be- 
obaehtong;  insbesondere  sind  zahlreiche  Bestimmungen  von  Elastizitäts- 
moduln mit  ITilfc  der  Beobachtung  tu^leichförmiger  Biegoxigen  duroli- 
gefÜhrt.  Wenn  die  Querdimensionen  d^  Zylinders  klein  gegen  die 
Längen  gemacht  werden,  kann  man  nämlirh  die  durch  (28n)  nnd  (288) 
gegebenen  Beträge,  oljwohl  sie  sich  auf  die  Achäenfaser  beziehen,  mit 
den  (an  Obertläehenfaseni)  beobachtbaren  Veränderungen  identifizieren. 
Letztere  unterBcheiden  sich  von  den  orsteren,  da  die  Querschnitte 
bei  der  Deformatiou  in  ihrer  Ebene  verzerrt  werden  und  die  verschie- 
deneu Querschnitte  sich  hierbei  verschieden  verhalten.  Aber  die  Ein- 
flüsse dieser  Terzenrimgen  auf  die  Beobachtungen  sind  um  so  kleiner,  je 
kleiner  die  Querdimensionen  gegen  die  Länge  des  Zylinders  sind.  — 

Hiermit  ist  die  in  §  325  erdffiiete  üntersadiUDg  Über  die  De- 
formationen eines  längs  seiner  Mantelflacbe  freien  Zylinders,  wemi 
läl^s  der  Achse  Spannungen  und  DeformationsgröBen  linear  variieren, 
zu  £nde  geführt.  Abschließend  sei  bemerkt,  daß  man  auf  dem  ein- 
geschlagenen Wege  noch  weiter  gehen  kann,  indem  man  Fälle  der 
Betrachtung  unterwirft,  bei  denen  die  Spaauuugen  und  Deformationen 
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flieh  Uings  d«r  Achse  xuMb  Funktion«!!  sweiien  nnd  hSheran  Ondes 
Sndent  Somifßiama^)  liat  dieie  BetnMshtimgei  in  groBer  AUgemem- 
heit  durchgefahrt  Von  spemeUem  Intorene  ist  die  Anwendung  seiner 
Remltate  auf  die  Biegung  eines  Kristallstabes  unter  seinem 
eigenen  Gewicht.  Da  aber  diese  und  andere  fii^^ebBisse  nnr  bei 
äaßerst  dünnen  Stäben  praktische  Bedeutung  gewinnen  können,  wo 
eine  geringere  Strenge  der  Betrachtung  ausreicht,  so  wollen  wir  der- 
artige Untersuchune^en  hier  nicht  reproduzieren,  sondern  uns  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Detormation  von  derartig  äußerst  dtiiinen  Stäben 
zuwenden,  die  neben  jenen  auch  andere  wichtige  Resultate  2a  liefern 
vermag. 

§  334.  Übergang  sn  beliebigen  Sefonnationen  eine«  nnendlieh 
aAnnen  Zylinders.  Die  lidsnng  des  Zylinderproblems  bei  der  An- 
nahme Ton  li&ngs  der  Achse  gleiehfdrmigen  Deformationen  hat  nicht 
nur  eine  grofie  theoretische^  sondem  ancli  eine  ebensolche  prak- 
tische Bedeutung;  denn  die  nicht  genaue  Übereinstimmung  der 
theoretisch  vorausgesetzten  mit  der  wirklich  herstellbaren  Einwirkung 
auf  die  Grundflachen  (h^  Zvlinders  spielt,  wie  schon  S.  651  aus- 
einandergesetzt, hier  eine  geringe  HoIIh.  Nicht  ho  r^iinstig  liegen  die 
Verhaltnisse  bei  der  vorstehend  behandrU' n  Biegung  mit  der  längs 
der  Achse  lineär  variierenden  Deformation,  und  es  scheint,  daß 
dies  nicht  überall  riclitig  erkannt  ist. 

Schon  die  Anwendung  "der  De  Saint  Venantffchen  Lösung  des 
Problems  der  ungleichförmigen  Biegung  auf  Beobachtungen  an  iso- 
tropen Stäben,  die  an  einem  Ende  jr^-O  eingeklemmt,  an  dem  andern 
JB  bebstet  sind,  ist  nicht  ohne  Bedenken,  weil  die  Senkung  des 
freien  Endes  durch  das  Verhalten  der  Elemente^  die  der  Befestiguugs- 
stelle  am  näduiten  sind,  in  erster  Linie  bestimmt  wird,  und  weil 
die  der  Regel  nach  benutzte  Art  der  Befestigung  keineswegs  die 
theoretisch  vorausgesetzte  Spannungsverteilnng  Ueferi  in  vielleicht 
noch  höherem  Maße  liegt  der  analoge  Widerspruch  vor  bei  der  aweiten^ 
gebrauchlicheren  Methode  der  Beobachtung  ungleichförmiger  Biegung 
von  Stäben,  bei  welcher  die  Stäbe  an  beiden  Enden  unterstützt,  in  der 
Mitte  belastet  werden.  Mau  betrachtet  dann  den  mittleren  be- 
lasteten Querschnitt  als  den  —  der  Theorie  na(!h  —  befestigten 
Ä  =  0.  Aber  die  Abweichungen,  die  hier  zwischen  dem  wirklichen 
und  dem  in  der  Theorie  vorausgesetzten  Verhalten  dieses  Querschnitts 
Torliegen,  sind  sehr  betrftchtlich;  insbesondere  ist  hier  die  nach  De  Seunt- 
VemaU  auftretende  Krflmmung  des  Querschnitts  #»0  T611ig  auf- 
gehoben,  und  nsch  der  Art,  wie  diese  Erflmrauug  mit  dem  ganzen 

1)  C.  Semi^ümat  s.  Forteehr.  d.  Phyt.  Bd.  4»,  p.  1896. 
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BtegiingBTorguig  ?Qirknllpft  lit,  «ndieiiit  duie  Differons  sehr  be- 
denklich.^)  Die  genaimto  Betracht  an  giweiae  setst  nSmlioh  den  in  der 

Mitte  belasteten  Sieb  ans  zwei  Hälften  zn Rammen,  die  infolge  der 
Krflmmiing  ihrer  Endquerschnifte  iz  ^  <  i )  zunächst  gar  nicht  aneiii- 
andor  passen  und  erst  durch  Drucke,  die  ihrerseits  BiegangeD  be- 
wirken, passend  (nämlich  eben)  gemacht  werden  müssen. 

Es  ist  daher  nicht  unwichtig,  daß  eine  andere  Autfassimg  des 
Vorgangs  der  «ngleiehforraigen  Deformation,  auf  die  schon  Ö.  Gäl 
hingewiesen  ist,  ohne  die  angedeuteten  Schwierigkeiten  auf  im  wesent- 
lichen dieselben  Endformeln  f&r  die  der  Beobsohtang  zugänglichen 
Yeriiiidenuigen  fQhriy  wie  die  oben  Terfolgte. 

W«ui  die  Qnevdimensionen  des  Zjlindsrs  sehr  Unn  gegen  die 
Leagsdimensionen  sind,  so  ksnn  man  namlieh  ein  Lbig«islenisnt  des 
Zjlindei-s  als  einen  längs  der  Achse  gleichförmig  deformierten 
Zjlinder  betraehteu,  auf  ihn  die  Formeln  des  III  Abschnittes  an- 
wenden und  ans  solchen  Elementen  einen  ungleichförmig  deformierten 
Zylinder  von  beliebiger  Länge  zusammensetzen.-)  Wenn  die  Defor- 
mationsgrößen innerhalb  des  ganzen  Zvlinders  dann  nach  der  Stetig- 
keit variieren,  so  brauclit  bei  der  Zu.sanmienfOgnng  der  einztsbien 
gleichförmig  det'ormierteu  Elemente  zum  Uaozen  nur  ein  unendlich 
kleiner  Zwang  ausgeübt  zu  werden. 

üm  das  so  skiasierto  Problem  in  ganser  Allgemeinheit  sii> 
sogreifen,  gehen  wir  aas  Ton  dem  Prinaip  der  rirtaellen  Yerrfiekangen^ 
das  in  §  94  anseiuandergesstst  ist.  Wir  sehreiben  die  Bedingnng  des 
Gleiehsewiehts 

d'4j-f  d'J,+  d'^-0,  (289) 

wobei  die  linksstehenden  DiminntiTe  die  Tirtaellen  Arbeiten  der 
köiperliehen  Kräfte,  der  Snßem  nnd  der  innem  Draeke  beseichnen. 

§  336.  BeEeehnnng  der  an  dem  unendMoh  dfbmen  SyUndei^ 
gelelateten  Arbeiten.  Bei  der  Berechnung  der  beiden  ersten  Arbeiten 
kann  man,  wie  hier  nicht  bewiesen  werden  soll,  das  einzelne  Zvlinder- 
element  von  der  Länge  äs  wie  starr  bewegt  denken,  also  die  De- 
formation iünorieren.  Bezeichnet  man  di«^  Komponenten  der  auf  die 
Längeneinheit  des  Zylinders  bezogenen  kürperhcben  Kräfte  und  Mo- 
mente mit  £,  H,  Z,  A,  M,  N,  diejenigen  der  Verrüekungen  und  Dre- 
hungen in  der  Z)  Imderachse  mit  d«^,  di?^,  dtr^,  d^,  dmQf  d«^,  so  ergibt 
sich  direkt  nach  S.  159 

d'^«--/p(?«(=dtio+  H&v^-^ZdwQ+Ml^+Mm^+Hdn^).  (290) 


1    W.  Voifff.  Wieil.  Ann.  Bd.  84,  p.  1028,  1888. 

2>  W,  Voüft^  Kompendium  der  theof.  Physik,  fid.  1,  p.  418,  Leipng  18S6. 
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Bemieluiei  maa  femer  die  auf  die  Endqanrachnitte  f  ■»  0  und 
g^l  aoBgeübieti  K i  iflte  und  Momente  mit  E^, . . .  A«, . .  und  Z„ . . .  A„ . . , 
00  gibt  dleieiLbe  Überlegung 

d -  (=  d +  H  d^o  +  2  d^o  +  Ä  d  ^,  +  M  d     +  N 

Die  Momente      Mj  N  und  N  sind  dabei  um  Parallele  zu 

den  Eoordinatenaoheen  dureb  den  Sehwerpunkt  des  Volumenelemente 
oder  dee  Qnenchnitts  zu  nehmen.  Körperliche  Momente  um  die  Quer* 
aflfaeeuy  .d.  b.  A  und  bieten  ftir  uns  kein  Intereeee,  wir  wollen 
dieselben  aleo  toh  rornberein  ausaebließen,  d.b. 

A-iM»0  (292) 

selMli.  IHe  fläcbenhaftea  Momente  Ä,  M  hingegen  sind  beizubehalten. 
FOr  die  Arbeit  der  innem  Kräfte  gilt  naob  (1),  da  d'ett^^d'a^, 

d  'A,  =.  fdsj  dqiXJx,  +  i,dy,  -f  -  •  •  +  X^dx,).  (293) 

Von  den  Qliedem  dieses  Integrals  Terschwindet,  wie  eine  teilweise  Inte- 
gration lebrt,  eine  ganse  Reibe  nadi  den  Gkiebiuigen  (130)  und  (131); 
es  bleibt  allein  ftbrig 

Da  (la5?  Element  des  Zylinders  als  gleichförmig  gespannt  gelten  soll, 
so  sind  iiierm  die  Ausdrücke  (147)  für  u,  u,  w  zu  beautzcu  uud  die 
Yariationeu  d  nur  auf  die  Parameter  zu  beziehen.  Demgemäß  wird 
allgemein  ni  setmn  sein 

Öf.  +  xdh-Mäg,,  (295) 

wobei,  wenn  wir  die  Ausdrücke  auf  den  ersten  Querschnitt  des 
Elements  anwenden,  noch  f  «  0  gesetzt  werden  darf. 

Bei  Benutzung  der  Beziehungen  (137)  folgt  dann 

d'Ä, -  -/ i8(Cefft  +  Ldff, -    d^i  H-  Ndh)',  (296) 

hierin  sind  C,  Z»,  M,  N  die  Wirkungen,  welche  der  auf  der  positiven 
Seite  eines  Querschnitts  Q  liegende  Teü  des  Zjlindera  auf  den  nach 
der  negativen  Seite  liegenden  Teil  auaabt 
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Naoli  (147)  iat  nim  iraitar 

^1 "  "  57  1 ~    j  "  ~ -JF  "  "  1? » 

wobei  Tn^,,  tt„  die  Drehungswinkel  des  betrachteten  Elements  des 
Zylinders  um  die  Koordinatenachgeii  dHrsfellon,  imd  die  InHi««!»  ^  gn 

ihnen  nur  d*'r  Syniraetrie  halber  zugefügt  sind. 

Man  kann  demgemäß  auch  8chreib«iL 

Eine  teilweise  Integration  liefert  hieraus 

-  I  Cd«',-  L  ^^^^  +  Jlf  ^1*^0  +  Nön. 

Die  mittleren  Glieder  dieses  Integrals  gestatten  die  nochmalige  der^ 
artige  Behandloiigy  so  daß  das  ganze  Integral  die  Form  erhält 

f  aL  •      dM  . 

+ J d«.  -  ^        ^*is)-  (298') 

§  886.  Die  Orundgleichungen  für  das  Gleiohgewioht  de«  dfinneiL 
Sylinders.    Die  vorstehenden  Ansdrficke  für  ö'A^^  <^'<^>  ^'«^  >ind 

nun  in  die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  (289)  einzusetzen,  und 
es  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  daß  in  dem  Resultat  du^,  drg,  dir^, 
diif^  für  jede  Stelle  des  Zylinders  und  somit  auch  dw^,  dr^,  dic^,, 
rdn^Jdz  +  df??o,  cdV«?ir==  —  d^,,  wie  auch  än^  an  den  Enden  will- 
kürlich gewälilt  werden  krtnnen. 

Deiiigetnäß  zerfällt  die  Bedingung  in  vier  Hauptgleichungen,  die 
durch  das  Nullsetzen  der  Faktoren  von  dw^j  dr^,  öw^j  dw^  erhalten 
werden,  und  in  (5ron/J)ediuguiigen,  die  durch  dieselbe  Operation  mit 
den  auf  die  Zylinderenden  bezüglichen  Gliedern  entstehen. 
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Die  Hauptglaidunigen  lauten 
die  Grensbedingungeu  ergeben  sick  folgendenuaßon: 

(A+l),-0,     (M+iOo-0,  (N-hi^-Oj 

für   

(2_Ci-0.    (H-^)-0.    (l  +  f)-0. 


(300) 


(801) 


Bei  diesen  Entwicklungen  ist  von  irgendwelchen  spe- 
siellen  Gesetsen  Uber  den  Znsammenliang  Ton  Drucken  und 

Deformationen  niekt  Gebrauch  gemacht,  sondern  nur  yon 
den  Beziehungen  der  §§  305  bis  307,  die  aus  der  Annahme 
eines  längs  des  Elements  dz  des  Zylinders  gleichförmigen 
Deformationszustandes  folgen. 

Jene  speziellen  Gesetze,  die  in  §  310  u.  f.  verwendet  worden  sind, 
gestatten  nun  aber,  g^,  ganz  allgemein  für  jeden  Querschnitt 
mit  den  0,  L,  M,  N  in  Verbindung  zu  bringen.  Die  Übertragung 
der  Formeln  (164;  liefert  bei  Benatzung  yon  (297) 

-  (-  jf + i  s„.v)/e«,' — l*? , 


Dabei  ist  wieder  gesetzt 

Ti  =  f'%lcz  erweist  sich  in  dem  von  .Y  abhängigen  Teil  von  der  Gestalt 
des  Querschnitts  des  Zylinders  abhängig  und  ist  nur  erst  fUr  spezielle 
lUUe  gewonnen.  Man  kann  aber  nach  (182)  aUgamein  setzen 

*  — +  (303) 
wobei  F  Ton  der  (^uerschnittsform  abhängt 
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Für  einen  eUiptischen  Qaflnolinit^  deamai  Aohaem  a  und  d  in  die 
X  and  F-Aolue  hSim,  gilt  nach  (191)  wogan  H  —  AI 

-f-'^i  +  '^i-  (304) 

Aus  diesen  Formeln  sind  C,  L,  3f,  zu  berechnen  und  die  bezüg- 
lichen Werte  in  die  CileichuDgen  (299)  bis  (301)  einzusetzen.  Letztere 
beetimmen  dann  bei  Hinzonahme  geeigneter  Befestiguugsbediugimgen 
für  das  oina  Snda  (ß  0)  daa  Zylindaiv  ToUsiS&dig  u^,  t^,  irg  und  n^^ 
all  FnnktioBeii  ron  #. 

§  387.  Biegung  dnroh  eine  am  freiflü  Bnde  wirkende  trana- 
Tasaala  Xrafl.  Es  mag  hier  genfigen,  den  speziellen  Fall  weiter  zu 
yerfolgen,  wo  keine  körperlichen  Kräfte  und  Momente  vorhanden  sind^ 

und  auf  den  Endquersclmitt  2^1  nur  eine  Kraft  H  parallel  zur  X-Achse 
wirkt.  Wir  erhalten  so  auf  der  neuen  (rrundlnge  von  §  3)?4  n  f.  eino 
Theorie  jener  praktisch  wichtigsten  Art  der  Hie^uu^;  eines  Kristail- 
zyliuders,  welche  iadcs  direkt  nur  das  Gesetz  der  Krümmung  der 
Achsenfftser  liefert 

Bei  den  gamaehten  Annabmen  folgt  ana  der  Tierten  Ftmnel  (299) 
2fmm  konai,  ans  dar  vierten  Formel  (301)  0.  Infolge  hiarron  ergibt 
die  erste  Formel  (302)  ^  , 

und  die  sweite  fiaaptgleichiuig  (299)  iaotety  wegen  H  0, 

fni  M^l  liefert  die  dritte  nnd  f&nfte  Bedingung  ißOl)  wegen  M, *  0, 

Als  Befeetigan^bedingungen  für  daa  Ende    =  0  ^ren  wir  ein 

«,-0,     ^-0,  (808) 

d.  h.,  denken  das  ganze  erste  Linieaelement  dee  Zylindern  festgehalten, 

den  Zylinder  z.  B.  eingeklemmt 
£0  folgt  dann  aas  (30ti) 

«1«  dj^*  +  d**  +  CJ  -|-  d, 

und  die  Bedingungen  (307)  und  (308)  ergeben 

_Ö5J6a-=,         (6al  +  26)  -  0,  c-0, 
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somit 

¥q*^*    ~  • 

DiMA  Fonnel  stiniiiit  mit  der  oben  auf  anderem  Wege  abgeleiteten 
(284)  fßmisL  - 

§  388.  DfiftoeiiitialslelOhiiiigen  der  SoÜKwlDgaiigMi  dflnner  krlatal* 
llalaolier  Zylinder.  Die  rorstehenden  Betrachtungen  gestatten  den 
direkten  Ubergang  yon  dem  Problem  d^  Gleichgewichts  eines  an- 
endlich dünnen  Stnbes  zn  demjenigen  seiner  Bewegimi',  d.  h.,  dn  nach 
unsern  Grimdannakmeu  nur  unendlich  kl^int^  ElongiLtnMieu  zulässirf 
sind,  seiner  Schwingungen.  Es  bedarf  hierzu  nach  dem  m  §  64  all- 
gemein Bemerkten  nur  der  V^ertauschung  der  auf  die  Masseneinheit 
bezogenen  körperlichen  Kräfte  X,  F,  Z  mit 

X--d'u/ci\    Y-^v/d^,  Z-d^wßt\ 

Oiee  kommt  darauf  hinaus,  daß  in  den  Hauptgleichungen  (299)  die 
anf  die  Sliasae  der  Linganeiiiheit  des  Stabes  bezogenen  Komponenieii 
£y     Z  dnrdi 

H  -  Qc^ujct*,   H  -  Qc^vjf  t\   Z  ~  Qd^wjd^ 

zu  ersetzen  aind^  aber  das  ähnlich  definierte  Moment  N  durch 

N  -  Qi^^n^/dfi, 

-wobei  X  den  Tiügheitsradiuä  des  (Querschnitts  bezüglich  der  Z-Achse 

darstellt. 

Schließt  mau  dann  noch,  wie  das  iüx  die  Belkandlung  der 
Schwingungsprobleme  imbedenklich  ist,  körperliche  Kräfte  aus,  so 
erhält  man  als  Hauptgleichungen 

dt'  at"  dl''  dt'  dt" 

Für  ein  freies  Ende  des  Stabes  müssen 

C«^^^-^^  =  0  und  L-lf-JV-O  (310) 

sein. 

Zu  diesen  Bedingungen  kommen,  um  das  Prol)leni  voUständig  zu 
bestimmen,  im  allgemeinen  noch  Bedingungen  der  Befestigung  und 
Angaben  Aber  den  Anfangsznstaod  des  Stabes,  d.  h.  Aber  u^,  v«,  w^, 
%}  ^^Si,  dvjdt,  cwjdif  cnjdt  snr  Zeit  *  — 0. 
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Das  Eigt  nartige^  was  bei  dem  Torliegenden  Problem 
die  kristallinische  Struktur  des  Stabes  hervorbringt,  ist  die 
im  allgemeinen  stattfindende  Koppelung  der  Biegnngs-  and 

der  DrilluagsTh  w  iTi  «:^ungeu. 

Kürzt  man  die  Formeln  (302)  und  (30a)  ab  in 

10  liefern  iie 

Diese  Ausdrücke  für  L,  -M,  sind  in  die  drei  letzten  (ileichungen  (ä09) 
einzusetzen,  und  es  erheUt,  daß  dieselben  hierdurch  zu  simultanen 
partiellen  Diil'erentiolgleichungeu  für  u^y  v^^  werden. 

Für  den  Fall  periodiecher  Schwingungen  bat  man  fitr  n^,  Vq, 
pttriücQliie  Ldsungen  Ton  der  Fotm  P(#)  mxk  vi  und  Q{8)  oos  wi  m 
Anwendung  in  bringen,  wobei  v  die  Sehwingongifreqiiians  beeeiehnet; 
die  An&ngehedingungen  können  dabei  meist  unberficksiehtigt  bleiben. 
Die  betreffenden  Gleichungen  (309)  werden  hierdurch  zu  gewöhnlichen 
simultanen  Differentialgleichungen,  die  sich  durch  trigonometrische 
Funktionen  und  "Rxponeiitialgrößen  streng  integrieren  lassen.  Das 
Problem  bat  hi-l  er  noch  keine  praktische  Bedeutung  und  mag  daher 
unbeiiaudeit  bleiben. 

Es  genfigt  die  Bemerkung,  daü  be/.üglich  der  longiiudLnalen 
Schwingungen  sich  ein  Kristalkylinder  genau  wie  ein  isotroper  ver- 
hBli^  und  dad  bezüglich  der  Biegnnge-  und  DriUangsschwinguugeu 
duaelbe  gilt,  &U8  lUMSh  der  Orientierang  des  ZyUnden  die  Moduln 
$^  und  9^  Tevsehwinden,  worflber  8.  628  geiproelieit  ist 

Das  Gleidinngseystem  nimmt  in  einem  solofaen  FbUe  die  Fom  an 

wobei  F.  TOn  der  Form  des  Queisciinitts  abbingt  und  im  FIdl  dar 
Ellipse  doroh  (S04)  dargettdlt  wird. 
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Der  Modul  der  Dehnuiigs-  und  Biegungssehwingungeii  isfc 
die  Hodufai  der  Dnllnng  sind  nach  (804)      und        Die  Behsnd^ 
Itmg  der  Foimelii  (312)  Inim  als  bekaiiut  betrachtet  werden. 

V.  Abschniti 

Deformationen  kristallinischer  Platten. 

§  339.  Die  allgemeinen  Gesetse  des  Druckes  in  einer  gleich- 
förmig Kespannten  Platte.  Die  Theorie  der  Deformation  elastischer 
Platten  hat  schon  hei  i«?otropera  Material  eine  hinter  derjenigen  der 
Stäbe  zarücksfceheade  l>f  «h  utnnp;  die  Lösung  spezieller  Probleme  bietet 
größere  SchTnerigkeitt^ü,  und  du-  lurchführburen  Fälle  stellen  nur  selten 
Objekte  der  Beobachtung  dar.  Analoges  gilt  noch  in  erhöhtem  Maße 
in  betreff  der  Theorie  fOr  kristallinieehe  Platten.  Da  indessen  eine 
kleine  Zahl  wirUieh  iniereesanter  Beobaehtnngen  Aber  elaitiaehe  Toi^ 
gange  an  Krietallplatten  Torliegt,  so  wollen  wir  wenigstem  einigee 
zur  Theorie  dieeer  Vorginge  beibringen. 

Die  Behandlung  der  Deformation  von  Platten  Mt  rieh  bis  an 
einem  gewissen  Chrad  deijenigen  paralkl  gestalten,  die  wir  oben  be- 
sfiglich  der  Deformation  sylindrischer  Stäbe  entwickelt  haben.  Wie 
dort  woUen  wir  hier  von  einem  Falle  gleichförmiger  Spannnngen 
ausgehen;  da  wir  einen  solchen  Zustand  bei  den  allgemeinen  Defor- 
mationen f'iner  hinreichend  dünnen  Platte  weni^^stens  in  deren  Ele- 
menten stattlindond  annehmen  dürfen,  so  können  wir  die  gefundenen 
Gesetze  dann  als  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  der  ungleich- 
förmigen Spannungen  der  Platten  benutzen.*) 

Wir  legen  die  XY- Ebene  in  die  Mittelfläche  der  Platte  und 
betrachten  diejenigen  Zustände,  in  denen  die  Druck-  und  somit 
auch  die  Deformatiouskomponenten  von  xundy  unabhängig 
sind.  In  diesen  Zustanden  möge  die  Platte  als  in  ihrer  Ebene 
gleichförmig  gespannt  oder  aueh  kürzer  als  Oberhaupt  gleich^ 
förmig  gespannt  beüiohnet  werden. 

Die  Orientierung  der  Koordinatenaehsen,  und  somit  der  Platte^ 
gegen  den  Kristall  lassen  wir  zunächst  völlig  willktlrlieh;  da  wir  aber 
Über  die  Symmetrie  des  Kristalls  keine  Voranssetsungen  machen,  so 
haben  wir  ebensowenig,  wie  bei  der  allgemeinen  Theorie  der  elastischen 
Zylinder,  nötig,  das  Koordinatensystem  von  TOmherein  durch  einen 
Index  als  willkürlich  orientiert  zu  charakterisieren. 

Schließen  wir  körperliche  Kräfte  X,  ¥,  Z  aus^  so  nehmen  naeh 
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der  ob«ii  eingeflUirtaii  Awn^KmA  <|ie  Haopigieichiaigea  (12)  die  Ge- 

Lassen  wir  auch  die  QrimdflachaiL  #  *■  ±  j  der  Platte  Ton 
iaflani  Dmoken  frei,  lo  muB  an  beiden 

X,-o,  r.«o,  ^.-0  (3U) 

sein  und  eomit  sneh  in  d«r  gaiueii  Platt»  geUen 

X,-0,    r.-O,   Z.-O.  (315) 

Wir  denken  nun  die  Platte  seitlich  durch  eine  Zylinderfiäche 

begrenzt  und  bezeidmen  die  innere  Normale  auf  eint'ni  ihrer  Flächen- 
elemente durch  H'f  es  itmß  dann  in  dieser  Begrenzuiig  gelten 

X  -  Z.-  r  -  F.-  ^  -  2.-0.  (816) 

Hierbei  bezeichnen  X,  Y,      wie  früher,  die  Komponenten  der  äußern 
Flächen-  oder  Druckkräfte. 
Da 

z,-   OOS  (%«)  +    001  (ii,jr) 

und  nach  (B15)  nnd  verschwindet,  so  muß  auch  ^  verschwinden, 
die  äußern  Druckkräfte  müssen  also,  um  die  verhiii'j'te  gleich- 
förmigeSpannang  zu  liefern,  der  Platteuebene  parallel  liegen. 
Sie  können  dabei  fBr  ein  Elemait  Dda  der  Baadfliebe,  weleheB  über 
dem  Iiuii«iieleBieiii  der  Randknr?»  konstmiaii  vA,  nenttienode 
Gesuntkomponenien  ergeben 

da  f  XdM  -  Ada,    dsjYda  -  Bda,  [(dl7) 

und  resultierende  Momente 

daftXda^Mda,  dsßTdä^^Lda,  (318) 

A,  B,  Mj  L  beziehen  sich  dabei  auf  die  Längeneinheit  der  BandknrYe. 
Die  Benotsimg  der  Bedingmugen  (dl6)  liefert  dann 


oos(ii,a;)  J  X^dss  +  cos  (n,  y)  j* X^dz  —  ^, 

00«  (n,  x) /F,  rfir  +  OOS  (w,  y)  fr, dz  -  +  3,  (319) 

OOS  («,  «)y  fX^da  +  OOS  (».    faX^da  -  +  Jf, 

008  (ii»  9)J*aT^da  +  oos  (»,  y)  JaY^da  —  —  X. . 
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Ist  spesieU  die  Platte  eeiilieli  durch  Ebenfln  parallel  sa  der 
X2f-  und  YZ-ISbrn  begranrti  ao  aind  wa£  die  gegnttberiiagendan 
JBIiehcn  entgegengaeelBie  EinivirkiiDgeii  aiuKiittban«  Auf  die  naeh  +  a 
liegende  nith»  wirkt  reap. 

fX^dß~-A,  fT^de^-H,  (320) 

wobei  H  und  iC  die  Werte  beaeiehnen,  die  B  und  L  ftr  dieee  Fliehe 
annabmen;  auf  die  naeb  +  JT  Uegande  FlAdie  wirkt 

ftX^dM^^K,  feY^dä'-'+L,  (321) 
wobei  jetst  S  ana      £  ana  Jf  entataadeti  ift 

§  340.   Die  allgemeiBen  Qmetze  des  VerrüokUigaii  in  der 

gleichfBrmij^  gespannten  Platte.  Sollen,  wie  die  Spannungen,  nncli 
die  Deformationfif^ößen  von  x  und  tj  unnhhnnrri'^  sein,  so  bediut:;:  dies 
gewisse  Eigenscbaiteii  der  Verrückoiigskompoueuteii  u,  V,  mit  deueu 
jene  durch  die  Beziehungen 

x.-l^,...  x-^^  +  l^  (882) 

▼erbunden  aind. 

Ana  der  ervtan,  aweitan  und  aeehstan  dieaer  Fonnehi  folgt,  daß 
«  und  «  lineSr  in  s  und  y  aein  mdaaeD»  daft  alao  geaetat  werden  kann 

wobei  die  Uy  V  aioMilioh  nnr  g  enthalten.  Für  w  ei^ebeu  sich,  wenn 
Zj,,  yf^.  Funktionen  von  g  allein  be  zeichnen,  dnreh  die  dritte,  vierte 
und  fünfte  Beziehung  (322)  die  Bedingungen 

|l'_Z,-tr-.lV-yy.-.,  (88*) 

dabei  eind  die  Differentiationen  der  U  nnd  V  nach  z  durdh  obere 
Lidisea  angedeutet  Eliminiert  man  ana  dieeen  drei  ftleichnngen  Wp 
ao  ergeben  aicb  die  Formeln 

Fl'-  U;,  0 - Z/- r'- «F/'-yF,", 
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DieMlben  fotiteni,  dafi  Vi,  Vi,  U^,  inj  Unair  lind;  wir  aeteeD,  um 
wofßMi  die  ante  BedingiiBg  m  befriedigen« 

£s  lassen  sich  dami  die  Formeln  (324)  integrieren  und  ei^ebea 
mit  den  Torstehenden  Resultaten  zusammen  definitiT 

-    +  «     +    #)  H- i  y    +  *  j) , 

r  -  F+  ^  «(^  +  »*)  +  y(ft  +  Ä«),  (835) 

hierbei  beniehneiL  und  IntegrrfioBikoiiirteatan,  U,  V,  W,  wie 
«dum  bemerk^  Fonktioneii  toh  m  eUein. 

Von  den  Pavemeleni  f,  g,  h  leasen  siek  einige  dnroh  geeignete 
Wabl  der  BefiMÜgung  noeh  beeeitagen.  Wir  wollen  eanehmen 

1.  deft  der  Eoordinaiemmfuig  an  aeiner  SteUe  bleibt, 

d.  lLf&rjC-"y»«-"0:    f««t;-«u;  —  0; 

2.  daß  das  dem  Anfangspunkt  benachbarte  Element  der  Xr-Ebene 
in  dieaer  Xbene  Terbant^ 

d.h.  fOrx  —  y  —  iF  —  0:    g^  —  |^"^5 

3.  daß  das  dem  Anfangspunkt  benachbarte  Volumenelement  keine 
Drehung  um  die  J^Aehae  eileidet, 

d.  h,  fUr  af  —  y  —  jp  =■  0;  l^"™!^* 

Diese  Bedingungen  genügen  offenbar  der  S.  präzisierten 
Forderung,  die  Freiheit  der  Deformation  nicht  zu  beeinträchtigen;  sie 
liefern  su  den  Anadrileken  (325)  die  eiginaenden  Beatimmongen 

^i'-Ä'-r-i^-O  (326) 

und  nnßeidem  die  Foidenmg,  daß  gilt 

für  0  =  0,    Cr-F-T^^-O.  (327) 

Um  die  in  (325)  noch  übrigen  Konstanten  zu  deuten,  bemerken 
wir,  daß  dieaelben  aiok  in  folgender  Weiae  aaadrftokei^iaaaen:  Stnar- 
aeita  iat 
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es  sind  ako  f^y  und  f  die  Werte  Ton  x^^  y,,  fl?,  in  d«r  MitteUbeae 
der  Platte.  Ferner  gilt 

« a  ay  \a#   dm)^  *  »9  \a«  ay^» 

yerbiDdet  mau  Iiiermit  die  Definitionen  der  Drehuugswinkel  1,  n 
am  die  KoordmatanaiiliBeii.  m  erlifilt  man 


g^j  und  ^  h  bestimmen  also  die  Änderungen  der  Drehnogpwinkel 
/  und  m  in  den  Kichtnogen  der  X-  und  der  Y-Achse. 

Was  den  allgemeinen  Charakter  der  durch  die  Formeln  (325) 
dargestellten  Deformationen  der  i^latte  angeht,  so  ist  derselbe  oifenbar 
sehr  einfach.   Für  die  Mittelfläche  (j?     0)  ergibt  sich 

w^—  l  Lqi ^  +  <7jy*  +  hxf). 

Die  Mittelflilfhe  ist  also  nach  einer  Oberfläche  zweiten  Örades 
gekrümm^  außerdem  in  ihrer  Ebene  gleichförmig  verzerrt. 

§  341.  EinfiLturung  der  Beziekungeu.  swiBohen  Drucken  und 
YeirfUAnmgen.  Unter  Bennteang  der  Besnltaie  der  TonMieoden 
Sntwiddniigea  nelimeD  wm  die  eUgemeinea  Gkichungeii  (22)  Yon 
&  568  die  Form  ui 

—  (fi  f  9i  *)  -  «11  -X,  +     1\  +  Sie 

-  ^J  -«*iX.  (331) 


Drei  von  diesen  Formeln  enthalten  links  keine  nnbekannfan 
Fonktiomen,  sondern  nur  imbekannte  Fteuneter;  diese  leisen  sidi  ftr 
den  Fall  einer  leehteökigen  Platte  mit  Hilfe  der  liier  geltend«!  Be- 
nielningen  (890)  imd  (321)  nnmittellMur  beetinunen. 
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Es  ergibt  sich  nämlich,  wenn  man  die  f»r«te,  /.weite  and  BOOhstft 
Formel  (331)  über  die  Dicke  der  iiit^i^iert; 

I)fi  =  Sgl  A  4-  .^aa B-\-s^H,  |^332 ) 

uud  wenn  man  das  Gleiche  nach  Multipiikation  liiiL  3  ausführt^ 

iVi>*Ä  -  «11 -Äf  -  ht^  +  hä^f 

I) 'rj,  -  .s-,,  M  -     L  4-  .V,« TT,  (333) 

Hiarmit  tuid  die  aftmiliehen  ia  dem  Anflate  (325)  nodh  veifllg- 
baren  Parameter  dareh  die  saf  den  Band  der  Platte  aa^gellbten  £in- 
wirknngen  beetimmt  ;  und  iwar  drucken  sich  die  f^fttf  aUain  durch 
die  ansgeHbtea  Kr&fte,  ^  ^t»  ft>  ^  allein  dnreli  Äe  Momente  ana. 

Auch  die  Werte  der  ü,  V,  W  laam  aick  nooih  ganz  allgemein 
gewinnoL  Hierzu  lösen  wir  die  erste,  zweite  and  sechste  GleioboDg 
(331)  nach  X^,  Y^,      auf  and  sohreibai  da»  Besnltat 

-  X, -  (/;  +  g^a)  Yn  +  (/*,  4-  9^/^)     +  (/*  +  hz)  y,^, 
-^y-  ifi  +  ^1^)  yn  +  (/i  +  Ä^)  Yn  +  (/■  +  hM)  y^,  (334) 

-  Z,-  (A  +       y«  +  (f,  +  ft#)     +  (f  +  A#) 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  dritte,  vierte  und  fünfte  Giei« 
chnng  (331)  ein  and  benutzt  die  Bedingangen  (327),  so  ergeben  sich 
Uf  V,  W  als  Fnnktionen  zweiten  Grades  in  3  mit  vollkommen 
beatimmfon  Paiametem.  Daa  Problem  dar  gfeiobfSrmig  gespaonfeen 
Platte  ift  biexdnreh  ToUatündig  gelöst^  die  Angpkbe  der  Beaoltate  mag 
iadeeaen  nnierbleibeo. 

Dagegen  notieren  wir  nna  ftlr  die  Anwendaagen,  dafi  ans  (332) 

folgt 

B^D  (y,,  /;  +  y„  f,-h  y^f),  (335) 

ond  aus  (333) 

-  L^^B\y,,g,^y„g^^y,,h),  ^336) 
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Dabei  ist,  wenn  die  Determinante  des  Systema  der  Koeffizienten,  ia 
(382)  reep.  (333)  mit  n  beoeiobnet  wiid, 

i7yii-«M^-«is*  ^yfi-<ii«w-<i«*>  ^yw-<ii%-^t*> 

il  =-  ^1^%  —  iSih*  +         +  "t"  (337) 

§  843.  Die  an  den  Xlemeiiteii  einer  beliebig  defbimierten 
dtnnMk  Hatte  geleleteten  Arbeiten.  Abfweichend  Ton  den  Reeoltaten 
ftr  den  gleiohf5nnig  gespannten  Zylinder  haben*  diejenigen  fOr  die 

gleichförmig  geipannte  Platte  sehr  geringee  dizekteB  Interesse,  da  die 
in  ihnen  behandelten  Deformationen  sich  kaum  realisieren  lassen.  Sie 

gewinnen  aber,  wie  schon  S.  675  bemerkt,  Bedeutung  als  Grundlage  fiir 
die  Bf'lmndiuug;  des  ProV>!eras  einer  sehr  diinnpn  ungleichförmi!? 
gespaiintcu  Platte,  deren  Elemente  als  nach  den  oben  erhalteneu 
Gesetzen  deformiert  7a\  betrachten  sind. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  abzuleiten,  knüpfen  wir  au 
das  Pirinrip  der  Tirloflllen  Yerrttekungen  an,  welches  hier  nach  S.  168 
die  Fomel  lieHart: 

+  d'4,  +  d'^  -  0|  (388) 

nnter  den  drei  Symbolen  sind  wiederum  die  Arbeiten  der  körperlichen 
Kräfte,  der  äußern  und  der  iimern  Drucke  verstanden. 

Für  die  Berechnnng  der  ersten  beiden  Arbeiten  kann  man  wie 
8.  668,  was  hier  nicht  bewiesen  werden  soU,  die  einzelnen  Volninen- 
elflmente  wie  staire  Eörperchen  bewegt  denken,  also  Ton  der  Defor- 
mation absehen.  Anßere  körperliche  Drehnngsmomente  wollen  wir, 
als  kaum  realisierbar,  ausschließen  und  nns  auf  translatorische  Kräfte 
beschränken,  deren  Komponenten,  bezogen  auf  die  Masse  Aber  der 
Flächeneinheity  mit      H,  Z  beseichnet  werden  mögen.   Dann  wird 

ö'A^-^Jqdo  (Hdu^,  +  Höv^^  ZÖiv^),  (339) 

wobei^     v^f  tCf,  auf  die  Hifctelfl&che  dar  Platte  besogen  werden  können» 

Äußere  Drucke  mögen  nur  gegen   die  Randfläche  der  Platte 
wirken,  und  zwar  hier  f&r  die  einselnen  Flächenelemente  keine  Momente 
N  um  die  Plattennormale  geben.  Bezeichnet  man  die  auf  die  Längen- 
einheit der  T?rmdfläebe  bezogenen  Komponenten  und  Momente  mit 
H,Z,  A,  M,  so  schreibt  sich 

Da  die  Platte  in  jedem  Element  gleiehf&rmig  gespannt  sein  soU^ 
so  kann  man  auf  die  VenHokongskomposeDten  in  einem  jeden  emaelnen 
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Element  die  aUgsneiBeii  Formeln  (325),  in  denen  nooh  kauMrifli  B«- 
HoftiguigslMdingiingiiii  eingtllilirt  cindi  mwmdgPi 
Ans  iluMii  etgibt  «idi 

Ulli  auf  dio  Mittelfläche  (#  —  0)  angewendet,  wo  dU/dä  und  dVjda 
konstant  sind, 

17    0«    *»'  ai 


^-^-rt,  iH,  l^'+l*.  (341) 

^^o-^;;^  (342) 


Daraas  folgt 
und 


Fahrt  man  neben  der  Biehtang  n  der  innem  Nofmale  die 
Biflhiimg  a  dee  Linianelemeiite  d9  im  Sinne  einer  poritifeii  ümlaiilhiig 
der  Flaäe  ein^  so  kann  man  eetaen 

CO«  —  —  cos  {s,  y)  —  y , 
coe  (^y)  —  +  CO«  (#,a?)  —  , 

wobei  y  und  a  Abkürzungen  sind.    £«  ist  dann 

^^T"^»  y+  ä^^*'  ^^•--äir"  a.r*-  äT^'  C344) 

und  die  letzten  beiden  Glieder  des  Integrals  (340)  fOr  d'A^  lassen 
eieh  edixeiben 

/l.[(Ä-M,)ff^-(Är  +  M«)?f]. 

Hier  kann  man  das  zweite  Glied  durch  Teile  über  den  Rand 
int^ieren  und  erhält,  da  A  und  M  einwertig  sind,  ala  Behliefilieheit 
Anednick  fOx  die  Arbeit  der  äußern  Druekki&Cte 

+  (Ätf-My)^.  (345) 

Dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  daß  die  Handkurre  der  Plattenebene  keine 
Ecken  bat;  im  andeni  Fall  wttidea  epenell  auf  aie  bezagliche  CMieder 
auftreten. 


^  kj  1^  od  by  Google 
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L —    ...    "  »=a=asgMaa» 

JQniUieh  irt  nadi  (81)  auf  a  166,  d*  X.,  F.,  T«nchwiiid«n 
sollen, 

Hi«r  hÜMin  mnd  die  Werte  (325)  «i  eetMn,  wodorek  reflnltiert 

ffA^^fdo f Ä#(-x,(dÄ+ jdft)+ r,(d/;+jrtfft)+K^(a/'+#dÄ)), 

oder  bei  EmfQhnmg  der  Beseichaiuigeii  |^320)  und  (321)  auch 
Nack  (828)  gilt  nun  aber 

nad  Daeh  (880)  und  (341) 

-ft-^^.  -ft-9f.  *  — (»«) 

Hieraus  resultiert  dann 

iüttigrieren  wir  dieaeu  Ausdruck  durch  Teile  und  benutzen  die 
AbkSnungen  y  and  0  aus  (343),  so  erhalten  wir 

^Jg- y*(i«[(ly  +  Ätf)d5i  +  (Äy  +  5tf)Jii 

-  (Jf r  +  r.)  ^  -  (^r  -  i.)  (360) 

\cx      dy)  \dx      djf)  i' 

In  beiden  Integralen  gwtatten  die  m  ddwjdx  und  d9wjdy 
multipliiiarten        eine  weitaie  Uvgeetaltimg. 

0ie  iweite  BUIIe  des  Raadiiibegrala  nimut  oaeh  (844)  die  Form  an 

- / *t[(jr,'-£««+si^y«)«^+((Ä+i)y»-r(,»-«^)^ 
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nnd  naeh  IntegnlioD  bei  Amnihme  einer  itetigeii  Kkttmniimg  de» 
Randes 

Die  zweite  Hälfte  des  FiachemutegraLs  ergibt 

+/''»[Ä(lf+i)H-l|(l|-^^)]'«.- 
Hitnaa  temlturt  wshlieSliah 

-(Är'-Z-'+s^r«)'-!?}  (Ml) 


§  343.  Gleicligewiclitabediiigungen  f  ür  eine  düiuie  Platte.  Da 
^Uq,  ÖVq,  d  i(\^  auf  der  MitteUläche  der  Platte  willkürlich  vorgeschrieben 

werden  künneu  und  gleiches  von  ÖUq,  dv^y  ÖWf^  und  odw^^/cn  am 
Bande  gilt,  so  zerfällt  die  GleiGbimg  (338)  nach  den  abgeleiteten 
Weiten  Ton  ifÄ^,  d'Ä^,  Ö'Ä^  in  folgende  Einzelbedingungen.  Die  Fak* 
toren  Ton  du^,  6v^,  liefern  die  errten  beiden  Haup^eSehongen 

»2  +  11+1!  =  «'  *H  +  w  +  ^-«-  <«») 

Dazu  kommen,  herrOlixend  Ton  den  Faktoren  von  du^  imd 
die  Handbedingongen 

Ferner  liefern  die  Faktoran  von  dw^  die  weitere  Hai^ti^eioliuiig 
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die  Faktonn  tob  Öw^  and  BSwjBn  die  zogehdrigen  Oniubedmgaiigen 

+       +        +  (856) 

In  diesen  Bediugimgen  stellen 

die  auf  den  Plattomaiid  wirkenden  Momente  nm  die  Randknm  nnd 
vm  die  dam  normale  Biehtong  dar.  Uan  kann  TT  als  praktiaclL  nicht 
in  BVage  kommend  —  0  setaen  nnd  erhSlt  dann  atatt  (355) 

2  +^(cff+Z>y.-^<y-- ^)  +  (If  +  If)  ,  +  (If  -  g)  .  ^  0 

Ä  -  if    -  X<f«  +  2E6r.  (866) 

Für  die  Anwendung  der  Cfrenabedinguugen  ist  daran  za  erinnenii 
^  y,  9  die  Bidhtungskosinne  der  innern  Noimale  anf  der  Bandkorre 
der  Platte  beieiehnep, 

Hit  diesen  Hanpt-  nnd  Grenabedingongen  sind  die  AnsdrQoke  (3^ 
nnd  (386)  ftr  die  in  ilmen  anffaretenden  Komponenten  und  Momente 
an  Tterbindan»  die  nach  (847)  nnd  (848)  ges<irieben  werden  kdnnen 

B^D{rJ^^m^^r»  Q  +  (367) 

Man  erkenn^  daß  in  den  vorstehenden  Gleichungen  (352)  his  (358) 
die  loogitadinalen  TersGhiebongen  u^,  fg  miteinander  Terkoppelt  er- 
aoheinan,  aber  yOIlig  gekeimt  aind  von  den  transrenalsn  w^.  Daa 


^  ujui^od  by  Google 


686  KapIW.  WMhMlbMitfaaiigaB  nriidiiB  mi  Temortrip«]]!. 

Problem  der  Deformetion  der  eleeiiiohen  Plette  serfftUi 
also  aneli  bei  Kristallen  in  dieselben  swei  Tellig  nnnb- 

hangigen  Teile,  wie  bei  isotropen  Körpern.  Freilifib  sind  beids 
Probleme  erheblich  komplizierter,  aU  die  annlogen  bei  isotropen  KMiaw^ 
nnd  deshalb  noch  kaum  behandelt 

§  344 .  Die  olRHtiachon  Pftrameter  einer  kristaUiniBchoii  Platte, 
Wir  sciiiießeu  diese  aligememea  Kuiwickluugen  mit  einer  L  beilegimg, 
betreffend  die  Natur  jener  aechs  Parameter  y^j^,  die  nach  (357  j  und 
(358)  allein  das  elastische  Verhalten  der  Platte  ¥oa  gegebener  Orien- 
Üening  bestimmen. 

Diese  GiOfien  sind  doich  die  Fomeb  (837)  definiert  als  Quo- 
tienten je  einer  Determinante  sweiten  tmd  einer  dritten  Grades  in  den 
Moduln  ^s,  «Ml  här  hM»  'bi»  stimmen  also  ihrer  Dimension 
nach  mit  den  Reaprokm  der  8,^^,  ncd  infolge  hiervon  mit  den  £Ia> 
stizitätskonstiinten  c^j,  fiberein.  In  der  Tat  sind  uach  den  Definitionen 
(320)  und  (321)  —  A  D,  —  B^T),  —  H  I)  Druckkomponenten  von  der 
Art  von  X_^,  Y,,  X  =  nämlich  die  Mittelwerte  dieser  Größen, 
über  die  Dicke  der  Platte  geuommeu,  und 

sind  die  in  der  XJT-Ebene  liegenden  DefonnationagiOAen  der  IGtislr 
fl&ohe  der  Platte. 

Demgem&B  lassen  sidi  die  Gleichiuigen  (857)  in  PsnUele  sotMn 
zu  den  aUgemeinen  Ansdrfieken  (20)  für  die  Drookkon^ooentsn 

...  X^,  welche  mit  den  Torstehenden  konfoim  werdo^  wenn  man 
m;  0  nimmt  und  eine  Abliangigkeit  der  u  und  v  Ton  e  ausschließt 
Hier  erhalten  die  erste,  zweite  tmd  sechste  Qleiehuiig  (20)  die  Form 

-     -  c„ar,4-       +  c,,x,,  (869) 

die  in  der  Tat  mit  (357)  völlig  übereinstimmt 

Ans  dieser  Parallelißiernng  können  wir  ohne  alle  Reehnnnpr  das 
Verhalten  der        bei  cin^'r  Drehung  dos  X  F-AeJisenkreuzes  uci  die 
^'Achse  erschließen.    Dasselbe  muß  mit  dem  der  entsprechenden 
übereinstimmen,  d.  h.,  es  muß  sich  nach  S.  595  transformieren 

ivie       «*,   sf*,       ««sf*,  y*^  ^• 

Das  Verhalten  „wie  -3*"  sagi  aus^  dui*  ^i»— bei  einer  Drehung  des 
Z  r-Achsenkreuzes  sich  nicht  ändert    Ferner  folgt  aus  dieser  Zur 
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sammensfi  lluiig,  da  «*  gegenäber  einer  Drehung  um  die  i^Achse 
ein  Skaiar  ist,  daß 

neu  iKUutfoniucraiii  wie 

af*  — und  d^y. 

Diese  iiegeln  sind  für  die  unten  zu  machenden  Anwendungen  Ton 
Bedeutung. 

Der  ParaUelismus  zwischen  den  yj^j  und  c^^  ist  auf  diese  eine 
KoordinatenitHiisformation  beschränkt;  er  erstreckt  sich  nicht  aui 
andere,  weil  bei  den  ^^^^i  die  (zur  Platte  normale)  Z-Bichtung  den  (zur 
Fkitte  p«ial]flkii)  Z-  und  T-Riehiiingen  ganz  weMuQieh  imgiwah- 
wwtig  iii  Um  die  ^^j^n  anf  Kooidiiiateiuyflt«m«  mit  galndorlier 
^-Aiäse  zu  iaruuftKnniereD ,  scheint  nichts  anderes  übrigzulKkiben, 
als  an  iVut  DaflnitioiUEn  (337)  dieser  Ghx)ßen  durch  die  Moduln  8,^^  an- 
nkailpfen  und  die  auf  leiatore  Großen  bezQgliohon  Transformationa- 
regeln  anzuwenden.  Die  so  er^iplteu  Formeln  sind  vf>n  einer  er- 
drückenden Komplikatio?! ;  sie  veremfnrhpn  sich  *  rlieblich  in  den 
speziellen  Fällen,  über  welche  Beobachtungen  vorliegen. 

§  345.  Fllohenhafte  Verrückongen  in  einer  Kristallplatte.  Die 
Hauptgleichun^en  ( liefern,  wenn  keine  körperlichen  Kräfte  H 
wirken,  die  BeziulLimgen 

dA.BH     f.      dH     dB  _ 

und  diäte  neihmaa  naob  (357)  die  Pom  an 

+  y«  ^+ y«  ^  +  0'«+ yw)  äx^s^ 

dabei  ist  der  Beqnemliehkeit  halber  an  «  und  e  der  Index  der 
dieae  Mfien  anf  die  Ifittelflidie  der  Platte  beseg^  beaeitigt 

Um  die  Toratehenden  Fomeln  anf  iaoicopea  Material  aonnrenden, 
hat  man  in  (869)  in  aeteen 


-0, 


0, 


(861) 
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d.  h.  also  in  ißbl) 

Vii^rn-rf  rif-n»  y-rt-W  rw^ru^O;  (362) 

hierduieh  ergibt  sieb  statt  (361) 

Die  Yergleichung  zeigt,  daß  sich  die  beiden  simultanen  Haupt- 
gleichimi:^en  (361)  für  die  kristallinische  Platte  im  allgemeinen  nicht 
durch  eine  Koordinatentransformation  (die  bei  einer  Gleichung  zweiter 
Ordnung  nach  S.  327  gute  Dienste  tut)  auf  die  isotrope  Fomi  (363) 
reduzieren  lassen.  Dies  gelingt  auch  dann  nicht,  wenn  y^^  und  y.g 
verschwinden,  sondern  erfordert  die  Erfüllung  der  samtlichen  in  (362> 
entiialtonen  Bedingungen.  Letstore  sind  nach  8. 585  n.  586  Ton  adbafe 
stets  dann  beftiedigb,  wenn  die  Ebene  der  Piatie  nonnal  steht  za 
einer  drei-  oder  seehss&bligen  Symmetrieadiie  des  Etistalli. 

In  diesem  Falle  kommt  also  besfiglich  der  flftcbenhaften  Yei^ 
rückungen  die  kristalliniscbe  Natur  der  Platte  fiberhanpi  nicht  zur 
Geltung.   Immerhin  hat  derselbe  ein  kristallphysikaliidiee  Intersase, 

weil  die  Deformationen  und  Spannungen,  die  bei  ihm  auftreten,  in 
der  KristaUpIatte  elektrische  Vorj^nge  auslösen  können,  die  sich  bei 

der  isotropen  Platte  nicht  einstellen.  Deshalb  werden  wir  diesen  ein- 
fachsten Fall  weiter  unten  doch  wiederholt  etwas  näher  verfolgen. 

Ftlr  derarti^'e  Zwecke,  wo  es  sich,  wie  angedeutet,  nicht  in  erster 
Linie  um  die  Ven-ückiinfren  w,  v,  sondern  um  die  Deformationen  und 
Spannungen  handelt,  ist  es  bequem,  nicht  von  d(  n  entwickelten  Glei- 
chungen (361)  auszugehen,  sondern  an  die  kurz*'  Form  i3i)0)  an- 
zuknüpfen. Dieselbe  stimmt  mit  den  ersten  beiden  liauptgieichungen 
(130)  für  den  gleiehfönnig  deformierten  Zylinder  fiberein,  und  es  liegt 
nahe,  sie  durch  den  Ansatz 

zu  befriedigen,  der  bei  dem  früheren  ProbL  i^i  gute  Dienste  leistete. 

Die  Randbedingungen  (353)  erhalten  durch  ihn  bei  Eacksioht 
auf  (343)  die  Form 

=  H+i(S)  =  0.  (365) 

Die  Hanptgleiehong  für  A  eigibt  sieh  durch  Einsetsen  der  Ansdrflcke 
(364)  in  die  Gleichungen  (332),  die  jetat  die  Form  haben 
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dII^$^  +  8^S  +  s^S,  ...  (866) 

und  durch  miminAtioa  Ton  u  und  v  waa  detuelbeo.  Dm  Besoltst 
lautet 

Für  isotrope  Medien  oder  ihnen  gleichwertige  Orientierungen  der 
JKristallpIatte  ist  nach  S.  589  s,i  •»•Ä,g  —  ^(2s4, -j-fii^)  und^,— «^»O; 
die  Gleichung  wird  hier  also  zu 

-  0,  (368) 

d.  h.  von  jedem  fUastizitätomodul  frei. 

Funktioneil  zweiten  and  drittem  Grades  in  x  und  y,  &it  Sl  ein- 
gesetzt, befriedigen  diese  Gleichungen  identisch,  sie  lassen  also  auch 
die  Aolotropie  des  Kristalls  in  keiner  Weise  zur  Geltung  kommen; 
letzteres  geschieht  erst  bei  Funktionen  vierten  Grades,  die  dein- 
gemüß  die  einfachsten  Lösungen  von  kristailphysikaliaohem  Intereäi>e 
darstellen. 

§  £iu   speaieller  FalL     Um   hier   schon   wenigstens  ein 

Beiapiel  der  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  zu  geben, 
wollen  wir  einen  derartigen  Ansatz  filr  Sl  in  seinen  Konsequen' 
zen  TerfolgeDy  dabei  aher  auch  nieht  die  allgemeinste  Form  einer 
Funktion  vierten  Grades  benutzen,  sondern  eine  so  spezialisierte,  daß 
sioh  leioht  tthersichtliche  SpannungsTerhaltnisBe  in  der  KristaUplatte 
ergeben. 

Es  sei  gesetzt 

Sl  =  {ax-  —  by-  —  c)  {x^  +  3/'  —  p)f  (309 ) 

was  auf  einen  Spannungazustand  deutet  der  ä  vuitnetrisoh  ist  in  bosag 
auf  die  X-  und  die  F'-Aohse. 

Die  HAuptg^eichung  (367)  liefert  hier  die  Bedingung 

»(«.1  +  25«  +  8j  -  b(8,,  +  2s^  +  Vi).  (370) 

<J  versehwintlpt  also  auf  einem  bestimmten  Kreiso  um  den  Koordi- 
nateuantang  und  auf  einer  bcstim inten  Hyperbel  mit  den  Koordi- 
natenachsen  als  S)  uimetrieliuien,  deren  Achsen verbültnis  durch  die 
Hauptgleichung  (3G7)  resp.  durch  die  Bedingung  (370),  also  dnrcb 
das  Material  der  KristaUplatte  Toigeschriebea  wird. 
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FQr  dio  DrnoUcoinpoiieiiiea  in  d«r  Platte  ergibt  sich 

~  8«*  ~  +  -  ^C«  +  !"•)» 

Wir  woUen  nim  die  Fktto  duch  einen  Krue  Tom  Badine  M  um 
den  Eoordinateaanfiuog  begransi  annelimen  und  die  ftoßem  Dmeke  TT 
nonnel  und  i  tangential  nur  Handlinie  bereobnen^  wdohe  erforder- 
lieh ffindf  nm  dieeen  Bpannnngwnatand  wo.  bewirken. 

Beadohnet  ^  den  Winkel,  welehen  die  innere  Neimale  mit  der 
X-Adiae  eineebliaB^  ao  ist 

TT     £  CüB  ^  4-  H  ain        1  =  —  H  sin  ^  -f-  H  cos 

npd  man  erfaftlt  leiebt 

-  IT  -  (21P  —  p)(o  -  6)  -  2c  +p{a  +  h)  cos  2t, 

—  I  -  (3ii*  -  p)\^a  -h  6j  sin  2^». 

Yerfllgen  wir  fiber  p  so,  daß 

eo  ist  1  0;  der  betreffende  Spannungsznstand  ist  dum  dorob  bloße 
normale  Dmcke  IT  gegen  den  Eand  la  bewirken,  die  gegeben  sind 
dorob 

TT  -  ii'Ca  -  6;  4-  2c  -  3Ä»(a  +  h)  cos  2^. 


Hierin  kann  nnn  ^  aaoh  als  der  Winkel  dee  Eadins  II  gegen  die  X-Aehse 
gedeutet  weiden,  weleher  der  inneren  Normale  entgegengesetst 
geriehtet  ist 

Macht  man  sehliefilieh  noch 

2c  +  jß"(a  -  6)  -  -  hR\a  -f  6), 
80  erbllt  man  _ 

n  -    6J^(a  +  h)  cos»^,  (371) 

<1.  h.  eine  Druckverteilimg,  die  am  Endo  der  zu  +  X  jiarallelen  Durch- 
meBBer  gleiche  Maxima,  am  Ende  der  za  ±^  Y  parallelen  gleiche 
Minima  Null  errei(dit. 

Bei  isotropen  Körpern  wird  nach  den  hier  geltenden  Mudulwerten 
Q^hj  die  in  (369)  zum  Ausdmck  kommoide  Hyperbel  dso  gleich- 
seitig.   Man  kann  fragen,  ob  nnd  unter  welehen  Umstanden 
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daeselbe  auch  bei  einer  beliebig  orientierten  Krietallplatte. 

eintreten  kann. 

Die  Bedingung  bier^  ist  nacb  (370) 


da  aber  die  Moduln  Ton  der  Orientierung  des  X  F-Koordinatenkreuzes 
gegen  den  Kristall  abhängen,  so  ist  hierin  eine  Beäiimmung  dieser 
Orientienuig  enthalten. 

Betraditet  man  nSmlieli  das  Iriahenge  System  XY,  Inr  weAtAm 
Sil  nicht  gleieh  sein  mag,  ak  feetliegend  nnd  auelit  ein  Syatem 
X^T^f  daa  mit  dem  Tontelienden  dnidi  das  Sdiema 
X'T'  verknüpft  ist,  so  zu  bestimmen,  daß  fllr  dasselbe  s{i==sS,  ist, 
80  ei^bt  neb  der  Winkel  q)^  zw  ischen  X  und  X^  durch  die  beiden 
«roten  Fonneb  (67)  ausgedrückt  zn 


Ss  «zietiert  also  etets  ein  und  nur  «In  Koordinatenkrena 
X*7*,  in  bezug  auf  welch ee  eine  beliebig  gegen  den  Kristall 
orientierte  Kreisplatte  durch  Bin  Wirkungen  anf  den  Band 
Ton  dem  Gesets 


den  gleichen  äpannuugssustand  annimmt,  als  wenn  sie  iso- 


Die  DeformatiODSg!  ößen  und  Yerrückungen  der  Platte,  welche 
nach  (366)  aas  den  Spann  ungskomponentun  jß,  berechenbar  sind, 
Terhalten  sich  natürlich  im  allgemeinen  auch  dann  noch  in  der  Kristall- 
pktts  anders,  als  in  dw  isotnqfien. 

§  847.  Tnnmiaala  TeirQtfkaiigen  einer  Uitallplaitta.  Staia 

aweifaoh-li7pe>tK>]l801ie  Biegung.  Die  Haupigleichung  (354)  nimmt, 
wenn  äaßere  körperliche  Kräfte  nicht  wirken,  bei  Rücksicht  anf  (868) 
die  Form  an^) 


(372) 


trop  wäre. 


(878) 


Fllr  isotropes  Haterial  ist  nach  a  688 


1)  la  «odenr  Weise  raenl  von  Qdvrkig  abgeUüat  {IMm.  Bedin  IBSO). 
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hier  nanltiflrt  cUom 

^Jw  -  0.  (374) 

Et  ist  nkiht  m5glicli,  doxcih  eine  lineSve  EooidiiiateBtniiBfiiniuitioii 
die  Gleidiung  (373)  anf  die  Form  (374)  n  bringeiL 

Die  GieDsbedingimgeii  (366)  sind  im  allgemeinen  lehr  kompliziert; 
wir  wollen  eie  nur  für  interessierende  gperielle  Falle  entwickeln. 

Jede  partikuläre  Lösung  der  Gleichaug  (373)  stellt  einen  De- 
formationesnetand  dar,  der  dordi  um  die  Elemente  des  Plattenrandee 
wirkende  Momente  A  und  pf^g^n  sie  ausgeübte  transversale  Kräfte  Z 
realisiert  werden  kann.  Setat  man  für  ic  eine  ganze  rationale  Funk- 
tion «^'"  (t rüdes  von  x  und  y  ein,  so  geschieht  die  Biegung  der 
Mittebläche  der  Platte  naeh  einer  Oberflache  Grades. 

Da  Funktionen  i^weiten  und  dritten  Grades  die  liauptgleichung 
(373)  identieoh  erfüllen,  so  unterliegen  Biegungen  nadi  Oberflächen 
«weiten  und  dritian  Gndee  keinerlei  Besehrlnkungen.  Sine  Be- 
sdirftnkang  einfeekstö^Art^  eine  lineire  Etelation  awieeken  deren  Bua- 
metem  entsteht,  wenn^S^^ Biagong  nach  einer  Oberfläche  ▼ierten 
Grades  stattfindet.  Wir  wjMte"  einen  hierher  gehörigen  epeziellen 
Fall,  der,  wie  sich  zeigen  toHW  beaonderee  Intereeae  verdient» 
etwas  näher  betra<diten.  ^V: 

Die  7.xi  nntersuchende  Biegung  mS^-^®        Eigenschaft  haben,  daß 
sie  die  Punkte  der  I'iatte,  welche  zwii  gegeneinander  ge- 

drehte gleichseitige  Hyperbeln  erfüllen,  n^^PJ"r^ickt  läßt,  also  gegeben 
iet  dnick 

Setzt  man  dieeen  Anedruck  in  (373)  ein  eo  eironlL®^**^  ^® 

Diese  Bedingung  ist  von  den  Parametern  toh  m  «JX^','*''''''"^^ 
und  Terbindet  nur  7wei  rf„stiscl,e  Konstauten  y     der  pt?' 


«tftlS  \  enthält  (376)  e,ne  Ke,l,nfr„n.%.,.lehe  diese  OrWnrch 
«.  «fUl«  hat,  dan„t  eine  Biegung  m  der  an.,.g..|,eu.n  i«^ 
«f  dro  PliU*aiiriad  ausgeflbte  A  und  Z  möglicia  isL 
^Wied«  dwto  TO  ms  das  X  F-Achsenkreuz  wiUkmiich  ge«äh 
*n«g««oi«8  «Uo  dl«  Bedingmig  (376)  iür  dasselbe  nicht  eriülU  r, 

orflUlt  iet.  ^"    ^«  (376 '} 
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Um  diese  Bedinguug  zu  entwu  kelu,  können  wir  von  den  Trans- 
formatiousformeln  (67)  für  die  Moduln  8,^]^  ausgehen,  welche  einer 
Drehmig  des  Eoordioaiensyaiems  um  die  ^Äohae  eotepreehen.  Aller* 
dingfi  lisndelt  es  eich  hier  um  die  Parameter  7^^,  die  eich  bei  eolehen 
Achienanderimgeii  wie  die  Sonetanten  e,^^  (nicht  wie  die  Hodda) 
▼erhalten;  nach  den  S.  579  entwickelten  ZuBammenhSngen  swiMhen 
den  Transformationaformeln  für  die  c^^  nnd  die  kann  man  aber 
aua  den  Bezi^ui^en  (67)  für  die  letzteren  sofort  zn  solchen  für  die 
ersteren  g^elangen.  Zu  beachten  ist  natürlich,  daß  wir  hier  das  neue 
Achsenkreuz  mit  X^Y%  statt  wie  Mher  mit  X'Y'  bezeichnen. 

Die  Bedingung 


würde  nun  nach  (67)  liefern 

tg4^- 


*ll  "I"  *M  2«,, 

Da  aber  nach  S.  579  die  Moduln 

*16;  *u>    hit  ^u» 

sieh  bei  Transformationen  wie 

2q„  Cij,    Tjg,    c^j,  4ej, 

verhalten,  so  ergibt  sich  für  uiiHcrn  Fall  ohne  alle  Rechnung  bei  Ein* 
fahrung  einer  weiterhin  ntttsslichen  Abkürzung 

tgV--'^^*,  (377) 

wobei 

J'u+yit-2y«-4d. 

Diese  Formel  bestimmt  ein  System  von  Winkeln  9*,  die  sich 
um  45*  Toneinander  unterscheiden,  und  die  bei  der  YerfQgbarkeit 
Aber  die  Zahlwerte  und  Vonseicben  yon  p  und  q  in  dem  Ansatz  (375) 
sunichst  einander  gleichwertig  sind.  Wir  können  eines  dieser  Achsen- 
kreuze willkürlieh  auBseichnen,  indem  wir  fordern,  daß,  falls  F  eine 
positive  Größe  beseichnet, 

Fsin49»«-y«-n6,   1^  cos  4^)^  -     -  ^-  (378) 

Die  mit  diesen  Besieh  un  gen  vereinbaren  Orientierungen  des  A'^}  '^- 
Achsenkreuzes  unterscheiden  sich  nur  noch  um  Winkd  von 
fallen  also  geometrisch  zusammen. 

In  Bücksicht  hierauf  läßt  sich  dann  behaupten: 

Bei  jeder  irgendwie  orientierten  Kristallplatte  gibt  es 
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uMb  ein  und  nur  ein  Aoliienkrens  2*7*,  in  besng  auf 
welchei  eine  Biegung  neeh  dem  Oeseis 

durch  ftuf  den  Band  der  Platte  geftbte  Einwirkungen  mög- 
lich isl 

§  348.  Zwei  spesielle  Fälle.  Wir  verfolgen  nunmehr  etwas 
weiter  die  q^eaellen  FUlCi  daß  entweder  p  oder  q  in  dem  Ausdruck 
(375)  unendlich  groß  wild,  während  mp  reep.  mq  endlich  bleibt 
Es  sind  dies  die  Fälle 

le  P(»a^jf*-^),  w  Q(^*-^t-p\  (879) 

wobei  1*  für  m}),  Q  für  n^f/  gesetzt  ist.    Dabei  dns  oben  de- 

finierte Hauptachsen  IviPiiz  JC^l'"  vorausgesetzt  t^ein.  Wir 
wollen  die  äußern  Einwirkungen  berechnen,  welche  erforderlich  sind, 
um  die  bo  bestimmten  Biegungen  bei  einer  kreisförmigen  Platte  vom 
Badins  R  za  bewiiken. 

Verfolgen  wir  zunächst  die  erste  Annahme,  so  ergeben  sich  für 
die  Werte  der  innem  Momente  M,  L,  K  nach  (368)  allgemein  die 
Anedrfleke 

if-iD»Pyj„   -  jL  -  iZ>»Py«j,   K^^JJ^Fy^,  (380) 
Die  Randbedingongen  (356)  nehmen  die  Geetalt  an 

2  -  -       [(yi.- y^)  cos     -i- sin 

A - iD^PCn.  cos«  x^Yu^^X^      «in  2^), 

wobei  %  den  Winkel  ebensowohl  der  äußern,  als  der  innem  Normale 
auf  der  Randknrve  bezeichnen  kann.  Bei  fiinfOhraiig  dee  Achson- 
kreuzee  ergibt  dies  wegen  fj^  —  y^ 

^  A^ii)«Pui,  +  yi,sm->z).  (381) 

0er  sweite  Ansdrock  (379)  fftr  w  liefert 

r-igcfru-r-)-  (»82) 

Hieraus  folgt  bei  Benutzung  der  Abkürzung  9  aus  (377)  und  der 
neuen  Bezeichnung 

yu-yi.^-^^  (383) 
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auch 

Z  |§-*[2*OOs2a5  +  ö'«-y^)«ii»d, 

Ä-  i«J)*L2d  +  2^  cos  2i  +  (y,»-  y«)  sin  2;k1 
odMr  bd  EinflUmmg  des  Aohaenkieaiea  X*¥^ 

2--1^Voob2x,  S-i^Z)»(d»  +  ^üoB2;t).  (384) 

§  349.  Di»  ikiM«  sar  Snensnns  baMni  «laflMb.*liyp«ibo- 
UfohMi  Blqgmigtm,  Wir  wollen  nnn  echliefilieli  noeih  die  Arbeit  be» 
leolmen,  weloihe  die  am  Band  der  Platte  angreilenden  Wirkoagen  Z 

und  A  bei  der  Herstellimg  der  Biegung  leisten  müsseu.  Da  in  379 
die  Parameter  q  nnd  p  die  Form,  die  Parameiar  P  und  Q  die  Große 
der  einfach-hyperbolischen  Biegungen  bestimmen,  so  werden  bei  der 
Herstellung  dieser  Biegungen  die  ersteren  als  konstant  <?e«jeben, 
die  letzteren  als  von  Null  bis  zn  dem  gewünschten  Endwert  wachsend 
zu  «ieaken  sein.  Der  aiigeuamt  Ausdruck  für  das  Element  dieser 
Arbeit  ist  nach  {Mo)  bei  Rücksicht  auf  das  zu  (565)  Gesagte 

rfX  -J'ds[zdü  +  iid  (II )] ;  (886) 

mn  die  geaamte  Arbeit      zu  erbalten,  iafc  diee  Aber  w  wo.  integrieraiiy 

von  dem  Anfangswert  Null,  der  der  undeformierten  Platte  entspricht 
bis  m  dem  definitiven  Wert,  außerdem  aaeh  fiber  den  in  BetoMdit 
gesogenen  Teil  des  T^mfanga  der  Pbtte. 

Die  erste  Losung  (379)  liefert  bei  Rinfiihrung  des  &uiiua- 
Tektors  r 

W^  —  l\r'  sin  2 —  gj, 

also  (bei  Berftekaiehtigangy  daft  in  (385)  n  die  innere  Konnale 
beaeidmet) 

dw  =  {n'sm2x-q)dP,   c/ 1^  -  +  2JR<IP  sin  2x.  (386) 

Die  Bonntznng  dieser  ATudrUcke  nnd  der  Werte  (381)  fttr  Z  and  A 
liefert 

<  -  i  D»Ä'P«  J [2rl  sin'  2x  +  (y!.  -  '^V)  8in  2x]  dx-  (387) 

Wir  entnN^en  das  Integni  santohst  über  je  einem  der  Bögen  (kors 
Quadranten  genannt),  die  Evriscfaen  den  HypevbeUsten  Twsebwindender 
Yentlekong  w  liegen.  Die  Chrensen  derselben  sind  gegeben  dmok 
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wobei  wegen  0  —  —  P(i2'  nn  2x  -~  <;) 

iin  2;.  ^ 

Die  Integratioa  liefert  fOr  die  Yoretehenden  Grenzea  reep. 

i  i>^P'i2'  { A  [(i*  T  2x)  ±  i  aia  4x]  ±  (/u  co82xj.  (388) 

Wenn  ^  em  kleiner  Winkel  ist,  derart,  daß  in  den  Enuvick- 
luugen  tler  trigonometrischen  1:  unkuoiien  veruachlättsigt  werden 
kamij  gibt  diee  einfacher 

J,'-iD«P«J?{f«,{,±(/„-'^r)«»8«}.  (889) 

Die  Biegungen  inneriialb  der  zwei  benachbarten  Quadranten  erfordern 
also  im  allgemeinen  verschiedene  Arbeiten;  dieeelben  wfiiden  ein- 
ander  i^eich  sein,  wenn 

«  -  ii^Alri,  im 

gemacht  würde. 

Snmmieft  man  (389)  über  den  gansen  Um&ng,  so  erh&lt  man 

(^J-i«i>»i2«PVJ,.  -  (391) 

Die  Bweite  LSenng  (B79)  hingegen  liefert 

w  —  —  Q(r*  cos  2 2  —  2?), 
also  _ 

 iIl*coB2x-p)d(^,   d^'^-^2Mcoa2xdQ,  (392) 

und  bei  Heranziehung  der  Ausdrücke  (384)  für  Z  und  ^ 

4,"-  i  D»     Q'J  [2^«  coB«  2;t  +  («•  -        cos  2x]dx;  (393) 

hierin  iat  daa  Integral  Ober  den  Teil  des  Umfeuigs  zu  nehmen,  fQr 
welchen  AJ'  beredmet  werden  soU. 

Wiederam  nehmen  wir  nudchat  die  awei  doioh  die  LOamig  ittr 
w  an  die  Hand  gegebenen  BOgen  oder  Qnadranien 

wobei 

cos  2  2  ^p/IP. 
Die  Int^gFation  liefert  analog  zn  (389) 

^iJßE'Q'{r[^x^^2-x±i^H]±{i'- '^r)  oos^i } ,  (394) 
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oder  bei  kleinem  ^  einfaelier  aoalog  zu  (389) 

AI' - i  i>»-ß»  ^  (i*^"  ±  (d*  - ^)  00«  2 x} .  (395) 

Auch  hier  sintl  die  Arbeiten  an  den  beiden  Qnadnoten  Yeraehieden» 
es  sei  denn,  daß  gilt 

$  -  -B^i^j^  -  JP(r?,  -  y!,),/(y «  +  y  «  -f  Sy»).  (396) 

Über  den  vollen  Kreis  erstreckt  liefert  (395)  all  Ansdniok  fflr 
die  Arbeit  bei  der  zweiten  hyperbolischen  Biegung 

(^/O  ^«^.  (397) 

Bestimmt  man  durch  die  Forderung  gleicher  Biegungs- 

arboit  an  den  Quadranten  die  Parameter  $  and  gemäß 
(39<>'*  und  (30^^^.  so  setzt  man  damit  die  Lage  der  reellen 
Aciiseu  der  beiden  Hyperbeln  —  0  in  (379)  fest.  g>0  laßt 
die  1)etreffende  Achse  tler  ersten  Hyperbel  in  den  ersten  Quadranten, 
^<Ü  in  den  vierten  Quadranten  des  Achsenkreuzes  JSCT^  fallen; 
i?  >  0  in  die  ZS  j)<  0  in  die  r<>- Achse. 

§  950.  Über  die  elaatiidlien  Fanonetor  der  hTparboUadhen 
Btegungeo.  Wegw  dar  AnwendongCDy  die  wir  von  den  Torsbehenden 

Entwickhingen  im  nächsten  AbaelmiÜ  zur  ErldSmng  interessanter 
Beobachtungen  ninchen  werden,  ist  ee  angemessen,  die  in  den  Schiaß- 
resultaten auftretenden  Parameter  j-^,.  welche  sidi  auf  <iie  Symmetrie- 
achsen X°y^  Hfr  livperbülischen  Hiegungen  be/iebon  ,  iluiiih  die  auf 
das  willkürlich  m  der  Plattenebewe  gewählte  Achsenkreuz  Xl'  be- 
züglichen "Yi^^  auszudrücken.  Die  betreffenden  Formeln  ergeben  sich 
unmittelbar  aus  den  S.  686  erörterten  Traiisi'ormationseigeuschaften 
der  y^f^  in  Yerbindong  mit  der  Beaeiohnnng  f&r  den  durch  (STS') 
oder  (377)  bestiBunten  Winkel  swiadien  da-  2**-  nnd  der  X-Acfaae, 
woraus  folgt 

a:*  -»  a:  cos     -f  y  sin  =  —    siu  9°  4-  y  cos  y". 

80  erhalt  man  annSehet 

y\,  -  d  «n«  2<p«  +  (y„  -  y,,)  sin  2<p«  cos  2«pO  -f  y«,  coe*  »9«,  ^^^^ 
=-  <^  cos»  29«  -  (^y„  -  yj,)  sin  ay*»  cos  2y<>  +  y^  sin«  29><', 

nnd  bei  Benutaimg  Ton  (878)  aud- 

I  -  JG-«  +  ♦  ±  yOÜ^)' +  0-1. -»-..)•>  (389) 


^  ujui^  od  by  Google 


698        Vn.  KmffM,  WaoMbemtagw  swiMbcn  ml  Ttnwitnpaliu 


Femer  ergibt  Sick 

y?«  -  A  -  -  <^  siu  2q:'  -f  ^y,,  +       cos  l><)r  ", 

Die  Bedeatang  der  AbkUnungen  ^  und  d  erheUt  aiu  (377)  und  (383). 

Nach  dem  Auftreten  der  Pmmefter  /J,  und  ^  in  den  Formeln 
(391)  und  (897)  iet  in  idüiefien,  daB  dieee  Größen  iAeia  pocutiy  sind; 
die  VorEeieben  Ton  q  nnd  j>  in  den  Formeln  (390)  und  (396) 
stimmen  biernsch  mit  denen  von      und  flberein. 

§351.  Dilleren tialgleichungen  der  Schwingungen  dünner  kristal- 
linischer Platten.  Der  Übergang  von  den  Bedingungen  des  Gleicli- 
gewichts  zu  denen  der  Bewegung  vollzieht  sich  nach  dem  S.  löT  all- 
gemeiu  Beuierkten  eiufüch  dadurcb,  daß  in  den  liauptgleichuugen  des 
Oleidigewicbts  die  kGxperliidicaii  Kiifte  X,  Y,  Z  mit  X  -  d-u/dt-, 
T^c*v/ct\  Z—t^wßi^  Tertsnsebt  werden. 

Ziebt  man  in  Betraeki^  daß  X,T,  Z  eieh  anf  die  MaMinieinkeiti 
die  in  den  Bauptgleiebnngen  (352)  and  (354)  auftretenden  H,  Z 
eieh  aber  auf  die  Masse  über  der  Flächeneinheit  der  Platte  beziehen, 
80  erhält  man  bei  nachtraglichem  Ausschluß  körperlicher  KilU%e  die 
Banpigleiohangen  fttr  die  ßächenliafte  Bewegung  in  der  Form 

a*«  "      +  ay  '  di^  =      +  d9 '  ^^^^ 

analog  diejenige  fOr  transvasale  Bewegung 

Mit  ihnen  sind  wiederum  die  Ausdrücke  (357)  A,B,I£  und  (358) 
ftr  M.  L,  K  7.VL  verbinden. 

Zur  voll>tiindigeii  Bestimmung  des  Bewegnugsprobiems  sind 
außer  den  Grcnzbedinguugen  (353)  untl  (350)  nuch  iUifangsbedingungen, 
etwa  Angaben  fiber  die  Werte  von  Wj,,  v^^  m^,  c  ujct,  dvjct,  ( wjct' 
sur  Zeit  t^O  heransoiiehen.  Wie  im  Falle  des  Gleichgewiebts  er- 
aeheinen  anoh  hier  die  YetrOokangakompouenteD  ti^  nnd  Vq  gekoppelt^ 
aber  isoliert 

Von  bitmesse  ist  ausschließlich  das  Pruldem  der  periodischen 
Schwingungen,  bei  welchem  die  Anfangebedingnngen  nnd  damit 
die  Art  der  Erregung  außer  Betracht  bleibt,  nämlich  ausschließlich 

init  gewissen  partikulären  Lofjiingen  der  Gleichungen  (401)  und  (402), 
welche  in  Faktoren  vun  der  Finni  cos  vt  und  sin  vt  multipliziert  sind, 
gearbeitet  wird.  Die  Behandlung  derartiger  Probleme  bietet  schon 
bei  begreu;6teu  isotropen  Platten  große  Schwierigkeiten,  die  auch  in 
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<leu  einfachsten  Fällen  erst  iu  neuester  Zeit  überwunden  sind.  Bei 
VwaUiKniMliMt  FlatteB  and  die  Sehwki^^rasltti  nath  yvA  befcrSehfc- 
lieher,  und  wir  werden  daher  die  Inteipfetation  Torhaadener  merk- 
wOrdiger  BeobaclitQiigeii  nicht  Ton  einer  stroDgen  Bdumdlnng  der 
Torstehend  anfgeftthrien  Gleichungen  erhoffen  kdnneoy  sondern  dieselbe 
auf  einem  andeni,  miatrengen  Wege  soohen  mfiaaen. 

VI.  Abschnitt 
iMiUtire  BeobMhtengen  Iber  KristaUelaatiiltti 

§  852.  Ziel  imd  Methode  der  Versuche  von  F.  Savart.  Einen 
Hauptgrund  für  das  ausführlichere  Eingehen  auf  das  Problem  der 
Deformation  kristallinischer  Platten  bietet  eine  ausgedehnte  ünter- 
eaehnng  von  F.  Settori^)  Aber  gewisse  £langfiguren,  d.  L  Gestalten 
Ton  Knotenlinien,  bei  tönenden  kreisnmden  Platten  Ton  Bergkristall» 
anch  einige  Beobaehtangen  Uber  dergleicben  bei  Platten  von  Ealk> 
spat  aogesofaloeseo  sind.  Diese,  unter  Aufwendung  reichsten  Materials 
und  bemerkenswerter  Experimentierknnst  durohgeftihrten  Beobach- 
tungen bieten  einer  theoretischen  Verwertting  große  Schwierigkeiten 
tmd  sind  daher  fast  vergessen.  Das  neueste  und  umfns>'f  nd^te  Lehr- 
buch über  Elastizität  von  fjorr  erwabut  sie  z.  B,  ülterliaupt  nicht. 
Und  doch  stellen  sie  in  ge wieder  Hinsicht  einen  Markstein  in  der 
Geschieht«  der  Kristallelastizität  dar. 

Die  Aufgabe,  welche  Savart  in  Angnü  nuliiii,  war  die  einer  Klai"- 
legnng  der  elastischen  SymmetrieTerhaltuisse  Ton  Bergkristall  dorefa 
das  Stndinm  der  Elangfiguren  einer  grofien  Sohar  (an  vierzig)  ihrer 
Form  naeh  nahesn  identiseher^  ihrer  Orientierung  nach  aber  ▼er^ 
«ehiedener  litten.  IMe  Dicke  der  Platten  war  l"'-*  2^6  mm;  als 
Dorehmesser  werden  23'"—  52  mm  oder  27'"  —  61  mm  angegeben. 

Saüart  ging  bei  der  Untersuchung  Ton  den  folgenden  Erfahrungs- 
tatsachen ans.  Bei  kreisförmigoi  Platten  Ton  isotroper  Substanz 
•existiert  eine  spezielle  Klangfignr  von  der  Form  zweier  zueinander  nor- 
malen Durc  hui  esaer,  und  es  kanu  diese  Figur  in  uUen  mögliclien  Lafifeh 
gegen  die  Platte  erzeugt  werden.  Ist  die  Isotropie  nach  einer  ilich- 
tung  gestört,  ist  -z.B.  die  IMatt»'  durch  die  Bearbeitung  parallel  einem 
DurchmeSBer  luit,  ioinen  Ritzen  bedeckt,  oder  iiui  duti  Material  parallel 
diesem  Dorehmesser  &serige  Stroktor,  so  gilt  letzteres  nicht  mehr. 
Die  krensfiSrmige  Elangfigor  entsteht  nor  in  der  einen  Orientiening, 
wo  ihre  Arme  parallel  mid  normsl  zn  dem  ansgeaeichneten  Dorofa« 
messer  liegen.   Aoßer  ihr  kommt  in  diesem  Falle  aber  noch  eine 

1)  F.aaoarty  Ann.  d.  Chim.  et  de  Fhjs.  T.  40,  p.   n.  lld,  1889. 
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Abart  der  Ereosfigiir  siuteiide,  nSsüich  ein  Paar  Kvarrea,  weldie 
gldehaeitigeii  HjparbelB  IIumIii,  dem  Aajmptoton  Wiiücel  von  vn- 
gefilir  ±  45**  mit  dem  ausgeieiothlietaii  Borehmesser  einaoUiefiefn - 
dieae  Figur  entateht  bei  einem  anderen  Ton,  als  die  erstgonannte. 
Eine  dritte  Form  von  Knotenlinien,  welche  den  Rand  in  vier 
um  nn^efukr  90^  entfernten  Punkten  trifft,  läßt  aieh  nicbt 
herstellen. 

Diese  Klangtiguren  geben  uuu  ein  ücrartig  enipfindlicheR  Reageuji 
auf  Aolotropie  resp.  Störung  der  Igoirupie  imicrhaib  de»  3tlaterials^ 
einer  Klangplatte,  daß  es  bekanntlich  Schwierigkeiten  macht,  Platten 
hetznsteUen,  weldie  daa  oben  geaehüderle  Yerbalten  ideal  iaotropen 
MaterialB  in  ToUer  Reinlieit  aeigen.  Eben  dieae  Empfindlichkeit  luik 
Sawwi  Teranlafity  mit  Hilfe  Ton  Klangfignien  die  elaatiache  Äolotropie 
TOn  kreisfürnngen  Platten  aua  kristallisierter  Substanz  zu  atndiarea. 

Um  die  Beobachtungen  an  Kristallen  draten  an  können,  aebiekt» 
Snrart  diesen  eine  ausführliche  1  JittTsuchung  an  verschieden  orien- 
tierten Holzplatten  voraus',  »leren  elastische  Symmetrie  nach  der  Lage 
der  i'aeem  des  Materials  beurteilt  werden  konnte.  Er  betrachtete  einen 
geraden  (dünneren)  Baumstamm  im  ganzen  als  ein  Gebilde,  desseu 
elastische  Symmeti'ie  der  geometriücheu  iSymmetrie  eines  lu>tations- 
eUipsoida  gleiehziisetaen  y^ste,  ein  Stück,  nahe  aus  der  Oberfladi» 
eines  sehr  dickm  Stamniea  anageaobnitten,  ala  mit  der  Sjmmrtrie 
eines  dreiaehaigen  EllipsoidB  behaftet.  Ana  Hols  beider  Art  stellte  er 
eine  große  Zahl  kreisförmiger  Klangpktten  dar  und  nntersnohte^  wie 
sich  auf  ihnen  die  hypt  rboüeehen  Klangfiguren  darsteUten. 

Die  wichtigsten  der  hierbei  von  Sovart  erhaltenen  und  durch 
Abbildungen  der  beobachteten  Klangfignren  gestützten  Resultate  sind 
die  i'olgeuden.  Jederzeit,  wenn  die  Ebene  der  Platte  eine  der 
„elastiselieu*'  Symmetrieachsen  enthält,  treten  (und  zwar  bei  zwei 
verschiedenen  Tönen)  die  oben  geschilderten  zwei  Formen  hyperbo- 
lischer Klangfiguren  auf:  eiu  Kreuz  mit  Armeu  parallel  und  normal 
der  SynuneirieachBe  nnd  ein  paar  hyperbelartiger  Emren  mit  Achaen^ 
welche  denselben  beiden  Richtungen  panülel  liegen.  Die  eiste  (reelle) 
Hyperbelaehae  Hlllt  dabei  mit  der  Biditung  des  kleineren  Biegangs- 
Widerstandes  zusammen.  Enthalt  die  Ebene  der  Platte  keine  ela- 
stische Symmetrieachse,  so  ist  es  nicht  möglich,  die  kreuzförmige 
Klangfigur  zu  erzeugen;  es  treten  vielmehr  bei  zwei  verschiedenen 
Tönen  zwei  Terschiedene  Paare  hyperbolischer  Kurren  als  Knoten- 
liuien  auf 

Mit  Hilfe  dieser  Kegeln  versuchte  darauf  Savart  die  Existenz  und 
die  Lage  von  elastischen  Symmetrieachsen  in  kristaUinischeu  Klang- 
platien  zn  konstatieren  und  die  Richtungen  maximalen  und  minimalen 
elasttsohen  Widerstände  an&iiandhen. 
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Die  Resultate  dieser  Beobachtungen  bieten  mannigfaGhes  Interesse 

und  sollen  sogleich  in  ihren  Grundzügen  wiedergegeben  werden.  Die 
theoretischen  Überlegungen  Savnrfs  können  wir  hingegen  übergehen; 
dieselben  bewegen  sieh  we«»Mith>h  in  der  Richtnnjr  der  ^optischen" 
Ela.stizitiitstheorie  Fresneh  mit  ihren  ,.El:isti7.itiltHarhsen''  und  er- 
scheinen gegenwärtig  nicht  haltbar.  Es  ist  merkwürdig,  daß  jene 
FresnehahQu  Vorstellungen  auch  noch  Dezennieu  nach  Savart  fort- 
gewirkt haben,  obgleich  die  Grundlagen  der  exakten  Elaatisit&tstheorie 
Torhanden  waren  imd  sieb  aus  ihnen  ergalj,  daß  der  B^grüF  all- 
gemeiner Elastixiiatsaehsan  eines  Kristalls  im  alten  Sinne,  immlieh 
in  dem  Ton  Richtungen  größten  und  kleinsten  elastisohen  Widerstands, 
inhaltlos  ist,  weil  jederzeit  verschiedene  Arten  von  Defor- 
mationen  auch  verschiedene  Widerstände  finden.  Samrt  (wie 
auch  noch  Spätere)  glaubte  das  Verhalten  einer  kreisförmigen  Platte 
durch  die  Biegungswideistände  von  zwui  nach  der  Pluttenebeue  und 
zwar  normal  zueinander  orientierten  Stäben  bestimmen  zu  können. 
Die  Formeln  von  tj  347  für  die  Biegung  einer  Platte,  verglichen  mit 
denjenigen  von  §  Ü14  u.  1^33  für  diejenige  eines  Stabes,  zeigen  aber, 
daß  beide  Vorgänge  von  ganz  verschiedenen  elastischen  Parametern 
abMugen,  sich  also  nicht  gegenseitig  erklären  können. 

§  353.  Die  fiMnnale  Symmetrie  des  Beigkristalla.  Quarz  oder 
Beigkristall,  auf  welchen  sich  die  hauptsächlichen  Beobachtungen 
Savaris  beziehen,  kristallisiert  in  den  Formen  der  Gruppe  (10)  mit 
der  Symmetrieformel  (-4/%  -^x^'^)-  Die  gewöhnlichste  Form,  in  welcher 

die  betroffenden  Kristalle  auftreten,  ist  die  einer  sechsseitigen  Säule, 
iiuf  welche  gleit.'horieutiert  beiderseitig  gleiebf  sechsseitige  Pyramiden 
aulgesetzt  sind.  Diese  Formelemente  würden  die  Kristal Ifoi-m  zentriech- 
symmetrisch  und  die  Z-Hauptaclisc  sechszählig  erseheinen  lassen;  in- 
dessen weisen  Aussehen  und  Ausbildung  der  abwechselnden  i^lüchen 
und  nocii  genauer  die  auf  ihnen  hervorzubringenden  Ätefiguren  (§  58) 
daraufhin,  daß  diese  Flächen  abwechsehid  Terachtedenwertig  sind,  daß 
die  ^Achse  also  nnr  dreisShlig  ist.  Unter  den  Fyramidenflichen 
entsprechen  dabei  die  drei  gleichwertigen  am  -f  Z-Ende  gelegenen 
je  den  nm  60^  gegen  sie  verdrehten  am  —  Z-Ende.  Dies  stellt  sich 
besonders  drastisch  dar  bei  schneller  Abkühlung  eines  sehr  hoch  er* 
hitzten  Bergkristalls,  wobei  (unregelmäßige)  Spaltung  nach  einem 
dieser  Ehenensysteme  eintritt,  die  zusammen  ein  Hhomboedor  (s,  Fig.  60 
auf  94"^  hpgrenzen.  F)io  sc»  ausgezeichneten  Flächen  mögen  als  die 
des  ür undrhomhoeders        Jij  bezeichnet  wt^rdfu. 

Die  Symmetrieverhältnisse  des  Kristalls  werden  weiter  noch  ge- 
nauer durch  ein  System  häutig  aui  tretender  kleiner  Zu  schär  tun  gs- 
flächen  an  dem  vorstehend  in  seinen  Hanptsügen  geschilderten  Polyeder 
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bestunmL  Ao  drei  tob  den  sechs  Sanlenkanten  zeigen  sich  n&mlich 
rechts  oben  und  links  nnten,  odtr  umgekehrt,  dreieckige  oder  trape* 
zoidische  Flächen  von  dem  Typus  a  und  welche  mit  einer  Sechs- 
zähligkeit  der  Hauptachse  und  niißerdem  auch  mit  einem  Sjmmetrie- 
/.entrum  unvereinbar  sind,  vielmphr  die  Hauptachse  als  drei^ählige 
iiud  jode  der  drei  duzu  noruiülen  Richtungen  durch  zwei  ääulenkanten 
als  zweiz-äblige  Achse  erscheinen  lassen. 

Nach  unserer  Symmetneformel  {Ä}'^,  AJ^)  sind  die  Z  und  die 
X-Achse  festgelegt.   Nur  der  Richtungssinn  von  -f  ^  willkürlich^ 

und  wir  heatimmen  denselben  dadarch,  dafi  wir 
die  +  y-<Adi8e  resp.  eine  ihr  parallele  Richtang 
ans  einer  der  Flachmi  des  Gnmdrhomboeders  »na- 
treten  lassen,  welche  die  Achse  nmgeben 
(s.  Fig.  158) 

Diese  Festsetzungen  entsprechen  nicht  der 
~  S'amrf  sehen  Darstellung;  wir  wählen  sie,  nm  mit 
den  in  dieser  Darstelluno^  sonst  benutzten  Orien- 
tierungen des  Uauptkoordinatensystems  in  Über- 
einstimmung zu  bleiben. 

Wie  schon  S.  5s  1  allgemem  bemerkt,  unter- 
„    ,^  scheiden   sich   die   elastischen  Syuimetrieverhält- 

nia»e  von  den  kristaUographischen  durch  das 
Hinzutreten  des  Symmetriezentrums,  welches  allen  elastischen  Yor> 
gangen  eigen  ist  Infolge  hierron  liegt  auch  normal  an  jeder  gerad- 
zahligen Symmetrieachse  eine  ehetische  Synunetrieehene;  in  nnserm 
Falle  ist  also  (entgegen  dem  Inßem  Habitus  des  Kristalls)  die  J^^-Ebene 
eine  elastisdie  Symmetrieebene,  nnd  dasselbe  gilt  von  den  hesQi^ch 
der  Z-Adise  um  ±  120^  gegm  Bie  yerdrehten  Ebenen. 

§  354.  Die  allgemeinen  Beobachtungsresultate  Savarts.  Die 
Savart  sehen.  Beobachtungen  ordnen  sich  in  diei  Reihen,  deren  Glieder 
sieh  auf  Plattensysteme  besiehen,  die  sämtlich  durch  die  2/',  oder 
die       oder  die  F-Achse  gehen. 

Bei  AnfzShlnng  der  erhaltenen  Resultate  werde  ich  die  hyperbel- 
artigen Elangfignren  der  KOrze  halber  als  Hyperbeln  bezeichnen,  auch 
von  ihrer  reellen  oder  Hauptachse  sprechen,  obwohl  in  Wahrheit 
keine  Überstimmung,  sondern  nur  eine  mehr  oder  weniger  grofie 
Ähnlichkeit  der  beobachteten  Kurven  mit  Hypi'rbeln  vorliegt. 

Die  erste  Reihe,  auf  dreizehn  IMatten  bezüglich,  welche  die 
Z-Hauiitachse  enthalten,  beginnt  mit  einer  Platte  parallel  der  J^Z-Ebene; 
die  Lagen  der  lolgendeu  elf  l'Iatteu  entstehen  daraus  dnrch  Drehungen 
um  Vielfache  von  Ib^,  eo  daß  ihr  Azimut  gegen  diu  A^Z-Ebeue 

y  «  Ä  .  15»       (Ä  -  1, 2, , . .) 
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gesetzt  werden  kaim.   AUe  FbÜen,  welolie  (wie  die  enfce)  aufier  der 

(Ireizähligen  Hanpt-  noch  eine  zweidÜiHge  Nebenachse  enthalten 
(y  0",  fiO",  120",  . . .),  verhalten  sich  so,  als  wenn  die  eine  oder  die 
andere  dieser  Achsen  eine  (.9frr«r^sche)  Elaatizitatsachse  wäre;  sie 

geben  als  hyperbolische  Knoteulinien  ein  Kreuz  parallel  diesen  Achsen 
oder  ein  (mit  seinen  Asymptoten)  nni  45'*  dagegen  gpdrehtes  Hvperbel- 
paar.  Die  /.wj gehen  diesen  Hauptlageu  orientierten  Platten  geben 
zwei  Hjperbelpaare,  und  zwar  die  Platten  mit  den  Azimuten 

y  -  «   und   y  —  60«  —  ©,  y  —        +  o,  y  —  180«  —  <d 

die  gleiehen;  dagegen  die  Platten  mit  den  Azimuten 

y»60«  +  <o,  y— — «,  y->180«  +  »»   y  — 240»  — © 

solche,  die  den  vorigai  in  benig  auf  die  ^-Achee  spiegelbüdliob 

entsprechen. 

FifTur  159  gibt  die  ,Sr/rar/schen  Abbildungen  für  y  =  Ü**,  30"*^ 
60"*,  du"  wieder;  von  120"  ab  bia  360"  wiederholt  aich  die  mit- 


Zit  w  w 


geteilte  Reihe  noch  zwem  al.  Die  den  Knotenlinien  beigesetzten  Buch- 
staben bezeichnen  die  von  Saiart  })eol)aehteten  Töne,  deren  Erklärung 
natürlich  ebenso  ein  Gegenstand  der  Theorie  ist,  wie  die  Ableitung 
der  Gestalt  und  der  Lage  der  Knoienlinien. 

Diese  erste  Reihe  von  Resultaten  beweist  bereits  die  Dreizähligkeit 
der  Z-Hauptachse  des  Quarzes  in  eUMtiecher  Hineioht,  —  ein  ftlr  Savart 
sehr  übenraeehendeB  Besnltat,  denn  nach  dem  optiachen  Verhalten 
des  Quaizes  bitte  man  eine  nnendliebe  ZSbligkei^  n&mlicb  die  Sym- 
metne  eines  BotationakSrpe»  erwarten  soUea.  Die  Resultate  der 
akustischen  Beobaditongen  waren  so  unzweideutige  daß  Saioari  (in 
der  Vorstellung  verwandter  Natar  der  elastischen  und  der  opttscfaen 
Erscheinungen)  meinte,  an  den  optischen  Resultaten  zweifeln  zn 
müssen.  Indessen  fflhrten  bc/üglicbe  Beobachtungen  zu  einer  Be- 
stätigung der  unendlichen  Zahlj^keit  der  Hanptachse  in  optischer 
Hinsicht.  — 
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Die  zweite  Beobachtungsreihe  Savarts,  wekhe  Tiamlui  FUtten 
diireb  die  JC- Achse  betraf,  lieferte  ffir  alle  Plrntten  das  Knotenliiiien- 

kreuz  parnllel  und  normal  zur  X-Achse;  aber  es  eotsprachen  den  yep- 
schitden  oiii-ntierton  Platten  lii^rhei  verschiedene  Töne.  Außerdem 
ließ  suh  ein  imit  st-ineii  Asymptoten;  um  ±45"  ge^^on  dieses  Kreuz 
gedrehtes  llyperlülpaiii  erzielen,  dessen  reelle  Achse  für  eine  zu- 
sammenhängende Reihe  der  l'iatLeu  parallel,  für  eine  andere  normal 
snr  X-Aohte  lag.  Die  Chrenzen  dieser  beiden  Reihen  bildeleu  Platten 
mit  dem  ron  +  T  tu  Z  ponüy  geroeHnetfln  Asinmt  a « 0  und 
«  —  89*  lirlok  Platten  in  Aaointen  «  und  180*-  «  verliielten  ndt 
▼«raeliieden. 

Figur  160  gibt  einen  Anssug  aus  den  beEligliclMD  DanteUongen 
Saiwk.  FOr  «  *  0  mnft  sich  die  PJatte  isotrop  veriiatten;  der  hier 


i!ii.i«a 


beobaohtete  Ton  war  d.  Für  rc  =  90^  gewinnt  die  erste  Figur  der 
vorigen  Reihe  wieder  Geltung.  Bei  über  126**  hinaus  wachsendem  a 
geht  die  Hyperbel  allniählieh  wieder  in  ein  Paar  gekreuzter  Gerade  über. 

Diese  Berdtachtangen  erweisen,  daß  die  TZ  Ebene  und  die  ihr 
durch  die  Dreizähiigkeit  der  ^-Achöe  verbundenen  £benen  einstische 
ßynimetriee)>enen  sind,  daß  aber  nicht  Analoges  für  die  X^Ebene 
und  die  ihr  gloich wertigen  gilt.  — 

Die  letzte  Beobachtnngnreihe^  wekhe  dietseho  Platten  dnit^  die 
Z-Achse  benutate,  liefezie  unsymmetrisch  sar  X^^-Ebene  Terlaoftnde 
Enotenlinien,  der  Regel  nach  Paare  Ton  Hyperbeln.  Rechnet  man 
das  Asimut  ß  gegen  die  XF-Ebene,  so  verhielten  sich  Platten  im 
Aaimnt  ß  und  180^-/3  einander  gleich.  Die  Hyperbeln  ib  n  rierton 
an  zwei  Systemen  Ger^e  für  das  Azimut  ß  ==0  und  ß  ='  12^  airioL 

Die  Fit^nren  161  geben  auch  von  dieser  Beoliachtunirsreihe  einen 
AuK/ug;  pj«^  erstreckten  ««ich  he?,,  ß  über  einen  Quadranten.  Für  ß  —  <• 
stimmt  d>e  Orientierung  mit  derjenigen  «  =  0  der  vorigen  Keii»e 
tiherein:  liier  ist  also  <ier  heobaehtete  Ton  d.  Der  letzte  Fall  (/i  =  i^U^j 
kommt  mit  dem  zweiten  der  ersten  Keihe  überein. 

Diese  Beobachtungen  bestätigen,  daß  zwar  die  Z'Z'Ebene,  nicht 
aber  anch  die  XZ-Ebene  elastische  Symmetrieebene  ist  nnd  sttttua 
so  die  Resultate  der  ersten  beiden  Reihen.  — 
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Mit  dsm  VorstelittLden  wird  der  Inhalt  der  Savartaehm  Bfr> 
obachtuogpntultate,  trotzdem  dieselben  im  wesentlichen  nur  durch 
Abbildungen  der  beobachteten  Klangfignren  dargestellt  sind,  keinei- 
wegs  ersclinpft.  Tn^jhesoTidere  enthalten  fliese  Resnltnte  außer  dem 
Nachweis  der  allgeriioineTi  elastischen  Symmetn*/ .  i  riiiiUnisse  des  Ber^ 
kristalls  im  ganzen  iiocii  spt^z-ielle  Angaben  Aber  gewisse  Symmetrie- 
Terhältnisse  jeder  einzelnen  Platte,  die  sich  (außer  in  den  Fällen, 
WO  eine  elastische  Sjmmetrieebene  normal  zur  Platte  liegt)  keines  weg» 
nnmittollMur  ans  der  alastiMhen  SynsBMifcriefonnel  dei  gaoMoti  EriataUa 
aUaaen  laeataL  Bei  beliebig  orientierteii  Platten  gibt  £e  Beobacbttmg 
im  allgemeinen  swei  hjperbolisdie  Klangfigmreiiy  von  denan  jede  zwei 
einander  normale  Symmetrielimen  besitzt;  die  Orientierung  derselben, 
insbesondere  aneh  die  Lage  der  reellen  Ilauptaehse,  muß  durch  die 
ElaatisitfttfTerhiltniiae  dea  KriataUa  bedingt  aeini  aber  der  betreffende 


Hg;». 

Zusammen luing  ist  keineswegs  unmittelbar  evident  Für  gewisse 
Orientierungen  der  Platten  degenerieren  diese  Hyperbeln  zu  Kreuzen 
durch  den  Platienmittelpuukt,  ohne  daß  eine  ersichtliche  Beziehung 
der  Orientiemng  der  Platten  oder  der  Kreuzarme  zu  den  Symmetrie- 
«ohaen  dea  EnataUa  Torliegt 

Die  Sobwingungsfrequenzen,  welche  den  einzelnen  Klangflgnren 
entapredien,  aind  von  Sammi  dnreh  Beobaehtungen  der  betreffianden 
Tonhöhen  in  migef&hren  Werten  beatinuni  Ob  die  bei  Teraohie- 
4enen  Platten  angegebenen  Resultate  streng  vergleichbar  sind,  ist  bei 
der  allgemein  gehaltenen  Angabe  über  deren  Dimenaionen  nicht  stoher. 
Unzweifelhaft  wird  aber  der  Sinn  der  Abweichung  der  beiden  an 
derselben  Platte  beobachteten  Tone,  sowie  der  ungefähre  Ver- 
lauf der  T()ne  von  Platte  zu  Platte  innerhalb  dersf  lHen  Reihe  zu- 
verlässig sein.  l)aö  sind  alles  ilesultate  von  großem  Interesse,  die  wir 
im  folgenden  etwas  genauer  betrachten  wollen. 

§  855.  OnmdcedaaakeB  fOr  eine  Verwertnng  der  Sttraitatihen 
BfeanMaiCe.  Eine  airenge  nnd  ToUat&ndige  Theorie  der  merkwflrdigen 
jS!amirfachen  Beobachtungen  wttrde  sehr  Mhwierig  nnd  amitbidUeh 
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sein,  auch  gegenüber  dem  im  wesentlielLeii  nur  qualitativen  Charakter 
nicht  ToU  anagenntzt  werden  können.  Was  unter  diesen  Umstanden 
erstrebenswert  erscheint,  ist  eine  uncrpiiäherte  theoretische  Betrachtung^ 
weicht"  dio  reichen  Beohachtungsresuitate  verständlich  raucht. 

Für  eme  solche  wollen  wir  den  folgenden  Gesichtspuiiki  zugrunde 
legen. 

Bei  alleu  den  Savartadien  llesultaten  sind  Symmetrie  fragen 
in  enter  Linie  tob  Interesse.  Die  Differentialgleiclkimgen  f&r  die 
Sdiwingnngen  eineor  ringanm  freien  kreisförmigen  Platte  laaaeii  sieh 
beifi^idi  dieser  Sjmmetriefragen  sehr  schwer  diskotieren.  Dagegen 

sind  gewisse  spezielle  Gleicbgewichtsformen  der  Platten,  die 
mit  den  von  Savart  beobachteten  Sdiwingnngsformen  gleiche  Synametrioi 
haben,  und  deren  Theorie  keine  Schwierigkeit  bietet,  einer  solchen 
Diskussion  sehr  bequem  zugänglich.  Wir  wollen  demgemäß  »lie 
Symmetriefragen,  zu  denen  die  Suva rtschen  Resultate  ^  er- 
anlassung  geben,  mit  Hilfe  jener  mit  den  beobachteten 
Sch wingungsformen  verwandten  Gleichgewichtsformen  be- 
handeln. 

Dies  soll  im  einselnai  folgendermaßen  geschehen. 
Die  Sawjtfim^tm  Beobachtungen  haben  fsstgestellt,  daß  jede  be- 
liebig orientierte  Kreisplatte  ans  Qoaiz  nnr  awei  Arten  hyperbolischer 

Klangfiguren  zu  ergeben  vermag;  aus  seinen  graphischen  Darstellungen 
ist  auch  zu  schließen,  obwohl  es  nicht  ausdrücklich  hervorgehoben 
wird,  daß  (He  Achsen  dieser  Hyperbeln  bei  den  beiden  Klangfiguren 
vielfach  nahezu,  wenn  nicht  gar  streng  um  4.')^  gegeneinander  ge- 
dreht sind.  Ferner  ist  zu  beachten,  daß  nach  der  Form  der  Scbwin- 
pungsgh'ichnngen  für  eine  ringsum  freie  Platte  alle  Eigentöne,  somit 
also  auch  die  zwei  betrachteten,  zugleich  erklingen  können. 

Nun  ist  in  §  347  gezeigt  worden,  daft  eine  Biegung  der  beliebig 
gegen  den  Kristall  orientierten  kreisförmigen  Platte  nach  einer  Ober- 
ffiche  Tierten  Grades,  welche  swei  um  45"  gegeneinander  yerdrehte 
gleichseitige  Hyperbeln  als  eine  Art  statischer  Enotenlinien  fest 
bleiben  läßt,  durch  Einwirkungen  auf  den  Band  der  Platte  nur  in 
einer  einzigen  Orientierung  hervorgerufen  werden  kann.  Wir 
werden  annehmen  dürfen,  daß  diese  OrientiernriL''  angenähert  mit  der- 
jenigen  übereinstimmt,  in  der  die  ASV/r(/Wscheu  K untenlinirn  nnftreten. 

Die  geschilderte  Biegungsform  enthält  zwei  Grenzt  alle,  bei  deuea 
nur  je  eine  Hyperbel  als  statische  Knotenlinie  übrig  bleibt.  Die 
Achsen  dieser  Hyperbel  äind  nach  dem  soeben  G  esagteo  vorgeschriebeu. 
Je  nach  dem  Gesetx  der  auf  den  Rsnd  der  beisplatte  ausgeübten 
Einwirkungen  kann  aber  die  reelle  Achse  jeder  Hyperbel  zunächst 
ebensowohl  in  dem  einen,  als  in  dem  andern  Qnadiantenpaar  den 
Asymptotenkrenaes  liegen. 
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Um  nim  die  Lage  der  entsprecheiidai  dynamiselieii  Snoten- 
linien  sa  beurteilen,  stellen  wir  die  folgende  angenäherte  Überlegung 
an.  Längs  der  Knotenlinieu  kann  eine  schwingende  Platte  bei  ge- 
eigneter Unterstützung  derselben  durchgeschnitten  werden;  jeder  Teil 
der  Platte  muß  also  bei  passender  Enegong  mit  dem  andern  die 
gleiche  ScliwingungsfrequeiUE  v  besitzen. 

Einen  augenäherten  Wert  dieser  Frequenz  können  wir  nun  aber 
leicht  erhalten,  wenn  wir  die  Annahme  verfolgen,  clüß  die  iiliongationen 
der  Platte  während  der  Schwingungen  in  allen  Punkten  den  vorher 
beiiBcbteten  statiaehen  Elongationenungeffthr  wportional  Tariieran. 
Ea  I&8t  aich  dann  nftmlieh  leicht  die  lebendige  Kraft  beraehnen,  mit 
welcher  der  betreffende  Teil  der  Pktfce  die  Eohelage  paaaiert;  in  dieser 
lebendigen  Kraft  W  besteht  die  Arbeit  A  fort,  welche  zur  Sneogang 
der  Anfangselongation  erforderlioh  war,  und  die  Besiehnng 

gibt  die  Bestimmung  der  Frequenz  v.  Fübi  t  man  diese  li«chnuDg  für 
die  verschiedenen  durch  die  Knoteuiinien  begrenzten  Phittenteile  aus 
und  setzt  die  Bedingung  lui,  daß  die  resultierenden  Frequenzen  die 
gleichen  »uxd,  so  ergibt  sich  daraus  eine  Bestimmung  darüber,  in 
welchem  Quadranten  die  reelle  Aohae  der  hyperboliaehen  Knotenlinim 
liegen  mnfi. 

Nebenbei  erhftlt  man  einen  angenfiherten  Anednick  fUr  die  re- 
sultierende Schwingnngafreqnenz  der  Platte  bei  dieser  Form 
der  Knotenlinien,  der,  wie  ungenau  er  aneh  fl«n  mOge,  doch  zur 
Beurteilung  der  qualitativen  Verhältnisse  zwischen  den  verschiedenen 

Tönen  dienen  kann,  die  einerseity  (hf^elbe  Platte  bei  den  beiden 
hyperbolischen  Klangtiguren,  und  sodann  die  verschieden  orien- 
tierten Platten  bei  entsprechenden  Schwingungszuständen  liefern. 
Nach  diesen  Gesichtapunkten  soll  im  folgenden  verfahjen  werden. 

§866.  Die  aar  Yerweirtang  der  Savartaehen  Bedbaolituiigs- 
xeanltate  nötigen  Vonneln.  ZnnSehst  ist  im  AnaehlnB  an  daa  S.  675 
allgemein  Geeagte  in  Betiaeht  su  uehen,  daB  wir  jetst  Platten  in 

Tersehiedenen  Orientierungen  vergleichen  wollen,  daß  jetzt  also 
eine  Unterscheidung  zwischen  einem  absolut,  resp.  im  Kristall  festen 
und  einem  in  der  Platte  festen  Koordinatensystem  zu  treffen  ist 
Wir  wählen  für  crstores  das  allgemeine  Hnuptachnensystem  X  YZ, 
für  letzteres  das  llilfssystt-m  X'  1"  Z''^  die  -Z  - Achse  fällt  dann  in 
die  Richtung  der  Normali  der  Platte;  das  X'!^'- Kreuz  liegt  in  will- 
kürlicher Orientierung  iu  deren  Ebene. 

Alle  Parameter  und  Beziehungen  des  TOrigen  Abschnittes  haben 
jetzt  für  daa  letatere  Sjatem  QtUtigkeit;  demgemftfi  sind  auch  weiterhin 

«• 
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di«  Paruneter  s^^^,        ans  dem  rorigeii  Abtöhiiitt  mit  $1^^, 

Neben  dem  2' 7*- Achsenkreuz  haben  wir  in  §  347  ein  zweite^ 
spesielles  Hanptachsenkreuz  X**  in  der  Ebene  der  Platte  eingefOhti^ 
denen  Achsen  mit  den  Sjmmetrielinien  der  zweifach  hjperboli sehen 
Biej^mp  ztisammenfallen  und  mit  den  Achsen  i'  Y'  lesp.  den  Winket 
9^  einschließen,  nach  (377)  gegeben  durch 

t«  4  »>•  -  -^E>'  ,*»'-rn+rn-  (403) 

Um  bieidoidi  9*  eindenCtg  sa  bestimmen»  ssteen  wir  nacb  S.  693 
ibst,  dnB  in 

IP'smV-^-n,,  P-oosiy^-y«-^'  (404) 

F'  positiv  gereclmefc  wird. 

Nach  S.  707  uchinea  wir  an,  die  freigelaasene  Platte  bewege 
sich  in  Annäherung  nach  dem  Gesetz 

»  — /■(a^,^)oOB 

wobei  f{x'f  y')f  die  Ansgangselougation  snr  Zeit  t^O,  fBr  die  beiden 
Schwingungsaarten  dureh  die  Ausdrfloke  ÜDr  «s  in  (S79)  gegeben  ist 
Für  die  lebendige  Kraft  eines  Teües  der  Platte  in  der  Position  —  0 
gilt  dann 

\DQv'JJprdrdju 


9 


das  Integral  Uber  den  betreffisnden  Teil  der  Platte  erstreckt. 

Wählt  man  bierfür  bei  der  ersten  Schwingungsart  die  Hjperbel- 
qnadnnten  %<x<\^~i  und  y»  —  i<z<*  +  2;  wobei,  wie 
S.  695,  ein  -  and  besduftnlt  sieh  anf  Ueine  Quotienten 
9/JR\  so  eibllt  man  in  erster  AnnSherong 

Zieht  mau  nun  den  Ausdruck  (389)  für  die  Arbeit  heran^  welche 
die  Aufibiegnng  des  Quadranten  Terlangt,  und  sefest  beide  einander 
gleich,  60  ergibt  sich 

16i>»[i»yi±(yJ.+  ty;-)  co8  2z]-*^tr'«Ji*.  (406) 

Sollen  beide  Qoadranteo  fähig  sein,  mit  derselben  JßVeqnens  su 
schwingen,  so  muß 

A+^-O  (406) 
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8D*y5,-^v'«i2*.  (407) 

Stellt  man  diewlbe  Überlegung  ftr  die  Bweite  SehwingangBurt 
an,  BO  erhilt  man  die  kerreapondieranden  Fomeln 

^(7it-AH%^'0,  (408) 

8I>*d"-^i/"«iJ*.  (409) 

Die  Foimeln  (406)  und  (408)  für  q  nnd  p  betrachten  wir  nach 
8. 707  als  Bedingungen  für  die  Lage  der  dynamieehen  Kiiotenlimen. 
Bei  den  Werten  q^O,  p^O  degeneriere  die  betre£fend«i  Hyperbeln 
an  Geraden  parallel  den  Achsen  und  Y^.  q>0  gibt  der  Hyperbel 
der  enten  Seliwingungsart  die  Lage  im  ersten  und  dritte  g  <  0  im 
zweiten  «ml  vierten  Quadranten  des  X®  1*^  -  Achsenkrciizes.  Für|>>0 
liegt  die  reelle  Achse  'Irr  Knotenlinie  der  zweiten  Sciiwingungsart  in 
der  X^',  für  /><()  in  dw  y  - Achse. 

Das  Verhältni'^  der  t'requtii/eu  dvr  beiden  Brhwingungsartea  be- 
trachten wir  als  m  Annäherung  gegeben  durch  die  i^eziehung 

»»»:ir»«-y5,:d*.  —  (410) 

Für  die  Parameter,  die  in  (1(^ti  Toratehenden  Formeln  auftreten^ 
gelten  nach  S.  697  die  Besiehungen 

A  i  (/n  -  Vn)^  2^P*+  Wn-^  /f)«*  V,  (411) 

und 

Die  Parameter  nad  dabei  definiert  dorch  die  Formeln  (ßdl), 
welche  jetzt  lauten 

"'>'«-»'«»«-'«•.   "'r'n-'n»'«,-'[l-  -  («8) 

Die  Modoln  ^  folgen  aoa  den  Hanptmodnln  s^^  naeh  den  in 
§  289  u.  f.  entwickelten  Regeln.  Dabei  ist  ftr  Bergkristall  dasjenige 
HauptmodQlijstam  zu  benutzen,  welches  nach  dem  in  §  863  Ge- 
sagten der  enten  Abteünng  des  trigonalen  KristaUsyatema  sugehört 
und  laatet 
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0  0 
«u  0  0 

0  0  0  (414) 
644   u  0 

Wie  ipiler  «rtrteit  werden  ioU,  hsben  die  Hauptmodtdn  fBr 
BeigkruteU  in  sunSohft  willkOrliehen  Einbeiteii  mad  die  folgenden 
Zebienwflite: 

44,-12,7,  %,-9,7,  «^-19,7  (41Ö) 
•„--1,03,   8^  1,49,  ^4- -4,23. 

Hiennit  ist  alles  znsBrnmengestellt,  was  fQr  eine  Verwertung  der 
Sat?rtf^8chen  Beobachtung  zu  einer  Illustration  der  Resultate  der  Theorie 
nach  den  in  §  355  angegebenen  Grundsätzen  erforderlich  ist.  Es 
erhellt,  daß  die  Vorhältnisse  Riu-b  >>pi  Reschrilnkung  auf  im  wesent- 
lichen ([luilitative  überlegimgeu  keiaeswegf  einfach  liegen,  und  e«? 
ist  uichi  durau  zu  denken,  das  gan/^  von  SaiaH  gelieferte  MuLenal 
SU  bearbeiten.  Wir  werden  am  demgemäß  mehr&ch  auf  eine  Art 
Ton  Stichproben  beeehrüaken,  die  seigen,  wie  die  Savarhthieia  Beetdtate 
durch  die  hier  aneeinandeigeeetsten  {heoretiechen  Oberlegnngea  Ter- 
etSndlich  werden. 


^1  »1 


'II 


>  357.    DiskoMlon  der  ersten  Savart sehen  Beobaohtiuigigreilie 

an  Bergkriatallplatten.  Als  die  bei  weitem  einfachste  der  drei  großen 
von  Savart  zugestellten  lleihen  von  Beobachtungen,  über  die  in  §  354 
berichtet  ist,  stellt  sich  die  erste  dar,  welche  Platten   betrifft,  die 

sämtlich  durch  die  Z  Hauptachse  des  Kristalls 
gehen;  sie  sei  denn  auch  am  eingehendsten 
dilkntieri 

üneere  erste  Ani^be  ist  die  Berechnung 
der  für  diese  Plattonnrt  chRraklaristitehen  Puir 
meter  »/j^^,  wom  wir  die  auf  das  Sysiem  X*  T'Z' 
besogeoen  Moduln  s'^^  bnmchen. 

Es  ist  hierfSr  am  bequemsten,  noch  ein 

intermediäres  Achsensvstem  X"  Y" Z"  heran- 
•/uziehen,  dessen  -^''-Achne  mit  (b-r  Z- Hauptachse  zusammenfällt  und 
dessen  3"'2r"-Ebene  in  die  Plattenebene  fällt,  weil  auf  dii^ses  die 
Transformation  der  Moduln  nach  S.  593  sehr  leicht  ausführbar  ist. 
Aus  diesem  Sjrstem  entsteht  das  gewfinschte  durch  die  ^n^ative  zyk- 
lische) Yertaiisehung  von 
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X"  mit  Z%      r"  mit  X%      Z"  mit  r, 
der  eotepnchfc  ein  Übeigang  der  Parameter 

y'n  vu  Yu      ru  y'U 

m 

ru  y»  rii       y'w  r;^- 

Eb  aind  also  für  das  Syatem  X"T'Z"  dia  Paiameter  der  obern 
Reih«  sa  beraehnan. 

Die  Anwandung  der  Formeln  (67)  und  der  ans  dem  Schema  (414) 
ersicbtlichen  spezieUea  Werte  der  Hanptmodalii  fOr  dia  Qnippa 

iC)  «8it>* 

™  —  ö'i^  COS 

wobei     den  Winkel  zwischen  der  X-  und  X"-Achae  beaeichnet. 

Hiermit  berechnen  sich  dann  die  Parameter  y'^^^ . , .  y'^  fttr  das 
System  X'T'Z"  nach  dem  aus  (337)  folgenden  Schema 

Tl"»t"  —   

"  7»      •«•«l  —  •j4  >  •  •  • 

und  diese  Besaitete  Uefern  doroh  syUisehe  Yertaaschaiig  der  InduMS 
die  y\^. 

FabTea  wir  statt  ^  dmeb  die  Beaieihang 

^  — cos         sinS;' —  5 

das  Azimut  y  der  Plattenebene  X!  Y*  gegen  die  XZ<Haaptebene 
ein,  so  gilt 

Nach  den  in  (415)  enthaltenen  Zahlwerten  der  Hauptmoduln  gibt  dies 
i7y„=191,    i7>;,-250-  185«,  n'y'^=\2\, 

liy««29,   n'y'^  415,   i2>;e«-6,3S,  (417> 

ond  naeh  (405") 

Für  den  Winkel  9>",  welchen  das  S>  umietiieacliseasysteni  X*^!** 
in  der  Piatie  mit  dem  X' r'-Achsenkrena  einschließt,  gilt  also 
nach  (403) 
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Hiernach  wird  9"- 0  för  y  -  0»,  60«,  120«,  d.h.,  wenn  die 
Plattenehene  eine  zweizählige  SjmjDetrimehae  tntiialt,  und  nimmt  für 
0<y<GO»,  12n«<;-<  1.^0«,     .   entgejrengesetzten  Verlauf, 

wie  für  600  <  ^  i^yo^  180"<  <  iMO«,  ■  •  Dies  stimmt  mit  den 
Beobachtungen  überein.  Einen  rnfsximnlen  Wert  erreicht  9°  in  <ler 
Mitte  jedes  dieser  Bereiche;  sein  aus  ucr  Formel  folgender  Betrag 
(^ca.  12,5")  scheint  etwas  Ideiner  zu  sein,  als  er  aus  Cyavaris  Figuren  zu 
folgern  wäre. 

Für  y?,  und  j/jj —  yjj  ergeben  sich  nach  (411)  in  runden  Zahlen 
4ie  Besiehungeu 

yj,-  (lö  -  4^5»)  sin  29)«  -  245  00s  2y»,     .  (419) 

Hrii-rtd^-  (15  -  4^iS*)  ocM  2^>^-i48mk2ip\ 

wobei  der  Wert  f  ür  aus  (418)  £U  entnehmen  iat.  Für  die  Beurteilung 
des  Vorzeichens  genügt  es, 

m  setzen. 

Han  erhalt  das  ResnUat,  daß  für 

■ 

negaÜT  sind;  entgegengesetat  verhalten  sich  nach  (406)  und  (408) 
q  und  p.    Für  0  >    >  —  60**  sind  alle  Vorzeichen  die  umgekehrten. 

Die  biprnii?  nach  S.  709  folgenden  T.ngen  der  hyperbolisf  lifn  Knoten- 
Ünien  stiniiuen  durchaus  mit  Savaris  Beobachtungen  überein. 

Für  V"0  entspricht  der  ersten  Schwingung  das  in  die  X'Y*- 
Achse  fallende  Geradensystem,  der  zweiten  die  Hyperbel  mit  der  zu 

X'  parallelen  reellen  Achse. 

Für  die  Parameter  y^^  und  I/",  nach  denen  wir  das  Frequenz- 
verhältnis  der  beiden  Töne  der  Platte  abschätzen,  ergibt  sich  nach  (412) 


^  .1  [317  -.4pS^±  1/(25  +  4,55«)>4-  35iS*]. 


Hiemacb  würden  für  0  <  <  2»  sechsmal  dieselben  Tonreihen 
auftreten  und  wegen 

der  Ton  der  ersten  Klangfigur  stets  hoher  sein,  als  derjenige  der 
sweiteu.   Schreibt  man  unter  Annahme  kleiner  S  die  letste  Formel 

}  -  ■ i [317  -  ^S'±((25  +         +  —-)]. 
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90  erkiennt  mm,  duB,  aiuq^«iid  Ton  dor  NomiAllage  i^<^0,  d,  h. 
8^0,  hei  waehsendeiii  ote  abnehmendem  ^  der  «nie  Ton  eteigt, 
der  zweite  filli   Aneh  dieaee  etimmt  mit  der  Beobeditnng. 

§  358.  lUiikiiflaioii  der  sweiten  und  dzitten  SaTart  sehen  Be- 
obaohtungsreihe  an  Bergkristallplatten.  Für  die  sweite  Beobaehtan|pH 

reihe  f>firart^,  welche  Platten  betrifft,  deren 
Ebenen  die  X-Achse  enthalten,  lassen  sich 
die  Parameter  relativ  einfach  berechnen, 
weil  das  X'Z'Z'- System  hier  durch  eine 
bloße  DrehuDg  um  die  X-Achse  aus  dem 
Hanptaeheensyefeem  XTZ  lierrozgelit  (eielie 
Fig.  16S).  Bezeichnet  man  dae  Animnt 
der  Plattenebene  X*T  geg^  die  iqnator- 
ebene  XT  des  KrietaUe  mit  u,  so  erl^t  man  leiciht 

5^,  =  %co8*«  — 2  ^4  COS*«  8iü«+  (5u +  1*4^8111* «  cos' «  +  %8in*a, 

8^— «],eoe*«  +  ^4  0oe«flin«  +  «^,8in'«,  (4S0) 

•w    2  (*n  ~  ^12)  ******  «  +       <Jos  «  ein  «  +  844  ein*  a. 

Die  hieraus  folgenden  Ausdrücke  fSr  die  Parameter  sind  freilich 
im  allgemeinen  sehr  kompliziert}  einzig  wird  einlach 

woraus  gemäß  (403)  und  (4U4)  folgt,  daß  bei  den  Platten  der  zweiten 
Serie  das  Achsenkreuz  X^y  jederzeit  mit  X'Y'  zusammenfällt  and 
die  eine  der  beidm  hjperboHBohtn  Elangfiguren  jedeneit  ans  swei  su 
diesen  Aehaen  parallelen  Dniehmessem  besteht. 

Um  nns  nieht  in  an  nmatündliche  Foimeln  sn  yerlieren,  woUen 
wir  uns  anf  kleine  Argumente  «  besohrftnken,  wof&r  geschrieben 
werden  kann 

«Ii -     +  «14 -       -  s„)  +  48^4«, 
Hienuis  folgt  dann,  da  jetzt  y'^^  =  y"^, 

^  Vi  -  «u  -  8,,)  +  4814«),  (481) 
ßVi -  (»11  +  Si.)  G'u  -  s.>  -  2si, «),   7?«  -  rSi -  0, 


714        Vn.  EapHal.  WeehMÜtMukoBM  cwiMihiB  mi 


und  oAoli  (411) 

^'(yi-  yi)  -  4(«a  -  su)«!*«.  (421-) 


B«i  Bfickaieht  auf  die  Werte  der  m  (415)  ergibt 
(yfj  — yj)>0  für  a^O,  also  nach  (408)  wegen  0»  >  0  i)<0; 
hieniis  folgt;  daß  die  zweite  hyperbolische  Saotmlinie  die  }iaupt> 
aohee  in  der  F®- Achse  hat,  wie  dies  wiederum  mit  den  Beobadi- 
tangen  Savarfs  ü bereinst iTTimt 

Di)  für  a  ~  \  n  der  1  ill  resultiert,  von  deui  S.  Tu3  resp.  712  aus- 
gegangen war,  und  für  diesen  die*  Hauptachse  der  Hyperbel  in  die 
X"- Achse  fiel,  so  ergibt  sich,  daß  zwischen  diesen  beiden  Orien- 
tierungen der  Platten  eine  liegen  muß,  für  welche  beide  hyperbolische 
Elangfiguren  gemdUnig  wetden.  Sa/ooH  hat  dies  bei  unjefäir  ««40* 
faktisch  beobachtet 

Da  9^  mit  wachsendem  «  ab-,  yl^  aber  nuiimmt,  so  werden  wir 
nach  (410)  schließen  dflifeai,  daß  die  Frequenz  des  Tones,  welcher 

den  geradlinigen  Enotenlinien  entepridi^ 
steigt,  diejenige  des  Tones  mit  den  hyper- 
bolischen Knotenlinien  aber  fällt  Dies  hat 
Savati  in  der  Tat  beobachtet.  — 

Auch  für  die  dritte  Beobachtnngsreihe 
Savarfs  mit  Platten,  deren  Ebenen  die  Y- 
Achse  enthalten,  berechnen  sich  die  Moduln 
8^^  leicht,  da  das  X'  J'Z'-Sjstem  dqreh  sine 
blofle  Drehnng  um  die  F^Aehse  aas  dem 
System  XYZ  hervorgeht  (Fig.  164).  Man  erhält  fOr  Qosn,  wenn  ß 
das  Azimut  der  Plattenebene  X'Y*  gegen  die  jLqoatorebene  XZdes 
KristaUs  bes^chnet^ 

Kl  —  »u  cos*/J  -f  (25i8  +      eoB*  ßBm*ß  +  8n  8in*/J,       -  s„, 

 2«,4  cos«  ß  sin  ß,   4  -     sm  ß,  (422) 

«11  cos*  /3  +     sin'  ß,   s^»  —  %  cos*  ß  4-     sin*  ß, 

wobei  nach  (414)  * 

Die  Ansdrflcke  fitr  dM  y*^^  werden  Tseht  komplisisr^  ansgenommen 
die  Ffille,  wo  fi  nur  wenig  von  0  oder  90*  abweicht.  Z.  B.  ergibt  sieh 
im  ersten  Falle 

-  {2s,,  +  s,,)  ß,    iT>;  {s,,  +  2sJ  ß,  (423) 


Flg.  164. 


^  uj,  1^  od  by  Googl 


I  859.  BeobMhtaiigeft  «n  Kal]np«i*  und  GipspUttai. 


715 


Hieraus  folgt  nach  (403),  und  swar  m«rkwnrdigerweise  ganz  uimb- 
liftngig  von  irgendweiclien  Paruneterwerten,  ig  4  (p^^  oo,  9'—  23*^5.  Di« 
bezO^che  Sawuisßh»  Figur  ist  biormii  im  Einiclang  Eine  weiteie 
Diskussion,  fllr  welche  zum  Teil  hdhere  Potenzen  von  ß  henngesogen 

werden  müssen,  mag  unterbleiben. 

Jedenfalls  dürfte  ans  vorstehendem  erhellen,  daß  sirh  die  merk- 
würdigen iSaüar^ sehen  Beobacl^tuna^sreBultate  durch  die  Theorie  voll- 
kommen Terstandlioh  machen  lassen. 

§  359.  Beobachtungen  an  Kalkspat-  nnd  Gipaplatten.  W  ie 
♦S.  099  bemerkt,  hat  Savart  seineu  ausgedehnten  Beobachtungsreihea 
Aber  Bergkristail  eine  beichrankiere  Aber  Kalkspat  angefügt.  Dieselbe 
besieht  sich  auf  Platten,  welche  —  wie  diejenigen  der  zweiten  Serie 
für  Quant  —  aamtlich  die  X>  Achse  enthielten. 

Der  Verlauf  der  Elnotenlinien  iit  Shnlich,  wie  in  Fig.  160  an- 
gegeben; dem  einen  Ton  entspricht  ein  Paar  Gerader  parallel  zur 
X'-  und  r'-Achso,  deoi  andern  ein  Hyperbelpaar  mit  Symmetrielinien 
in  den  gleichen  iüchtungen.  Von  Interesse  ist  aber,  daß  bei  kleinen 
positiven  Azijnnten  k  diese  HyporbeLn  die  reelle  Achse  nicht,  wie  bei 
Quarz  gefunden,  in  der  1 '-,  sondern  in  der  A "  Achse  hatten.  Damit 
war  ein  Fallen  des  ersten,  ein  Steigen  des  zweiten  Tones  mit 
wachsendem  a  verkniipft. 

Diese  Abweichung  erklärt  sieh  f^nz  direkt  dadurch,  daß.  wie  die 
später  2U  besprecheudeu  Beobachtungen  ergeben  haben,  der  Parameter 
«14  bei  Kalkspat  das  entgegengesetete  Vorzeichen  bentst,  wie  bei 
Bergkristall. 

In  der  Tat  kehren  die  VetSnderungen,  welche  die  Parameter 
Tit         y^y^      wachsendem  a  erleiden,  nach  (431')  ihr  Voneichen 

um,  wenn  s^^  das  seine  wechselt.  Die  5avar^  sehe  Beobachtoi^  über 
abweichendes  Verhalten  von  Bei^kristall  und  Kalkspat  wird  also 
durch  die  Theorie  völlig  erklärt. 

Savart  hat  auch  Beobachtungen  an  gespaltenen  Platten  von 
monokTiaem  Gips  (Marienglas)  angestellt,  die  später  Atiffslriim ' )  ver- 
vollständigt hat.  Da  dieselben  sich  nur  auf  eine  Orientierung  der 
Plattenebene  beziehen  —  parallel  der  einzigen  Symmetrieebene,  welche 
die  Gruppe  (3)  (C,  -4/)  resp.  (C,  zeigt  —  und  da  die  Elastizitäts- 
moduln des  Mediums  nicht  bestunmt  sind,  so  ist  mit  ihnen  f&r  unsere 
Zwecke  nichts  anzufangen.  Von  Interesse  ist^  daß  Aiigsträm  aus- 
drficklidi  bemerkt,  daß  die  zwei  an  derselben  Platte  beobachtbaren 
Knotenhyperbeln  um  45^  gegeneinander  Tcrdreht  orientiert  warem; 


1)  A  J.  Ävgström,  Pogg.  Am.  Bd.  80,  p.  20S,  iS60;  Azm.  de  Chim.  (S) 

T.  38,  p.  uy,  1800. 
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hierdurch  wird  das  S.  706  nur  aus  den  Savartaa^Gn  Dantellimgeii 

abgelesene  Resultat  krUftig  gestfUzt. 

Im  übrigen  hat  Anijström  an  Kreisplatten  von  Gips  auch  nA<-h 
liöhere  Tüue,  mit  komplizierteren  Knotenlinien,  beobachtet,  an  Krei»- 
liugplatten  solche,  die  aus  einer  Hyperbel  und  einer  Ellipse  zu- 
sammeugesctzt  waren.  Dergleichen  fällt  aus  dem  Kreis  unserer  Be~ 
farachtungen  horwu. 

SehHefilich  gelaog  es  Ajugstf^,  die  Ewn  Paar  hyperboliacher 
Knotenlinien  aach  mit  Kieisplatten  von  monoklinem  Feldspat  so 
erziflleD.  Dies  Auftreten  derselben  Klangfigor  bei  Kristallen  mit 
Symmetrien,  die  Ton  denjenigwi  des  Kalkspats  und  Bergkristalla  TdUig 
abweichen,  ist  auch  nicht  ganz  ohne  theoretisches  Interesse.  Die 
Entwicklungen  der  n  f.  machen  über  die  Symmetrien  keinerlei 

\'oraassetzungen,  ihre  üesultate  müssen  also  ganz  allgemein  gelten. 

Vn.  Absehniti 
Quantitative  Bestiiininii^i. 

§  360.  Allgemaiiiea  über  die  Beobaohtung  der  Kompnaalbilitit 
M  allaeltis  gtetchem  Dratik.  Quantitative  Beetimmoiigen  eüastiselier 
Parameter  haben  iowaU  tfaeoretischeB^  als  (wissenschaftlicb-)  praktisebes 

Interesse.  Nach  der  theoretischen  Seite  liegt  die  Verwendung  der 
Zahl  werte  zur  PrQfnng  und  Ausgestaltung  der  Strukturtheorie  kristal- 
lisierter Substanz,  nach  der  praktisclien  ihre  Anwendung  bei  der  Be- 
rechnung von  Beobachtungen,  die  mit  ehistißchen  Deformationen  ver- 
knüpfte Erscheinungen  betreffen.  Zu  letzteren  gehören  irsIm -rjudore 
die  Vorgänge  der  Tlu  rnioelastizität  und  der  Piezoelektrizität,  sowie 
die  zu  ihnen  reziproken. 

Die  wichtigsten  Messnngsmethoden  föbien  direkt  zur  Bestimmung 
Ton  Elastizitätsmoduln  oder  von  Aggregaten  dieser  GröBen.  Nach  ihrer 
Definition  dnrob  das  Foimelsystem  (6)  resp.  (22)  sind  die  ElastiatSts- 
moditln  reziproke  Drucke;  es  bedarf  f&r  ihm  sahlcmmSBigen  Ausdmck 
also  nur  der  Festsetzung  der  Druckeinheit.  Bei  den  unten  zu- 
sammengestellten Tollständigen  Systemen  TOn  Hanptmodnln  s^^  ist  mit 
Rücksicht  auf  beqneme  praktische  Verwendbarkeit  ein  Druck  von 
einetTi  'irammgewicbt  auf  ein  Quad  mt/f  ntimcter  als  Einheit 
vorausgesetzt.  Von  derartigen  Zahlen  gelangt  man  zu  den  im  cm.  gr. 
sec -System  gültigen  durch  i)iViPion  mit  9^1. 

Viele  Beobachter  bevorzugen  liiugegen  als  Druckeinheit  die  ge- 
wöhnliche (durch  76  cm  Quecksilberdruck  definierte)  Atmosphäre, 
welche  einem  Druck  yon  1033  gr  pro  om'  enispiichi^  oder  die  teeh* 
nische  Atmosphäre  Ton  1000  gr  pro  cm*.   Fflr  den  Übergang  von 
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einer  Einheit  sur  anderen  irt  lu  beachten,  daß  die  Zahlen  bei  grSBerer 
Draekeinheit  grSfier  ana&Uen.  — 

Duieh  theoretiflche  Einfiiohheit  und  durch  bamerkeniwerte  prak- 
tleehe  Yenllge  iat  die  Beobaohtnng  der  YolnmenSndenmg  bei  all- 
seitig gleichem  Druck  ausgezeichnet.  Nach  dem  in  §  280  Am» 
geführten  bewirkt  ein  solcher  Drock  bei  demselben  Kristall  immer 

dieselben  Deformationsgrößen,  welche  Form  und  Größe  auch  das 
benutzte  [*räparat  besitzt;  es  können  sonacb  beliebige  Bruchstücke 
von  Kristallen  der  Beobachtung  bezüglich  der  Volumenünderang 
unterworfen  werden.  Dividiert  man  diese  Volumenanderung  durch 
das  AufüBgäToIumen  {d.  h.  durch  deu  Quotieuuiu  aus  Masse  und  Dichte 
der  benniaten  KriataUbrocken)  und  duxdi  den  irirkenden  Druol^  ao 
ergibt  aich  der  Modul  der  kubiaehen  Eompreaaion  nach  (31)  und  (25) 

(Ä )  -     +     +     +  2  (Sa» -f     +  Sj ,). 

Freilich  liefert  eine  solche  Beobaebtung  nur  den  Zablwert  dieser 
anaigen  Kombination  aller  Elastizitätsmoduln  und  rermag  daher  auch 

bei  Kombination  mit  Biegungsbeobachtungen  im  allgemeinen  nicht 

7nr  Be'itimmnng  SHmflicbev  Moduln  zu  helfen.  Einf»  Ari^nribme  bilden 
die  Kristalle  des  rrL^nlarcn  Systems,  welche  durdi  drt'i  Moduln  , 
Sj,,  charaktcriMiert  smd.  Von  ilinen  liefern  Bieguag»l)eoltachtimgen 
die  Kombinationen  und  2«^^+»^,  wälirend  die  obige  Formel  fiii- 
(ß)  sich  auf 

(S)  -  3(.»  -f  2s,,) 

reduziert  Hier  fiihi't  also  die  Kombination  beider  genannten  Be- 
obachtuiigsmethoden  in  der  Tat  zur  Bestimmung  sämtlicher  drei 
Moduln. 

Aber  die  kubische  Kompressibilität  ist  an  und  für  Bich  eine 
Konstante  von  großer  praktisch- wissenschaftlicher  Anwendbarkeit,  und 
somit  hat  ihre  Bestimmung  ihre  eigene  Wichtigkeit;  ferner  liefert 
ihre  Kenntnis  immer  eine  nicht  unwiohtige  Ergftnaung  anderer  Me^ 
thoden  der  Bestimmung  der  ICodulwerte  s^^. 

Hierbei  kommt  in  Betnoh^  daB  es  für  die  Beobaditong  der 
kubischen  Kompressibilitiit  viel  leiehter  is^  normales  und  gesundes 
Material  su  besehalfen,  ab  ftr  diejenige  von  Biegung  und  Torsion, 
-welche  immerhin  Präparate  von  einiger  LSnge  erfordert.  Zeigt  S.B. 
ein  Kristall  gestörte  Partien^  so  kann  man  ihn  für  Kompressions- 
beobaohtungen  beliebig  zerschlagen  und  so  die  minderwertigen  Stücke 
aussondern,  während  mau  bei  der  Herstellung  stabförmiger  Präparate 
in  den  verschiedenen  zur  Beobachtung  von  Bieginig  und  Drillung  er- 
forderlichen Oricntiemngen  solche  Partien  keineswegs  juuuer  völlig 
vermeiden  kumi.    Femer  lasseu  die  Biegungs-  und  DriUuugsbeobaoh- 
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taugen  Bt«to  nur  eine  reSaiUT  kleine  Qaaaittät  der  Snbgtans  snr  QeL- 
tung  kommen  und  unterliegen  in  ihrm  Resultaten  nicht  nnwesaafüok 
den  Wirklingen  vorhandener  Inhomogenitäten  des  Materials;  dagegen 

gestatten  die  Beobachtungen  der  kubischen  Kompressibilität  die  Ver- 
wendung derartig  großer  (^uantit-ifen  des  ^ateruÜSy  daß  sie  direkte 
Mittelwerte  ih-n  betrefl'enden  Moduls  lietern. 

Es  kommt  hinzu,  wie  weiter  Tinten  genauer  zu  zeigen,  daß  der 
Modul  der  kubischen  Kom))ressii)ilität  ein  Parameter  ist,  der  sieh 
unter  Umbtänden  aui»  deu  Moduln  ^j^^^  sehr  untrenau  berechnet, 
insofeni  sieh  dieselben  in  dem  Aoedrnok  für  (S)  gelegentlich  so  weit 
wegheben,  daß  das  BeanlUi  der  Bereohnnng  eine  idm*  and  mefar- 
£M3he  Ungenanii^nit  beattatti  kann,  wie  der  einstdne  Modul  s^^.  Ea 
ist  also  eine  direkte  Beetimmnng  dea  Modale  (8)  in  mannigfiMdiar 
Hinsicht  Ton  Wichtigkeit. 

§  361.  Theorie  der  KompreaalbllltitameBsimgen.  Gegandber 

aUem  diesen  ist  freilich  geltend  zu  machen,  daß  den  Beobachtungen 
d(»r  kubischen  Veränderungen  bei  allseitig  gleichem  Druck  auch  snhr 
große  t«^ebnische  Seliwierigkeiten  eig-entümlich  sind.  Die  g^'^rttuch- 
licbe  Anutdjiiiug  ist  bekanntlich  die,  daß  ein  thermometerartiges  befaß 
(daä  Pie/vometer)  erst  mit  einer  Flüssigkeit  allein  und  darnach  mit 
dem  zu  nnterauohenden  festen  Körper  und  der  Flüssigkeit  beschickt 
wird.  Das  graduierte  Bohr  des  Piecometefia  wird  dnreh  Qnecksüber 
oder  dnrch  eine  Lnftblaae  al^i^scbloaaen  und  nnnmefar  das  ganae 
System  innerhalb  eines  Flfiasif^taranmes  einem  allaeitigen  Drack  II 
ansgesetat 

Durch  diesen  Druck  ändert  sich  das  innere  Yolnmen  dee  Pieao- 

metea^enißen,  feruer  das  Volnmen  der  Flüssigkeit  ond  dasjenige  dea 
zu  untersuchenden  Körpers.    Die  erste  dieser  Änderungen  ist  ebenso 

groß,  wie  die  einef»  vollen  Körper?^  von  der  Gestalt  des  Hohlraumes 
ans  der  Substanz  des  (iefiißes,  deingeinfiü  :r*'lton  die  naclT^telieiiden 
Beziehungen.  Bezeichnet  Vq  das  atifüntrliclie  muere  Volumen  des  üe- 
fäßes,  {Sq)  die  Kompressibilität  der  Flüsbigkeit,  (>>, )  diejeniije  der 
Substanz  des  Gefäßes,  so  wird  aus  der  OfEuuug  des  uur  mit  der 
Flüssigkeit  gefOUten  Gefäßes  infolge  des  Dmckes  U  ein  Vohimen 
in  das  gradnierfte  Rohr  gedringt  werden 

Befindet  sieh  innerhalb  des  Gießfies  das  Yolnmra  V  dee  sa  nnter- 
suchenden  Körpers,  also  nor  V^—V  der  Flüssigkeit,  nnd  beieiehnet 
(S)  die  Kom]ire6sibi]&t  des  Kdrpers^  so  wird  bei  dem  gleichen  Druck 
hinan wgedrSngpt  werden 
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-  ((^o)  -  (-^i^/iF« + ((fi^)  -  (8))nr. 

Gemeinhin   wird  die  Versehipbuog  des  Quecksilber-  oder  Lüft- 
meniskus  in  deiü  Rohr  des  Pie/.omoters^f^fiißes  der  Beobachtung  unt€r 
worfen.    Bezeiclinet  dann  q  deu  K oh i  (Querschnitt,  l  die  beobachtete 
Verschiebung  von  dem  Gefäß  hinweg  positiv  gerechnet,  so  ist 

imd  6fl  liefern  die  TOntehenden  beiden  Gleichungen 

gh  -  {{S^  -  iS,))  ii  Fo  +  iiS,)  -  (5))  n  F; 

somit  also 

q(i,-h)-(.iS,)-(S))nv, 

Dif-f  Formeln  /eieren,  daß  di(»  PiVznmeterbeobachtuiigoQ  direkt 
stets  uur  Differenzen  von  kubischen  Moduln  liefern;  um  absolute 
Werte  zu  erhalten,  liat  m-m  sie  mit  andersartigen  Bestimmungen  der 
allgemeinen  Moduln  iiir  irgendeinen  festen  isotropen  Körper  zu 

kombinieren,  aus  denen  dann  der  bezügliche  knbisohe  Modul  für  diesen 
Körper  nach  der  Formel 

(8)  -  ^8 + 28,) 

zu  berechnen  ist.  Am  nächsten  liegt  es  ofl'enbar,  diese  BestimmnntjQn 
für  diejenige  Substanz  (z.  B.  Glas)  auszuführen,  aus  der  das  Piezorneter- 
gefäß  hergestellt  ist,  d.  h.  (S^)  auf  solche  Wei.sH  abzuleiten;  indes^sen 
zeigt  eine  nähere  Überlegung,  daß  ein  solches  \^erfahren  verschiedenen 
Schwierigkeiten  begegnet.  JedenfiUls  mfißte  gefordert  werden,  daß  die 
Beobaohftongen  der  allgemeinen  Modnln  s,  5^  an  derselben  Glaasorte 
anflgeftthrt  werden,  ans  denen  das  GefS8  hefgesielU;  ist  Aber  aaek 
wenn  dies  geschehen  ist,  bleiben  noch  Zweifel  berechtigt,  ob  die  so^ 
z.  B.  an  einem  Glasstab,  gefundi  ncn  Zahlen  die  Anwendung  aof  ein 
geblasenes  Gefäß  gestatten,  weil  nicht  feststeht  daß  bei  letsterem 
ToUe  Homogenität  und  Isotropie  herrscht. 

W;» b rscheinlich  würde  es  richtiger  sein,  fing  Piezometer  mit  einem 
(^isotropen)  Körper,  7.  B.  Glas,  zu  graduieren,  indem  man  aus  dem- 
selben Stück  die  Präparate  für  die  Beobachtung  der  einzelnen  Moduln 
s,  und  für  diejenige  der  Kompressibilität  (5)  herstellt  Die  wich- 
tigsten Torüegenden  Beobachtongen  bestimmen  die  Komprossibilitit 
der  Eristalle  roilatiT  zu  derjenigen  einer  NormalflQssigkeit,  somit  also- 
(5«)  —  (ß\  gemSß  der  totsten  Formel  (424). 
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Noch  ist  ^iner  ungemein  wichtigen  Fehlerquelle  za  gedenken, 
die  sich  bei  den  piezomptrisehen  Beobachtnngen  geltend  macht^  näm« 

lieh  des  flberaiis  großen  Einflusses,  <1en  Temperaturanderungen  üben. 
Das  PiezometerLTpfiiß  stellt  ja  ganz  (iirekt  ein  erapfindliclies  Thermo- 
meter dar,  und  selbst  wenu  «irr  gan/.c  Apparat  in  schmelzendem  Eis 
eingebettet  ist,  entstehen,  wie  schon  iS.  297  bemerkt,  durch  den  Vor- 
gang der  Kompression  selbst  Temperatorauderungen. 

§  362.  BeotMOhtancnwnltate.  Beobachtangen  Aber  die  Korn- 
preeBibililat  von  regulär  kristaUisierendem  Steaneali  (NaCi)  tmd  Sylvin 
(KCl)  Bind  von  Bönigm  und  S^neider^)  angeBtellt  worden;  das  Pioo- 
metergefäß  bestand  aus  Glas,  und  die  Messungen  lieferten  für  die 
Kompreesibili täten  (S)  —  (Sj)  relatir  m  Cllaa  bei  Benatsong  der 
Atmoephäre  als  Druckeinheit 

bei  Steinsalz   (S)  -  (5J  -  2,10  •  10-« 
„   Sylvin  -4^4     „  . 

Die  Differenz  dieser  Zahlen  eigibt 

2,14  10-« 

als  relative  Kompressibilität  von  Steinsalz  gegen  Sylvin,  von  der  Öub- 
fitanz  des  Piezometergefäßes  unabhängig 

Der  Modul  (Sj)  für  die  Substan/  clieaeö  Gefäßes  wurde  nicht  be- 
stimmt; bei  der  etwas  bedenklichen  Herübemahme  der  Zahl  2,90  •  10" • 
aus  andenreiten  Beobachtungen  haben  die  Autoren  geschlossen 

bei  Steinsalz  (S)  -  5,0  •  10"«, 
„   Sylvin  -7,14  „  . 

IiS  kommt  dies  nach  ihren  Beobachtungen  auf  die  Annahme  liinane, 
daß  für  Wasser  bei  mittlerer  Temperatur  (S^)  =  46,7  •  10-*  ist. 

Um  von  den  vorstehenden  Zahlen  zu  solchen  ttberzugehen,  welche 
1  gr  pro  cm'  als  Einheit  voraussetzen,  sind  dieselben  nach  S.  716 
dureh  1033  zu  dividieren. 

BeiHlufig  mag  eine  Fehlerquelle  erwähnt  werden,  die  prinzipielles 
Interesse  besitzt') 

Die  Flftssigkeiten,  mnerhalb  deren  bei  den  besproehenen  Be- 
obachtungen die  Kristalle  komprimiert  wurden,  waren  konzentrierte 
Losungen  des  bezQgltohen  Salzes.  Nun  hingt  bekannl^eh  die  Eon* 

1)  W.  C,  Böntgen  u.  /.  Sehneider,  Wied.  Ann.  Bd,  81,  p.  lOOO,  1887;  Bd. 
p.  681,  1888. 

i)  8.  data  s.  B.  J,  Dnttker,  Wied.  Ami.  Bd.  34,  p.  188». 
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y.entration  oiner  Salzlösung  vom  Dnick  ab.  es  wird  also  bei  Äiul«'- 
rungen  desselben  Salz  in  Lösuug  j^ehen  oder  ausfallen,  und  da  zur 
Erzielung  des  thermiHclu^n  Glt  icligewichts  jeder  Druckzustand  etwa 
15  >Minnten  konstant  erhalten  werden  mußte,  so  werden  hierbei 
immerhiu  merkliche  Beträge  in  Bewegung  gesetzt  worden  seiu;  es 
sind  also  dadnreh  bewirkte  Unrichtigkeiten  in  den  Besnltaten  prin- 
zipiell wohl  ftusogeben.  Da  indeaeen  die  Beobachtongen  toh  Böntgen 
ttnd  Schneider  sehr  wahrsdheinlidh  maeheii,  daß  feetee  und  gelöstes 
Steinsalz  und  SylTin  dieselbe  Kompressibtlitöt  besitzen,  so  ist  ein 
merklicher  Einfluß  jenes  Umstandes  in  diesen  spesieilen  Fallen  wohl 
als  ansgeschiossen  zu  betrachten.  — 

Neuestens  sind  wichtige  Beobachtungen  über  die  Kompressibilität 
der  festen  und  möglichst  rein  hergestellten  Hliloride,  Bromide  und 
Jodide  von  Natrium,  Kalium,  Thallium  und  Silber  durch  J^irhards  imd 
«fmf^s^j  publiziert  worden.  Als  Fuudamentulkörper  diente  dabei  \wie 
bei  frühereu  großen  Beobachtuugsreihen  derselben  Autoren  über  die 
Kompressibilität  der  chemischen  Elemente)  Quecksilber.  Indem  sie 
hierfOr  die  Ton  Amagat  erhaUene  Zahl  (<SJ  =>  3,82  •  10^*  benntaten» 
erhielteii  sie  die  folgenden  absoluten  Werte: 


NaCl: 

(Ä)-4,l. 

10- 

e 

f 

KCl: 

-  5,0  . 

lü- 

6 
1 

NaBr: ' 

-5,1 

» 

r 

KBr: 

-6,2 

n 

t 

NaJ: 

-6,9 

n 

) 

KJ: 

-8,6 

n 

t 

TlCl: 

-4,7 

n 

f 

AgCl: 

-2,2 

n 

» 

TlBr: 

-ö,l 

ft 

AgBr: 

-2,6 

>f 

t 

TIJ: 

-6,7 

n 

1 

AgJ: 

-3,9 

f» 

* 

Der  Druck  ist  dabei  in  „Megabar''  =  10*  Dynen  pro  cm',  d.  h. 
0,988  Atm.  ausgedrückt  au  denken.  Um  die  Zahlen  mit  denen  von 
llöntffm  und  Schneider  vergleichbar  zu  machen,  sind  dieselben  also 
eigentlich  mit  0,988  zu  dividieren;  bei  der  Unsicherheit  der  Resultate 
ist  aber  die  dadurch  bewirkte  Korrektion  ohne  Belang. 

Es  ist  sehr  auffallend  und  charakteriaierfc  offenbar  die  Schwierig- 
keiten derartiger  Bestimmungen,  daß  die  Zahlen  für  NaCl  und  KCl 
bei  den  beiden  Beobachtern  so  btark  abweichen.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, daß  die  Differenz  derselben,  die  von  den  Parametern  (Nj) 
der  bezüglichen  Apparate  unubliiingig  ist,  noch  mehr  ditferiert,  als 
es  die  Absolutwerte  tun.  Ob  die  Verschiedenheiten  der  von  den  rei*- 
achiedenen  Beobaditem  angewendeten  Dmckgrenzen  und  die  Yer- 

1)  Th.  TT.  Richarda  n.  Gr.  Jtme»,  Jouzit  Amer.  Chem.  See.  Bd.  81,  p.  168, 1909. 
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schiedeuiieiteii  des  benatzten  Materials  iuerbei  eiue  wcxientliche  Rolle 
spielen,  ist  bisher  nicht  zu  entscheiden. 

§  B63.  liftiigeik-  und  Wlnkellnderungen  bei  aMeettlgam  und. 
•inseitigem  Drnök.  Ein  allseitig  gleicher  Druck  bewirkt  an  einem 
KristaUpraparat  auch  Langen-  nnd  Winkelandenrngen,  Über  die  in 

§  281  berichtet  ist.  Es  wäre  nicht  ohne  Bedeutung,  wenn  es  getange^ 
diese  Größen  der  Messung  zu  unterwerfen.  Die  Moduln  dieser  sechs 
Deformationen  für  ein  nach  dem  Achsenkreuz  X'Y'Z'  orientiertes 
paraUelepipedisches  Präparat  sind  nach  §281 

diesrU  en  lassen  sich  (als  Tensurkomponenten)  sämtlich  durch  die  sechs 
entsprechenden  Grüßen  für  das  Hauptachsenkrüuz  XYZ  ausdrücken. 
Nach  dem  S.  571  Gesagten  verschwinden  für  das  von  uns  eingeführte 
AeliseiÜDraiis  X  TZ  die  UMea  drei  Aggregate  in  den  meisten  FSUea. 
Hier  wtbrden  also  die  drn  ersten  durch  Beobaehtungan  der  genannten 
Werte  bestimmbar  bleiben,  am  ein&chsten  durch  Messung  der  Eanten- 
dilatationen  eines  parallel  X  TZ  orientierten  Präparates^  und  das  ^be 
immerhin  drei  neue  Aggregate  der  Hauptmoduln,  die  in  speüellen 
Fällen  in  Kombination  mit  den  durch  Biegtingsbeobachtungen  be- 
stimmbaren zur  Ableitung  aller  den  Kristall  charakterisierendeD  Para- 
metern ffihren  können. 

Die  Beobachtung  würde  passend  eine  Anordnung  bf'nutzenj  die 
eine  angemessene  Abänderung  der  S.  280  beschriebeneu  daihtellt,  durch 
welche  Fizeau  thermische  Auadehnungskoeffizienten  an  Kristallen 
gemessen  hat.  Dieselbe  setst  Toraus,  dafi  fttr  einen  isotropen  ESiper 
der  Modul  s  +  bereits  bekannt  ist^  was  als  erfUlbar  angenommen 
werden  darf. 

An  sich  kommen  als  Objekt  der  Messung  auch  die  Änderungen 
der  Flächenwinkel  des  paraUelepipedischen  Präparates  bei  allseitigem 
Druck  in  Betracht,  und  es  ist  auf  S.  570  bereits  eine  Anordnung 
erwähnt,  weich**  }tei  derartigen  Messungen  anzuwenden  sein  würde. 
Indessen  ist  wegeu  der  Kleinheit  dieser  Wiukelünderungen  vorerst 
wenig  Aussicht  dafür,  daß  derartige  Beobachtungen  zu  brauchbaren 
Zahlen  iüiiren  möchten.  — 

Während  die  Beobaehtung  bei  allseitig  gleichem  Druck  im 
besten  Falle  drei  Modul^gregate  für  einen  Kristall  liefert,  Twmag 
die  Beobachtung  parallelepipedischer  Rfapante  in  rerschiedenen  Orien-> 
tierungeu  bei  einseitigem  Druck  betrachtlieb  weiter  zu  führen. 
Gegenstand  der  Messung  würden  hier  wohl  in  erster  Linie  die  Ände- 
rungen der  Winkel  Ton  Flächen  eein,  wdcbe  sieh  entweder  in  einer 
zur  Druckrichtung  parallelen  oder  aber  sa  ibr  normalen  Achse 
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achneiden»  vobei  eine  Slmliohe  Anordnimg  betratet  werdetn  könnte, 
*    wie  oben  erwähnt. 

Die  Methode  kommt  mit  relativ  kleinen  Präparaten  aus,  würde 
also  die  Anwendung  auf  zahlreiche  Kristalle  gestatten,  welolie  Tiicht 
imstande  sind,  Material  für  Biegung^-  und  DriHungsbeobachtur,<T.'ü  zu 
Kefern.  Hinderlich  ist  ihrer  Verwendung  wiederum  die  Kleinheit  der 
der  Messung  z,ü  unterwerfenden  Veränderungen-  — 

Eine  von  Aiierhaih^)  iingegebene  Methode  zur  Untersuchung  der 
Elastizitätsverhältuisse  von  Kristallen  mit  Hilfe  der  Deformationen, 
die  dnrek  eine  gegen  eine  dicke  ebene  Platte  gepreßte  isotrope  Kugel 
eiregt  werden,  Ußt  aidi  bisber  nicJii  völlig  der  Tbeorie  nnteiweilen 
und  Bon  Her  wenigetemi  genannt  werden,  wemigLeieh  die  besd^efaen 
Deformationen  eigentlioh  kompluiertere  Natnr  beotaen. 

§  364.  Allgemeines  über  die  Bestimmung  von  Elastixitätsmoduln 
dnroh.  Biegungsbeobaohtungen.  Die  bequemst?'  Beobachtuugsart,  die 
zu  der  Bestimmnng  elastischer  Parameter  führt,  ist  diejenige  der 
Messung  von  Biegungen  dünner  kristallinisciier  Stäbe;  sie 
hat  demgemäß  auch  die  häufigste  Anwendung  gefunden.  Aber  es  ist 
zu  betonen,  daß  diese  Methode  auch  bei  Verwendung  einer 
beliebig  großen  Zahl  beliebig  orientierter  Stftbe  niemals 
(aneh  nicht  bei  den  hSdutsymmetriBcben  EiistaUsyetemen)  ansreiebt, 
um  die  Gesamtheit  der  den  Eristall  charakterisierenden 
Parameter  zu  liefern. 

In  der  Tat  enthält  der  allgemeine  Ausdruck  für  den  die  Biegung 
messenden  Modul  s!^^  (wobei  die  Ötabachse  als  Z'-Achse  eines  will- 
kürlich orientierten  X' Y'Z'  Systems  vorausgesetzt  istA  nach  Formel 
(61)  auf  S.  590  und  dem  dazu  Gesagten  nur  15  Koinbmationeii  der 
21  Hauptmoduln  .<fji^^,  nnd  man  erkennt  bei  ileran/aehung  der  Para- 
meterschemata aus  §  287  leicht,  daU  diese  Anzahl  von  Kombinationen 
auch  bei  Übergang  zu  speziellen  KristaUsjstemen  immer  kleiner 
Ueib^  als  die  Anzahl  der  Haoptmodnln. 

Man  kann  ancih  nicht  sagen,  daß  diese  Kombinationen  irgendwie 
durch  praktische  Wichtigkeit  Tor  anderen  ansgeieiohnet  wären.  Sie 
bestimmen  im  allgemeinen  für  sich  allein  keine  elastische  Veränderung 
(nicht  einmal  die  mit  der  Biegung  verknüpfte  Deformation  selbst  in 
aUen  Details)  rollständig  und  reichen  auch  nicht  ans,  bei  andern 
Vorgängen  die  dfr  direkten  Beobachtung  zugänglic}>»'n  Ver- 
änderungen abzuleiten.  Daß  z.  B.  die  Biegung  einer  Platte  durch  ganz 
andere  Parameter  gemessen  wird,  als  die  Biegung  eines  Stabes,  er- 
geben die  Ausdrücke  (337),  verglichen  mit  (Gl). 

1)  F.  Amtrbadk,  Wied.  Ami.  fid.      p.  61,  18U{  Bd.  U,  p.  S81, 18M. 
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So  geben  denn  die  bloßen  Bestimranngen  von  Biegnngsmoduln 
—  insbesondere  wenn  dieselben  mis'^chlif  ßlicli  für  Stäbe  von  '^pp/iollen, 
z.  B.  in  einer  einzigen  Ebene  liegeuden  Orientierungen  ausgeführt 
sind  —  sehr  q:eringe  Verwendungsmöglichkeiten,  so  interessant  die 
erlialteneu  Kesultate  au  sich  sein  können. 

Eine  gewisse  theoretiselie  Abgesehloflsenheit  de«  Systems  der 
Biegnngsmoduln  ist  allerdings  zuzugestehen.  Nach  den  allgemeinen 
Entwieklnngen  der  §§  284  und  285  können  die  elastischen  Eigen* 
sdhafben  eines  jeden  Kristalls  durch  die  Kombination  einer  Bitensor-  nnd 
einer  Toisorfläche  dargestellt  werden,  und  bissen  sich  solche  Flüchen 
sowohl  fflr  das  System  der  Konstanten,  als  für  dasjenige  der  Moduln 
auf  tollen.  Wie  S.  590  gezeigt,  steht  das  allgemeine  Gesetz  des 
Biegungsmoduls  63,  nun  aber  in  engster  Beziehung  zu  der  Bitensor 
lliiibe  der  Moduln,  enthält  auch  dieselben  Parameter,  so  daß  die 
experimentelle  Bestimmung  der  Biegungsmoduln  auch  diese  Bitensor- 
fläche  liefert.  Freilich  bleibt  die  Tensor  fläche  der  Moduln,  und 
bleiben  beide  Flichenarten  f&r  die  Elastisit&tskonstanten  hierbei 
nnbeetimmt. 

Die  Theorie  der  gleichförmigen  Biegung  ist  in  §  314  fitlr 

Stäbe  yon  beliebigem  Querschnitt  und  in  beliebiger  Orientierung  gegen 
den  KiiataU  streng  durchgef&hri    Wenn  es  das  Material  gestattete, 
wäre  daher  eine  Beobachtungsmethode,  welche  die  gleichförmige 
%  8^         Biegung  benutzt,  die  gegebene.   Bei  dieser 

1'  h,  /\  y\  *a  I  Methode   läßt   man    bekanntlich  den  zu 

^  unterstützenden    Stab    beiderseitig  über 

die  unterstützenden  Lager  herausrageu 
(Fig.  165);  die  biegenden  Kräfte  Fj,  werden  außerhalb  dar  Lager 
an  ihm  angebracht  nnd  liefern  in  den  unterstützten  Quenchnitten 
gif  Drehungsmomente  F^hi  resp.  F^h^  um  die  unterstütssenden 
Kanten,  die  an  Stelle  Ton  L  oder  Jlf  in  §  314  einzasetaen  wären. 
Die  EloDgation  der  Mitte  des  Stabes  kann  der  Messung  unterworfen 
werden. 

Aber  die  im  allgemeinen  sehr  bescheidenen  Dimensionen  der 
Kristallstäbe  lassen  ein  solches  Verfahren  kaum  zu;  auch  wenn  mau 
die  äußern  Hebel  Äj,Äj  von  anderem  Material  machen  wollte,  würde 
die  Ilersteliuni?  der  Verbindunt^en  mit  dem  Stab  Teile  von  ihm  in 
Anspruch  ueiimeu^  die  schwer  entbehrlich  sind.  In  der  Tat  sind  die 
ausgefOhrten  Messungeu  sämtlich  an  seitlich  uutersttttateii  und  in 
der  Mitte  belasteten,  also  ungleichförmig  gebogenen  Präparaten 
angestelli 

Über  die  Schwierigkeiten,  welche  die  Theorie  einer  soldirai  De- 
formation bietet,  ist  in  §  334  ausführlich  gesprochen  worden.  Wir 
wiederholen,  daß  sie  nur  fOr  den  Fall  befriedigend  gelingt,  daß  die 
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Lunge  dar  untmoclitoi  Silbe  groß  ist  gegen  ihre  Dicke.  Kor  solehe 
Falle  können  also  aueh  bei  der  Beoi>aehtang  znTerl&Baige  Parameter- 
werte  liefern. 

Im  übrigen  mag  noeh  des  Umataiides  gedaehi  werden,  daB  nacb 
S.  628  n.  666  biegende  Momente  oder  Belastungen  bei  Kristallsfiben  im 
allgemeinen  neben  der  Biegung  auch  Drillung  bewirken.  Dieser  Um 
gtaud  hat  praktische  Bedoutimg,  denn  die  gewöhiiliclic  Beobachtungsart, 
bei  der  die  zu  biegenden  Prismen  iiuf  zwei  sclmeidenförmigen  Unter- 
stützungeu  liegen,  läßt  diese  Drillungon  nicht  frei  zur  Ausbildung 
kommen;  sie  pentattet  Bonach  z.  B.  auch  nicht  die  Anwendung  der 
iTruniiiorniein  für  die  Ireie  Biegung  auB  §  314,  falls  gemäß  der 
Orientierung  des  Pjuparates  die  Tendenz  an  jener  Drillung  Tor- 
handeif  iai 

Wenn  die  Drillung  durch  die  Befestigung  streng  aufgehoben 
wird,  Bo  gewinnen  die  Formda  fiir  die  gleichförmig^  reine  Biegung 
aus  §  317,  sowie  analog  zu  bildende  für  die  ungleichförm^^  reine 
Biegung  Anwendbarkeit  Aber  auch  dieser  zweite  extreme  Fall  ent- 
spricht nicht  der  gebräuchlichen  Anordnung;  letztere  läßt  yielmehr 
bei  vorhandener  Tendenz  zur  DriUung  ein  entgegenwirkendes  Drehungs 
raoment  wirksam  wf-rden,  dessen  Größo  sich  ( insHesondere  bei  nicht 
absolut  planen  Begreuzuiigstlächen  der  Stäbe)  keineswegs  sicher  an- 
geben läßt. 

Es  folgt  hieraus  die  Regel,  daß,  soweit  als  irgend  möglich,  Orien- 
tierungen der  an  biegenden  KristaUstabe  Termieden  werden  sollten, 
bei  denen  biegende  Momente  Drillungen  hervorrufen.  Drillungafreie 
Biegung  gestatten  alle  Orientierungen,  fttr  welche  die  Moduln 

verschwinden;  man  kann,  ohne  die  Hauptmodaln      su  kennen,  auf 

(irund  der  Synimetrieverhiiltnisse  des  Kristalles  im  allgemeinen  Orien- 
tienuigen  ftuHen,  welche  dieser  Anforderung  entsprechen.  Die  vor- 
liegenden Beobachtungen  Uber  Biegungen  entsprechen  aber  nicht 
sämtlich  dieser  Kegel. 

§  365.  Brate  Beobaelitaiigeu  von.  Blegnngsmoduln.  Die  ersten 
überhaupt  ausgef&hrten  Messungen  von  Biegungsmoduln  an  einem 
Kristall  sind  Ton  Baurnfforten^)  an  Kalkspat  angestellt  worden.  Die 

stabförmigen  Präparate  wurden  an  den  beiden  Enden  unterstützt,  in 
der  Mitte  mit  einem  Gewicht  belastet,  und  es  wurde  die  hierdurch 
bewirkte  Senkung  des  mittleren  Querschnittes  mikroskopisch  gemessen. 
Die  Resultate  worden  mit  einer  von  Fr.  Nmmam  abgeleiteten  Formel 

1)  G.  BaumgarUn,  Pogg.  Aon.  Bd.  152,  p.  869,  1874. 
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Teig^chen,  die  mit  dem  Inliali  der  Gleichimg  (61)  bei  denn 
Anwendung  auf  eine  Z'-Aehie  und  auf  die  Symmetrie  der  ersten 
Abteilm^  des  trigonalen  Systems  übereinstimmt. 

Diese  Beobachtungeu,  welche  die  Aoeftlhrbarkeit  quantitativer 
Bostinimungon  von  elastischen  Parametern  an  Kristallen  erstmalig 
erwiesen  und  auch  bereits  eine  befriedigende  Übereinstiraraiinf^  <ler 
Resultate  mit  der  Theorie  ergeben  haben,  müssen  als  bahnbr«  t-hend  he- 
zeichnet  werden,  wenngleich  die  gewonnenen  absoluten  Zahlwerte  in- 
folge der  nicht  genügend  voUkomtnenen  Präparate  und  eines  Versehens 
bei  der  Verwertung  der  Messungen  nicht  haltbar  sind. 

Dm  Yersehen  beeteht  in  einer  Tenufiblässigung  des  Ctowiebtee 
der  bei  der  BeUetung  benntsten  Wagidiale  mid  hat  neben  einer  Ent- 
steUnug  der  abeolnteo  Zahlen  aneh  eine  scheinbare  Abweiehittig  der 
beobachteten  Biegungen  von  dem.  Gesetz  der  PkDpoitionalitiLt  mit 
dar  Belastung  veranlaßt. 

An  die  Baumf/arfmBchen.  Beobachtungen  reihen  sich  meine  ersten 
Messungen  von  Steinsalz*),  weiter  diejenigen  von  Commtlas^  an 
Gips  und  Glimmer,  schließlich  die  von  Kktng*)  an  Flußspat,  die 
sämtlich  dieselbe  Methode  benutzten.*) 

Corromüas  unter wari  der  Messung  ausschließlich  Stäbchen,  die 
ans  gespaltenen  Xamellen  der  genannten  Mineralien  derartig  aus- 
geschnitten waren,  dsB  ihre  Breitseiten  in  der  Spaltungsebene  lagen. 
Die  Beobachtungen  konnten  also  bestenfalls  nur  den  Verlauf  des 
Biegungsmoduls  innerhalb  der  Spaltungt^iene  liefern.  Lidessen  ist  es 
zweifelhaft,  ob  dieselben  auch  nur  hierfür  brauchbare  Werte  ergeben. 

Es  kommt  hier  jene  prinzipielle  und  bedeutungsvolle  Schwierigkeit 
zur  Geltung,  auf  die  zuerst  S.  t)28  und  dann  wieder  S.  725  hingewiesen 
worden  ist  Die  biegende  Kraft  veranlaßt  bei  Präparaten  der  von 
CorromiJas  benutzten  Orientierung  ini  allgemeinen  zugleich  eine 
Drillung,  und  es  ist  nicht  ohne  weiteres  zu  sagen,  inwieweit  dieselbe 
bei  den  Experimenten  behindert,  gewesen  int.  Der  ^odul  bezieht 
sich  auf  ungehinderte  Drillung. 

Um  die  Richtigkeit  dieeer  Bemerkung  an  erweisen,  siehen  wir 
die  Formel  (177)  fttr  die  spesifische  Drillnng  h  infolge  Ton  biegenden 
Momenten  L'  und  M'  um  die  Z-  und  die  J'-Achse  heran,  welche 

  *— + 

1)  W.  Voigt,  Köuigib.  Uim.  1«74. 

8)  8,  A.  Corromilaa^  Diss.  Tübingen,  1877. 

S)  a.  mann,  Wied.  Alm.  Bd.  18,  p.SSl,  18B1;  das  hieriteibennletoKristell- 
iBaterial  war  niclit  stßmnf^sfrei. 

4)  Beobftchtongeu  von  H.  Hess  (Ann.  d.  Phjs.,  fid.  8,  p.  402,  1902)  auEis- 
•übea  haben  bnnchbare  Zahlen  nicht  geliefert. 
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Hieria  bezeicimet  Q  den  Quersckuitt,  und  nuid  die  iräg- 
heitartdiflii  dttMlbon  in  bezug  auf  die  T*-  imd  die  X'-Achee. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  der  Kristall  beaitee  eine  einzige 
sweiiählige  Sjnmetriencluey  nnd  das  beobaohtote  Pri^aimt  iei  so 

orientier^  daB  die  7"-  nnd  die  Z'- Achse  normal  zu  dieser  Symmetrie* 
aehse  lie|^  Dann  gilt  nach  S.  5i^4  für  die  Moduln  s^'^  ein  Sobema, 
in  welchem  zwar  s^^,  nicht  aber  s^^  verschwindet.   Eine  Biegung,  bei 

der  Momente  M'  in  Aktion  trpt<>n,  d.  h.  eine  Biegung  mit  Elougationen 
normal  zur  Y' Z' -Khene,  ist  also  nnf'h  der  obii^cn  Formel  von  einer 
Drilluug  begleitet.  Da  nun  bei  Gips  die  Spaltungsebene  normal  zu  der 
zweizähligen  Symmetrieachse  lie^t,  so  ist  der  vorstehende  Fall  gerad«^ 
derjenige  der  Beobachtungen  von  Carrofnilas  an  Gips. 

Für  den  Fall,  daB  dk  F-  nnd  die  Z'-Aebae  in  einer  Ebene 
li^en,  weiche  die  aweiBablige  Aefaae  enthiUi^  iat  ein  Paxametoreebema 
im  §  286  u.  f.  nicht  angegeben.  Man  hat  hier  Ton  dem  (sowohl  f&r 
die  Cf^^f  als  die  ä^^  gültigen)  Schema  auf  S.  583  anasogehenf  welches 
AJ''"^  entspricht,  und  dasselbe  durch  eine  Dreliung  des  Koordinaten- 
aystems  um  die  X-Achse  auf  das  X' Y'J^'-Achsensyston  an  über- 
trappen.  Ura  dies  ohne  Rcchnnng  auszuführen,  kann  man  an  die 
Formeln  (67)  anknüpfen,  die  sich  auf  eine  Drehung  um  die  Z-Achse 
beziilitii,  die  also  bei  zyklischer  Fortsein -  itung  in  den  Indizes  H, 2, 3) 
resp.  (4, 5,  ())  die  für  eine  Dreliuug  um  die  X-Achse  geltenden  Be- 
ziehungen lietern.  Die  Ausdrücke  für  und  führen  so  zu  den 
allgemeinen  Werten 

=-  —  2        —  Sjs  c*)  sc  -  { 2  s-^jj         sc  (c*  —  s») 

+  8^^  (3c»-s»)  +  -  3s«), 

die  sieh  im  vorausgesetzten  Falle  von  A^^  durch  das  Versclnvindeu 
von  $247  s^hi  h^y  «s6»  ^ei  vereinfachen.  Dieselben  ergeben  aber  sowohl 
s'^,  als  ,vl  von  Null  verschieden. 

Da  nun  Ixi  Glimmer  die  Spaltungsebene  duich  die  zweizahlige 
Achse  hindurchgeht,  so  sind  auch  hier  Biegungen  mit  Elongationen 
normal  zu  dieser  Ebene  mit  Drillungen  Terbnnden. 

Wir  sind  aof  diese  Fragen  etwas  ansfOhrlicher  eingegangen,  weil 
sie  für  etwaige  weitere  Beobachtungen  wichtige  Fingerseige  liefiara. 

§  306.    Modifikationen  der  Beobadtitongsmethode.    Bei  den 

vorstehend  beschriebenen  Beobachtungen  geschah  die  Bestimmung  der 
Größe  der  Biegung  diir'-h  einp  m  ikroskopische  Messung  in  der  Mitte 
des  beider.s«'itig  unterstützten  Kristallstabes.  Ein  solches  Verfahren 
hat  ausreichende  tienauigkeit,  wenn  die  Biegungen  eine  Größe  von 
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mebreren  Hundertstelii  oder  besaer  einigea  Zehnteln  Millimeter  erreichen. 
Bei  dem  linearen  Auftreten  der  Gröfie  der  Biegmig  in  den  Formdn 

(286)  ist  nämlich  eine  sehr  hoch  geeteigerfce  Oeiiauigkeit  derselbeii 
für  die  Bestimmung  TOn  ohne  Nutzen ^  wenn  ihr  nicht  eine  noch 
beträchtlich  höher  gesteigerte  Genauigkeit  in  der  Bestimmung  der 

Dicke  des  beobachteten  Stabes  —  welche  nach  (286j  in  der  dritten 
Potenz  in  die  Formel  eingeht  und  deren  genaue  Definition  eine  be- 
deutende Regelmäßigkeit  der  Gestalt  des  Stabes  voraussetzt  —  ver- 
bunden ist. 

Immerhin  kommen  Fälle  vor,  bei  denen  es  wiinst-henswert  ist, 
noch  kleinere  Biegungen  mit  einer  Genauigkeit  von  1*^^  zu  messen; 
denn  das  iüristallmaterial  gestattet  in  sehr  vielen  Fällen  die  Herstellung 
nur  sehr  kurzer  Stibe  von  gesnnder  Eonstitntiany  nnd  da  die  Gr5ße 
der  Biegung  eeterie  paribna  der  dritten  Potenz  der  LInge  des 
Stabes  proportional  ist,  die  Biegungsfeatigkeit  aber  in  kleinerer 
Proportion  wachst,  so  ist  man  bei  knraen  Stäben  an  sehr  geringe 
Durchbiegungen  gebunden. 

In  Rücksicht  hierauf  ist  eine  Übertragung  des  zuerst  yon  J^izecm 
boiutsten  Verfahrens  zur  Messung  geringer  Bewegungen  durch  Be- 
nbachtungen von  Interferenzstreifen  fs.  S.  280\  die  von  Warburg  und 
Koch^)  ausgeführt  worden  ist,  von  nnzwife^haftem  Nutzen.  Die 
Methode  beruht  einfach  darauf,  daß  zwischen  üer  unteren  (horizontalen) 
Fläche  des  zu  biegenden  Stabes  und  der  genäherten  horizontalen 
Kathetenüäche  eines  Glasprisraaa  ^ewtonsche  Interferenzstreifen  hervor- 
gebradit  und  deren  Bewegungen  infolge  einer  Belastung  beobachtet 
werden.  Die  Biegungen  ergeben  sich  hierdurch  direkt  in  Wellenltngen 
der  benutstcoi  Liäitart  ausgedrClekt  Der  Apparat  von  Wairlmrg  und 
Kot^  ist  spater  Ton  Grüih  und  Bedtenkamp')  noch  etwas  verroll- 
kommnet  worden. 

Bezüglich  seiner  Anwendung  auf  sehr  kurze  Stäbe  ist  auf  das 
§  334  über  die  Theorie  der  ungleichförmigen  Biegung  Entwickelte 
hinzuweisen.  Sowie  die  Dicke  der  Stäbe  nicht  klein  ist  neben  ihrer 
Länge,  kommt  in  die  Theorie  eine  prinzipielle  Unsicherheit,  und  eine 
Berechnung  der  Beobachtungen  nach  den  bez.  Formeln  erscheint  um  so 
mehr  anfechtbar,  wenn  die  singuliiren  Deformationen  an  den  Unter- 
stützungs-  und  Belastungsö teilen  nicht  durch  eigene  Korrektionsbeob- 
ilcbtungen  eliminiert  werden.  In  der  Tat  werden  die  letzteren  Vorgänge 
bei  Sti&ben,  die  relativ  dick  sind  zu  ihrer  LSnge,  und  die  daher  starke 
Belastungen  erfordern^  einen  rerhältnismäfiig  großen  Einfluß  gewinnen. 
Hieraus  ergibt  sich,  daß  eine  Reduktion  der  Lange  der  Stäbe  jedeneit 

1)  K.  J?.  Korh,  Wied.  Ann.  Bd.  f»,  p.  .021.  1878,  15^,  p.  326,  1883. 
2}  J.  Becketikamp,  Zeitscbr.  f.  Kriat.  bd.  10^  p.  1,  1885. 
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mit  einer  amdogen  von  deren  Di<&e  yerbunden  sein  sollte.  Die  Benutzer 
des  Warbiirg-KockfKhiBa  Appante«  haben  dieeer  Anforderang  keineewege 
immer  Becihiwing  getragen. — 

Eise  wesenÜieh  andere  MeÜiode  cor  Beetimmimg  der  Biegimg»* 
grdße  hal  MaOodB^)  bei  einer  Beobaehtongereflie  angewandt^  die  neben 
Piftparaten  ana  isotroper  Snbstanz  ancb  einige  vereinzelte  ans  Kristallen 
beigestellte  betraf.  Im  Anschluß  an  einen  Ton  SdmhoUg  betrtlbrendeii 

Voricblag  befestigte  er  an  den  beiden 
Eiif^en  (hF  ^wie  bei  den  andern  Beob- 
ncbt«rii  uiitersiüfczten)  Kristal Istab es  s 
kleine  Spieß^ol  und  8^  normal  zur 
Stabachge  und  beobachtete  mit  diesen 
und  mit  zwei  feststehenden  Spiegeln 
S^,     das  Bild  einer  festen  Skala  (siehe 

B^.  166)w  Bei  Belastuig  des  Stabes  (in  der  Mitte  JT)  wanderte  dieses 
Bfldy  und  seine  Elonga^on  wurde  beurteilt  gegenflber  einem  Bild  der> 
selben  Skala,  das  dnreb  bloße  Befleodon  an  den  festen  Spiegeln  8^ 
nnd  8^  gewonnen  wnrda 

Diese  Methode  renneidet  einen  Teil  der  störenden  Effekte  an 
den  Unterstütznngs-  und  Belastungsstellen,  wiewohl  nicht  das  Ganze. 

Die  Tcreinzeltra  Zalileu,  die  MaTlocJ:  für  Korund,  Beryll,  Turmalin, 
Topas  ^  Flußspat  angibt,  gestatten  leider  keinerlei  theoretische  Yer- 
wendung.  — 

Um  die  8clll^  leriL^kt-it  zu  umgeben,  welche  die  Seltenheit  von  zu 
elastischen  Beobachtungen  brauchbarem  Kristallmaterial  bietet,  hat 
Gruth^)  den  Vorschlag  gemacht,  Biegungen  von  kreisförmigen  Scheiben 
zu  untersuchen,  die  längs  zweier  paralleler  Sehneu  von  gleicher  Lange 
nnietrstatst  nnd  im  Zentnmi  belastet  werden.  Ein  solohes  Yerfehren 
kann  in  spesiellen  FiJlen  allsgdings  aar  Auf USmng  gewisser  Sjmme- 
trisifiragen  dienen,  aber  jeden&Us,  bevor  eine  Theorie  des  Yoiganges 
TOrliegty  siehere  Zahlwerte  nieht  liefern.  Die  theoretische  Behandinng 
des  Problems  ist  um  so  Behwieri^;er,  weil  unzweifelhaft  die  nrsprQn^«]i 
unterstützten  Sehnen  der  Platte  bei  der  Belastung  krumm  werden 
und  hierdurch  eine  theoretische  Unsicherheit  der  Unterstötznngsart 
entsteht,  die  bei  der  V'ei'gleich barkeit  der  Länge  der  miterstützten 
Linien  mit  ihrem  Abstand  keineswegs  unbedenklich  ist. 

Daß  überdies  die  elastischen  Parameter  einer  Platte  ganz  andere 
sind,  als  die  eines  Stabes,  ist  schon  8.  72H  betont;  es  ist  nlso  die 
Vergeblichkeit  der  Veräuche^  die  Beobachtungeu  an  Platten  (selbst  bei 

1)  A.  MaOock,  Proc.  Roy.  Soc.  T.  49,  p.  SSO,  1891. 

2)  S  hierzu  H.  Fater,  Z«itichi.f.Exitk.  Bd.  11,  J^U»,  1886 i  H,Niedm*mm, 

ib.  Bd.  18,  p.  862,  1888. 


^  ijui^od  by  Google 


730        VU.  KapiteL  Woohialbmluiiigeii  swiioh«ii  swei  Tttuorlripeln. 


isofaropem  Material)  auf  diejenigen  tat  Sttben  su  redniiaren,  TöUig 
begretflidL 

Eine  ToUeiSndige  Zniammwwtellnng  der  naeli  den  Tonftelieiid 
erörterten  Methoden  erhaltenen  hloßen  Biegung^modoln  erühr^,  da 
sie  eben  theoretische  Verwertung  nicht  gestatten;  doch  sollen  einige 

Zahlen  weiter  unten  beiläufig  aufgeführt  werden. 

Abschließend  sei  noch  erwähnt,  daß  Grofh^)  dio  Beo)>nchtung  von 
Knoten  abständen  bei  stehendt-u  Biegungsschwingungen  an  xM-sohieden 
orientierten  Steinsalzstäbclien  benutzt  hat,  um  für  dieselben  den  Quo- 
tienten der  ihnen  zugehörigen  Biegungsmoduln  zu  bestimmen.  Di© 
Metbode  ist  nur  in  den  Fällen  anwendbar,  wo  Stäbchen  beträcht- 
licher LSnge  znr  TerfDgung  steheni  und  gestattet  keine  große  Ge- 
nanigkeii 

§  3r>7.  Allgemoines  mr  Bestimmung  von  Elastizitätsmoduln 
durch  Drilluugsbeobachtungon.  Von  Beobacbtungsmethoden,  die  bei 
Kombination  mit  Bieguiigsmessungen  zur  Kenntnis  sämtlicher  für 
einen  Kristall  churakteristischen  Moduln  führen,  hat  bisher  eigentlich 
nnr  die  Messung  der  Drillung  von  Stäben  mit  Querschnitten 
in  geetreekier  rechteckiger  Form  dnfchgreifBnde  Anwendung  ge- 
ftmden.  Diese  Kombination  hat  den  gi'ofien  praktisdien  Vorteil,  daß 
man  für  beide  Beobachtongsarten  dieselben  Priparate  benutaen  kann, 
and  die  Bestimmung  von  deren  Qoerdimensionen  nur  einmal  aus- 
zuführen braucht.  Außerdem  haben  beide  Methoden  das  Gemeinsame, 
daß  infolge  der  Kleinheit  <ler  Querdimensionen  der  Stäbe  im  Vergleich 
zur  Tiänge  mit  ^'p]n'  geringen  Deformationsgrößen  merkliche  Disloka- 
ti  II  11  und  Dreiiungeu  an  den  Präparaten  verbunden  sind,  die  sich 
uiit  genügender  Genauigkeit  liestinuuen  hissen. 

Der  Modul,  welcher  die  Dniiung  eines  prismatischen  Stabes  mißt, 
der  mit  seiner  Achse  in  der  Z'-,  mit  seiner  größeren  Querdimeusion 
in  der  X'-  (resp.  Y*-)  Achse  eines  beliebig  gegen  den  Kristall  orien- 
tierten Achsensystems  liegt^  ist  s^r,  (resp.  s^J.  Die  Ansdrflcke  fllr  diese 
OroBen  in  den  Hanptmoduln  9^^  ergeben  sich  aus  (66)  und  dem 
dasn  Bemerkten.  Die  Vergleichung  derselben  mit  dem  Wert  (61)  des 
Biegnngsmoduls  läßt  erkennen^  daß  die  Hauptmoduln 

wie  auch 

^>  *14>  ^ft>  *SB 

in  den  beiden  Ausdrücken  in  der  Tat  in  Terscfaiedenen  Kombinationen 
auftreten,  daß  also  kombinierte  Biegunge-  und  Drillnngsbeobachtni^en 
ihre  Separation  gestatten. 

1)  P.  Groth,  üerl.  ber.  1875,  p.  ö44. 
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Die  Messung  der  Drillungen  bietet  praktisch  etwas  größere 
Schwierigkeiten,  als  diejenige  der  Biegungen;  aofierdem  stehen  der 
Theorie  d«r  DriUimg  im  aUgomflinen  HiiideniiMe  entgegen,  aber  die 
in  §  31d  u.  f.  gespiodifiii  ie^  imd  die  eine  Beschranknng  der  Oiientienmg 
des  Eiuiteneyatome  der  Ptkpirate  anf  gewiiee  dnrok  Symmetrie  ana- 
geaeiclinete  Lagen  erwünscht  maohen.  Nebenbei  kommt  der  Umstand 
in  Betracht,  daß  drillende  Momente  an  einem  Kristallstab  im  all- 
gemeinen auch  Bi^ungen  veranlnssen,  und  daß  dergleichen  wegen 
praktischer  aus  ihnon  fließenden  Unbequemlichkeiten  passend  durch 
geeisrnete  Wahl  di  r  ( )in  nfifrnn^  der  Präparate  vermieden  werden. 
Verhindert  man  numiich  durch  die  Versuchsanordnnng  da;»  Zustande- 
kommen derartiger  Nebenäuderimgeu ,  so  werden  nach  dem  in  §  317 
Auseinandergesetzten  die  Drillungen  gar  nicht  durch  die  Moduln 
xesp.  gemesaan  nnd  aind  demgemäß  theoretiseh  schwierig  in  ver- 
werten.  Immerhin  würde  doch  bei  streng  verhinderten  Neben- 
Inderongen  eine  prlais  definierbaxe  f^iiuf*  DiiUnng  eintreten;  dies 
findfit  nicht  statt,  wenn  den  Nebenänderongen  infolge  der  Versuchs- 
anordnung nur  ein  nicht  lahlenmiAig  belmmiter  Widerstand  ent- 
gegenwirkt. 

Es  mag  übrigens  daran  erinnert  werden,  daß  nach  S.  628  Prä- 
parate, welche  durch  biegende  Momente  nicht  gedrillt  weiden,  sich 
auch  bei  drillenden  nicht  biegen  ,  somit  also  gleichzeitig  für  beide 
Arten  der  Beobachtung  geeignet  siud. 

Bei  den  von  mir  durchgeiUhrten  Drillungsbeobachtongen  waren 
^le  Orientierangen  der  Präparate  so  gewihlt,  daß  jene  Biegungen 
nicht  eintraten;  flberdies  mren  die  Sttbe  bei  den  Yersnehen  an  beiden 
Snden  zwischen  Sehneiden  gefaßt,  so  daß  eine  etwaige  Tendenz  aar 
Biegung  keinen  wesentliöhen  Widerstand  gefunden  hätte. 

5  !^r>>i  Spos^iollof?  libor  die  7-u  Bestimmungen  vollständiger 
ParameterHystemo  benutzten  Hilfsmittel.  Im  uacliBtehenden  soll  nun- 
mehr eine  Ökizze  der  bisher  durchgeführten  Tollständigen  Bestimmuugeu 
elastischer  Parameter  gegeben  werden.  Soweit  die  Untei*suchungen 
reichen,  erweisen  sich  alle  nach  der  Theorie  möglichen  VerschieUeu- 
heiten  swisehan  dem  elaatisehen  VeThalten  Terschiedener  Kristall» 
gruppen  auch  als  in  WirUicfakeit  voihanden.  Hiemaeh  bieten  die  Er- 
flohainmigen  der  ElastiiHfli  eine  betrftohtlich  größere  HaDnigfUtigkei^ 
all  die  im  V.  und  VI.  Kapital  besprochenen  gleich&Us  zentrisoh< 
i^ymmetriadhen  Vorgange. 

T>ie  zur  Ableitung  der  sämtlichen  Moduln  eines  Kristalls  be- 
nutzten Messungeu  waren  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  be- 
schriebenen der  Biegung  und  der  Dnlliuitr  pri«?inatiscber  Stäbe  von 
gegen  die  Länge  L  kleiner  Dicke  U,  bei  mäßiger  Breite  B. 
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Für  die  Biegungsbeobachtongen  wurden  die  Siftbe  in  zwei  Quer- 
schnitten nnterstfitzt  und  in  der  Mitte  belaetet;  die  Belastung  r* 

wirkte  an  einem  auf  das  Stftbcben  ss  auf- 
gelegten Stahlzylinder  Z  (Fig.  167).  Die 

Senkung  dieses  Zylinders  bei  der  Biegung 
Sr^jSr^  wurde  mit  Hille  eines  dünnen  Drahtes  in 

die  (entgegengesetzt  gerichtete")  Drehung 
zweier  kleiner  uiu  scharfe  Schneiden  dreh- 
barer llöllcheu  r,  umgesetzt.  An  diesen 
Rdllcben  waren  (durch  Geg<  iil-:*  wichte  ^/j, 
ausbalancierte)  Spiegel  S^,  augebracht,  in 
denen  mit  Hilfe  von  Femrolür  und  Skala  die 
Drehung  und  somit  die  Durehbiegnng  des 
Stäbchens  beobachtet  werden  komite.  Die 
Graduierung  dee  Appantes  geschah  durch 
direkte  mikroskopische  Ausmessung  einer  sehr  großen  Biegung. 

Um  die  l']indrikkung  der  Lagerschneiden  zu  eliminieren,  wurden 
die  Stäbchen  bei  jeder  Belastung  sowohl  in  einer  möglichst  kleinen, 
als  in  einer  möglichst  großen  Länge  bLtiutzt;  da  hierbei  die  Ein- 
drückuug  dieselbe  ist,  die  Biegung  aber  proportional  mit  der  dritten 
Potenz  der  Länge  yariiert,  so  gelingt  es  durch  die  Kombination  dieser 
beiden  Beobachtungen,  jene  sehr  wichtige  Fehlerquelle  unschidlidi  au 
machen. 

Für  die  Drillungsbeobachtungen  worden  die  Stabe  in  einem 
Endqnerschnitt  befeetigt^  auf  den  anderen  wurde  ein  Drehungs- 
moment um  die  Stabadiae  ausgeübt.  Zu 

diesem  Zweck  waren,  wie  die  schematische 
Figur  1(>8  andeutet,  auf  einem  Gestell 
koaxial  zwei  sehr  leicht  bewegliche  Rollen 
7?,,  angebracht,  welche  auf  den  ein- 
ander zugewandten  Seiten  kleine  Klemm- 
flitter trugen;  in  letateren  wurden  die 
Enden  der  Sf&bclien  8$  eingespannt,  ihre 
Achse  genau  in  die  Drehachse  dee  Ap- 
parates gebracht,  dann  die  eine  UoUe 
festgestellt  und  auf  die  andere  mit  ge- 
eigneten Gfewichten  F  ein  Drehmomeni 
ausgeübt. 

keineswegs  erlaubt,  den  befestigten  Endquerschnitt  als 
wirklich  fest,  den  b<'wegten  als  zusammen  mit  der  Rolle  be- 
wegt zu  betrachten,  da  die  Verbindung  des  Stäbchens  mit  den  beiden 
RoUen  nicht  TÖllig  starr  sein  konnte.  Die  Größe  der  Drillung  mußte 
demgemäß  direkt  an  dem  Stäbchen  selbst  gemessen  werden.  Hierzu 
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wurden  auf  den  Stäbchenenden  echinale  Streifen  von  Zinnfolie  :mf- 
gekittet  und  auf  diese  mit  geeigneten  Klemmen  A*,,  leichte  Spiegel 
'S)  aufi(est'tzt.  Die  Beobnchtung  der  beidt^n  Bilder  einer  Skala  in 
diesen  Spiorjeln  mi^  Hilfe  eines  Fenirobrf«  f'^hrtp  f!nnn  üuf  die  rfla- 
tive  Drehung  der  beiden  Querschnitte  des  IStübchens,  uut  denen  die 
Spiegelklemmen  aufsaßen.  Indem  diese  Klemmen  in  die  Stanniolstreifen 
feine  Linien  eiiidräciiteu,  war  auch  die  Beobachtung  der  Länge  L  des 
StSbcheiw  möglich,  welcher  die  gemesMDe  nktiTe  Drehung  entspmch. 

Dnrch  eine  geeignete  Anordanng  der  Beobaehtung  gelang  es 
auch,  die  Acheenrühong,  welche  der  Drdiung  der  Rollen  entgegen- 
wirkte, zu  eliminieren. 

Eine  Ansahl  untennehter  Kristalle  gestattete  die  Herstellung  Ton 
Stäbchen  in  langen  yon  drei  und  mehr  Zentimetern;  hier  waren  beide 
Messongsarten  relativ  leicht  und  genau  ausführbar;  nur  stellte  — 
namentlich  hei  leicht  spaltbaren  Kristallen^  wie  Flußspat,  Kalkspat, 
Schwerspat  — ,  die  Zerbrechlichkeit  der  Präparate  eine  Gefahr  dar;  bei 
anderen  Kristallen,  wo  die  Htabchenliingen  lU  mm  wenig  überstiegen 
und  die  Dicken  daher  auf  ca.  O.f)  mm  berabgedriickt  werden  mußten, 
uiiiLU  die  Meböungen  recht  heikel,  und  die  erreichbaren  Genauigkeiten 
iiatOrlich  entsprechend  geringer. 

§  369.  Omndform^  Itlr  die  Bereehnimg  der  Blaetiaitilte- 
modnln  und  «konetantan  ans  Biegunge-  und  Drillungebeobaolitungen. 

Die  Formeln,  welche  zur  Berechnung  der  Elastizitätsmoduln  aus 
gemessenen  Biegungen  und  Drillungen  prismatischer  Stube  anzuwenden 
sind,  finden  f?irh  in  dem  III.  und  IV.  Abf«cbnitte  abgeleitet.  Liegt 
die  Stal>!Hh«ie  in  der  /f'-Acbse  des  Hilfskoordinatensyst^mw  X'Y'Z\ 
so  ist  der  Biegungsmodul,  und  die  Senkung  u  des  mittelsten  Quer- 
schnittes eines  prismatischen  Stabes  von  der  Länge  L  (gemessen  durch 
den  Abstand  der  stützenden  Schneiden,  also  =  2Z),  der  Breite  B,  der 
Dicke  D  bei  der  Behetung  r  (die  je  mit  der  Hfilfte  in  den  beiden  unter* 
statzten  Querschnitten  angreift)  wird  nach  S.  666  u.  667  gegeben  dureh 

Hin  Drillnng  eine**  solchen  Stabes  häntrt  imch  S.  644  im  all- 
gemeinen von  mehreren  Moduln  ab;  in  den  für  uns  wichtigsten  Fällen 
kommen  aber  nur  die  zwei  Moduln  .9,',  und  s^'^  in  Frage,  die  sich  resp. 
durch  die  Orientierung  der  Z  -  und  1  -Achse  und  der  Z  -  und  X '  Achse 
bestimmen,  wobei  die  X'  und  r'-Riehtuogen  in  die  Querdimensionen 
des  prismatischen  Stabes  fiiUend  angenommen  sind. 

Für  die  relatiye  Drehung  zweier  um  L  abstehenden  Quersehnitte 
gÜt  allgemein  die  Formel  (215);  handelt  es  sich  um  einen  Stab,  der 
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eine  Drillun!^'  ohue  Nebenliadeningeii  geitettet^  so  nimmt  aU  die  dn* 
Rohere  If'orm  au 

9  'f^^'i^r,  (486) 

wobei  jetzt  L  an  SteOe  toh  l  gesetzt,  ist  und  N  das  driUeude  Moment 
bezeichnet,  f  ist  eine  Punktion  des  Verhältnisses  D/B,  die  bei 
einigenuiiljeii  kleinf>m  D/B  alä  koustant  gelten  kann  imii  nur  von  der 
Orientierung  des  prismatisohen  Stabes  abhängt. 

Fällt  die  Stabachse  in  eine  elastische  Sjmnietiieachäe  des 
Eziilalliy  d.  liegl  lie  in  einar  krisiAllograpliisolien  Sjmmetrie- 
aolise  oder  fkeht  ne  senkreeht  ni  einer  krtstallographiseken  Sjm- 
metrieebene,  und  ist  die  pandlel  2'  Hegende  Qandimension  des 
Priemte  die  grSfiere  (aleo  S)^  so  kann  nach  §  3S8  ekrang  oder  in 
einer  genflgenden  AunAherong  gesekt  werden 

Für  eine  drei-^  Tier-  oder  sechszahÜge  Symmetrieaciise  ist  dabei 

Die  allgemeinen  Ausdrücke  für  die  s^^,  s^^,  s^^  sind  in  §  289  ent- 
wickelt; sie  haben  sehr  komplizierte  Form,  mögen  aber  hier  noch 
einmal  angedeutet  werden.  Es  gilt,  wenn  a^^  a,,  die  Richtangs- 
köeinns  der  X'-Aehae  (also  gegen  das  Haoptaehaenkreos  XfZ 
beseiehnen,  und  ß^,  ß^,  y^,  y^,  Analogea  ftbr  die  nnd  Z'-Aehse 
(also  D  nnd  X)  geben, 

9»  folgt  ans  s^^  durch  VertauBchmig  von  ß^,  ß^,  ß^  mit      c^,  cc,. 

Mit  Hilfe  einer  genügenden  &hl  von  FMfcparaten  in  geeigneten 
Orientiemngen  lassen  sieh  gemSS  den  Torstehenden  Formehi  die 
samtliehen  Hanptmodnln  ableiten.  Wie  bereits  S.  716  bemerkt^ 
sollen  die  besOgliehen  ZaUen  auf  den  Druok  Ton  1  gr  pro  om'  be- 
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zogen  wffl^en;  bei  Division  mit  981  erhält  man  dann  aus  ihnen  die 
dem  (cm.  gT.  sec.ySystem  entsprechenden  (absoIut«!n)  Werte. 

Von  mogliphcn  Verwendnntrpn  dfT  so  gewonnenen  Moduln  S^^ 
sei  zunächst  die  Berechnung  des  iilüdula  ^{s^  8^  für  die  Drillang 
eines  Kreiszylinders  erwähnt. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  dieses  Aggregat  folgt  sogleich  aus 
der  FoimeL  (429)  und  dem  lo  ihr  6«mgteii  bei  Berfidniehtigang  der 
Bedeluiogeii 

XU 

+  yiVf  y8(2(s,4  +  «M  -  »«14)  -  »<m)  +  •  • 

Von  andern  elastisdien  FimlEtLonen,  die  sich  mit  Hilfe  der  Haupt- 
moduln berechnen  laeeen,  kommen  inebeeondere  die  Parameter  oder 
Moduln 

-     +     4-  «4,   für  Ä  -  1, 2, ...  6  (431> 

in  Betraehi,  welche  naeh  8.  570  die  durch  allseitig  gleichen 
Drnck  bewirkten  Deformationen  messen.  Weiter  spielt  eine 
beeondere  Rolle  der  aas  ihnen  folgende  Modul  der  kubiechen  Dila- 
tation oder  der  £omprenibilit&t 

(S)-fli4'fi;  +  flSi-«t,  +  «i,  +  i^  +  2(«|,+  %+«ii),  (432) 

der  nach  S.  7  IG  u.  f.  auch  der  du  i  ten  Beobachtung  zugänglich  ist.  — 
Sind  die  Haupt^lastizitätsnioduhi  ftf^j.  aus  den  Beobachtungen  mit 
Hilfe  dieser  Formeln  abgeleitet,  bo  lassen  sich  aus  ihnen  die  Haupt- 
konstanten  e^f^  berechnen,  die  mit  ihnen  dnroh  die  Beiiehungcu 

fÖr  h  nnd  jb  —  1, 2,  ... 6,  sowie  h^k 

Terknüpft  sind.  Da  die  c^^  zu  ihrer  Berechnung  im  allgemeinen  die 
Kombination  mehrerer  .«f;^,  verhingen,  so  ist  ihre  GenRuigkeit  meist 
geringer,  als  diejenige  der  ü^^.  Dies  hat  praktisch  in  der  lUgel  ge- 
ringe Bedeotung,  wdl  bei  Anwendungen  die  s^^  in  erster  Linie  in  Be> 
tracht  kommen.  Es  fSUt  dagegen  einigermafien  ins  Gewicht  bei  der 
Beaotwortnng  der  S.  ^  gestelltesn  theoretiscfaea  Frage,  ob  sieh  die 
•bitisefaen  Ersehemiingen  in  Kristalleii  dnroh  die  Annahme  nn-^ 
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gerichteter  molekularer  Kräfte  erklären  lassen;  denn  die  Ent- 
Brlieidung  hienlber  bäugt  davon  ab,  ob  die  aus  jener  Annahme 
folgenden  sechs  Besuehungen 

^^^ur  ^t"<«>  ^«"<W»  (434) 

^•^^14»  <14~%l 

der  VVirkliehkeit  entsprechen. 

Die  ElaatiiitttikoiiiiBiiieii  c^^i  nnd  nteh  ilii«r  in  (4)  resp.  (20) 
enthaltetien  Definition  Drnoke;  aie  beitinunen  rieh  elio  ane  den  onten 
angegebenen  Zafalwerfcen  der  h^^  sanftcfas^in  Drucken  Ton  einem  Gramm 
pro  Quadrafcientuneter  als  Eiiüieit  üm  ue  auf  Djnen  m  redniieireny 
eind  die  angegebenen  Zahlen  mit  981  sn  mnltiplizieraii. 

riTr»  Geometrische  Darstellungen  der  BlastizitätsverhSltoisse 
eines  KristallB.  Alle  eliistischen  Eigenschaften  eine.s  Kristalls  lassen 
sich  durch  d'nt  Kombination  einer  Bitensor-  und  einer  TfnsorHäche 
darstellen,  die  ebensowohl  für  die  Konstauten,  wie  Hlr  die  Moduln 
gebildet  werden  können. 

Die  besQgliohen  Flfiehen  der  ElaatisitUskonstenten  haben  naoh 
S.  679  die  Gleiohnngen 

1  -      —  «!a)«*  H  H  2[(<^  —         +  •  •]; 

hierbei  bezeichnen  die  Punkte  wieder  zwei  Glieder,  die  aus  den  hin 
geediriebenen  durch  zyklische  V^ertauschung  der  Indizes  (1,  2,  3)  und 
(4,  5,  6)  herrorgehen.   Die  leMwe  Fliehe  kommt  in  Wegfall,  wenn 
die  Relationen  (434)  erfUlt  emd. 

Die  eharakfceriatisehen  Fl&chen  der  Elaitisiiltemodala  and  nach 
8.  580  gegeben  durch 

1  -  «„a:*  +  . .  +  (2s,,  H-  sjf/z^  +  •  • 

+  -^(«M  +  s^Jx'ys  -t- .  .  +  2x\s,^z  +  ^uV)  +  •  (436) 

1  _  (4%-«Ja:»  +  . .  +  2(^-2*jJyj»  +  •  • 

Eretere  Gleichung  »tehl^  wie  schon  firflher  bemerUv  in  naher  Be- 
ziehung SU  dem  Ausdruck  (428)  fttr  den  Biegunge-  (oder  Dehnungs  ) 
modul  4^.   Setat  man  ^  —  l/f*  und  tiigfe  r  als  Strecke  vom  Ko* 

ordinatenanfang  aus  auf  der  Richtung  (y^,  y^)  WüS,  80  gelangt  num 
SU  der  Bitensorfläche  der  Moduln. 

Für  geometrische  Konstruktionen  zwecks  der  Yeranschaulichung 
der  elastisehen  Eigenschaften  der  Kristalle  empfehlen  sich  natftrUch 
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«M  aUgemeinen  {heorotischen  GeBichtspunkten  in  erster  Unie  die 
ehAiaktoristiidieii  Bitensor-  und  Teiuorflidiea  Ton  den  Gleichungen 
(435)  oder  (436).^)  Dennoch  ist  im  naduftehenden  diesen  aUgemeinen 
Geeiehtspunkten  nicht  Folge  geleistet 

Einmal  kommt  dagegen  in  Betracht ,  daß  diese  Flachen  keine 
direkte  Darstellung  beobachtbarer  Deformationen  geben.  Auch 
die  Bitensorfläche  der  Moduln,  die  mit  dergleichen  noch  am  nächsten 
in  Rf^zielmng  steht,  gibt  das  Gesetz  der  Biegung  und  Dehnung  nicht 
unmittelbar,  sondern  durch  das  Reziproke  der  vierten  Potenz  des 
Radiusvektors.  Sodaun  füllt  ins  (iewicht,  daß,  wenigstens  hol  den  Bi- 
tensorflächen,  als  Folge  des  holxeu  (vierten)  Grades  von  deren  Uleichung 
die  Unterschiede  des  elastisohen  Verhaltens  eines  Kristalls  in  Terschie- 
denen  Riehtongem  in  ihnen  stark  abgeschwicht  sur  Geltang  kommen. 
BesOglich  der  BitensorflSfiihe  der  Moduln  ergibt  sieh  dies  ans  dem 
soeben  Über  diese  Flache  Gesagten,  ffimdelt  es  sich  etwa  am  Kristalle 
mit  bezüglich  der  Richtung  nur  mäßig  yeränclerlichen  elastischen  Yer- 
haltnissen,  so  werden  diese  kleinen  Veränderlichkeiten  bei  einer  solchen 
Konstruktion  auf  rund  den  vi(>rten  Teil  reduziert^  also  keiueflW^|S 
besonders  klar  zur  Anschauung  kommen. 

Aus  diesen  Gründen  sollen  im  nachstehenden  für  jedes  Kristall- 
system die  Gesetze  der  elastischen  \'orgänge  in  erster  Linie  dadurch 
wiedergegeben  werden,  daß  für  einzelne  Repräsentanten  der  nntersuchten 
Kristallsysteme  zunächst  die  Bieguugs-  oder  Dehnungsmoduln  als 
Funktionen  der  Richtung  im  Kristall  konstruiert  gedacht  sind.  Von 
diesen  Flächen  s^^r  finden  sieh  einige  charakteristische  Schnitte 
gezeichnet.  Femer  sind  für  diese  Repräsentanten  die  entsjirechenden 
Schnitte  der  Flächen  ^(«/^  +  8^ r  wiedergaben,  deren  Radien* 
Tektoren  den  DriUungsmodul  eines  Kreiszylinders  darstellen,  wenn 
dessen  Achse  in  die  Richtung  von  r  ffillti  Der  allgemeine  Aasdmck 
für  K«;,  +  s^^)  findet  sich  in  (430). 

llierdtirch  sind  die  Abhängigkeiten  zweier  wichtigen  Deformationen 
von  der  Richtung  im  Kristall  veranschaulicht,  und  das  ist  ein  VorteiL 
Ein  Nachteil  liegt  darin,  daß  bei  dieser  Darstellung  eine  größere 
Zahl  von  Aggregaten  der  Moduln  eines  Kristalls  zur  Oeltnng  kommt, 
als  nach  der  Gesamtzahl  der  }fan])tmoduln  Sf^^  voneinander  unabhängig 
sein  können.  Die  letztere  Zaiil  beträgt  im  Maximum  21,  die  erstere 
30,  es  sind  also  nean  der  Parameter  durch  die  übrigen  ausdrückhar; 
offenbar  entspricht  eine  solche  Darstellung  der  elastischen  Eigenschaften 
nicht  demjenigen  Ideal  von  Einfachheit,  das  dnreh  die  Bitensoi^ 
nnd  Tensorflachen  bezeichnet  wird. 


1)  Andere  allgemein«  6«siohtapnnkt6  and  Methoden  bei  8.  FimUrmdder, 
Münch.  Bei.  p.  267. 
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Will  man  eine  der  beiden  Toratehend  herangezogenen  Defoiv 

mationen  durch  eine  andere  ersetzen,  die  nnr  durch  die  notwendige 
Anzahl  von  sechs  Parametern  bestimmt  wird,  so  bieten  sich  in 
erster  Linie*)  die  lonj^itudinalo  lineäx«'  Dilatation  bei  allseitig* 
gleichem  Drnck  und  die  kubische  Diltitatioa  eines  Zylinders  bei 
einseitigem  Druck,  deren  Gesetze  nach  S.  577  übereinstimmen 
und  nur  goede  die  nStige  Ansalil  nener  nnaibblngiger  ^naieter 
enthalten. 

Das  Geeets  der  Moduln  8'  Ar  beide  Veiiiidflnuigen  ifi  nndi 
S.  574  n.  d82 ')  gegeben  dnreh 

wobei 

danelbe  enihilt  aleo  Moht  Fummeter,  die  ssMunmen  mit  den  15  dee 
DehnnngBmodnb  s^^  oder  des  DriUnngsmodnls  ^{s^  -  55)  fllr  den 
Kieiii^linder  gerade  die  vor  Ableitung  der  31  Hanptmodnln  8,^^  notige 
Zebl  fiefem. 

leh  bin  im  folgenden  andi  diesen  Weg  nickt  gegangen,  'weil 

es  mir  besondere  daran  lag,  figürliche  Darstellongen  zu  liefern, 
welche  mit  den  ausgeführten  Beobachtungen  in  nächster  Besiehnng 
sfphpn;  diese  Beobachtungen  beziehen  eich  aber  anf  Biegungen  und 

Driilungen. 

Deshalb  liabe  ich  neben  die  Kurven,  weichte-  den  Verlauf  der 
obengenannten  Moduln  s.^^  und  Us^^  +  s^'J  mit  der  wecliselnden  Achsen 
richtung  des  Zylinders  veranschaulichen,  nur  noch  eine  Reihe  anderer 
gestellt,  welche  die  AbliHii<rigkeit  des  DriUungsmoduls  eines  Zylinders 
mit  sehr  gestrecktem  elliptischen  oder  rechteckigen  Querschnitt  und 
gegebener  Ajefaaeniichtung  von  der  Orientiernng  der  größeren 
Querdimeneio  n  wiedergehen.  Die  hierdurch  dargestellte  Erscheiuimg 
ist  eine  spesifieeh  knBtallphysikalisehe  und  bietet  somit  ein  besonderes 
Interesse,  um  so  mehr,  als  die  Größe  der  Yeranderliohkeit  dieses 
Moduls  mit  der  Orientierung  dee  Zylinderquerschnitts  geg^  den 
Kristall  eine  sehr  beträehtliehe  Bern 

§  371.  Spezielle  Formeln  für  Kristalle  des  regulären  Systems. 
Die  Uauptmoduin  für  einen  Kristall  des  reo^ulären  Systems  stellen  sich, 
nach  S.  586  u.  588  anschaulich  in  dem  Schema 


1)  W\  Voigt,  Wied.  Ann.  Bd.  68,  p.  376,  lb97. 

S)  Die  Foonal  (172)  enf  8.  63S  ist  dabei  aef  ein  beliebigM  Abheeiikreu 
X'  Y*Z'  sasavendea  und  damaoh  wf  die  Hseptsebsen  tu  tmuAmniezen. 
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^1   ««  «i,   0    0  0 
'ii  ^1  0    0  0 
^1  0    0  0 

«44    0  0 

^«  0 

dar,  das  erkennen  Ußt,  welche  Moduln  s^^^  ttstereinuider  gleich 
ww^n,  weiehe  Tenehwinden.  Ein  gleiche!  Sehema  gilt  ffir  die 
filastizüttskonetanten.  Ein  vegnllier  ]^BtaU  ist  aleo  doidi  nnr  drei 
Moduln 

oder  drei  Konstuuleu 

bezüglich  seines  elaetischeu  Verhalten  b  harakterisiert. 

Der  Aasdruok  (42d)  fOr  den  Biegungsmodol  uimmt  hiemacii 
die  Geetalfe  an 

deijenige  (429)  für  den  Drillnngsmodnl  8^  wird  sa 

ihm  ordnet  Bich  zu  i^^) 

Dabei  bezeichnen  ein  für  alle  Male  cti,  ct^,  die  Richtungskosinus 
der  X'-  oder  B-Bicktong,  ^, ,  ß^^  diejenigen  der  7*-  oder  1>-Hich> 
tung  gegen  die  Hanptadbeen. 

Die  Beobachiong  von  Bi^ng  nnd  Difllnng  geeignet  orientierter 
priamaÜaeher  Stfthe  Termag  also  die  drei  Aggregate 

an  liefern,  aus  denen  dann  die  drei  Hauptmoduln  folgen. 

Nach  dem  S.  725  u.  731  Ausgeführten  hat  man  jederzeit  solche 
Orientifruiiiren  der  prismatischen  Stäbe  zn  wählen,  daß  störonde 
Nebenkndenjugen  —  Drilluiig  bei  bezweckter  Biegung,  Biejj^uug  bei 
bezweckter  Driilung  —  verschwinden,  woiür  die  Bedingungen  das 
Yeiechwinden  Ton  und  fordern.  Außerdem  wird  man,  soweit 
anj^gig,  im  Intereiae  direktestor  und  aonaeh  genaneeter  Beatiounnng 
der  Moduln  f&r  die  Prlpante  Orientierungen  beromgen,  lllr  welche 
sowohl  die  Ausdrücke  ftr  $1^,  s^^,  als  aneh  die  Fonktion  f  in 
^426)  einfachste  Formen  annehmeii. 
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Die  eme  der  Orie&tieroligmi  welehe  dieMii  Anfiifdeniiigeii  eufc- 
iprielit^  ist  diejenige,  wo  alle  PrismeiidimennoDen  B,  i)  in  kristaUo- 
gmplusche  (Yientiüige)  HaiipteGbMii  lellaii;  hier  wird 

Die  fin<lert'  i-^f  die,  wo  die  Z'-A.chae  falso  die  Ricbtung  von  L|  den 
Winkel  zweier  Hauptachsen  biiHnert  r«omit  in  eine  zweizählige  Sym- 
metrieachse fällt)  und  entweder  Ji  oder  JJ  der  dritten  Haaptachse 
parallel  wird.    Im  ersten  Falle  ist 

(U)     «i-K2(<it  +  ««)  +  »^»  s^^Su, 

im  mreiten  \U.')  sind  die  Werte  Ton  und  8^  Terteoeohi  Nach 
S.  734  Uefbm  diese  beiden  Orienüenuigen  Ton  Stiben  bei  sonst 
lachen  YerhHtntsiwi  Teiiehiedeiie  DriUmgen. 

Anfler  diesen  Orientienuifien  bietet  noch  diejenige  ein  Ünteresse, 

wo  die  Längsrichtung  des  Präparats  gleiche  Winkel  mit  den  Haupt- 
achsen einschließt,  die  Breite  in  eine  sweizählige  STmmeAneaehse 
fjUlt;  hier  ist 

Bezeichnet  man  die  Werte  von  für  die  drei  Orientierungen  1, 11, 111^ 
bei  denen  die  Stabachse  resp.  in  der  Normale  auf  einer  Würfel-,  einer 
Uhombeudodekttedtir-  und  einer  ükiaedertiHche  liegt^  mit  Wf  Gf  0, 
80  ergibt  Torstehendes  die  Relation 

Der  DriUnngsmodnl  Skt  einen  Kraissylinder  mit  einer  naeh 
fit  y§y  y$  orieatierten  Aehse  findet  sich  nach  (430)  an 

K^u  +  <5)  =    +  4((*n  -  %)  -  +*44)(/VJ'.^  T-  r,'n'  +  riW)-  (440) 

Das  variable  Glied  bat  denselben  Faktor,  wie  das  in  (439)  enthaltene; 

es  ergibt  sich  daraus,  daß  sich  ein  Kreiszylinder  aus  einem  Kristall 
des  regulären  Systems  bezüglich  der  Delmiinf?  frx^or  Biegung)  und 
der  Drillung  rezi{)rok  \ erhalt:  Hichtuugen  leichterer  Dehnbarkeit 
Bind  Kichtungeu  schwererer  Driilung. 

Die  Moduln  S^,  (S),  welche  nach  S.  iuO  die  Deformationen  bei 
aUseitig  gleichem  Druck  messen,  sind  in  unserm  Falle  außerordeutiich 
ein&eh;  ee  gilt  nimlieh 

^x-^-^-s^  +  ^hi,   -8i-iS;-fi;-0,  (441) 
nnd  der  kubische  Modul  (8)  eigibt  sich  darsns  an 

{S}  «  6;  +     -i-  Ä',  -  ^{s^  +  2s {U2) 
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Dui  GldehuBgen  der  beiden  für  das  elastische  YerliaLten  eines  re- 
gulären ]&nstells  charakteristisGheii  Modolfl&cheiL  Iftuten  nach  8.  580 ' 
lolgendennafieiu  FOr  die  BiteoflorfiSclM  gilt 

±  1  -  s,i(aj*  +  f*  +  ^)  +(2sx,  +  0(yV  +       +  «V)/ 
für  die  Tensorfläche  (443) 

±i=-C4«i,-sj(^  +  r  +  #^; 

letztere  Fläche  ist  also  eine  Kugel.  — 

Aus  den  Hanptmodiilii  bereehnen  sieh  die  Haaptkonstauten  aaeh 
dea  Fonoeln 

Die  besOi^clie  Bitemor-  und  die  Tenaorfiidie  erhalten  nacli 
8. 579  die  Glnehimgeii 

±  1  -  («it-        + + (^) 

§  372.  Beobachtungsresultate.  Dür  Beobachtung  sind  von 
regulären  Kristallen  bisher  unterworfen:  FluBspat  (vom  Brienzer  See), 
Steinaali  und  SylTm  (ans  StaBfiirt)«  NatrinxiieiUiaait  (kOnaflioik  ge- 
sfiektet}  und  Fjnt  (aaa  ComiraU).^) 

Von  Flnfiapat  imd  Steinaala  atlmd  raieUiehee  und  gwonde«  Ifaterial 
zur  Verfllgoxi^;  die  betreffenden  Zahlen  können  als  recht  genau  gelten. 
Knapp  war  daa  Material  bei  Natriumchlorat  und  Pyrit,  stellenweise 
gestört  das  von  Sylvin,  wo  verschiedene  Kristalle  nicht  unbeträchtlich 
abweichende  Paranietfr  li»'forfon.  Die  för  diese  Kristalle  aiicrf^'j^benen 
Parameter  haben  demgemäß  eine  ir*^'ri Tigere  Sicherheit.  Lber  die  be- 
nutzten Einheiten  ist  S.  734  gesprochen. 

Elastieit&ttmoduln: 

Flußspat         «14«  ♦^,79.10-",  «I,--  1,46.10"  «4^- 29,02.10" 

Steinsak              2^2    „          -  5,17    »  77,29  n 

BylTUL                26,85   „          -          „  mfi  „ 

Natrinrndilorat       24,12    „          +12,3     „  82,1  „ 

P^t                    2,88    „          +  0,43    „  9,80  „ 

1)  W.  Voigt,  Pogg.  Ann.  Erg.  Bd.  YII,  p.  1  und  177,  1875.  (BeobaebtaageB 
au  Steinsalz ,  bc'znglicli  der  Towion  nach  den  S.  617  erwähnk-n  tinponanen  von 
J^.  2i€%tmann  hemiiixenden  Formeln  berechnet.)  Wied.  Ann.  Bd.  ttö,  p.  64ti, 
1888;  fid.  4»,  p.  719,  1891. 
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Wir  wolkn  an  die  ronleheDden  ZeUm  einige  BemerkimgMi  mor 
knllpfeii.  De  die  Modohiy  mit  DracUbmpoiieiiteii  nraltipliziert)  die 
DeformationfgrÖßen  lifliem,  so  entopriclit  ein  groBer  (reep.  kleiner) 

Modal  einer  großen  fresp.  Ueinen)  Deformierbarkeit  Die  drei  unter- 
sachten Salze  ttbertre£fen  also  an  Deformierbarkeit  erheblich  Flußspat 
und  noch  mehr  Pyrit;  letzterer  bleibt  seinerseits  noch  unteriielb  der 
niderstandafahigsten  Metalle  (Stahl      -  n.lO-*°  rirraY 

Der  Modul  5,,  mißt  nach  S.fi33  die  Querkuntraktmn  eines  Zjlindere, 
dessen  Achse  in  eine  >Janptachse  fällt,  bei  longkudmalera  Zug.  Er 
gUt  als  der  Regel  nach  negatir:  der  Qaerschuitt  des  Zylinders  ?er- 
Ueinerfc  uidi  bei  lilngszag.  Vontehfiide  Zueemmenridlnng  ergibt  dee 
ftbemMdimde  Beenltet,  deft  KneteDe  faffcommen,  liei  dnen  eine 
Lftngedeknnng  Ton  einer  YergröBernag  des  Queredmütee  be^ 
(^tet  wird. 

An  Steineelz,  Sylvin,  Natriamchlorat  hat  Koch^)  Beobachtungen 

Ton  Biegnngsmoduln  nach  der  S.  728  beschriebenen  Methode  mit 
StähpTi  von  den  S.  740  charakterisierten  Orientierungen  I  und  II  an- 
ge?*teilt.  Die  von  ihm  erhalteuen  Resultate  lassen  sich,  wenn  man  die 
bezüglichen  Modul  werte  in  5^  und  5^  abkürzt,  schreiben: 

Stetnsals  ^-24,aiO-'S  «n-^^AlO-»; 

SylYin  24,9    ,  47,8  « 

NetrinmoUofat       24^7  31,4  „ 

Diese  Zahlen  iiegnn  den  aus  obiger  Tabelle  bei  Hückaicht  auf 
die  Bedeutung  von  s,,  folgenden  ziemlich  nahe. 

Beckenkamp')  erhielt  nach  derselben  Methode  für 

Kalialaun     #,-55,8.10-«»,    %- 31,4.10" 
Chromakan    —  62,3    „  —  Ö6y5    „  .  — 

Ffir  den  Modul  (5)  der  kabischen  Kompression  erhält  man  aus 
den  S.  741  zasammengectellten  Werten      und  s^^ 

Flußspat  (Ä)-   11,61. lO-i», 
Steinsalz  40,44  „ 

Sylvin  72,45  „ 

Natriumchlorat  146,1  „ 

Pyrit  11,07  „ 

Der  für  Steinsalz  (NaCl)  erhaltene  Wert  von  {S)  stimmt  mit 
dem  Ton  J^ekanb  tmd  Jimes  beobachteten  und  8.  721  anfgeftiirten 

i)  K.  M.  Koch,  Wied.  Ann.  Bd.  18,  p.  325,  1888. 

^  J»  Beckenkamp,  Zeitschi.  f.  Krist.  Bd.  IS,  p.  31,  1887. 
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«ehr  gut  Überein.  .Um  so  mehr  übermsclit  die  Differenz,  die  sich  bei 
Sylvin  (KCl)  ergibt.  Etwas  besser  schließen  sich  die  Torstehenden 
Zahlen  an  das  S.  720  erwähnte  Resultat  von  Böntgm  und  Schrinder 
an,  wonach  dip  Differenz  der  Werte  (S)  für  NaCl  nnd  KCl  21,4.10-" 
betragen  sollte;  aber  auch  hier  ist  die  Übereinsti m mnng  keiae  roll 
befriedigende. 

Daß  natHrliche  S^lvinkristalle  gelegt  t  thch  starke  elastische  Ver- 
schiedenheit zeigen,  haben  direkte  Bf>  baclitungen  gelehrt.*)  Es  mag 
also  immerhin  die  Verschiedenartigkcit  des  bei  den  verschiedenen 
Beobachtungen  benutzten  Materialfl  mitspielen. 

Ferner  läL  daran  zu  erinnern,  daß  bei  den  Kompre^ionsbeobach- 
tungen  von  Mkhards  und  Jims  enorm  starke  Dmeke,  bei  den 
MewBBgea  der  Biegungen  und  Drillung  äaBerst  geringe  war  An- 
wendung kommen,  nnd  eine  genftgende  Kontrolle  der  Pkoportionelitit 
flwieehen  DeÜBimetionen  nnd  Dmäen  für  Sylvin  nieht  Toriiegt 

Weeentiieher  kommt  aber  wobl  nodi  in  Betracibt)  daß  nek  gemSB 

der  S.  718  allgemein  gemachten  Bemerkung  unter  ünistanden  der 
Modtil  ( S)  ans  denBeeultaten  der  Biegunga-nnd  Drillungsbeobachtungen 
nur  sehr  ungenau  bereebnety  nnd  daft  ein  eoloher  Fall  diaetiaeher  Art 

bei  Sylvin  vorliegt. 

Behalt  man  fllr  die  Dehnnngsmoduln  in  zwei  speziellen  Richtungen 
die  BozrichTiTinrron  IT  nuA  fr  von  S.  740  bei  und  nfnnt  d»^n  Diiilungs- 
modul  iiir  v\ii>:-n  parallel  einer  Hauptachse  oneiiiierten  Stab  1,  so 
drückt  sich  («S ;  durch  diese  direkt  beobachteten  (großen  aus,  wie  folgt^ 

(Ä)-8(4ö-(»K+r)). 

Ist  nqn  4G  mar  wenig  Ton  W+T  femdiiedeny  ao  ist  die 
Ckaiauigkeit  ton  (S)  sehr  viel  Ideiner,  als  die  der  direkt  beobaehtelen 
Oröfien. 

Dieser  BUl  liegt  bei  Sylvin  ror;  bier  ist 

4(?-204  iü-i«,    IF  +  T- 180-10-'% 

die  Diflferenz  24  10"'"  ist  also  nur  etwa  ein  Neuntel  von  4 Cr. 

Wire  W  und  T  absolnt  richtig  bestimmt^  und  nur  G,  und  nur 

um  ein  Prozent  unrichtig,  so  würde  hierdurch  allein  (S)  schon  um 
9*/o  unrichtig;  dazu  kämen  datin  die  Wirkungen  fehlerhafter  Be- 
stimmungen von  H'  und  7 ,  so  daß  die  Unsicherheit  von  (ß)  leicht 
20  7o  ond  mehr  erreichen  könnt«.  — 

Aus  den  S.  741  angegebenen  Moduln  iuigen  gemäß  den  Formeln 
(444 j  nachstehende  Werte  der 

1}  W,  Voigts  WnA.  Ann.  Bd.  tft«  p.  665,  1888. 
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BlftstisitittkoiiBUiiteii: 


FIoBtpat 

Steinsalz 

Sylvin  -r-  » 

Nairinmchlorai  6,63 

Pyrit  36,8  , 


16,7. 10», 

4  77 

:i75 


^18 


-  4,57  . 10», 

1,32  „ 
0,198  „ 

-2,14 

-4^83 


9 


»3,45.10% 
1,29  „ 
0,655  „ 
1^2  „ 

10,75  „ 


Die  Koustauton repräsentieren  elastische  Widerstsindo,  insofern 
große  Ziihhverte  kleine  Defonnierbarkcit  auödrücken,  und  nnigtkolirt. 

Was  die  auf  der  Annahme  nnpferichteter  molekularer  Wirkungen 
beroheuden  Relationen  (434)  angeht,  so  reduzieren  sich  dieselben  hei 
dem  regnlaren  Syiteiii  auf  die  einzige 

IHetelbe  iit  bei  Steiiuals  angeDiheri,  bei  den  andem  KriataUeii 
aber  ganz  und  gar  nicht  erfüllt.  Wir  baben  also  bei  einer  molekularen 
Theorie  audi  du  regidSre  Syetem  ron  der  Riehtang  abhängige 
Molekularkräfte  zugrunde  zu  legen;  dies  leuchtet  Ton  vornherein  ein, 
da  ohne  solche  das  Wachstum  eines  ErietalU  in  aeiner  indmdneUea 
Struktur  kaum  verständlich  ist 

§  S73.  Geometrische  Yeranaohaulicliungen.  Gemäß  dem  S.  737 
allgemein  Bemerkten  soll  die  Veränderlichkeit  des  elastischen  YerhaltenB 
regulärer  KriataJle  mit  der  Bichtung  durah  eine  geometriaehe  Eofft- 
straktioin  dea  aUgemeinen  0aimimgs-  oder  Biegungsmodnla  und 
anBerdem  dei  DriUnngamodoIa  ^  {s^^  +  ftr  eioeii  Enifliylmder 
Tonaiiaohaiiltcbt  werden. 

I'ignr  169a  ateUt  f&r  Flnßapat  den  Yeflanf  von  aj,  in  einer 
Hanptkooxdmatenebene,  Figur  169b  deigenigen  in  der  Halbierungsebena 

dea  Winkela  zwischen 

zwei  Koordinaten 
ebenen  dar.  Gleiches 
liefern    die  Figuren 
lTnau.bfär4-(Ä;,-f<.). 

Die  Kreise  sind  hinzu 
gefügt,  um  den  Yer- 
laiif  der  Knrren  und 
anoh  den  MaÜatab  der 
DarateUnng  deufücher 
zu  machen;  zu  letzterem  Zweck  ist  jeder  Figur  der  Wert  des  bezüglichen 
Moduls  beigeaehrieben,  welcher  der  Liage  B  dea  foiaradhia  cmtqpiiohL 


n«.  169«. 


Fi«.  1Mb. 
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Stellt  man  Yon  den  Kurren  (a)  drei»  Ton  denen  (b)  sechs  Ab* 

bilder  dar  und  fugt  sie  in  den  gegenseitigen  Positionen  der  Koordi- 
natenebenen und  der  nalbiernngsebenen  der  zwischen  je  zwei  von  ihnen 
befindlichen  Winkel  zusammen,  so  erhält  man  dadurch  dio  (Jerippe  der 
Oberfliii  hen  f?,',  =  r  und  {  {s^^  t;^^)  =  r.  Die  erste  Obertiäche  ähnelt 
einem  abgerundeten  W  ürfel,  die  zweite  einem  ebensolchen  Oktaeder. 

Die  Schnitte  lüO  a  u.  b  haben  eine  große  Äiinlichkeit  mit  den 
Knmn-  fÖr  M^  Figur  145  a.  146  auf  8. 514,  welche  nach  den  Beob> 
aefatüngen  Ton  Weifi  du  toroniagnetisclie  Yerludten 


VI»lfObb 


wiedergeben.  Ebenso  entspricht  die  aus  ihnen  7n  bildende  Obcrfläclie 
unserer  Flache  s^^  =  r.  Es  Hegt  in  der  Tat  eine  nmere  Verwandt- 
schaft vor.  Das  loDL'itndinale  magnetische  Moment  folgt  nach  Formel 
(372)  auf  S.  521  in  seinen  ersten  maßgebenden  GÜedern  bezüglich 
der  Abhängigkeit  von  der  Richtung  demaelbezL  Qeeets,  wie  s^. 

Endlich  ist  in  Figur  171  die  Abhängigkeli  des  TornonsmodnlB 
%  eines  ZyUndera  Ton  ülir  geilnoktem  elliptifcli«n  oder  leehiecldgen 
QneiMluiitfe  Ton  der  Lage  der  größeren  Qnei> 
dimenaion  dargestellt^  ftUi  die  Zylinderachae 
in  einer  zweizähligen  (elastischen)  Symmetrie- 
achse des  Kristalls,  z.  B.  in  der  Halbierungs- 
linie des  Winkels  zwischen  der  Y-  und  der 
Z-Achse  liegt.  D^r  Ausdrack  (439)  für 
wird  in  diesem    alle  zu 

«M—  »44+  (^(ßit  -  »m)  —  »44)  ""»V, 

falls  tp  den  Winkel  zwischen  der  größeren 
Qnerdimension  und  der  X-Achse  bezeichnet* 
Eb  ist  gewiß  anffidlend,  daß  die  bloße  Yer&ndenuig  ^der  Richtung  der 
gr5ßei«n  Qaerdimension  einen  so  «normen  Einfloß  aof  den  IhiUnng»- 
modnl  flbt^  wie  dies  die  Figur  171  hesrorfareten  lißi. 


Beiläufig  mag  hervorgehoben  werden,  daß  in  dem  allgemeineo 
Aoadruck  für  s'^^  und  dem  Tonteh enden  spezieUen  für  s'y^  die  drei 
Hauptmoduln  in  so  viel  unabhängigen  Kombinationen  auftreten,  daß  das 
gaeamto  elastische  Verhalten  des  Ktistells  dadnreb  oharaktensiert  ist 

§  374.  Speaieilü  Formeln  für  KristaLie  des  hexagonalen  Systems. 
Die  Hauptmodulu  für  einen  Kristall  des  hexagonuleu  Systems 
bilden  nach  S.  586  und  588  das  Schema 

«1»   «1»   0     U  0 
«11  ab  0     0  0 
0     0  0 

Für  die  Konstanten  c^^^  gilt  dasselbe  Schema,  nur  steht  iu  der 
letzten  Keihe  1  (^u  —  t^n)-  Wir  haben  also  fünf  Hauptmoduln  t^, 
h$f  •'^ur  ^1»)  *ij  ""^  ^i*^  entsprechende  Zahl  yon  Hanptkon stauten. 

Wie  schon  S  öm  bemerkt,  und  wie  unten  erneut  hervortreten  wird, 
haben  die  Kristalle  des  hexaj'onolt  ii  Systems  in  elastischer  Hinsicht 
rot&turische  Symmetrie  um  die  Z- Hauptachse;  es  wäre  also  au  sich 
gleichgültig,  wie  man  das  J!C  Achsen  breuz  in  der  zur  Z-Riohtong 
nomialeR  iBbeiie  orientifirte.  Ans  einem  beptimmten  Grand»  wolUm 
wir  indesMiL  annehmeii,  daB  die  X- Achse  iwei  Kanten  der  Ton  dm 
Minenlogen  eiigelllhrtati  ersten  aedtfeeitigeii  Saale  verbindet 

Der  Ausdruck  (428)  für  den  Biegnngs-  oder  Dehnungsmodul  in 
dner  Richtung  Z'  mit  den  Kosinns  y^,  y^,  lißt  sieh  nach  dem 
obigen  Sehema  sehreiben 

<s  -  •ii  (1  -     +  «bt   + (2«„  -f-    rz'  (i  -  y.*)  | 

oder,  wenn  man  y,,  =  cos  ^  setzt,  j  (446) 

Der  Modol  tritt  in  diesem  Ausdruck  gar  nicht  auf;  im  übrigen 
hängt  nur  von  dem  Winkel  ab,  welchen  die  betrachtete  Kiebtimg 
mit  der  Z- Hauptachse  eirtf^cbließt,  entspiQohend  der  rotatorischen 
Symmetrie  in  beziig  auf  diese  Achse. 

Für  den  Drillungsmodui  s'^^  ergibt  sich  nach  (429) 

analog  aneh  (^'7) 

-  «4i + (2  (Su  -  Sij)  -  «44)     +  4  («11  +    -  28^  -  sj  a^^y^K  1 
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Hierin  bMeiehnen  imd  ßg  di«  Eosmiis  der  Winke],  welche  die 
B'  nnd  die  D-Richtang  mit  iu  Z-Aobie  einscUiefien. 

Auch  in  diesen  Aiildrilekaii  iit  eine  rotatorische  Symmetrie  in 
iMSüg  enf  die  Achse  auage^prooben;  beide  Moduln  ändern  sich  nich^ 
wenn  man  das  X'Y'Z'-  resp.  7?7)L- Achsenkreuz  hei  nngeinderten 
Winkeln  gegen  die  Z- Achse  um  diese  Achse  dreht. 

Die  störenden  Nebenände rutigen  voti  S  725  n  781  verschwinden  für 
die  folgenden,  hierdurch  zur  Beobuchtung  empfokleuen  Orientierungen. 

Liegt  die  Eichtaug  Z'  resp.  L  in  der     Hauptachse^  so  ist 

Liegt  sie  irgendwie  normal  zur  Z- Achse,  dabei  B  in  der  Z- Achse, 
D  nonnal  dasn,  10  wird 

(H)  4- »11*  »i4-2(«ii-«i,),  «i-«4*t 

werden  die  Biehtongen  toh  S  mA  J>  Tertanaelit  (IUI  II'),  so  tMuehen 
«neh      ond      üu^  Werte  aoe. 

Liegt  endlich  L  um  45*  gegen  die  Z-Aehee  geneigt,  B  nofmal 
dasn,  80  ergibt  cdok 

(III)  •  ^-i  (•<^u+  >5,  +  »44+2Sl,). 

Werden  diese  Moduln  beobachtet^  BO  genügt  das  zur  Berechnung 

der  Hauptmodnin. 

Für  don  Drilltmp'sniudul  eines  Krni^zyliuders  mit  einer  dUTCh  y^, 
ytf  Vi  bestmimten  Achsenrichtung  ergibt  sich  aus  (4iK)) 

2  («n  +  5,s  -  2s,,  -      Y*  (1  -  y,«).  (448) 

Die  Moduln  welche  die  Wirkung  eines  allseitig  gleichen 
Drucke;^  messen,  nehmen  die  Werte  an 

Äi-Ät-^t+«it+«it,  Äi-%  +  2ii„  54-iSl-fi.-0;  (449) 

hieraus  folgt  als  Ausdrucii  für  den  kubischen  Modul  oder  diu  Kom- 
preiaihilitit 

(5)  -       +  «i,  +  2$^)  +  (450) 

Aus  den  Hauptmoduln  berechnen  sich  die  Hauptkonetanten  nach 

den  Formeln 
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Die  Gleichtingen  fllr  die  Biteusor-  imd  die  Teosorfläche  der  Moduln 
gewiimen  nach  (430)  die  Gestalt 

±  1  -  ^.(*'+  »V  +  Ib.«*  +  (2^+  + 

±  1  -  (4«„  -  »j    +    +  H»h,  -  ».i)  (462) 

beide  haben  rotaforisi  lie  Symmetrie  um  die  Z- Achse.  Für  die  ent- 
sprechenden Flachen  der  Konstanten  gilt  analog  nach  (435) 

±  1     (c,8  -  O  {X*  +  y*)  +  i  (•>  ^it  -  Cii)  (453) 

§  375.  Beobaohtungsresaltato.  Untersucht  wurde  bisher  von 
Kristallaii  des  hexagonalen  Systemes  eiiuttg  ein  sibirischer  Beryll  der 
laiappes,  aber  im  wesentlichen  gesundes  Material  lieferte.  Außer  der 
Ableitung  der  Hauptmoduln  und  -kouetanteu  wurde  eine  Prüfung  der 
(zunächst  wohl  frappierenden)  Resultate  der  Theorie  bezüglich  der 
rotatorischen  Symmetrie  der  Ausdrücke  ^446)  und  i447j  für  die 
Biegungs-  und  DriUnngsmodiün,  wie  auch  bezüglich  der  Übereinstimmung 
Ton  8^  in  den  Fällen  (1)  nnd  (U)  bezweckt  Die  Resultate  der  Beobaehr 
timgen  entspracben  mit  groBerOenttiugkeiideiiForderiuigeiiteTheorieL 

Die  gewooneiien  Hodulwerte  eind 

ifu -4,33.10-»»,    S8,  =  4,«;2.10-",   s^^«  15,00.10- ^« 
«ja- -1,34.10-",  0,84.10-"; 

di«  negaÜTeii  Werte  »i,  und      entsprechen  einem  normalen  Yet' 
halten  der  Quardilatatioa  bei  einseitigem  Druck.  Becfiglich  derKldsheit 
der  Defoimierbarkeit  liegt  Beryll  in  der  Nähe  von  StahL 
FOr  leine  EompzeeBibilititt  ergibt  üob  nach  (450) 

(5)  -  7,26.10-". 

Die  Modulwerte  ergeben  schüeüüch  für  die  Hauptkonstanten  die 
folgenden  Zahlen: 

(1^-27^10»,  Ci,- 24>U0«,  6,66.10» 
«u- 9,80.10»,  6^7410». 

Die  Molekulartheorie  ungerichteter  Elementorkräfte  würde  nach 
(434)  wegen      ="  ^      —     i  fordern 

1)  F.  Voigt,  Wied.  Ana.  Bd.  tl,  p.  474»  188T. 
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§  876.  Spezielle  Formeln  föi  Kristalle  des  trigonaleo  Systems.  749 


in  173  eine 


die  erste  Bezieliuug  ist  nur  roh,  die  zweite  dagegen  ziemlich  genau 
erfOUt.  Man  wird  daraus  scbließen  dürfen,  daß  bei  Benll  (ähnlich 
wie  nach  S.  744  bei  Steinsalz)  die  molekularen  Wechselwirkungen  nur 
in  geringem  Maße  mit  der  Richtung  yariierm. 

Zur  V  eranschaulichung  des  elastischen  Verhaltens  von  Beryll  ist 
in  Figur  17S  eine-  IferidinkaiTe  der  ObecflBcihe 
Bolohe  der  Flielie 

wiedergegeben.  Die 
besfl^^licben  Ober- 
flSchen  ergeben  sich 
daraus  durch  Rota- 
tion, der  KuTTen  um 
die  Z- Achse.  Die 
Kurve,  welche  das 
Verhalten  des  Tor- 
eioonnodub  für  ein  "»»»^ 
Priame  mit  eebr  geatreeUem  Qnenelimifc  bei  Lage  der  Brilloiiga* 
achae  normal  nir  Z-Hsnptaehae,  aber  weehadnder  Lage  der  großen 
QaerdimenaioD  darstellt,  hat  einen  'ahnlidieD  Terlaaf^  wie  ihn  Figor  171 
in  einem  amalogen  Falle  wiedergibt  — 

KiistaDe  dea  tetragonalen  Syatems  haben  aieh  biaher  noch  nicht 
in  der  zu  elastischen  Unter!?uchungen  nötigen  Größe  und  Reinheit 

auftreiben  la^isen.  Ihre  Uutersuchnng  wäre  besouders  dp'^ihfilb  von 
Interesse,  weil  die  Theorie  bei  ihnen  im  (iegensatz  ^•n  dnn  Krtstalh  n  des 
hexagonalon  Systems  keine  rotatorische  Symmetrie  df^  elastischen 
Verhaltens  um  liie  Hauptachse  verlaugt  (nämlich  8^  von  i^(fiti— Sti) 
verschieden  zuläßt). 

§  376.  SpeaieU«  Fonndn  für  UalaUe  dea  trigonalen  flyatema. 
iL  AbteUiiiig.)  Dea  Sehern»  der  Hanptmoduln  fhr  die  erato  AbteQmig 
dea  trigonalen  l^yatema  ergibt  sioli  naeh  S.  585  und  588  an 


Hb 


«14 
0 


0  0 
0  0 
0  0 

«44    0  0 
«44 

Das  Schema  der  Haa|»tko]iBta]iten  lantet  analog,  nur  ateht  in 
den  beiden  letiten  Reihen  leap.  0^,  ^4  und  l'C^t^^)* 
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Die  UDAbhiogigea  Moduln  aind  aieo 

htt  ^uf  häf  *»»  ^? 

die  EoDiiniten  entsprechen  ihnen. 

Darob  die  in  der  Symmetriefbrnel  (il/^4,<'>)  resp.  iCA*EJ  ne- 
gedrOokle  Yerfligang  über  die  HnoptkooidinetauuduNn  iai  die  Lage 
dee  betreffenden  Achsenkieiuee  noch  nicht  etndeulig  fMgeetelli  D» 

in  der  (elastischen)  Symmetrieebene  E^j  die  wegen  des  zentriech 
symmetrischen  Vorganges  mit  AJ'*>  verknClpft  ist,  der  erste  und  der 
dritte  Quadrant  dem  zweiten  und  dem  vierten  ungleichwertig  ist,  so 
iät  vielmehr  noch  die  Festlegung;  ein^^^  Hichtungsainnes  erforderlich^ 
nm  Beobachtungsresultate  auszudrücken. 

Um  dieselbe  auszufüliren,  knfipfen  wir  die  Betrachtnng  an  die 
einfachste,  dem  ganzen  System  eigene  Kristaiiform,  das  lihomboeder 
an,  und  wihlen  Ton  den  Tenehiedeneiiy  bei  einer  Snbalaiis  aofbetaiidea 
dasjenigei  daa  ana  knataHograpbiachen^  biur  nidit  an  erOrfeenideii 
Uraooban  ala  Hanpi-  oder  Gnuidrbomboeder  (-|-  R)  bemngehoben 
wird.  Ea  ist  dies  z.  B.  bei  Kalkspat  das  Spaltungsrhomboeder,  bei 
Qnarz  das  in  der  gewöhnlichen  KriateUfonn  Figur  158  S.  702  der 
Regel  nach  hervorrngend  aufgehildetc.  Wir  denken  bei  Kristallen 
mit  zweiseitiger  Z- Achse  ein-"  helif  bige  Seite,  bei  solchen  mit 
polarer  Achse  die  S.  229  detinierte  analoge  Seite  der  dreizähligen 
Hauptachse  zur  +  ^-Richtung  gewählt  und  legen  nun  das  Xy-Achsen- 
kreuz  so,  daß  die  +  T-Kichtung  aus  der  Mitte  einer  der  um  die 
H-  ^T-Achae  gruppierten  RhomboederflSchen  (+  B)  auatritt. 

Dieae  Orientierung  dea  Hnnptecbaenkrensea  gegen  dna 
Grnndrkomboeder  wollen  wir  weiterhin  Tornnaaetsen.  — 

Der  Anadnick  (428)  für  daa  Biegongamodnl  mmmt  nneb  dam 
Modolaebem«  «if  S.  749  nnn  die  Oeafcalt  an 

S'„  -  Sa  (1  -       +     V  +  (2S|,  +  s^)  y,'  (1  -  y/) 

+  2^4^1^.(3^!*-^,^);  (454) 

er  unterscheidet  sich  von  dem  für  das  hexagonale  System  gültigen 
(44G)  durch  das  letzte  Glied,  welches  die  dort  vorhandene  rotatorische 

Symmetrie  aufhebt.  Nur  für  Kicht'injTen  iiornial  zur  Hauptachse,  fllr 
welche  y^'=  0  ist,  bleibt  letztere  .Symmetrie  auch  jetzt  bestehen. 

Für  die  einem  rechteckigen  (oder  elliptischen)  Querschnitt  eni- 
sprf^chenden  Drillungsmoduln  ergibt  sich  aus  (429) 

-     H-  (2     -     -  8j  «,» +  4  (sj,  +  53,  -  2«rt  -  «Jä«  y," 

+ ^hi  L(ßßt  n  -  Ä  y«)  (72  Ä + A  yi)  - 

ai  -  *u + (»CSti  -  «Ii)  -        + 4(aii  4-  ^  -     -  O  V  V 
+ 4«i4  [(3      -  y J  (y,    + 14  y,)  -  A  A] . 
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Diese  Ausdriteke  stehen  va  den  fftr  des  hexagonele  System  geltenden 
in  dem  analogen  Znsunmenhaag,  wie  das  bezQglieh  8^  bemerkt  ist 

Was  epesidle  snr  Beobachtung  sieh  empfehlende  Orientiemngen 
der  PjAparate  angeht,  so  ist  wieder  daran  zu  erinnern,  daß  ÜBr  solche 
die  S.  725  n,  731  besprochenen  Nebenanderongen  (Biegungen  bei 
Drillung  und  umgekehrt)  verschwinden  müssen.  Die  FZ- Ebene  ist 
»'lastischo  Symmetrieebene;  Stöbe,  deren  Achsen  ihr  parallel  liegen, 
un  1  iie  in  dieser  £bene  gebogen  werden,  eutepreoben  nach  ä.  727  der 
gestellten  Anforderimg. 

Liegt  die  Siabacbse  in  der  iTZ-Ebene,  so  ist 

y^-O  and  y,*+y*'-l. 

Setzt  man  also 

—  cos  Vi    /j  —  sin  ^ 

so  ergibt  sich  aus  (454) 

*M  ^         ^  +  ^  +  (2*1»  +      <50B*  ^  sin*  V 

~>      cos  V  siu'^. 

Es  lassen  sich  somit  alle  flberhanpt  durch  Biegnngsbeobachtungen 
zu  gewinnenden  Modnlaggregate  mit  Hilfe  Ton  Sl£ben  ableiten,  deren 
Achsen  in  der  FZ- Symmetrieebene  liegen. 

Liegt  die  Stabachse  in  der  zur  Symmetrieebene  normalen  Ebene 

XZ.  sn  igt  J'«  ^  0;  hior  irilt  also  die  Formel  {4r>4^  hm  BeseitijTuni;  des 
letzten  (tH*m1ps.  Zu  einer  Prüfung  des  oben  enviihnton  Kesultates  der 
Theorie,  wonach  .«f^g  in  der  XY- Ebene  rotatorische  Symmetrie  besitzt, 
empfiehlt  sich  die  Beoljachtung  der  Biegung  au  Präparaten,  deren 
Achse  in  der  X-Hauptachse  liegt. 

Die  FftDe,  auf  welche  die  Torrionsformel  von  8.  734  anwendbar 
ist,  sind  diejeuigen,  daß  die  Stabachse  entweder  in  die  drriälhlige 
Hauptachse  (Z)  oder  in  eine  iweisShlige  Kebenachse  (X)  fSllt.  Dabei 
ist  in  Erinnerung  zu  bringen,  daß  in  beiden  Fallen  eme  Ann&he- 
rnngsbetraehtung  zu  jener  Formel  fahrte,  und  letstere  demgenülß 
einer  experimentellen  Prüfung  bedarf. 

Diese  Prüfunir  laßt  sich  dadurch  aiisfrihren,  daß  man  mehrere 
iStabr  in  rfl'  iclier  Orientierung  aller  drei  Kauten  U,  D,  L  beobachtet, 
bei  denen  das  Verhältnis  D/7?  variiert.  Diese  Prüfung  ist  bei  ver- 
schiedenen Kristallen,  die  reichliches  und  gesundes  Material  lieferten, 
durchgeführt  und  hat  zu  einer  vollständigen  Bestätigung  der  theoretischen 
Resultate  gefOhri 

Ist  der  Stab  mit  seinen  Kanten  B,  D,  L  parallel  mX^T^Z  oder 
SU  T,  Xj  Z  orientier^  so  wird  fibeieinefchnmend 
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Li^  L  parallel       D  parallel  Y,  B  parallel  Z,  80  ist 
(U)  »«-2 («11 -«Ii),  -«»-«ai 

liegt  L  panJlel  X,  B  parall«!  Y,  D  pa»ael  Z,  so  gilt 

Man  kann  hiernacli  durch  I)rQlungsb«obaditmige]i  dar  beschriebenen 
Art  nnd  #ii  bestimmen;  nimmt  man  huini  die  durch  Biegongi- 
beobeobtang^  sn  gewinnenden  Ausdriloke 

80  ergibt  sich  die  Möglichkeit  der  Ableitoiig  sämtlicher  sechs  üaapt- 

moduln. 

Für  den  Torsionsmodul  eines  Kreia/:yliiiders  folgt  aas  (4i5U) 

i(«a+«i)-%+((«ii-»u)-i«4*)0-  ya') 

+  2(si,  +  «5„  -      -*J  V  (1  -  y,«)  (467) 

-M4ytyt(**7i*-yt*)- 

Die  Moduln  «Si^,,  welche  die  Einirirkuug  eines  allseitig  gleichen 
Druckes  messen,  werden  zu 

Ä,-i8i-*ii+«„  +  ii„   fll-i^  +  2*tt,  Ä^-Äj-Äi-O}  (468) 

der  Icnbiache  Modnl  irt 

(S)  -       -i-  s„  +  2s,,)  +     .  -(4&9) 

Diese  AnsdrOek»  nnterscheiden  aieh  nicht  .Ton  den  flir  dni  bea»* 
gonale  System  gültigen. 

Zur  Berechnung  der  Hauptkonetenten  raa  den  Modnbi  {Qhren 
die  Fonnebu 


wobei 

Die  ü^leichungen  der  beiden  Modnlflftohen  lauten 

±  1  -  s,,  ix'  +       +     ir*  +  (2  5, ,  +  8  J  5«  (a?»  +  Jf») 

+  2s,,y^(3ar*-y«),  (461) 

±  1  -  (4*1,  -  «u)  C-^^  4-  y^^;  +  2  (3^  ~  5 J 
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^6  der  EoMtamtgpflftehcn  hingegen 

+  4q^fii(3««-|f*),  (462) 
±  1  -  (fi,  -  <J J  («•  +     +  i  (S  eb  - 

§  377,  BeolMoltlniiSMnillt*«.  Dar  Beobaditasg  «rind  tob 
KnstaDflD  des  trigonalen  Systems  bisher  onierzogeii  woideii*):  Kalk- 
spat (Idindisoher  Doppelspat]^  Quarz  (Bergkristall  aus  hnsiUanis<äiem 
Oesohiebe),  Tnrmalin  (tie^ErtBi  ans  Brasilieti),  Eisenglanz  (ans  Nor- 
iregen,  dasselbe  Vorkommen,  mit  dem  Bäcks^öm  seine  S.  344,  37.7 
tmd  547  besclmebenen  thermischen  und  elektrischen  Benbaclitiuigen 
angestellt  htit.)  Das  Material  der  drei  ersten  Mineralien  war  tadellos 
und  reichlich,  das  Yon  Fiisftnglanz  war  kär^oker  und  nicht  ganz  ohne 
Störungen. 

Die  iiesuitate  bezüglich  der  Moduln  sind  nachstehend  zusammen- 
gestellt 

Eiastizitätsmoduin: 


«n- 11,1410-» 

i^-17,13.10-» 

««-39^2.10-» 

Qiians 

12,78  „ 

9,71  „ 

19,66  „ 

Tur  malin 

3,91  „ 

6,12  „ 

14,84  » 

ElM^g^"** 

4*33  ^ 

11,70  „ 

Kalkspat 

^11  3,67.10- 

 4,24.10-", 

*u=+  8,98.10- 

Quarz 

-1,63  „ 

-1,49  „ 

Tunnelin 

-1,01  „ 

-0,16  „ 

+  0^7  „ 

lÜsenc^sns 

-1,00  „ 

-0^8  „ 

+  0,78  „ 

Für  die  Deformationsmodnln     bei  allseitig  gleichem  Druck  nnd 
die  £ompnssibilitifct  {8)  ergibt  sich  hienos  die  folgende  Tabelle 

Kalkspat    5j- 5, -3,23.10-»,  5,  =  8,66.10- (Ä)  -  15,11.10-», 

Quarz                    9,61    „  *  .  6,73    ^  25,95  „ 

TnnuHlin                2,74    „  5,80    „  11,28  „ 

Eiseni^siis             3!,10    „  3,89    „  10,09  „ 

1)  W.  Voigt,  Wied.  Aiin.  Bd.  M,  p.  474,  18Ö7;  Bd.  ä»,  p.  412,  1890  (bctritft 
JEftlkspal  unter  Heranziehung  neuerer Beobachtoogen  von  G.  BautngarU*i)i  Bd.  41, 
p.  71t,  1S90;  Ann.  d.  Fbjt.  Bd.  92,  p.  IM, 

T«le*.  KMdlpfeyilk.  48 

♦  • 
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Hieraus  würde  B\rh  für  Quarz  eine  beträchtlich  größere  Kom- 
pressibilität erstehen,  als  lür  Kalkspat,  wa?  wob!  imerwart^'t  ist  Tm'l 
jedenfallß  zeigt,  daß  man  von  der  iiarte  des  Kristaiia  keuieu  iScliiut^ 
auf  dessen  Deformierbarkeit  ziehen  darf. 


Turmalin 
Eisenglanz 


E  UsiUi  tStflkons  tauten: 
1^-13,97. 10*,  e^-.  8,12. 10»,  c^=3,49  10% 
8,G8   „  10,75 
27,54  „  16,38 
24^7     «  23,2 


n 


EalkBpit  + 4^66.10*,  ->  +  4^60  •  10% 

Qnan  +0,71  „  +1,44  „ 

Turmalin  +  7,04  „  -h  0,90 

Eisenglanz  +  5,6     „  + 1,6 


5,82  „ 
6,80  „ 

8,7  „ 
Ci4--2,12.10% 

+  „ 
-0,79  „ 
-1,3  „ 


  k   

Diese  Zahlen  geben  wiedenim  AnfaehlnB  darflber,  inwieweit  die 
Wechselwirlrangen  iwieehen  den  Molekülen,  «nf  welchen  die  im  IL  Ab* 

achnitt  auseinander 
gesetzte  Theorie  der  Ela- 
stizität beruht,  mit  der 
Richtimg  variieren.  Wir- 
kungen von  kugeliger 
Symmetrie  würden  nach 
(434)  die  Beziehungen 
fordern 


Die  AbweiGhongen 
der  beobachteten  Werte 
von  diesen  Foimehi  sind 
im  allgemeineil  sehr  stark; 

doch  kommen  auch  ein- 
zelne Fälle  nnprenäherter 
Überemstimmung  vor;  so 
erfüllt  Kalkspat  z.B.  die 
Beziehung  Cjj^3cjj  sehr 
genau. 

Zur  YeTaDSohan> 
liebnng  der  elastiseheii 
Eigenschaften  von  einigen^der  nntennehten  Kristalle  werden  nachstehend 
wieder  spesielle  Schnittkarven  Ton  ModoMScheii  mitgeteül^  und  awar  f&r 


Fif.  176. 


Digitized  by  Google 


%  BeotMohtongizamlfaia. 


16b 


.lltL 


iwn  KnvtoUe,  die  sieh  anlhUend  Tcraehiedoi  TOilulten,  nSmUeli  fitr 
Ealkapat  und  TarmalixL  Braterer  gibt  seihr  siwrk,  letartsier  nlaftiT 
schwach  mifc  der  Riehtong  Tarüerand» 

VerhültTtisse. 

Fip^ir  174  a  u.  h  stellen  für  Kalkspat 
den  Verlauf  der  Funktion  Sj,  =  r  in  der 
TZ-  und  X^- Ebene  dar,  Figur  175a u.b 
analog  denjenigen  von  ^  (s^  +  SjJ  —  r. 
Ftgnr  176  gibt  äM  Gflfati  dw  DriUnngs- 
modnls  s'^f  wenn  die  Lfagiwchi»  Z'  des 
PrftpfttmteB  in  dia  X'AshtB  fSXÜk,  waA  die 
grofie  Qaerdimension  wechselnde  Lage 
gegen  den  KristaU  hat.   Figur  177 — 179 

geben  das  Analoge  für  Turmalin.    Die  Gesetze  fttr  5,5  nnd  \  (s^  +  s«) 
sind  in  (428)  und  (430)  aathelten;  das  Gesetz  für  $^  unter  den  ge- 
machten A^orausset- 
zungen  folgt  aus  (421)) 

wegen 

sn 

«i-»i4+(2(«u-«is) 

wobei  fi^  und  dieRiolb* 
tangskonmui  der  iVDi- 
mension  gegen  die  T-  und 
die  ^Achse  bezeichnen.  ' 

Das  Gerippe  der  Oberflächen  s^-^r  und  \(s^ -f  «^'J  —  r  erhSit  man, 
indem  man  von  den  Kuren  a  drei  Abbilder  in  nm  120®  gegeneinander 


ii»iia 


Vif.  in. 


gedr^ten  Positionen  zusammenfügt  und  zwischen  sie  drei  Abbilder  der 
d-Knxren  bfingi  Die  Oberfliehen  Shnehi  abgerundeten  Rhomboedem. 


48* 
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§  378.  Naohweis  der  spesiflaohen  elastisohen  Symmetrien  für 
Kristalle  des  trigonalen  Syatems  (II.  Abteilung).  Das  Schema  der 
Haoptmodoln  ist  hier  naoh  S.  586  imd  588 


«Ii 

«Ii 

0 

0 

0 

0 

0 

u 

Dm  Sdienw  der  HaaptkonftMitea  ist  im  wetenflidiflii  daiwJlw^ 
nur  steht  in  der  btrten  Eolomie  an  Stelle  toii  2%^»  ^«u»  ^(«u  — fit) 

Die  Schemal»  enthalten  aieben  Parameter,  &  B.  also 

«II»     htf     *44>     «ll>     «Ii»     «14»  %>• 

Die  ürientierimg  des  ilauptacheenkreuzes  mag  ebenso,  wie  bei  <ieu 
Kristallen  der  ersten  Abteilung,  gemäß  dem  S.  750  Gesagten,  mit 
Uilfe  dea  Gruudrhomboeders  (4-  Ii)  voigenommeu  gedacht  werden 

Das  besondere  Interesse,  wekhes  die  Kristall»  dieser  (zweiten) 
Abteilung  des  trigonalen  Systems  in  elastischer  Hinsicht  bieten,  ist 
dnndi  das  Anftrsten  der  Parameter  resp.  beseichnet,  welefass 
die  sweite  Abteilnng  von  der  eisten  unterscheidet  nnd  anf  dem  Aus- 
fallen der  zur  dreizähligen  Haaptachse  J.,^')  normalen  aweirthligen 
Nebenachsen  (von  der  Art  ron  -4,^*')  beruht.  S.  594  ist  ausgeführt 
worden,  daß  die  geometrische  Bedeutung  dieees  Parameters  dahin 
geht,  daß  die  Kristalle  der  zweiten  Abteilung  zwar  dieeelhen  elastischen 
Erscheinungen  zeigen,  wie  diejenigen  der  ersten  Abteilung,  also  auch 
drei  durch  die  Hauptachse  gehende  elastische  Symmetrieebenen  auf- 
weisen, daß  aber  die  Orientierung  dieser  Sjmmetrieebenen  gegen  den 
Kristall  nieht  mehr  diirdi  die  kiistallographisQfae  Symmetrie  bestimmt 
wird.  Da  nnn  anders  KoUisionseigensehidteiv  als  die  Elastiaitft^  ins- 
besondere die  Spaltbarkeity  bei  Kristallen  der  zweiten  Abteüang 
ebenso  anftretrai  wie  bei  denen  der  ersten,  d.  h.  mit  zwei^lhligen 
Symmetrieaehsen  wie  AJ*^,  so  bietet  sich  die  Frage^  ob  die  elastischen 
Vorj^nge  in  ihren  Symmetrien  mit  diesen  Kohiisionseigenschaftcn  oder 
aber  mit  den  (allgemeineren)  kristallogiaphischen  Symmetrien  über- 
einstimmen. ^) 

Ein  zur  ünterauciiung  dieser  Frage  sehr  geeignetes  Mineral  ist 
Dolomit,  über  den  S.  205  bereits  gesprochen  ist  Derselbe  unterscheidet 

i)  W,  Fo^  Wied.  Ann.  Bd.  40,  p.  6iS,  ISM. 
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sich  in  seinen  SpaltongsYerhäitiiissen  anscheinend  gar  nicht  vin  dem 
der  ersten  Abteilang  zugehörigen  Kalkspat j  das  gelegentliche  Auttreten 
gewisser  ZnsebSzfimgsffiUdien  (s.  Fig.  110  auf  S.  265),  wie  auch  der 
Habitas  der  Ätzfiguren  (s.  3.- 109)  ]IBt  aber  Mine  ZugehSrigkeik  zu 
der  sveiien  Abteihmg  erkennen. 

Es  war  nicht  möglioby  Ton  dieeem  Mineral  Material  an  beeehalfen, 
welches  zu  einer  Bestimmiuig  sämtlicher  elastischen  Parameter  aua- 
gereicht hatte;  auch  war  es  nicht  angängig,  Präparate  herzastelleni 
welche  nach  S  725  reine  Biegungen  gestatteten;  doch  gelang  es  mit 
hinreichender  biciierheit,  die  oben  ji^estellte  prinzijiiolle  Frage  dahin  zu 
beantworten,  daß  die  elastischen  Verhältnisse  von  Dolomit 
der  Symmetrie  des  Si)altnngsrhomboeder8  nicht  entsprechen. 

Über  die  Mptlio  hi  der  Beobachtung  ist  kurz  fol^endeö  zu  berichten. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Bieguugsmodui  lautet  hier 
nach  {42S) 

-  «kl  (1  -  y.  V  +   n*  +     + •  J    a  -  n*) 

+  2su  y.n  (3n'  -  n*>  +  ^h,  nn  (3^*  -  y,')  •  (468) 

Das  Material  gestattete  aber  nur  die  Herstf'llnnc^  von  Stäben,  deren 
Längsrichtungen  sämtlich  in  einer  um  —4ö°  gegen  die  X  F- (Äquatorial-) 
Ebene  geneij^ten  und  zur  l'Z  Ebene  normalen  Ebene  lugen. 

Für  alle  Kichtungen  in  einer  solchen  Ebene  ist  nun 

und  wenn  man  den  Winkel  ip  einftlhri^  welchen  eine  dieser  Richtungen 
mit  der  X-Adue  etnwshliflß^  ^ 

^i-.eoa9>,  y,-.-L8iny--y,. 

Hiemaoh  liefert  (4G8)  für  die  in  Frage  etehendan  fiiehtongeii 
das  Gesetz 

«II-  («11+  ^«u-  «IS-  «a'^P 

+  (-^u  +  ^  -  -  +  14su) }  sin*  9  (464) 
+  %  ^  )/2  (5  sin*  9>  —  2)  OOS  9>  sin  9). 

Das  letzte  Glied  desselben  ontenoheidet  die  Formal  toh  dam  fIBr 

Kristalle  der  ersten  Abteilung  geltenden  Ausdruck.  Die  ersten  drei 
Glieder  besitzen  eine  Symmetrie  in  bezqg  auf  die  zur  X-Achse  parallele 
und  die  dazu  normale  Richtung,  das  letzte  Glied  zerstört  dieselbe; 
seine  Exintenz  ist  also  nachgewiesen,  wenn  zwei  G?ttfun«^Mn  von 
Selben,  deren  Längsaoheen  in  der  beschriebenen  Ebene  und  in  zur 
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X-Adiae  ^jrnmiBkriseliaii  Orieaftienmgain  liegen,  reiMliudniB  Biegong«- 
modidii  liefern. 

Die  an  Dolomit  eiigeitelli»ii  MeMungaii  hftbea  diee  Beenltek  er- 
geVeo;  eoniit  etimmt  in  der  Tai  bei  dieeem  lleteriel  die  Symmetrie 

der  Spaliui^flächen 

nicht  mit  der  ela- 
stischen äjmm^ne 
übereiu. 

Um  dies  Ergebnis 
direkt  anschaulich  zu 
machen,  eind  in  Fig. 
180a  181  dieKsTven 

mel  (464)  zunächst 
fOr  Dolomit  nnd  so- 
dann  fü.r  Kalkspat 

mit  den  aus  den  Be- 

llf.lML  l||.iai.  obachtung'«Ti  folir^n- 

deii  I*arametera  kou- 

siaruiert.  Man  erkennt,  wie  die  Kurve  r  =  sjj  für  Kalkspat  zwei  Sym- 
metrielinieu  parallel  und  normal  zur  X-Achse  heäitzt,  diejenige  für 
Dolomit  aber  niehi 

§  379.  Spezielle  Form oln  für  Kristalle  des  rhombischen  Systems. 
Das  System  der  Hauptmoduln  für  einen  üristiül  des  rhombiaohen 
Systems  lautet  nach  585  und  588 

•u   *it   *i»  ^ 


0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 
0 


und  das  der  Haaptkonstanten  ist  ihm  genau  i^ch.  Wir  liaben  sonaeb 
nenn  Modoln 

*u>  hif  ^»  ^uf  *«6i  hat  ^u*  hu  hi 

und  die  entsprechenden  Konstanten.  Trotz  der  grofien  Zahl  der  Para- 
meter liegen  hier  die  VerhSltnisse  fQr  die  Beobachtung  rebtiT  *»ffff»l^ 
Das  deeeia  dea  Biegnngamodnls  wird  naeb  (428) 

«is  =  «11     +  «n  Vi  +  %  ys*  *  (465) 
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4Mjenige  de«  DnllaiigpmodiilB  naoh  (429) 

+  8  («83  /^S  ^2      >'3  +  «31       ?'3  ßi  Yl  +  «18      Tl  ß»  'A^  (4Ö6) 

+        +       +  %  (An  +  y.A)' + ißiY»  +  nA)*> 

wlhraid      lüerans  durah  Yerteiiaehiuig  Ton  ß  mit  «  fiilgi 

Für  BeobMÜiiiuigen  toh  Biegung  und  DnUmig  empfohlen  eieh  in 
enter  Linie  diejenigen  Orifintierangeny  bei  denen  die  sSoiten  dei  pm- 
matieehen  Präparates  sämtUdh  mit  sweisShÜgen  Hanpteehten  nuaounen- 
faUen,  nnd  bei  denen  die  stSienden  Nebeninderimgai  Tenohwinden. 

Wir  erlialteo  auf  diese  Weise  sechs  Orientierongen,  die  wir  naoh 
der  Lage  der  Lingsriditang  des  Pr&pantes  ordnen.  So  ergibt  eieh 
folgende  Tabeile. 

(T)  Ü|Z,  BIT,  DlZi 

a)  i-li,  BIZ,  D\Y: 

*44"'m>  hi^Hii 

(U)  LIY,  B^Z,  D^Xi 

•m"^»     •44"*<UI  •»"^J 

(U)  i|r,  BIX,  D\Z: 

*  t  9 

ht^hät  ^"'u» 

(m)  2>|ir: 

•  '  •  I 

«44—^,  ««f'tf4A; 

(in')  7.  II  z,     Ii  r,  D 11 X: 

Die  Drilluugeu  ämd  dabei  streug  nach  den  i^orineiu  von  S.  734 
zu  berechnen. 

Zu  Beobachtungen  von  Biegungen  empfehlen  sich  weiter  durch 
das  Fehlen  der  Nebenwirkungen  Orientierungen,  bei  denen  B  in  eine 
HftnptaehM  fiUt,  nnd  L  reep.  D  in  der  Bhene  der  dasn  nomalen 
Aehien  liegen.  Hier  gilt 

(IV)  .B\X, 

-    ri* + yt*4-  (2^ + s J  ytVi*» 
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(V)  £IY, 

««  -  <i»  n* + -kl   + (2% + H,) 

(VI)  B|^,  y^'+y.'^l: 

-      +      +  (^«11  +  %)  nVi'- 

h»  FoniMlii  weirden  am  tittfiiehstei,  wenn  man  dabei  reap. 

n-n-i/>^2, ... 

macht,  <1.  h.  die  Achsen  der  Stäbe  in  die  lfalbi*>ninfrsliniHn  der  Winkel 
der  Hauptachaen  legt;  doeh  ist  in  beaug  hiemof  mit  dem  Materinl  an 
rechneu. 

Sechs  Biogungs-  uud  drei  Drülungabeobachtungen  genügen  zur 
Ableitung  sämtlicher  Hauptmoduln. 

Ffir  den  DriUimgRDodiil  einei  EreiaBjIuMlen  mit  eiiur  dnndi 
;'s/  Ts  g^g^^^  Aehaemiehhmg  liefert  (480) 

FOr  die  Moduln  8^  nnd  die  Eompressibilitft  (5)  bei  aUaettig 
giflieiiem  Drnek  gUt 

Äf^-^^-flii-O,  (Ä)-»„  +  «„+a^+2(«^  +  «bi  +  «i«)- 

Die  Gleichungen  der  Modulflachen  werden  nach  (486) 

Ans  den  Moduln       berechnen  sich  die  Konstanten  nach 

den  Formeln 


6c 


Ut 


wobei  (470) 

0  «  5jj 

Die  OleicboDgan  der  Eonatantenflleheii  werden  aftblieMieh  naeb  (485) 
±l-<^«*+---   +2{€^+2cJy^g*i"-'  ^^^^^ 
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§  380.  BMbooiitQngneBiilteto.  Der  Beobaehtong  sind  bisher 
iBr  daa  rhombiselie  System  ErisUUe  toh  Topas  (ans  Sibirien),  Baryt 
(ansGnmberlandX  Aragonit  (ans  Böhmen)  untenroifen  worden,  samflieh 
in  gesundem  and  wenngleieh  nielit  reiebliohemy  so  doeh  ansrsiehendem 
Material.^) 

ElaBtiaitätsmoduln. 

Topas  Sij=  4^10-'»,  s^^  3,46.10-*»,  5,,-  3,77.10-», 
Baryt  16,13    „  18,57     „  10,42  „ 

Aragonit  6,84    „  12,9      „  12,0  „ 

Topas  9,06. 10-»    J^-  7,39  10-»    J^-  7,49. 10-», 

Baryt  82,8      „  34,2      „  36,3  „ 

Aragonit  23,8      „  38,2      „  23,ü  „ 

Topas  0,6610-»,  9^  0,84. 10-»,      — 1,3610-», 

Baryt  —2,46    „  -1,88    „  -8,80  „ 

Aragonit        —2,38    „  +0,42    „  —2,98  „ 

Einige  Messungen  über  Biegungsm odain  von  Baryt  hat  auch 
Niedmam  angestellt:  seine  Zahlen  liefern 

Sj4-16,4.10-»,  «a- 18,6. 10-»    «^-11,8. 10-» 

in  leidlicher,  teilweise  guter  Ühereinstimmung  mit  dem  Vorstehenden. 

Für  die  Moduln  der  Deformationen  bei  allseitigem  Druck  erhalt 
man  aus  den  obigen  8/^^ 

Topas  »  2, 1 5  10- »»,  8,  - 1,46  •  10"  »,  fi^  -  2,28  10" (5)  -  5,89  10-  », 
Baryt       5,45  „  7,31   „  6,08  „  18,84 

Aragonit    4,26   „  7,6     „         10,1     „  22,0  „ 

Endlich  lauten  die  Zahlwerte  für  die  Elastizitätskonstanten 

Top«8     eu-28,7    10%  €^,-35,6  .10",  c^-30,0  lO", 
Baryt  9,07  „  8,00  „  10,7  „ 

Aragonit         16,3    „  8,9    „  8,66 

Topas      c<4-ll,0    10%   c^=-13,ö    10%   c^,- 13,4  10«, 
Baryt  1,22  „  2,93  „  2,83  „ 

Aragonit         4,36  „  2,61   „  4^  „ 


1)  ir.  Voigt,  Wied.  Ann.  Bd.  S4,  p.  981,  1888;  Ann.  d.  Fhys.  Bd.  84, 

p.  290,  1907. 
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TopM     %-9,0  -10»,  %-Ö,6    10«,  c„-12,8  10«, 
BteTt  2,73  „  2,75  „  4,68  „ 

Anigonit        1,60   „  0,17    ,  3^0  „ 

Berahten  die  elMtischen  EneheinaDgen  aaf  molekularen  Wirk  i  _ 
Ton  kogeliger  Symmetrie,  lo  mfißten  nach  (434)  die  Besiehiiiigpeift 
gelten 

Wie  man  siehi,  weiehen  die  am  den  BeobachtoDgen  gefolgarieo 
Werte  faet  eSmtUoh  aelir  stark  von  dieeen  Formeln  ab. 


Zar  amehanlicben  DarateUinig  der  elastiachen  VerhSliniaee  jekom- 
bischer  Kristalle  sind  wieder  die  Resultate  für  zvei  Bepiisentanten 
Ton  recht  Tsraohiedenem  Verhalten  gewählt,  fttr  Topas,  der  geringe, 
für  Bary^  der  sehr  starke  Yariabilitit  der  Eraeheiniuigen  mit  der  Riäi* 
tnng  aufweisk 

Figiir  182a — c  stellt  fiDr  Topas  den  Verlauf  der  Funktion  ^^j,  ^  r 
in  den  drei  Sjmmetrieebenen  dar,  Figur  183a — e  leistet  dasselbe  fOr 
die  Funktion  ^(8^+0"«*-  184a— e  und  Figur  18da— « 
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bietm  du  Analog»  für  Baiyi  Gerippe  der  besfigliebeii  Oberflächen 
erhalt  man  durch  ZnaammenlElgen  je  der  drei  Karren  m  ihren  ge- 
forderten Poeitioneo. 


Vm  Abaehniti. 

Themoelastiiität 

§  381.  Daa  ante  lliennodTiiaiaiaelie  Vdtential  fttr.  flienao- 
elastisohe  Umwandlungen.  Die  yoratehenden  Abachnitte  beachiinkten 
sich  durchana  auf  isothermiache  Defonnaüonaa;  wir  wollen  nun  aber 
die  Einwirkung  ainer  Temperaturändertoig  mit  in  Beteaeht  sieben.^) 


Ab« 


Diea  gaachieht  nach  dem  im  Eingang  zu  dem  V.  Kapitel  Aaseinander- 
gesetaten  einfushat  durch  ErgSnaung  des  bisher  benutzten  iaothar- 

1)  Die  Grandlagen  der  Thexmoelastizit&t  sind  von  TT  Thom»on  gegeben 
worden  (s.  insbesonderi^  Qnart.  Jonrn.  of  Math.  T.  1,  p.  67,  18&7;  Coli.  Papen 
T.  1,  p.  291).  Andere  Darst^llougen  der  Grondgeaetze  rühren  her  von  N.  Schiüer 
(Journ.  d.  raas.  phja.  Oet.  T.  11,  p.  S,  1879),  M.  lUmek  (Qleiohgewiolitniutinde 
isotroper  Körper,  München  1880),  //  o.  HelmhoUz  (Herl.  Ber,  8.  Febr.  1888), 
TT.  Voigt  (Wied.  Ann.  Bd  M,  p.  IVi,  1899).  Pas  oben  Gegebene  schlieAt  sieh 
nahe  an  die  letztgenannte  Arbeit  an. 
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nuMhoi  PotentialB  dnrok  den  8. 388  av^eateUten  Anaali  tOae  dieaelb« 
Fnnktion. 

Wir  gelangen  ao  so  dem  lunftaeendepen  Anadrnck  iQr  das  erate 

tbermodynamiiclke  Potential 

Ä  und       1,2,... 6,  (472) 

in  dem  neben  der  Temperatur  i^  die  Deform ati  asgrößen  a*^  oder  .r- 
wieder  die  Rolle  cler  Unabhängigen  spielen.  Die  stallen  die  ther- 
mischen Drucke  dar  und  sind,  wie  auch  Q^y  Funktionen  der  Tem- 
peratur; die  e^^  haben  die  frühere  Bedeutung  der  isoÜieimieoben  Ela- 
atixittt^onatanten,  mögen  aber  jetzt  gleiehfidb  mit  der  Temperatmr 
Tanieren. 

Die  dieaem  Anaata  entapreebenden  allgemeinen  DrwAkomponenteii 

msg»  »tt  o  y,  i; 

^^gf  '^"Z^i    ^«"»^4»  'S'y=H, 

oder  kurz  mit       bezeichnet  werden^  wahrend  die  früheren  Symbolo 
. . .       oder       für  die  speziellen  isothermischen  Drucke  bei- 
behalten werden  sollen;  ea  gilt  alao  auch  weiterhin  gemfiA  (4) 

Für  die  Drucke  S^,  sowie  für  die  Entropie  der  Volumen- 
einheit  ergibt  aicb  nach  (109)  aof  S.  189 

*  A  nnd*-l,2,...65 

(474) 


wobei  die  oberen  Indiaea  DifiierentiAlqaotienten  nach  der  Temperatur 

beseichneu. 

Werden  bei  Besehränkuncr  auf  kleine  Temperatnrändeniniren  r 
von  einer  Anfaugstemperatur  if„  ans  die  Cf^^  als  in  erster  Aimäkerung 
konstant  betrachtet  und  die  ^  gemäß  S.  285  spezialisiert  au 

Ä-iffe**,   ft-fl*».  (476) 

•  ■www  «w 

■0  ergibt  aicn 

und  man  kann  schreiben 

2o-rJ%,  (477; 
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unter  die  spozifisclie  Wärme  der  YoliimtoeixihMt  bei  konstanter 
Defennatioii  Terstandeo. 

§382.  Das  zweite  thermodynamiflche  PotontiaL  Um  das  zweite 
thermodynamische  Potential  ^  der  Yolumeaeiulieit  zu  erhalten,  hat 
man  nach  S.  190  zu  bilden 

d.h.ako  (4T8} 

Nun  läßt  eich  nach  (472)  und  (473)  schreiben 

t  

somit  also  auch 
Aus 

folgfc  ÜBnier  naeh  der  frfihereii  Definitioa  der  isothenniiiohen  ElaetiiititB- 
modiün      «if  8. 564  dtureh  Anflöeimg  naoli 

«A---2«*»(Ä*~C*),  (480) 
und  bei  Anwendung  dieses  Resultats  ergibt  sich 

—  ft+  22ß,^^,Q,- k^^f^A^A^r  (iM.  ^^^^ 

Um  diesen  Aiudnu^  dem  in  (472)  entiudtaMn  ftr  |  mSglielisI  kon- 
fram  SU  geifeaLteii  und  den  Anschluß  an  §  168  bu  erbaUan,  eetaen  wir 

Qe  +   (482) 

A  ib 

(488) 


nnd  erhalten  so  sehliefilioh 


%  -  A  -ir^AÄ*  -  \22hk^A-  (484) 
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Hifiraufl  iblgt  fiBr  die  DflformitioiiflgrSfisit 

tür  ä  und  *-1,2,.,.6,  (48Ö; 

fUr  die  Entropie 

dftVei  bezeichnen  die  oberen  Indizes  wiederum  DiffenrentialquotieDteiB 
nadi  der  Temperater. 

Bei  BenutBong  der  Annaheningen  (475)  ergeben  die  Formeln 

(482)  und  (483) 

it\«o  4-^-2^«*«*)  -  -  A  K**,  (487) 

wobei  und  neue  Bezeicimuugen  sind.  Zugleich  wird  aus  (485) 
und  (486) 

«A«  -  1?  -  o^T  -j-^dMlS^,  (489) 

und  man  kann  nach  (43)  S.  287  schreiben 

unter      die  spezifische  Winne  der  Yolnmeneinheit  bei  konetanten 

Drucken  verstanden. 

Die  Yorstehenden  Entwieklungen  stellen  die  Verbindungen  zwischen 

dem  ersten  und  dem  zweiten  thermodynamischen  Potential  dpr  thermo- 
elüstisrhen  Veränderungen  her,  welche  bei  der  ert  tt  n  Eiiiiiilimng  dieser 
Funktionen  in  §  152  und  153  noch  nicht  geknüpft  werden  konnten. 

Insbesondere  geben  die  Formeln  (483) 

■^k''2hkQh»  ^  ^       i(;  — 1|  8, . . .  6 

und  die  daraus  durch  ümkehmng  folgenden 

den  aligenieiuen  Zusammenhang  zwisclien  den  thermischen  Drucken 
und  thermischen  Deformationsgrößen.  Ihnen  entspricht  in  dem  spe- 
ziellen FaU,  daß 
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geeetot  werden  kann,  das  Fonudlsystem 

welches  die  Parameter  der  thennisoheii  Drucke  und  der  liheniuaQlieii 
Dilatationen  verbindet. 

Ferner  Uefert  (487)  in  Verbindiuig  mit  (477)  imd  (490) 

also  eine  Beziehung  zwischen  der  spezifischen  Wärme  bei  konet  intf  r 
Deformation  und  der  bei  konstantem  Drucke.  Drückt  mau  eines  otier 
beide  der  ti^,     aach  aus,  so  erhält  man  die  weitereu  Formeln 

'  (494) 

§  388.  Die  aUgexneliienQleiohgewiehtBbedingangen  für  thermisoh- 
daetieehe  Pefarmattonen.  Die  Hauptgleichungeu  und  Oberflidhen- 
bedingungen  des  GHeiehgewicbii  IBr  deformierbare  Körper  aind  in 
§88  «.f.  für  Dmeke  beliebiger  Herkunft  abgeleitei;  de  gehen 
demnach  ebenso  für  die  frfiher  benutzten  iaotiieniueohen,  wie  für  die 
jetzt  eingeführten  thermisch-elastiachen  Komponenten.  Wir  ackieiben 
iie  demgemäß  jetsfc  in  der  Form 

Z  -  (,^  008        +     coö  iw,  y)  +  5,  CO«  (fs  a)),  . . (496) 

wobei  II  wieder  die  innere  Noxmale  auf  dem  KSiper  bMeidmei  IKo 
AusdrOeke  ftr  die  JlT«» .  • .  8ind  aus  (474)  in  entneLneiiy  und  in  ihnen 
let  t  doTOh  die  Gleichungen  der  WänneleitDng  zn  bestimmen.  Streng 
genommen  darf  man  die  Gleichungen  (495)  und  (496)  nur  im  Falle 
einer  stationären  Temperatnrverteilung  benutzen,  denn  bei  wechselnder 
Temperstur  findet  auch  kein  mrcbani-^i^ho-^  ni(->ichgewicht  statt.  In- 
dessen verlaufen  die  nnf  Temperuturilndcnuig  beruhenden  Bewegungen 
jederzeit  so  üuüurorduiiiiieh  lang.sam,  düü  man  die  sie  ausdrückenden 
Besckleuiiiguugtiglieder,  die  sich  in  den  Uauptgleichungeti  (^495)  mit 
X,  Yy  Z  verbinden  müßten,  Ternachläaeigen  kann.  Die  Gleichimg&n 
(495)  und  (496)  kOnnen  aoniii  muih  auf  einen  aeiüieli  teiinderiidien 
Temperatnraustand  angewendet  werden. 


768         VII.  Kapitel.   Wechselbexiehnngen  zvnsahw  xwei  Tenaortripeln. 


Benutzt  man  die  Anedrttoke  (474^)  für  die  DniddroiniKUieiilen» 
80  hwMn  Bich  jene  Qleichüngea  aohmben*) 

X  —  9i  00«  (n^dp)  —     OOS  (»,  y)  —  öi  «w  («> 

—  Jt,  cos  (rt,  x)  -f      cos  {n,  y)  +  Z,  cos  (n,  i?) ,  ...  (498) 

Bei  vorgegebener  Temperatur  x  lassen  sich  also  die  ther* 
mischen  Drucke  in  den  Hauptgleichungen  mit  den  körper> 
liclicn  Kräften,  in  den  O bortlächenbedingungen  mit  den 
äußern  Drtiokon  zusammenziehen  unri  als  Antoile  nn  jrren 
auffassen.  Hierdurch  erscheint  das  ihermoeiatitische  Problem  aui 
ein  rein  elastisches  reduziert. 

Bei  homogener  Tetn{)eratur  verschwinden  die  thermischen  Drucke 
M»  den  Htaptgleichungen^  die  Wirkung  der  Temperaliiribidenmg 
IftBi  sieh  hier  ToUfündig  auf  diejenige  gewiner  Oberflftchendmeke 
redasieren.  Ungekelirt  Tezediwindeii  die  thermiiiehen  UmA»  ans 
den  Grenzbedingongeo,  wenn  in  der  Oberfläche  des  Körpen  die  Tem- 
peratur nicht  merldieli  verindert  ist,  2.  B.  weil  der  K&per  eebr  ane- 
gedehnt  ist  ond  nnr  einem  Ponkfc  in  seinem  Inoeni  WSnne  sage* 
führt  wird. 

Zi^fA.  Die  allgemeinste  spannungsfreie  thernüsohe  Dilatation. 
Schfiefit  mea  wirkliehe  kSrperliehe  Erftfte  anSf  aetst  alao 

•0  iat  eine  partikuläre  Lösung  der  Haupt|^ehuiigen  gegeben  dnnh 

Xx+  «1-0,  ...  (499) 
Wir  wollen  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  dieee  Lösung 

SniäSBirr  igt. 

Em  kommt  hier  in  Betracht,  dali  die  Druckkompouenteu  X_^,  . . 
nicht   beliebi*;   vorjreseli rieben   werden  können ,  sondern  außer  den 
iJauptgleichuugeu  noch  Bedinguugeu  zu  erfüUen  haben,  die  daraus 
fließen,  daß  die  sechs  Deformaiionsgrößen  x^j  . . .  x^  sieh  ans  nur 
drei  Yerrttckungskomponantsn     v,  w  ableiten. 

Eliminiert  man  die  u,  v,  w  aus  den  die  x^, , . ,  9^  nach  (15) 
definierenden  AuidrOcken,  so  gelangt  man  au  den  folgenden  Be- 
Eiehungen*) 

1)  8.  hierzu  Fr.  Neumarn^  Beil.  Abb.  1843,  p.  M  ii.f. 
9)  a  s.  B.  0.  KSvdikoff^  Msehttttik^  Lelpdg  IST«,  p.  m. 
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wobei  die  zweimal  zwei  Formeln,  die  aus  den  hingeschriebenen  durch, 
zyklische  Vertausehimcr  von  {x,  y,  z)  folgen,  nur  angedeutet  sind. 

Dies  sind  die  Bedingungen  dafür,  daß  die  sechs  Defonuations- 
größen  x^^  . .  .  sich  gemäß  ihrer  Definition  durch  die  drei  Ver- 
rüclaingskomponeuten  ausdrücken  j  sie  liefern  die  erwähnten  Be* 
dingungen  flbr  di«  Dmdkfcompoiienieii  mid  fitr  die  Temperatur,  w«im 
man  die  jr., . . .     durch  diese  GrSBen  enedrflQiki 

In  unserm  Falle  werden  die  VerhSltnisse  sehr  ein&ohy  weil  wir 
mit  den  parlikalBran  Ltangen  ' '  A^"*  0  epeiieren  wollen.  Hier 
liefert  (489')  or^-aj^T,  dh. 

die  Bedingungen  (500)  werden  demgemäß  zu  eolelica  ftr  %  aUaitt  imd 
Unten 

Diese  Beuehmignk  Terlangen  erriehtlieh  im  aUgemeinea  das  Ver- 
sehwinden aller  swttten  Diffibrentialqaotienten  Ton  aomit  also  eine 
linelre  AbhBngigfceit  dsr  Temperator  Ton  den  Koordinaten. 

Im  Falle  lineftr  mit  den  Koordinaten  Tariier ender  Tem- 
peratur genügt  man  also  allen  Bedingungen  durch  die  An- 
nehme  verschwindender  Gesamtspannungen  ^^^^  d.]L,  es  de* 
formiert  sich  jedes  Voiamenelement  des  Körpers  ehenso, 
als  wäre  es  TÖllig  frei. 

Um  diesen  allgemeinsten  Fall  freier  thermischer  Deformation 
noch  etwas  naher  zu  ontersachen,  wählen  wir  das  Koordinatensystem 
Xrz  80,  daß  die  XI^Ebene  in  die  Ebene  konstanter  Temperatur 
f  &Ut,  also 

%  »-  »#  (503) 

geeetst  werden  kann.  Büer  müssen  dann  die  %^  lineSr  in  B  sein,  ein 
Fäll,  der  in  §  827  behandelt  ist.   Unter  Benntsung  der  dortig«n  Re- 
sultate gelangt  man  leicht  zu  dem  allgemeinsten  mit  obiger  Annahme 
Terträglichen  System  Ton  Verrflckungskomponenten 
▼otf  t»  KxMoipkinik.  «e 
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Wlhlt  man  die  Verbiiidmig  des  Kriftalk»  mit  don  Koocdinatensystem 
gem&ß  &  656  80,  dafi 

n  ^«        3«   a*»  /> 

it^  10  giM  diM  ein&elier 

V  -  +  ia^x  +  ^a^ä),  (503) 

—  -  ln(a^x^  +       —  a^je«  -f  a^Xy). 

Denkeu  wir  uns  etwa,  nm  ein  anschauliches  Beispiel  zu  besprechen^ 
einon  Kri*^tallf?tab  mit  dt  r  Aebse  parallel  Z,  ali^o  auf  eine  länps  seiner 
Ai-hse  liiieär  variierende  Temperatur  gebracht,  so  ergibt  der  vor- 
stehende Aubdruck  für  ?r  eine  Krüiiimmjg  aller  QuerFcbnitte  (^  =  konst.) 
nach  derselben  Oberlliielie  zweiteii  Grades;  dio  Ausdrücke  für  «  und  v 
gignalisiereu  Bieguugeii  aller  zur  Achse  parallelen  Fasern  (a;^koust., 
ff  konst.)  nach  Kurven  zweiten  Grades.  Trotzdem  verhält  sieb 
jedes  VolumeiielAmeiit  anfEdlendenreise  ebenso,  ale  wBie  ee  bei  der 
in  ihm  berrsdienden  Temperatur  aus  dem  Ztoeammenbange  der 
ftbiigen  geltet 

§  385.  ThennieelM  Dnu^o  ImI  -verliliidarter  Defttmaitoii.  Dem 

vorstehead  bebandelten  Fall  orduct  sich  als  der  aichtt  allgemeinere 
derjenigiB  su,  wo  die  Gesamtdrucke  s^ar  uicbt  in  dem  ganzen 
Körper  verschwinden,  aber  doch  konstant  sind.  Derselbe  erfordert 

nach  (495)  das  Fehlen  äußerer  körperlicher  Kräfte  und  nimmt  sein» 
einfachste  Gestalt  an,  wenn  in  dem  fjanzen  Kristall  die  Temperatm* 
und  die  Deiurtnation  konstant  sind.  Die  liealisierung  eines  solchen 
Zustande»  erfordert  außer  der  konstant  cjebaltenen  Temperatur  die 
Ausübung  üuL>t  itu  Drucke  aui  dio  Oberlläche  des  Kristalls  nach  dem 
durch  (4961  <largestellten  Gesetz, 

i)a  die  nach  (474*)  in  die  beiden  Teile  X^  und  zerfulieii, 
80  zerlegen  sich  anoh  die  äußern  Drucke  X,  Yf  Z  in  zwei  Teile, 
Ton  dftiifln  dar  eine  in  den  die  Wirkung  dar  Defbmalioiiy  der 
andere  in  den  Q,^  diejenige  der  Tempentei&denmg  kompenaiatL 
Ee  ist  demgemäß  keine  wesanÜiohe  Sptdalisiening,  wenn  man  dan 
letsteren  Anteil  allein  betrachtet,  a3so  die  Wiiiniig  der  TonpenAiur- 
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IndAnuig  bei  anfgehobener  Defonnatioii  nntenmeht  Hi«r  wird 
dann  (496)  zu 

X  "  (Q^CQB  tn,x)  -i-  <^^coB  (n,y)  +  ^j008(«,#)),  (504) 

und  diese  Fomnelii  beetimmen  die  ftnBeni  Dnicke,  die  ausrauben  waad, 
um  die  Gestalt  des  KristeJls  entgegen  der  Wirkong  der  gebiderton 
Temperatur  unTerindert  zu  erhalten. 

Man  siehi|  daß  diese  Drucke  gegen  das  OberflÜdieneilement  keines- 
wegs normal  und  in  Ton  dessen  Orientierung  unabhängiger  Grfifie 
wirken.  Ein  allseitig  gleicher  normaler  Druck  vermag  also 
bei  einem  Kristall  di^  Wirkung  einer  homogenen  Tem- 
pera tu  tilnderung  nicht  aufsuheben. 

Die  Verhältnisse  werden  am  einfachsten,  wenn  dem  EristaU- 
prSparat  die  Form  eines  Parallelepipeds  mit  Kanten  parallel  den  (will- 
kürliclien)  Koordinatenachsen  gegeben  isfcb  Dann  werden  die  Druok- 
komponenten  auf  die  Ij'lachen 

noimsli«:  ^i-±ft,   F,-±(?e,  2,~±Q^, 

n     ±U'    Xt^±Q,,    Y^=±Q,,    ^,=■±^4,  ipOb) 

„     ±01  X,-±^.,  Fs-±^4,  -^t-ift. 

Eine  direkte  Bestiniinuug  derartiger  thermiBcher  Drucke  durch 
die  Beobachtuug  läl  ids  auagescblossen  zu  betrachtou;  dieselben  köuueu 
aber  abgeleitet  werden  aus  Beobachtungen  Aber  die  thermischen  Dila- 
tationen und  die  isothermischen  elastischen  Moduln  gemSA  den 
Formeln  (491),  welche  lauten 

^2^ut-^i,  fHr  h  und  Ä;    1, 2, . . .  6. 
Im  Falle  geringer  Temperaturinderungen  t  kann  man  nach  S.  764  . 

seilen  nnd  demgemaB  nach  (492  )  bilden 

Fttr  die  thermischen  Dilatationsachsen  als  Koordinatenadbsen  ist 

a^—  Oj  r  =  0,  flir  d ie  therm iseheu  Druckachsen  analog  =■  q^^m Q, 
£s  ist  bemerkenswert^  daß  diese  beiden  Achsensysteme  im  allgemeinen 
nicht  znsammenfnllcTi.  Setzt  man  nämlich  das  erstere  AchsensjBtem 
¥0rauS|  so  ergeben  sich  aus  (492)  die  Beziehungen 

4»* 
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welch«  reehtB  niidit  Null  etgeben. 

Hiorans  folgt  dat  saf  den  eisten  Blick  befifemdliehe  Reenliai^ 
daß,  obgleich  das  betreffende  Ki  i ^tallpraparat  bei  einer 
Temper aturänderuAg  nicht  die  Tendenz  hat,  seine  Winkel 
zu  ändern,  dennoch  tangentiale  Drucke  erforderlich  sind, 
nm  dieselben  bei  yerhinderten  Dilatationen  nngeändert  zu 
erhalten. 

Man  wird  sich  den  Vorgang  so  erldären  köimeu,  daß  man  zunäclist 
die  freie  Düatatiou  infolge  der  Temperaturänderung  bewirkt  und 
darnach  durch  ausgeübte  Drucke  aufgehoben  annimmt  Bei  diesem 
letzteren  Torgang  wfirden  dann  Winkeil&nderangen  eintreten,  wenn 
man  auBBchliefilidie  normale  Drucke  gegen  die  Qxenzflichen  anefiben 
woEte^  und  diese  Winkelinderangen  za  Terhindern^  mllssen  die  dnrdi 
(507)  bestimmten  tangentialen  Drucke  dienen. 

§  38ß.  Zalüwerto  für  die  Parameter  des  thermisohen  Druckes. 
Um  eine  Vorstellung  vfm  der  Größe  der  Parameter  und  damit  der 
Drucke,  welche  Kristalle  ausüben,  wenn  sie  bei  verhinderter  Defor- 
mation um  1"  C  erwärmt  weixieu,  zu  gewinnen,  wollen  wir  nach- 
stehend einige  Zahlen  zuänrnmenstellen,  die  sich  gemuü  (506)  aus 
beobachteten  Elastizitatskonstanten  c^^  und  thermischen  Deformations- 
koef&zienten  berechnen. 

Beobaohtimgen',  welche  die  Berechnung  gestatten,  liegen  bisher 
nur  Tor  fdr  die  Systeme  III  bis  YIL  Bei  diesen  allen  ist  dss  ^apt- 
koordinatensjstem  so  gewählt,  daß  zugleich  a^,  ,  und  q^,  q^,  ^ 
yerschwinden;  zur  Anwendung  sind  also  nur  allein  die  Formeln 

fl'A-«»ifliH-«»t«»  +  c,3a3,    fÖrÄ-  1,2,3  (507) 

zu  bringen.  Vm  daran  zu  erinnern,  daß  die  und  sich  auf  die 
Hauptachsen  beziehen,  wollen  wir  sie,  wie  früher,  mit  gj,  g^,  gm  und 
üjj  Ojj,  bezeichnen. 

Zablwerte      ergeben  sich  nach  der  Beziehung 

fOat  einige  wichtige  Kristalle  aus  der  Tabelle  auf  8. 293.  Wir  wollen 
die  ftr  die  Temperatur  0^  C  berechnen,  wozu  die  a^  mit  den  «4  lu 
identifiziere  sind. 

Zahlwerte  Ton  iUastizitätskonstanten  für  die  bisher  untersuchten 
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EristaUe  finden  deh  in  §§  372,  375,  377,  380  sUMunnMiigMMlU)  B«t 
dieien  ZaUen  sind  di«  Drueke  als  in  Gnmm  pro  «m*  anigedrfld:!  ge- 
dacht In  gleichen  Einheiten  bereehnen  sidh  nach  (606)  nnd  (507) 
auch  die  q^.  Der  ZaUweri  10*  entBpriebi  einer  „iediniaehen  Aimo» 

Sphäre^. 

Für  das  reguläre  System  reduzieren  sich  die  Formelii  (507)  auf 
9i  -        +  «fii)  -  öi/(<it  +  2«i,)5 
nach  derselben  findet  sich 

ftr  Flußspat    ^i«.  4,65  •  10^ 
Steinsalz      -  2,86 
Syhin  -1,49 

Ffir  das  hexagonale,  das  tefcragonale  und  das  trigonale  System  wird 
ans  (507) 

Hiernach  ergibt  sich 

für  BeryU«)  0,24  10*,  flm-  -  ^»22  •  10* 

Quarz«)  -1.34  „  -+1,14  „ 

Kalkspat*)  -0,11  „  -  +  1,58  „ 

Tnrmalin  —  M3  „  —  +  1,88  „ 

Für  das  rhombische  System  bleibt  die  allgemeine  Form  (507) 
bestehen  und  liefert 

für  Aragonit  ^i- 3,27-10*,  «n- 2,81*10^,  gm- 8,16*10*; 
Topas         -S;U  „        -2,85  „         -2,28  „. 

Bemerkenswert  ist,  daß  bei  Beryll  die  negative  thermische  Dilata- 
tion parallel  der  Hauptachse  auch  einen  parallelen  (sebr  Ivlemeu) 
negatiyen  thermischen  Druck  zur  Folge  hat,  während  bei  Kalkspat 
Ijestiglleh  der  Richtong  normal  zur  Hanptadise  Analoges  nioht 

Die  ZaMenwerte  der  sind  sehr  venchieden,  nnd  der  Sinn  der 
Abweiehnngen  widersprieht  gelegentlich  dem,  was  man  erwarten 

1)  Die  Werte  der  Elaeti/itütskonstanten  sind  bei  ZimiiiertaBpecalas  bS* 
obachtet,  dürften  aber  auf  0**  C  angewandt  weiden. 

S)  ii  dod  bierbti  MtMweyte  der  auf  B.  MS  angegebenen  Salta  benuM^ 

fOr  Beryll         Oj- 10*  —  +  0,916,      «m  •  10«  »  —  1,48, 
Quarz  -J-  la,2  ^  -f  7,06, 

Jhiaikftpat  — —  6,66  —  +  86,8«. 
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möchte^  s.  B.  besOglidL  des  Rangmos  ron  Sfaiiuab  und  Bjlm 
Mbcn  TopM  vmi  QiMn  nst   Es  hingt  di«s  dMnit  sanaiimeD,  dsB 

Ewei  ganz  Ters(>lu(Mlenartige  Parameter  den  Zahlwert  der  bestüamflti: 
der  eUstifcha  Widsntand  und  das  thenniseha  DiktotionBYtrmdgaiL 

§  387.  ZaMwerte  für  die  DUltoeiis  der  epeft^sähan  WSrmen 
bei  konstanten  Dmcken  und  bei  konstanten  Deformationea«  Mit 

Hilfe  der  berechuetcu  Parameter  7  der  tlierniisclien  Drucke  kann  man 
gemäß  (493)  oder  (494)  auch  Zalilwerte  für  die  Diü'ereaz  der  '^p-'zi- 
fischen  Wärmen  bei  konstanten  Drucken  und  konstanten  Deformatiuueii 
gewinnen,  die  oben  mit  und  bezeichnet  sind,  in  der  benutzteu 
Auiiiilis  run^  aber  mit  den  Fimktiorven  /usammenf allen,  die  rfewühnlick 
mit  y^  und  7,  bezeichnet  werden.  Wir  schreiben  demgemiiü  die  ge- 
nannte Formel 

und  eriauern  dabei  daran,  daü  sieh  rlie  speziüschen  Wärmen  y  auf 
die  Yolumeneinheit  beziehen,  al.so  mit  den  spezifischen  Wärmen  r 
fiir  die  Masseneinheit  nach  S.  187  durch  die  Relation 

verknüpft  sind;  hierin  ist  p  die  Dichte  der  bubst  in/ 

Femer  sind  und  F  in  mechanischem  Maß  gegeben  zu  denken 
und  liefern  die  bezüglichen  Zahlen  c  resp.  C  in  kalorischem  Maß 
erst  durch  Division  mit  dem  mechanischen  Wärmea<|uivalent  Dem- 
gemäß würde  die  obige  Formel  liefern 

0,-0.-^*^Vft«..  (609) 

Da  wir  die  ^  in  Gramm  pro  Quadzatzentimeter  ausgedr&okt 
liabeD^  mUMien  wir  J  in  den  glelehen  Einlieiten  geben,  d.  K  benntaen 

J^- 4^7. 10*. 

Nadutekend  aind  einige  mit  Hilfe  der  Panuneter  von  8.  S93 
und  773y  sowie  der  beigeschriebenen  q  berechnete  ZaUen  fttr  0®  C  zn^ 
äammengesteUt  Der  beigefügte  Wert  geetattet,  darana  andi  den 
Quotienten  x     OJC,  zu  berechnen. 

FOr  daa  ngoUie  System  folgt  ans  (509) 

nnd  man  erhält 
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für  Flußspat      p  -  3,18,  —  C,  -  0,0051,  «-  0,202, 

Steinsalz         =»2,17,  =0,0099,  -0,215, 

Sylvin  -1,99,  -0,0053,  «»0,168. 

Ffilr  das  hexagonale,  tetragonale  und  trigonale  System  gilt 

dies  liefert 

für  BeryU      p  -  2,70,         -    -  0,00002,  C,  -  0,212, 

Onan         -2,20,               -0,00126,  -0,175, 

Kalkspat      =2,71                 =0,00088,  —0,175, 

Tormaliii     -3,12               -0,00035,  -0,245. 

t'ür  das  rhombische  System  endlich  ergibt  (509) 
und  darnach 

filr  Aragonit      p  =  2,93,         -  C,  -  0,0086,  C,  -  0,203, 

Topas            -3,54,                 -0,0005,  -0,204. 

Diese  Tabelle  ergibt^  daß  C^'-^     bei  den  uniersitcliten  Kristallen 

außerordentlich  yerscbiedene  Werte  besitzt.  Der  größte  Wert  findet 
sich  bei  Steinsalz  der  kleinste  bei  Beryll 

§  388.  Dia  Spannungen  in  einer  Krelsplatte  bei  konzentrischer 
Temperatnrrarteilung.    Die  Durchfühnmg  spezieller  Probleme  der 

Deformation  von  Kristallen  bei  ungleichförmiger  Erwärmung  bietet 

bisher  wonig  direktes  Intoresse,  da  es  an  der  Möglichkeit  der  Be- 
obachtung dieser  Deformationen  mangelt  Dazu  kommt  die  g^roße 
mathematische  Komplikation  des  Problems,  welche  sich  schon  bei 
isotropen  Medien  geltend  macht  una  in  unserem  Falle  noch  erheblich 
gesteigert  ist. 

Immerhin  haben  einige  spezielle  Fälle  für  uns  Bedeutung  weßen 
vorliegeuUer  Beobachtungen  über  die  dabei  auftretenden  piezoelektrischen 
^hregungen.  So  mag  eine  dieser  Aufgaben,  —  die  auch  an  sich 
Interesse  erweckt  —  liier  erörtert  werden,  wSlizend  eine  tuidere  in 
dem  Kapitel  Uber  Piesoelektrizit&t  behandlet  werden  mag. 

Die  erste  Aufgabe  betrifft  die  Deformation  einer  dünnen  Platte 
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infolgie  flUMT  nngleiclifSmugeii,  aiber  nonnal  bot  Mittelfliclie  nicht 

merklich  variierenden  Erwärmung.^) 

Wir  können  hierbei  nuuk-list  durchaus  die  Fcnmeln  fOr  die  ieo^ 
ihermische  Deformation  aoa  §  d39  n.  f.  heramdelieiiy  warn  wir  nur 
die  dort  benutzten  isothermischen  Druokkomponenten         . . 
jetzt  durch  die  Ueaamtkomponaatcia 

ersetzen,  für  welche  nacli  (495)  und  (496)  die  früheren  Gleichungen 
gelten. 

Wird,  wie  früher,  die  XT-Ebene  in  die  Mittelfläche  der  Platte 
gelegt  M»  iii  naeh  8.  676 

Ton  den  ttlnigai  Komponenten  kommen  bei  ebenen  Defonnationen 
nur  die  Integnle  Ober  die  Dieke  2)  der  Platte  cor  Geltung,  die  wir 
jetat  netanen 

A*» — A.  A«*' — 8. 

r  r  ^^^^ 

Die  Haupcgieichungeu  des  Gleichgewichts  lauten  dann 

die  Bedingongen  fOr  den  fiand  der  Platte,  falls  denelbe  frei  gedadii 
isty  sind 

Ä  cos  (fi,  dp)  +  H  cos  (fi,  jr)  —  0, 

H  cos  (n,  ar)  +  B  CO«  (»,  y)  —  0. 


Man  kann  denselben  genügen,  indem  man  setzt 


wobei  am  Bande 


ll-o  «.d  1^-0 


sein  muß;  die  letzteren  Bedingungen  lassen  sich  auch  ecBetsen  dnxch 

Q-0    und    1^-0.  .  (514) 


1)  Die  ente  Behandlung  derartiger  Probleme  auf  einen  von  dem 
gegangenen  abdeichenden  Wege  findet  sich  in  der  8.  768  ntMCten  Abhandlung 

von  JFV.  Neuman». 
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man  kann  somit  für  Q  in  der  S.  689  dargelegten  Weise  die  Haupt* 
gleichong  bilden  und  erhält 

-     äil»  -     äi»^  =  Ui'       + »»  Ö.  +  (^15) 

+  ^     «1  +  «»  «.  +     O  -  äl^  (««ei+  «n  öl +*!.«•)] -D- 

In  dem  Fall,  daü,  wie  in  (475),  Q^'^  q^t  gesetzt  werden  kann^ 
gibt  die  rechte  Seite  einfacher 

wobei 

«A'=(««2i  +  «*sÖ'>+ -*6l/«)^   ftrA- 1,2,6. 

Bei  Torgefebriebomn  Yerlanf  Ton  «  (^Ügen  die  Formeln  (515) 
und  (514)  znr  Bestimmung  von  Q;  aus  dem  ReBoltai  iolgon  di» 
Spannungen  A,  B,  H  nach  (513). 

Was  die  mit  diesen  Spannungen  verknüpf t**n  YerriirVnnpren  und 
Deformation s^rrößen  angeht,  so  sind  nach  der  gemachten  Anniibme 
über  die  Temperaturverteilung  in  der  Platte  u  und  v  von  e  unab- 
hängig; w  ist  eine  ungerade  (in  Annäherung  liueäre)  Ij\mktion  Ton  ä, 
also  dw/dx  und  dwicy  gleichfalls. 

Integriert  man  die  erste,  zweite  und  sechste  Fonnel  (22)  über 
dl0  Dieke  der  Platte,  so  liefern  sie  wegen  iS.^i/,— Z,— 0  und 
wegen  der  Banelrnngen  (510) 

J>y,-«^A+%B  +  %H,  (616) 

Aui  ihnen  gewinnt  man  durch  Integration  u  und  v. 

Der  ftlr  uns  nlleiu  in  Betracht  kommende  Mittelwert  für  be- 
stimmt sich  nach  der  dritten  Formel  (22)  analog  durch 

D#,-<biA  +  ^B  +  Ji|,H;  (516') 

die  mittleren  Werte  von     und     Terschwinden.  — 
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Der  Fall,  über  den  Beobaclitangieii  Toriiegen,  hak  die  Etg«?ntüni- 
lichkeit,  daß  bei  ihm  die  Platienebene  normal  sa  einer  dreoihÜgeii 
Symmetrieachse  steht,  somit  nach  S.  583  n.  588  ^i«'— ^«==0, 

2(jifjj—  Sj,)  und  n(u-h  R  '270  n.  2!^8     =  g^,,         ^  wird. 

Die  Gleichung  (,515)  luuuut  dann  die  ,^trope^  Form  au 

Bn^JQ^tti^t,  (517) 

wobei 

-^^V "  ^1?  +  ^^yl   Bad  «i-(«u  +  «ii)ft^- 

Hier  stellt  die  Verfügung         q^r  keine  Vereinfachung  des  ProblemB 

dar;  sie  mag  indessen  der  Anschaulichkeit  liulb^r  beibehalten  werden. 

Eine  partikuläre  Lösung  i^t  durch  eine  Fonktion  gegebeaiy  die 
der  Gleichumr 

genügt;  eine  allgemeinere  dorob 
wobei 

^jQfO.  (519) 

Wir  wollen  aimehmen^  der  betraditete  Zustand  babe  rotatorisohe 
Symmetrie  um  den  ICoordinatenanfong,  ee  bandele  eich  a.  B.  um  eine 
Kreiaacbeibe  mit  in  konaentriscben  Bingen  koDBianter  Temperator. 
Bezeichnet  r  den  Abatand  der  betrachteten  Stelle  vom  Nollpimk^  so 
iat  dann 

l   d  /  dQ\ 

Hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  die  Glider  der  Lösung,  welohe 
ftir  r  »  U  unendlich  werden,  yoq  Tomhereiii  ausläßt, 

r  r 

°~tf^  A»'*'-  +  A '*+»'..  (MO) 

was  in  und  die  genügende  Zahl  Parameter  bat^  um  alle  Be- 
dingungen zu  befiiedigen. 

Bodcbnet  r  »  J{  den  Radius  der  Ereiaaobeibe^  so  soll  naeb  (514) 
gelten 


9 

R 


rtdr  +  2ßiB\ 
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hierdurch  ist      und      bestimmt,  und  man  erhSlt 


Dabei  ist 


(522) 


der  Mittelwert  von  t  auf  der  ganzen  Platte, 


r 


(Ö2S) 


4lerjenige  «of  der  konsentriflchen  EjmsflSche  rom  Badiot  r. 
So  ergibt  sich  BcblieSlich 

«ußerdem  folgt  nach  (51&),  falls  d;/r  —  «»y/r  —  /I  geaelst  wird. 


B 


(525) 


Häermit  ist  die  Angabe,  die  Spamrangen  in  der  imj^ölifSniiig 

temperierten  Kreisplatte  zu  bestimmen,  gelöst.  Auf  die  Ableitoi^  der 
Ausdrflcke  itlr  die  Defonnatioiiegrdßen  und  die  Yerrflokmigen,  wollen 
"Wir  nioht  eingehen. 

§  'dS9.  Die  Gesetae  adiabatischer  Äuderuugen.  Für  die  Entropie 
der  Yolumoneinheit  liefern  die  Formein  (474)  und  (486)  die  beiden 
Ausdrücke 

-     +        Qk-i 22xk^c^M 
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wobei  di«  oberen  IndiMe  DifferantialqiiotieDten  nadi  der  Tempenttor 
beseiohiieiL   AdiabatiiGbe  ZaitandwnderangMi  amd  lolehe,  bei  deoen 

1^  einen  konstanten  Wert  bewfthrt,  bei  denen  also  swieehen  den 
oder  den      und  der  Temperatur  eine  bestimmte  Besielnmg  besteht. 
Bei  kleinen  Ten^embnSnderangen  gilt  epeueller  nnoh  (475) 

1?  -  ff««  +  ^ÜM^kj    wobei    2, -  yj»^, 

^  — -a^  r -^a^A**,  wobei  fl^— -y^/^o- 


Berfiekeichtigt  man  die  rilgemeine  Definition  d'a^^£X^dx^ 
der  Arbeit  inßerer  ErBfte  an  der  ydumeneinheit  einee  d«fonmar- 
baren  ESzpem  nnd  lieht  heran,  daß  die  Arbeit  der  inneren  Grifte 
d'o,-* "  &'a  ist,  so  lassen  sieh  die  in  den  leliten  Fomdn  aaftretenden 
Summen  an^^chaulich  denten. 

Ol«*—       für  le  —  1,  2,  ...  6  sind  die  bei  der  Xempentor- 
ändemng  nm  t*  eintretenden  thermischen  Druckkomponenten;  die 
kf'  nnrn  also  als  die  thermischen  Einhpitsdrueke  bezeichnet  werden, 
die  einer  Temperatumiderimg  t®—      entsprechen.    Demgemäß  stellt 
dann  2ik^k        Arbeit  der  thermischen  Einheitsdrucke  bei 

dem  Deformationseyetem  dar. 

Femer  sind  a^x^^Ä^^  die  thermischen  Deformationen  bei  der 
Temperaturändming  r^,  somit  lassen  sich  die  a|  als  die  thermischen 
£inheitRdeformationen  ffir       1  beaeidhnen,  nnd  ist  ^ou^  di« 

Arbeit  der  Gesamtdrueke  }Sn  bei  einer  thermiacben  Einheita* 
deform at Jon.  Dieee  Fimktionen  etellen  nach  (627)  den  meoba- 
ni  sehen  Teil  Ton  17  dar,  dem  eieb  ein  thermisoher  Teil  lesp. 

—  a^t  yerbindet. 

Adiabatische  ZustandeSndenmgen ,  die  durch  den  Zustand  gleich- 
zeitigen Verschwindens  von  t,  x^^ . . .  hindnrohftüiren,  sind  dnidi 
die  Bedingnng  ^  -*  0  gegeben,  d.  h.  duroh 

«  ^^^k^ki  (628) 

ehpTiBo  «riit  für  Ändenrngen,  bei  denen      S,,    *  gleichseit^^ 

Yersch  winden, 

(629) 

Diese  Formeln  geben  u,  a.  die  Trmporaturändeningen  r  an,  welche 
eintreten,  wenn  man  in  dem  ursprünglich  im  natürlichen  Zustand 
befindlichen  Körper  ohne  VVärmeaustaasch  mit  der  Umgebung  ein 
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System  yon  DefomiAtioiiagrSfieti  oder  Ton  Spunumgen  hervor- 
bringt. Im  erstereu  Falle  dienen  die  Parameter  der  thermiechen 
Drucke,  im  letstereii  diejenigea     der  tfaermisclieii  Defonnationen  bot 

Berechnung  von  t. 

Nach  dem  oben  Gesagten  kann  man  diese  Temperaturilnderungen 
T  nnch  durch  gewisse  (negative  oder  positive  virtuelle)  Arbeiten  aus- 
getii  ückt  ansehen,  die  bei  dem  Akt  der  Deformation  eine  Rolle  spielen. 

Es  mag  betont  werden,  daß  die  in  den  Formeln  (Ö28j  und  (i)2Ü) 
auftretenden  Defonnattoosgrößen  und  Spannungen  Sj^  die  voll- 
ständigen im  KxistalL  herrorgebraehien  beaseidinen.  Die  laasen 
sich  demgemäß  in  Strenge  nieht  aiie  den  Drucken  nach  den  For* 
mein  (22)  für  iBOthermische  VeriLndernngen,  die  ebeniowenig  nach 
den  Formeln  (20)  aus  den  Deformationen  berechnen,  denn  es  handelt 
sich  um  keine  isuthermischen  Yoigange.  Indessen  sind  die  adiabntisch 
hervorgebrachten  Temperaturandeningen  in  allen  Fällen  so  klein,  daß 
ihre  BerücksichtiL'^imt^  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln  nur  kleine 
Glieder  zweiter  Ordnung  brmgen  würde.  Betrachtet  man  überdies  in 
(528)  die  x^,  in  (529)  die  als  direkt  durch  die  Beobachtung 
gegeben,  so  füllt  jede  Schwierigkeit  hinweg. 

§390.  Anwendnng  auf  apeiieUe  FUle.  Die  Onmdformel  (528) 
eigiht^  daA  jede  Defonnationigröße  x^,  der  ein  Anteil  am  thenniechen 
Dnick  nicht  entapricht,  auch  keinen  Anteil  zur  adiabatischen  Tempe- 
raturänderung liefert.  Handelt  ea  aich  z.  B.  um  ein  mit  seinen  Kanten 
nacli  den  thermischen  Druckachsen  orientiertes  Parallelepiped, 
für  welches  nach  S.  288  g-^,  q^,  verscb  winden,  so  bewirken 
Änderungen  seiner  Flächenwinkei  keine  adiabatische  Temperatur- 
Underung. 

In  gleicher  Weise  verhalten  sich  nach  (529)  Druckkomponenten 
Sf^f  denen  keine  thermische  Deformation  entspricht.  Bei  einem 
nach  den  thermischen  Dilatationaach aen  orientierten  Parallelepiped, 
für  welchea  nach  S.  288  a^,  a^,  gleich  Null  aind,  geben  somit  tan- 
gentiale Dmcke  keine  adiabatische  Temperatoiftnderang. 

Anch  kompliziertere  Fälle,  als  die  hiermit  behandelten,  haben 
Interesse;  so  insbesondere  der  eines  längs  seiner  Achse  gleichförmig 
ppspannten  Zylinders,  dessen  Theorie  ira  III.  Abschnitt  entwickelt  ist. 
Erimiern  wir  uns  daran,  daß  Läng.sdehnung  und  Biejxnncr  durch 
Werte  bei  verschwindenden  übrigen  Druckkomponeuten  bewirkt 
wurde,  m  erkennen  wir,  daß  diese  Deformationen  der  Regel  nach 
adiabatiBche  Temperaturündcruug  liefern,  da  im  allgemeinen  nicht 
verschwindet.  (Auanahmen  sind  in  §  157  erwähnt.)  Im  FiUle  der 
Biegung  haben  aUerdinga  mit  den  Deformationen  anöh  die  Temperator- 
ändeniagen  f&r  die  beiden  Elften  einea  jeden  Queraehnittea  entgegen* 
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gest't/ies  Vorzeichen,  so  daß  in  Wirklichkeit  die  Temperaturen  sich 
sehr  schnell  ausgleicheiiy  und  dar  ganze  Vorgang  sich  der  Beobaclitiiiig 
entätiehen  wird. 

Da  weiter  die  Driilunir  eines  elliptischen  Zylinders  an  von  Null 
verscliiedH?!*'  Wf>rte  von  //.  und  geknüpft  ist,  während  die  übrigen 
Druckt-  verschwunden,  so  hängt  die  Wirkung  einer  Driilung  auf  die 
Temperatur  ganz  wesentlich  davon  ab,  ob  die  thermischen  Dilatatious- 
konstanten  a^  und  Og  Ton  Nnil  Tersohieden  sind,  d.  h.  also,  ob  der 
Zylinder  so  gegen  den  Kristall  ori«iiti«ri  isi^  daß  bei  eimr  Tempentiir- 
SÜderung  die  Winkel  ewisehen  den  AduNa  des  eUiptisclien  Qosnolimits 
nnd  der  Zylindenolise  sieh  indem  oder  nieht 

Einer  Anderaug  dieser  Winkel  entspricht  aneh  eine  sdinbatische 
Temperatnifindernng.  Beide  Ishlen  bei  Kristallen  nur  bei  ganz  spesiellen 
Orientierungen  des  Zylinders;  sie  fehlen  stets  bei  isotropen  Körpern. 
Die  erwärmende  oder  ahkflhiende  Wirkung  einer  DriUnng  ist  also 
eine  spesdfisch  kristuUphjaikaUsche  £r8cheinnng. 

Wenn  dieser  Vorgang  anch  yieUeicht  der  Beobachtung  grofie 
Sehwierigkeiten  bietet^  so  liegen  doch  hei  ihm  jene  prinsipiellen 

Hindernisse  nicht  vor,  die  oben  bei  dem  Falle  der  Biegung  erwähnt 
wurden.  In  d'  r  Tat^  obwohl  auch  bei  der  DriUunp;  rlie  Spannungen 
und  somit  die  ieniperaturändenmgou  läugs  eines  jeden  Querschnitts 
variieren,  so  kehren  sie  doch  auf  demselben  ihr  Vorzeichen  nicht  um. 
Der  Ausgleich  der  Temperaturen  über  den  Querschnitt  führt  souack 
nicht  zu  einem  verschwindenden  Mittelwert  für  r.  — 

Die  vorstehenden  Überlegungen  knüpfen  an  die  vereint  achte  Form 
an,  welche  die  allgemeinen  Ausdrtlcke  (526)  für  die  Entropie  bei 
Anwendung  auf  kleine  TemperatnrSnderozigen  und  bei  Annahme  der 
fhermischen  VnyerinderliGhkeit  der  ElastizitiltBkonstanten  annehmen. 
Gibt  man  die  letstere  Annahme  auf^  so  resnltieren  wesentlicb  andere 
Geseke  der  adiahatischen  Veränderongen,  insbesondere  tritt  in  dem 
Ansdmck  für  die  bezügliche  Tempeiatnranderang  ein  in  den  Defoi^ 
mationsgroßen  resp.  in  den  Drucken  quadratisobes  Glied  auf,  das 
also  mit  Umkehrung  der  betreffenden  Einwirkungen  sein  Vorzeichen 
nicht  umkehrt.  £s  muß  genügeui  hierauf  aufoierksam  genuicht  zu 
haben. 

§  391.  Zwei  Sätze  über  dun  VerhftltniB  dar  speziflscheu  Wärmen 
bei  konstanten  Drucken  und  bei  konstanten  Deformationen«  Um 
ein  System  Deformation  sgrößeu  isothermiseb  benrorsabringen, 
bedarf  es  nach  (4)  resp.  (6)  eines  Dmdaystemes  X^,  gegeben  dnieh 

X»  —  -  2 Cut  f^k»  «»p.     —  —  ^} 
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das  gleiche  System  Deformationen  adiabafcisch  bewirkt  gibt  naoh 
(528)  «ne  Temperaturäiiderang 


*  ^^^k^k- 


Die  Kombination  beüLder  Formeln  liefert  bei  Eücksiclit  auf  (492^) 

Diejenigen  DrackkoniponeDteiL  welche  das  gliche  SjBfton  ycol 
Defonnationtti  adiabatiaeh  berrorr^eu  und  damit  die  g^eidbe  Tempe- 
ratoränderuiig  r  zu  bewirken  TennQgen,  sind  mit  letiterer  naoh  (689) 
duck  die  Beaiehimg 

* 

Terknüpft. 

Die  Kombination  der  beiden  Formehi  liefert 


^'      '  (Ö31) 


imd  bei  Benutzong  Ton  S.  (780)  den  Sata: 

Erfordert  an  einem  Körper  ein  und  daaselbe  System  De« 
formationsgroßen  adiabatisch  die  Druckkomponenten  3';^,  iso- 
thermisch  aber  X^,,  so  "vvird  der  Quotient  aus  den  beiden, 
spezifisrh en  Wärmen  bei  konstanten  Drucken  und  bei  kon- 
stanten Deformationen  gegeben  durch  den  Quotienteu  der 
Arbeiten,  welche  die  beiden  Druck.s ystenie  an  der  tber- 
miachen  Einheitsdeformation  leisten  ^s  ürdeü.^) 

Diesem  Resultat  kann  man  ein  zweites,  parallel  gehendes  zuord- 
nen. Die  Druckkompouenten  A';,  sind  mit  den  Deformationsgrößeu  Xf. 
bei  ieothermischen  Vorgängen  verbunden  durch  die  Beziehungen  (22) 

Für  deu  Fall,  daß  die  X,^  mit  andern  Werten  von  den  Betrügen 
Sf,  vertauscht  werden,  entsprechen  ibneu  auch  andere  Deformations- 
grüßeu       derart,  daß  lür  diese  Fuuktioueu  gilt 

X»  -2*5»  fc-  (032) 


1)  Nach  i/ttAem  (C.  R.  T,  143,  S.  878,  1906)  gilt  .lieber  Siit/.  in  Strenge 
nur  dann,  wenn  der  KOxper  anf  änglich  unter  aUseitig  gleiühem  Druck  ataud. 
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Dieses  System  Ton  Druckkompouenten  bewirkt  nach  (^529)  bei 
adiabatisoli«!!!  Vedauf  eine  TemperatinindeiTuig 


80  daS  man  bei  Bamtsoog  too  (492*)  auch  scfanibeii  kann 


Ziehen  wir  weiter  ein  System  v  ni  Deformationsgrößen  heran, 
welches  bei  adiabatischer  Emvvirkuug  dieselbe  Temperaturäaderong 
zu  bewirken  rermag,  so  gilt  fQr  diese  nach  (528) 

Die  Kombination  beider  Formeln  ergibt 


1534) 


nnd  hierdnreh  in  der  Beseiehnong  von  8.  780  den  «weiten  Satz: 

Steht  an  einem  Körper  mit  demBelhen  System  von  Druck- 
kompouenten isuthermisch  das  System  der  Deformations- 
grüßen  1^,  adiabatisch  das  System  in  Beziehnng,  so  wird 
der  Quotient  der  beiden  spezifischen  Wärmen  bei  konstan- 
ten Drucken  nnd  bei  konstanten  Deformationen  auch  ge* 
geben  sein  dnrch  den  Quotienten  der  Arbeiten^  welche  die 
thermischen  Einheitsdrucke  bei  der  Hervorbringung  der  be- 
züglichen beiden  Deformationen  leisten  würden. 

Beide  Sätze  erhalten  vereinfachte  Formen,  wenn  man  bei  ihnen 

das  System  der  thermischen  Hauptdilationen  resp.  der  Hauptdrucke 
Toraussetat^  insofern  dabei  in  (531)  a^,  a^,  a^,  in  (634)  q^^f  §|  Ter> 
schwinden.  Nuch  weiter  wirkt  vereinfachend,  wenn  man  die  TOfans- 
gesetzten  Druck-  resp.  Defonnationssysteme  spezialisiert. 

Nimmt  man  z.  B.  nur  die  Druckkomponente  parallel  der  ersten 
Hauptdilatatiousachse  (og)  als  wirksam  an,  so  reduziert  sich  (531)  auf 

J-^'  (635) 

das  linksstehende  Verhältnis  bestimmt  sich  hier  ausscliließlich  durch 
den  Quotienten  der  beiden  Drucke,  die  resp.  adiabatisch  und  iso- 
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ihcrauBeh  dieselbe  DUatelioa  paraJlel  der  eratoa  Hauptdilatitioii»- 
■aebee  heryorzubringen  yermogen. 

Ein  ftbnlich  iq>eziel]er  Fall  Bebeiikt  znnftobBt  derjenige  einm  aUseiiig 
gleioheii  nomuden  Druckes  m  seiii,  wobei  naob  &  570 

'ZU  setzen  ist.  Indessen  fftUft  diese  Verfagimg  im  allgemeinea  siebt 
unter  unsere  Voraussetzungen,  da  bei  Kristallen  keineswegs  immer 
dieselben  Deformationen  j, ,  t_^...x^  adiabatisch  und  isotherniisch 
durch  allseitig  gleiche  Drucke  von  verfügbarer  Stärke  hervor- 
^bracht  werden  können.  Natürlich  kuim  man  in  beiden  Fallen  die- 
selbe räumliche  Dilatation  d  —  -f-  iJ^i  +  »Cs  erzielen,  —  aber  dies  ge- 
nügt nicht  für  die  Anwendung  der  obigen  Schlußreihe. 

Äbnlffthe  Überlegungen  laNen  sieb  an.  die  Fomel  (534)  anknüpfen; 
wir  besGbiftnken  imi  aber  bier  auf  eine  speiieOe  Anwendung,  die 
legiüfire  Eristelle  oder  isotrops  KSxperi  demgemSB  slso  tfi  fi^  * 
voraussetzt  nnd  sich  auf  die  Einwirkong  eines  allseitig  glsicben 
Druckes  beschrankt.  Führt  man  hier  die  isothemdsoh  und  £e  adi»* 
batisob  bewirkte  rftumliebe  Dilatation  ein,  gemSfi  den  Formehi 

Ii  +  I1+  fe  —       a*,  +     +    -  rf, 

80  liefert  (pM)  bei  VertauschuBg  ?ou  ^j;  nnd  mit  den  geläuügen 
y,  und  7^ 

WM  eine  in  der  allgemeinen  Tbermodynamik  isotroper  Körper  be> 
kannte  Bemebong  daratelli 

Abseblieftend  sei  bemerkt^  daß  die  Betraebtongen  der  beiden  lote- 
ten Psragrapben  YeraUgemeinennigen  des  in  §  159  Torberdtaid  Qe* 
gebenen  darstellen. 

§  392.  Adiabatisohe  Elastiait&tskonstanten  und  -moduln.  Die 
Aasdrücke  (528)  und  (529)  für  die  adiabatiscb  bewirkten  Temperatur- 
Änderungen  T  kann  man  auch  benutzen,  um  die  Formeln  ''476*)  und 
(489'),  die  sirb  ',v\f  belieb i'^-*'  Vorgänge  beziehen,  auf  den  Fall  adia- 
batißcher  Verämli  i  uugen  zu  spezialisieren;  deuu  »ias  in  jenen  Formeln 
auftretende,  son  den  Umständen  abhängende  t  ist  in  letzterem  Falle 
«ben  jenes  durch  die  Bedingungen  ij  —  0  bestimmte. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  aus  (476*) 
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wobei  9«  —  f^^o»  ^  «IS  (489^) 

-  -  ^^2^A-^^uS,  ^  (.«  +  ^)  Ä*,  (637) 

wobei  ^0  =  ~  7xf^^* 

Steiloa  wir  diaaen  adiabatisdieii  Wertn  die  frOber  benutsten 
isotiiennueheiL  in  analoger  Beseidmiuig  gegeoftbw,  so  erbalten  wir 

*  k 

Dm  besllglklieii  A,iiidrMe  (5B8)  and  (537)  itimmen  dar  Form  naob 
biermit  TdUig  flberam;  nnr  stoban  in  dan  neoan  an  Stelle  der  iiothfl(r- 
mieehen  KoDslaaten  und  Modnln  e^f^  und  i^j^  jetet  die  adiabatisoben 
Parameter 

(M8) 

»«-««+*^,  «» — yx/«»-  0»9) 

Diese  Benebongen  gelten  für  jede  Orientierung  des  Koordinaton- 
ajetems  gegen  den  Kristall;  also  cbensowobi  für  die  bei  den 
adiiedeiien  Schemata  elastischer  Parameter  vorausgesetzten  Haupt- 
achsen X,  Y,  Zf  als  für  eiu  beliebig  daijpwn  orientiertes  Hilfsachsen- 
system X'Y'Z',  wo  dann  die  Bezeichnongeii  C^'^,  i^^,  q^,  Fiats 
greifen. 

Die  formale  Übereinstimmung  in  den  Formeln  für  liir  i^oth^r- 
mischen  und  die  adiabatischen  Deformationen  resp.  Drucke  hat  mehrere 
wichtige  Folgen. 

Zunächst  folgt  aus  den  mit 
konformen  Gleichungen 

daß  auob  bei  adiabatisoben  Vorgängen  die  Jbbeit  der  elastischen 
Drucke  ein  Potentini  besitzt  —  ein  Resultat,  das  mit  den  allgemeinen 
S&taen  von  §  98  im  Einklang  isi 

Fener  ergibt  sich,  daß  für  adiabatiscbe  Yeidbidemngen  die 
elastischen  Haupt-  und  Oberflächenbedingungen  (bis  auf  die  Yer- 
idiiedenheit  der  Parameterwerte)  identiscb  werden  mit  den  für  iso- 
thermiscbe  in  §  278  aufgf^stellten.  Dabei  werden  die  Vorausset 'unireu 
adiabatisfher  Yrrnni-  rnugen  besonders  genau  erfüllt  sein,  wenn  die 
Deformationen  sehr  achneil  Tor  sich  gehen.   Am  strengsten  hndet 
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di«B  stili  bei  admellflii  (akastiaehfiii)  Sohwingiuigai;  für  defrariige 
Vorginge  gewiiiiieii  alfio  di»  adiabatiflclieii  Parameter  wesentiiche  Be- 

dentiiDg. 

Was  die  spezielle  Form  der  Ausdrücke  (538)  und  (539)  für  die 

adiahatischen  Parameter  angebt,  so  vereinfacht  dieselbe  sicli  erheblich, 
wenn  das  Koordinatensystem  in  das  Haupta^^hsenkreuz  der  thermischen 
Drucke  oder  der  thermischen  Dilatationen  gelegt  wird;  im  ersten 
Falle  ist 

im  zweiten 

im  ersten  werden  also  alle  adiiil>atisehen  Konstanten,  im  zweiten  alle 
adiabatischen  Moduki,  diu  einen  Index  4,  5,  0  haben,  mit  den  bezüg- 
lichen isothermischen  Parametern  identiseh. 

Um  einige  spezielle  FftUe  m  diekatieran,  beginnen  wir  mit  der 
Betrachtong  der  Wirkung  einee  einseitigen  noimalen  Dnuskes  auf  ein 
nach  den  Aehsen  X',  Y*,  Z*  orientiertes  PanUelep^ed.  Wirkt  der 
Druck  X*  auf  die  an  ±  29  normalen  lUcbeDi  so  wird  bei  adiabatischeifi 
Yer&hren 

Sind  die  Achaen  X',  Y\Z'  thermisdie  Pfflatationeadiaan,  so  erhalten 
die  adiabatischen  Winkelanderungen  y^^  e^y  dieaelbeia  WertCi  die 
bei  konstanter  Temperatur  eintreten  würden. 

Für  die  Fcrtpflananng  einer  ebenen  WeUa  längs  einer  X'-Achse 
liefern  die  allgemeinen  Bewegangqgleichungen  nach  8.  566  die  Be- 
zienunffsn 


Fällt  die  X-Achse  in  eine  drei-,  vier-  oder  sechszähligc  Sym- 
metrieachse, so  sind  c/g,  c '  ,  »;  '.  gleich  Null,  C^'^  —  Cgg;  die  vorstrhenflon 
Gleichungen  drücken  dann  dit:  ^rögUchkeit  der  Fortpflanzung  rein  iongi- 

tudinaler  Schwingungen  mit  der  Geschwindigkeit  Oi—l/c/j/^),  rein  trans- 
versaler mit  der  Geschwindigkeit  co.  —  V^Jq  aus.  Da  fiir  die  voraus- 
gesetzte Orientierung  der  X'-Acli«*^  auch  7^'  und  q^'  ver^^ehwinden,  so 
wird  Cj'j  — Cg,,,  d.  h.,  die  Gfscbwuuligkeit  der  transversalen  Wellen  be- 
rechnet sich  aus  den  i  sn  tlier mischen  Elastizitätskonstanteii,  wahrend 
gleiches  für  die  iongitudinaie  Welle  nicht  gilt. 
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^^l!K*V  Bcibmolitaiigeii  Immh  lidi  lllr  die  Sohiniigaiigai  tob. 
Stäben  und  Fkttoi  ansiellen,  deren  Gesetze  aus  dam  in  §  388  und 

§351  Gegebenen  zu  gewinnen  sind.  Auch  hier  kommen  Fälle  vor,  wo 
die  adiabatisclien  Modnbi  mit  den  isothermischen  identisch  werden;  im 
allgemeinen  findft  dips  aber  nicht  statt,  nnd  so  w;»rden  Bestimmungen 
elastischer  i'arametei  aus  nkii^^tischeu  iieobaciituu^ren  aiuii  im  all- 
gememen  auf  andere  Zakl&a  tüiiren  müssen,  als  solche  aus  Uleich- 
gewichtsdeformatioaen. 


§  898.  Bililirmto  Ittr  die  mtttnamtm  adlabtlKilwr  «nd 

WirtlriÜtikongtanten  und  -modnln.    Die  Beradumiig 

der  Differenzen  zwischen  adiabatischen  und  isothermischen  Konstuiteil 
nnd  Moduln  hat  gemäfi  (538)  und  (689)  nach  den  Formeln  ni  ge- 

hk    «'u  f   


um 


zwar  ist  hierin,  um  die  gewöhnlichen  spezüschen  Wärmen 
und  6^  einzuführen^  nach  S.  774 

zu  setzen,  wobei  J  das  mechanische  Wärmeäquivalent  und  q  die 
Diobie  beaekluMl  Naeh  den 

und  s^.^  ist  dabei  wiedemm  der  Wert  J  *  10*  sn  benntMD. 

Der  üntenehied  swisoheii  und  buin  in  fiflcknolit  anf  die  nur 
roh  angeolherle  Beitimmbackeit  der  geeaobten  DiffBranraL  ignoriert 
werden. 

Wir  können  demgemäß  anfgehen  Ton  den  Formeln 

Nachstehend  sind  für  einige  charakteristische  Kristalle  die  bezüglichen 
Zahlwerte  für  0^  C  zusammengestellt. 

Für  Kristalle  des  regulären  bystems  liefert  (542 j 

e«'t> 

~        "  *U       *U  ~  *     ^44  ~  Ö  • 

Hierans  folgt 

ftr  Flnfiefmt      —     —     —     —  0^  •  10* 

„   Steinsalz  »0,11  „ 

»  SylTin  =0,04  „ 
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flr  FlnBipat  l^j- ^- «j,-^,- - 0,082 •  10- ^» 
„  dieintds  --0,20  „ 

„  Sjlviu  —  —  0,25      „ . 

Für  KrurWiB  dM  hcaeagomdeii  System«  ergibt  neh  «u  (642) 

Cij  —  Cu  —  <J|,  —  -^j^  ,         —  <J44 

und  Analoges  fOr  die  ii^^  —  «j^^^.  Im  iefangonaleii  System  (t.  Abt) 
tiitt  aoeb  biant 

im  trigonalen  (1.  Abt.) 

Bei  Beryll  werden  die  Untersobiade  xwiseben  den  adiabfttisobeD 
und  den  isoibennisehen  Panmeteni  gaas  miwMnrklteh.  Dagegen  «r- 
b&lt 


für  Qovs      Cu-<^i-Ci,  —  Ci, -0,080.10», 

«18  -  «^8  -  0,026 . 10»,  c„-c,8^  0,022  . 10», 

„  Jlalkspat   t\j  —     —  Cj,  —  Cj,     0  •  10*,    d.  h.  uiimerklicb, 
Cu  - -  0,002 . 10»,  c„-<!^-0,031.10» 

„  Tmrnaliii      -     -  C« -1^ -0,001 . 10», 

Ci,-e|,-0,001-10»  (|,-cij-0,001.10»; 

weiter 

für  Quarz  ~  s^,  =  jg^,  —  «i*  -  -  0,029  •  lO'»«, 

*!•  -  «tt  ^  ö,01ö  .  10-'«        -     =  -  0,000  •  10-^ 

„  Ealkspiit   0,004.10-". 

+  0^019. 10-»,  «1,-1^-- 0,086.10-» 
„  Tmfmaün  g,i -s„ —  — 0,001 . 10-» 

^11  -  «1»  -  -  0,002  .  10-      0„  -  Ä„  0,005  •  10- 


Diese  Beispiele  mSgen  genügen,  um  von  der  GiOtaofdniwg  der 

Differenzen  c^^  ~  r^^  und  i^kj^—^s^  eine  Vorstellung  zu  geben;  dabei 
sind  natürlich  die  Werte  der  c^^  jmd  s^j^  selbst  wob  §  872  bis  §  877 
benuisusleben* 
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Der  Untencliied  zwischen  den  adiabtttitehen  und  den  isoiber- 
mischen  Parametern  ist  hiemach  im  allgem«iii«&  sehr  klein;  die  Schwin- 

rrnrirr'- Vorgänge  finden  eich  bei  den  betrachteten  Kristallen  merklich 
durch  dieselben  Konstanten  bpstimnit,  wip  rüp  (TlHicliifewirhtpzti'tünde. 
Doch  gibt  es  auch  Außniiliiücii  Ii:-!  *  sondere  zeigen  die  obigen  Werte 
für  Stt^iusak  ?ergUc}ien  mit  den  Zaiilen  für  die  isoth^rmiBoheu  Para- 
meter 

4,77  .  10«,      c,^  =  l,d2'W, 
s,,  =  23,8  •  lü- s,,  -  -  5,17  •  10- 

daß  bei  diesem  Kristalle  die  ntliiibatischen  nnd  die  isothermischen 
Parameter  sich  relativ  so  merklich  unterscheiden,  daß  eine  Vfrifikation 
4eB  Resultates  durch  die  Beobachtung  nicht  unmöglich  erscheint 

§  394.  JHb  korrigieren  Winnetoitongsgleldlumg«!!.  Die  Vor- 
giogd  d«r  Wbmeleituiig  ernd  ixroreraibel  und  dabist  m  Strenge  mit 
W£b  der  Tontelieiid  entwiekdiein  GeeelM  nicht  en  behandeln,  denn 
die  Gmndlage  dieser  leteteran  ist  die  Ännahme  der  Gültigkeit  dar 
sweiten  Hauptgleichnng  der  Thermodynamik,  welche  Reversibilittt 
Toraussetzt.  Immerhin  liegen  die  Umstände  bei  den  Wärmeleitunge- 
vorgat'trpn  <jo,  daß  man  die  zweite  Hauptgleiclning  als  in  großer 
Annühi  I  II  [  «j;  i  rfüllt  und  demgemäß  die  auf  ihr  beruhenden  ifolge- 
rangen  als  ebenso  anwendbar  betrachten  muß. 

Um  dies  zn  zeigen,  knüpfen  wir  an  die  Energiegleichuug  (91), 
S.  184,  au  und  nehmen  an,  es  sei  dieselbe  J::]nergieänderung  dE  so- 
wohl auf  einem  reTerBibeln,  als  einem  irreTersibeln  Wege  herrorgemfen, 
B.  B.  ilso  eine  FormSndening  einmal  gegen  kompensierende  äußere 
Dmeke,  das  andere  Ifal  gegen  Unter dmcke  eraielti  nnd  swar  je  bei 
ao  regalierfeer  WSnnecQfahr,  daB  sohUeBlich  die  gleidie  Tempentnr  ^ 
reicht  wird.  Dann  muß  sein,  wenn  die  Indizee  r  und  i  den  roYernbdn 
und  den  irreversibeln  Vorgang  andeuten, 

d'Ä^  +       -  ä'At  +  da,  (643) 

und 

wobei  d'Ä  und  d'Sl  die  bes.  Aufwendungen  an  Wanne  und  Arbeit 
aind,  und  dS  die  EutropieSnderung  beaeichnet,  weLehe  bei  dem  re- 

Tersibeln  Vorgang  eintritt 

Nun  vollziehen  sich  die  Forminderungen  bei  den  Vorgängen  der 
Wärmeleitung  so  äußerst  langsam,  daß,  obgleich  nicht  in  Strenge,  so 
doch  höchst  angenrihert,  die  innern  Drucke  jederzeit  im  Gleichgewicht 
zu  den  äußern  ^'tehen;  q6  ist  somit  merklich  d'A^ »  d'A,,  and  dem- 
gemäß  auch  merklich 
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Hioraiu  eigibt  Ml  die  Berechtigung,  auf  die  Vorgänge  der  Wlnn»' 
Idtang  die  iweite  Haaptglefehotig  und  aomit  eneh  die  ans  ihr 
^Beodeii  Folgernngen  «uaweDtdeiL 

Wir  dfiifen  demgemlB  niui  siioli  sof  diese  Verenge  die  AnadrOcke 
(&27)  für  die  Entropie  der  Volnmeiieiiiheit  aDwenden  imd  mit  ilirer 
Hilfe  die  dieeem  Tolomen  m  dem  Zeiteleiiient  ät  zusnfUirende  WSime 
d'm  bereehnen  aaoli  der  Formel 

d'  (ü  —  ^dt^, 

oder,  da  ee  deh  dort  nm  Ueixie  Temperatmfindermigen  t  tor  emer 
Anigeiigrtempenitnr      wob  ]iaiideli>  aöeh 

d'a  =  &Qdii, 

Wir  erhalten  so 

*  (644) 
'^udt-^^^a^dMt, 

k 

wobei  d'm  aU  dmeh  die  Wirmeleitmig  zuflieBend  zu.  denken  ist. 

Kombinieren  wir  hiermit  die  Beenltate  Ton  §  193  und  ld4  für 
die  Qeeetse  der  Wlbmeteittmg,  so  ergibt  sieh 

die  Strömnngskomponenten ,  die  k,^^  die  LeitfSliigkeitBkonetaiiten  der 
WSnne  darstellen* 

Die  Formeln  (545)  und  (54G)  zeigen,  welchen  Einfluft  die  Form- 
ond Droek&nderangen  bei  dem  Vorgang  der  WSrmeleitang  flben;  diese 

Änderungen  selbst  sind  dabei  durch  die  allgemeinen  Gleichungen  der 
Thormoelastizität  bestimmt,  die  sich  in  §  383  entwickelt  finden  und 
die  ihrerseits  die  Temperatur  enthalten.  Die  bierduroh  geet^tea 
Probleme  sind  im  allgemeinen  sehr  kompliziert. 


resp. 
wobei 
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IX.  AbBchnttt 
Ivii«M  Reibnif  . 

§  395.  Fundamentalo  AnHätzo.  Die  elastischen  Vorgänge  sind 
die  einzigen  auf  Wechselwirkungen  zwischen  zwei  Tensortripeln  zurück- 
fthrbttren,  wdehe  biilivr  bei  Eiutalkii  eingehende  Btturbeituug  ge- 
taadea  haben.  Die  ihnen  nahe  Terwandtea  fimheinongen  der  innerai 
Beibirag  sind  lonun  noeh  hm  isotiopen  ESipem  syaienntiech  effoneh^ 
ond  für  ihre  Unterauchung  1)ei  Kristallen  sind  erst  Anfange  Torhaiidttn. 
Immerhin  veriangi  das  Problem  eine  kane  £rwfthnimg. 

Die  Grundtatsache  ist  die  Erfahrung,  daß  Schwingungen  inner- 
halb elaetischer  Körper  dämpfenden  Kräften  unterliegen,  selbst  wenn 
diese  mit  Amplituden  stattfinden,  bei  denen  statische  Deformationen 
noch  keine  Spur  einer  Abweichung  von  der  allgemeinen  Elastizitats- 
theorio,  also  insbesondcrr  keinf»  Hy<tf'rf"^is  id.  h.  Ereoheinungen  von 
der  Art  der  §  251  gesLluMi  rtt  u  maguetisohen)  zeigen.  Diese  Tat- 
sache deutet  auf  das  Vorhandensein  von  Widerständen  von  dem  Cha- 
rakter der  inneren  Reibung  der  FlQssigkeiten,  welche  letztere  bekannt- 
lich gleichfalls  die  Gleiehginrichtsznatittde  mM  beeinflnfi^  aber  bei  Be- 
wegungen mit  lokal  weehselnden  Geeehwindigkeiten  aar  Geltimg  kommt 

Ee  Hegt  daher  nahe,  fOr  die  Gesetie  dieser  inneren  Reibung 
fester  Edrper  An^tae  an  machen,  welche  die  natujgsmSBe  Erwettemng 
der  fOr  FUlsHigkeiten  eingeführten  darstellen.*)  Dies  kommt  darauf 
hinaus,  daß  man  in  den  allgemeinen  Druckkomponenten  im  Inneren 
fester  Korper  Anteile  annimmt,  die  von  den  örtlichen  Veränderungen 
der  Geschwindigkeit  abhäni^pn;  da  aber  Drehungen  irgendwelcher 
Bereiche  im  ganzen  keine  miti  i-en  Kiiifte  erregen  können,  so  erhellt, 
daß  nur  solche  Geßchuiudigkeiisäuderungen  wirksam  werden  können, 
welche  die  Deformationen  beeintiunsen.  Die  Ergänzun  gsdrucke 
müssen  also  Funktionen  der  Deformationsgeschwindig- 
keiten sein. 

Im  fibrigen  lassen  sich  auf  diese  Dmeke  die  Betraehtongen  der 
§  81  Q.  f.  nnmittelbar  anwenden.  Die  Erg^nzuigsdnicke  bestimmen 
sich  vollständig  durah  sechs  Komponenten^  die  psnllel  gehend  den 
elastischen  X,, .  .,X^  mit 

bezeichnet  werden  mögen,    llauptgleicliimgen  und  Grenzbedingungen 
aus  §  88  behalten  die  frühere  Form  ;  nur  tritt  überall  jetzt  Xj,-f  Ä^, . . . 
an  Stelle  von  X,, ...  früher. 

1)  W,  Voigt,  QMi  Abh.  1890;  Wied.  Aiin.,  Bd.  47,  p.  671,  18M. 
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Unseim  Aiuatz  (4)  resp.  (20)  fllr  di«  «laatuchen  Braekkomponeoteii 
panül«!  gehend  können  wir  ale  eine  erste  NSherung  für  die  Kom- 
ponenten der  Reibongsdrocke  eefareibai 


(6*7) 


dt 

+  6u 

dt 

+• 

^1 

dx, 

dl 

+ 

dt 

dx^ 

'dt* 

wobei  die  Beobachtung  zu  entscheiden  hat,  innerhalb  welcher  Ge- 
nauigkeits^enze  mit  einer  solchen  Annäherunj?  auBzukomraen  ist. 
Die  Parameter  b^^  mögen  die  Keibuuggkuustunten  des  betrachteten 
Körpers  heißen. 

Währeud  iür  die  Elusüzitäkküiiä Unten  c^j^  aus  allgememeu  ihermo- 
dynnnieclien  Pzinnpien  die  Besielmiigen 

c^^—      für  h  und    —  1, 2, ...  6 

gefolgert  werden  kdimen,  hmen  m<ck  analoge  Beaekiuigen  fttr  die 
Reibungskonatanten  h^;^  auf  aolohem  Wege  nicht  gewinnen.  In  der  Tat 
ist  die  Reibung  ein  irreversibler  Vorgang  und  somit  der  Methode 
des  thermodynamisohen  Potentiales  nicht  7m  unterwerfen. 

Indessen  kann  man  die  analogen  Beziehungen  auf  einem  andern 
Wege  begranden.  Zerlegt  man  namlieh  die  Parameter  b^^  für  h^k 
nach  dem  Schema 

wobei 

mid  bildet  gemäß  (1)  auf  S.  562  die  Arbeit 

Ä^dx^  +  +  1-  A^dx^ 

der  Reibungekiifto,  so  ergibt  sich  wegen 

dt  ""f    dt    ** ' ' ' 

ilaß  die  Glieder  mit  b^j^  zu  dieser  Arbeit  keinen  Anteil  geben,  daß 
sie  also  auch  keine  dlmpfenden  Wirkungen  Sufiera. 

Begrenzt  man  also  die  Definition  der  lieibungsdrucke  enger 
durch  die  Forderung  einer  TonNuU  versehiedenen  dämpfenden  Wirkung, 
80  kommt  dies  auf  die  Einführung  der  Besiehnngen 

Kk^      für  A  und  Ä  «  1,  2, ...  6  (548) 

hinaus. 
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§  896.  BMtpKok»  Beslehimgeii.  Beseiuluifit  nuui  die  aas  elMti- 
abfaBü  und  aus  WidantandskrBften  snaammen  mtetehendea  Dmeka 
gemSß  dem  Schema 

X,  +  .4,  -  (XJ, . . ,  X,  +  J[,  -  (X,)  (549) 

und  setzt  Lösungen  vom  Charakter  gedämpfter  Schwingungea,  aieo 
Tou  der  komplexen  form 

TOfaii%  ao  erhält  man  ans  (20)  and  (-747)  Anadräcke  Toa  der  GeataU 

wobei  die  komplexen  Konstanten  C  gegeben  sind  durch 

Bieee  FonneLoy  die  mit  (20)  gleich  gestaltet  amd,  kann  man 
nach  den  DeformatiöiiagrSßeii  anfldeen  nnd  erhält  dann  in  zu  (22) 
analoger  Beaeiehnnng 

-       iS'a(X,)  -f  -!-•••  +  Äi«(X^), 

wobei 

gesetzt  werden  mag. 

Die  Auüdröcke  filr  die  reellen  „Moduln''  und  5,''^  sind  im  all- 
gemeinen überaus  kompliziert,  so  daß  man  nach  einer  Annäherung 
fUr  dieselben  suchen  wird,  welche  bei  kleinen  Widerständen  zulässig 
ist  Eine  aolohe  kann  man  einerseits  dadmdi  erhalten,  daB  man  die 
Determinanten  ans  den  Cf^^,  welche  die  S^^  definieran,  nur  bis  »nf 
die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  den  h^^  entwickelt 

Hierbei  kommt  in  Betracht,  daß  fi,  die  Dämpfongakonstante 
der  Schwingung,  mit  den  h^^  Tersdiwindet,  also  als  von  gleicher 
Größenordnung  mit  diesen  gelten  kann.  Demgemäß  sind  in  den  Aiuk 
drücken  fiir  die  C/^  die  Produkte  fih^^  als  kleine  Größen  zweiter 
Ordnung  neben  den  r.,^^  fortzulassen.  Die  Parameter  C((^— »vd^»  sind 
dagegeu  als  erster  Ordnung  anzusehen. 

Die  S^j^  erhält  man  in  dieser  Annäherung  gleich  den  gewöhn- 
lichen Elastizitätsmoduln  die  Sl\  werden  proportional  mit  v  imd 
linear  in  sämtlicheu  6^^,  wobei  die  Koefüzienteii  durch  Quotieut^ 
Ton  den  Determinanten  ans  den  e^^  dargestellt  weiden.  IHese  Bar- 
stellung, die  man  in  dem  Symbol 

wiedergeben  kann,  ist  also  in  Wahrheit  noch  immer  sehr  kompliziert. 
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Bin  zweite  einfacherer  Weg  ist  der,  daß  man  die  Ausdrücke 

kl  AnnShenrng  nach  den  x^, , aufUfot,  nämlich  in  die  mit  AsB, 
multiplirierten  Glieder  die  tob  der  innenii  Beibnng  freien  Anadrüefce 
(33)  einsetzt  und  dann  die  Berechnung  der  x^,  .  ,  .  wie  oben  top- 
nlniint   Auf  diesem  Wege  erhält  man  direkt 

-  ii  ir,,{Xj  +  r«(r;  + . .  •  +  r,.(X;)  (554) 



-wobei  die  r,,-^  J^^\^ä^^^Sw  als  Beibungsmodnln  beseiohnet  wer- 
«len  kömißn. 

Im  Falle  komplexer  Lüsunjjen  ron  der  Form  e~^~**^^  reeultiert 
dann  die  Form  (551),  wobei  uuu 

da  aber  (irj^^  all  klein  toh  «weiter  Ordnung  neben  5^^^  gelten  kann, 
MO  liefert  däe  in  formaler  t^bereinstimraimg  mit  (552) 

wobei  nur  r^^  jetzt  etwas  anders  definiert  ist 

Bezüglich  der  Zulässigkeit  der  Ableitung  dieser  letzteren  an- 
genäherten  Formeln  entsteht  zunächst  das  Bedenken,  daß  es  Fälle 
gibt,  wo  zu  irgendeiner  Zeit  die  Deformationen  verschwinden,  aber 
die  Deformationsgeschwindip^l^oiten  von  Null  verschieden  sind.  J)i^»s 
gilt  u.  a.  auch  bei  Schwiiiuriiiii^i  n ,  wo  beim  Passieren  der  Gleich- 
gewichtslage die  Deforraationsgeschwmdigkeiteu  gerade  maximale  Be- 
träge erreichen.  In  solchen  Fällen  ergeben  die  umgekehrten  Formeln 
(554)  wesentlich  anderes,  als  die  ursprünglichen  (553).  Sie  können 
trotidem  beattgUoh  der  beobaehteten  Bemiltale  gleicliwertig  sein,  wenn 
dasBereiek,  innerbalb  dessen  die  üngleidiartigkeit  ttattfindei^  klein 
ist  gegenüber  der  gansan  Sehwingungsperiode. 

Da  die  Freqneiis  v  ein  Skalar  iat^  so  baben  die  Beibnagdcon- 
ataaten  h^^  dieselben  geometrisoben  Bigensobaften,  wie  die  Elastizitäts- 
konstanten  die  Beibungsmoduln  r^^  dieselben,  wie  die  £la> 
BtisitKtsoiodnbl  Ij^;  es  sind  also  alle  mit  diesen  Eigenschaften  zu* 
aaeunenblngenden  Eesoltate  ans  §  284  o.  £  munitfcelhar  aaf  die  neoen 
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Pazameier  zu  übertragen.  Insbeeon^tore  geeoheheti  die  SpesialiBierungen 
der  An^tee  (547)  leep.  (550)  nod  (551)  resp.  (554)  «uf  die  rer- 
■ehiedenen  Kiisfeellgrappeii  genau  so,  wie  die  der  Formdayeteme  (20) 
und  (^),  d.  1l  nach  den  Regeln  -ron  %  287  ond  288. 

§  397.  Grundformeln  für  gleichförmige  Biegung  nnd  DiiUong 
eines  Zylinders.  Die  Formeln  {^y^^l)  geßtatten  in  einfachetpr  Weise 
die  Theorie  der  Bewegungen  von  kristaliini sehen,  auf  der  Miuitelflach«^ 
freien  Zylindern  zu  entwickeln,  bei  denen  diese  durch  Einwirkungeji 
auf  die  Grundflächen  Uings  der  Zjlmderachse  dauernd  gleichförmig 
gespannt  erhalten  werden.  Es  sind  dies  zugleich  diejenigen  Bewegungen, 
welehe  am  eisten  Beobachtungsobjekte  daretelleiL 

TTm  deii^eifllieii  in  eneugen,  hat  maa  den  KristaUsylinder,  dessen 
Adise  wie  in  §  305  nir  j^-Achae  gewählt  werde,  im  Qaerschnitt 
ßi^O  Ma  hrieatigen  nnd  im  Quenehnitt  M^l  mit  einer  hinreiehettd 
großen  tr&gen  Masso  zn  Tttbinden,  die  durch  die  Elastizität  des 
KiistaUstabea  in  Onillationen  versetzt  wird.  Bei  hinreichend  lang 
samen  Schwingungen  wird  dann  der  Kristallstab  in  jedem  Moment 
merklich  dieselbe  Deformation  besitzen,  als  wenn  die  zwischeu  ihm 
und  der  trägen  Masse  stattfindende  Wechselwirkung  nicht  vorQb«- 
gehend,  sondern  dauernd  stattfände,  nämlich  die  bez.  Gleich- 
gewichtsdeformation. Sind  dabei  die  Bewegungsfreiheiten  der  tragen 
Massen  §o  gewählt,  daß  bei  jeder  ihrer  Lagen  der  Stab  längs  seiner 
Achse  im  Falle  des  Gleichgewichts  gleichförmig  gespannt  ist,  eo 
wird  letsteres  auch  wShiend  der  langsamen  Bewegungen  stattfinden. 

Nseh  dem  im  III.  Abschnitt  Entwickelten  tritt  eine  solche  fgm^- 
fönnjge  Spannung  ein,  wemi  auf  den  Endqueraehnitt  #  I  eine 
longitudinale  Kraft  C  oder  aber  Drehungsraomente  L,  My  N  um  die 
Koordinatenachsen  wirken.  Praktiache  Bedeutung  hat  fOr  uns  nur 
der  Fall  der  einwirkenden  Momente,  nnd  wir  wollen  uns  anf  dessen 
Betrachtung  beschränken. 

Eine  längs  der  Achse  gleichförmige  SSpaunung  imd  Deformatiou 
verlangt  nach  den  aUgemeineu  Formeln  bei  Einführung  der 

Befestigungsbedingungen  (247)  die  Yerrackuugskomponenten 

F -#(i5r,*-Ä«),  (666) 

IC»  -  TP  +  t(0^x  +  g.y  +  ff»)] 

hierin  bezeichnen  U,  V,  W  gewigse  1  uulctionen  von  x  und  y  allein, 
über  deien  Bestimmung  am  angegebenen  Orte  gesprochen  ist,  die 
aber  für  die  uns  hier  interessierenden  Fragen  keine  Bedeutung  haben. 
*/,  und      sind  die  Parameter  der  gleichförmigen  Biegung,      ist  der- 
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jenige  der  gleichfönnigoa  LüiigsdehnaDg,  h  deijenige  der  Drillmig. 
Diese  Parameter  sind  in  unserem  Falle  als  langsam  mit  der  Zeit  Tcr- 
änderlieh  zu  behandeln;  bei  gedampften  Schwingungen  kdnoen  sie 

insbesondere  in  der  komplexen  Form  geschrieben  werden. 

Die  übrigen  Konstanten  des  Ansatzes  (&56)  sind  so  bestimmt, 
daß  güt 

iür     ^  1/    ^  =-■  0: 

*     ",  =  a.  =  ä  T'  —  O,  (ß67) 

'    CZ      CJS      ox      dy        '  ^  ' 

d.  h.,  daß  wahrend  der  Bewegung  des  Stabes  der  Koordinatenanfang 

fest  bleibt,  das  erste  Linienelement  der  Z^- Achse  seine  Richtung  be- 
wahrt, und  die  Umgebung  des  Anfangspunktes  keine  Drehung  um 
die  Z-Achse  erfährt.  Diese  Befestigung  läßt  sieh  relatiT  Tollständig 
realisieren. 

Die  dritte  der  Gleichungen  \j,yöl)  lautet  nunmehr 

-  fe*  +  Äy  +ä)  -     W  +  •  •  •  +  S^{X^).  (558) 

Sie  IftBt  sich  genau  wie  die  eutCuhere  Formel  (159*)  auf  S.  6S6  be- 
handeln und  liefert  nach  Multiplikation  mit  xdq^  resp.  ydq  vmA.  Inte- 
gration Uber  den  Querschnitt  Qf 

faUs     fxdq  ^  fydq^^  0, 

(559) 

fil^dq~qx,\    fy'dq^Qx,\  fxydq^O, 

Diese  Formeln  bestimmen  die  Parameter  und  der  gleiöhfönaigen 
Biegung  allgemein  fOr  jede  QaenMshmtisfomu 

Eine  analoge  einfibdhe  und  allgemeine  Bestimmung  des  Parameters 
h  der  gleichförmigen  Drillung  ist  nicht  möglich;  doch  liefert  die 
Übertragung  der  Entwicklungen  von  S.  635  u.  f.  auf  unsere  Formeln 
filr  den  Fall  eines  Zylinders  mit  elliptischem  Qu&rschnitt 

''<^-Hb+b)^-Hh^-^b^)-  ^^^^ 

Diese  Formel  darf  in  Annäherung  auch  auf  rechteckige  Querschnitte 
von  hinreichend  gestreckter  Form  angewendet  werden. 

Beobachtungen  wird  man  nur  an  Präparaten  von  solcher  Orien- 
tierung gegen  den  Kristall  anstellen,  daß  dadurch  die,^ebeidadenmgen" 
(Drillung .  bei  biegenden,  Biegung  bei  drillenden  Momenten)  Ter- 
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■ehwinden;  diei  indei  itatty  wvm  die  Hodiüii  s^, 


■clkwindmi.  In  dieMm  Falle  gilt 

(S,.  s. 


(Ö62) 


»»IM. 


§  898.  Oedimipfte  BieKimci-  und  IMIhiaceMilnviaciiiigeiii.  Us 
einen  Zylinder  in  ^eidilBRiiige  langsame  BiegangafldiwingiingeD  i» 

TmetMOy  kann  man  so  TerjEahren,  daft 
man  eine  schwere  Kreisscheibe  S  um 
eine  durch  ihr  Zentrum  C  gehende 
horizontale  Achse  drehbar  befestigt 
und  mit  ihr  das  eine  (obere)  Ende 
(^f  —  ?)  des  zu  uutersuciieuden  Zylinders 
stiirr  verbindet,  derart,  daß  in  der  Ruhe- 
lage {uß)  dessen  Längsachse  durch  die 
Diebadiae  geht  nnd  Ton  dieser  Achie 
halbiert  wird  (Fig.  186).  lit  dann  das 
Ende  «  «  0  in  dem  dnen  Ende  a  eines  hinxeidiend  langen  und  mn 
eine  Achse  Ä  drehbaren  Hebels  h  eingespannt,  so  daß  es  keineriei 
merkliohe  Drehuugcn  (wohl  aber  eine  notige  sehr  kleine  VersohiebiiDg 
parallel  «)  ausführen  kann,  d»nn  wird,  wie  die  Rechnung  zeigt,  bei 
einer  kleinen  Drehung  der  Scheibe  um  ihre  Aohse  der  Zylinder  nscb 
einem  Kreisbogen  (uy)  gekrümmt. 

Um  den  Zylinder  in  gleichförmige  lang- 
same Drilluugs Schwingungen  zu  Tersetzen, 
ivann  man  sein  (oberes)  Ende  jr  =□  0  (bei  a) 
fest  einspannen,  sein  anderes  (unteres)  Ende 
»^l  (hei  (i)  im  Zentrum  einer  horteMitsba 
EieiBseheibe  8  befestigen  (Fig.  187).  Bei  eiser 
Drehnng  der  Seheibe  nm  ihre  Aehse  wird  dsns 

mder  Zylinder  gileichförmig  gedrillt.     Um  des 
Kristallzylinder  Ton  dem  Scheibengewicht  so  cni* 
—        lasteOi  kann  man  dabei  die  Scheibe  mittels  eines 
p — 'g  — '"j  geeigneten  Gestelles  dureh  einen  dünnen  Disht  d 
— ■ —    tragen  lassen.^) 

Nun  sind  -  L,  -  M,  -N  die  Momente, 
die  seitens  des  Stabes  je  auf  die  mit  ihm  verbiirnl^  ne  träge  M»ss« 
ausgeübt  werden.  Bezeichnen  9J?o,  2J?i,  2Ji  die  Trägiieitsmomente  d* 
je  um  eine  zur  X-,  Z-,  Z- Achse  parallele  drehbaren  Massen,  ^j,  ^u'^ 
die  bezüglichen  Drehimgswinkel,  so  ist  hiemach 


1)  W,  Voig^  Om,  Abb.         Wied.  Am.  Bd.  47,  p.  671,  1898, 
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äH.^;*?  L,   ÜR.^^  Jtf.  *y,  (Ö63) 

od«r  aneh  wegwi  der  TonuigeMiBteii  Fonn  d«r  LQmmgeii 

Ferner  siud  die  Dreiiuugen  des  Eudc^uenohnitts  e  ^  l  des  betraciitefcen 
Zylinders  je  gegeben  durch 

und  unsere  Gleichungen  (562)  nehmen  hiernach  die  Qfiftalt  an 

V  +  i^ä»,(ft  -  iv,y  -  0,  (666) 

Bei  EinseiKen  tob  5^^^»  >Sy^  —  {  5^'^  ergibt  z.R  die  ente  Fonnel 

ÄÄOh*  -      -  -  0.  (667) 

Im  Falle  der  dnreh  die  Formeln  (552;  rcsp.  (555)  otharakienBierteii 
AnnSlkerung  liefert  diea 

Qh,* m,s„v,',   v,\,^2s^i.„  (668) 

womit  die  Freqvens  v  und  die  DSmpfimg  fi  der  Sohwingungeii  be- 

itimmt  sind. 

Bio  zweite  Formel  (666)  fthrt  zu  analogen  Besiehungen.  JH» 
dritte  aber  ergibt 

iQ+m{{^  +  3)  0.=  -  O  +     +  f )  2^.)  -  0, 

imd  bei  TemaohUUnigung  der  Glieder  aweiter  Grdnnng  aaeb 

*<l-mv(^  +  ^).        +  +  (670) 

Es  ist  daran  zu  erinnern,  daß  diese  1*  toteren  Formeln  zunächst  nur 
für  Zylinder  von  elliptischem  Querschnitt  gelten^  die  Formehi  (568) 
Hingegen  allgemein. 
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Beobachtungen  nach  der  Tontehend  BkizrieTteo  Melihode  sind  an 
isotropen  Körpern  in  ziemlich  wmtem  Umfange  diirchgefttiirt  worden.*) 
Von  KriataUen  iat  bereite  gleichseitig  mit  den  Torgenannien  Menaongen 
mehr  orientierend,  nnd  neuerdings  ansfUhrlieher,  8tein8»lz  beadglicb 

der  innem  Reibung  bei  Bicgungsschwingangen  untenrudlt  worden; 
die  Besnltate  sind  aber  noch  iiiclit  publi/.iert.  Es  muß  genfigtti  an  be- 
merken, daß  die  Unterschiede  bezüglich  der  innem  Reibung,  welcbe 

verschieden  gegen  den  Krifstnll  orientierte  StEbe  bei  Bieguugs 
schwin^aingen  zeigen,  f^ehr  beträchtlich  sind;  Stäbe  mit  der  Längs- 
richtung parallel  einer  vierzähligon  Hanptachs©  weisen  die  größU? 
innere  Reibung  auf.  Es  handelt  sich  also  um  eine  Erecheinungj  bei 
der  die  Aeolotropie  der  Kristallsubstanz  »ich  nachdrücklich  geltend 
macht.  Leider  sind  beztlgliche  Beobachtungen  durch  die  Anforderungen 
an  daa  SriataDmalerial  sehr  erschwert. 

1)  TT.  Voigt  l  c 
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Weehselbezielmiigen 

zwischen  einem  Vektor  und  einem  TensortripeL 

(Piezoelektrizität,  Piezomagnetismns 
und  ihre  Reziproken.) 

I.  Abaehniit.  - 

Erste  Beobaclitiin^eii  üIk  i  piezoelektrische  Erregung 
und  elektrisclie  Deformation. 

§  399.  Erste  qualitative  Resultate  über  piesoelektrische  Er- 
regung. Eine  Erregung  yon  Elektrizität  an  Kristalleu  durch  Druck 
glaubte  bereits  Haüy  und  später  F.  Becffuerd  beobachtet  zu  haben. ^) 
Ifltlessen  ist  es  wohl  sicher,  daß  die  eigeutlich  wirkende  Ursache  bei 
diesen  Expeniuenteü  nicht  Druck,  sondern  lieibung  gewesen  ist. 
Demgemäß  sind  als  die  Entdecker  der  Piezoelektrizität  unzweifelhaft 
dia  &ttdir  P.  und  «/.  OwrU  sa  betrachten,  welche  am  1880  die  fon- 
damentalen  Erscheinungen  feetgestellt  nnd  flber  sie  eine  Ansahl 
empirifioher  Regeln  gewonnen  haben. 

Ihre  ereten  Untersuchongen*)  waren  wesentlich  qnalitatiYer 
Art.  Die  beiden  Forscher  stellten  aus  Kristallen  mit  polaren  Sym- 
metrieachsen (woau  8.  47  zu  Tergleicben)  prismatische  Präparate  mit 
der  geometrischen  Achse  paniUel  einer  solchen  polaren  Achse  her 
und  komprimierten  dieselben  liingn  dieser  Achse.  Waren  die  Grund- 
flächen mit  nach  außen  !sn]i.«rten  metallischen  Belebungen  vorsrhen, 
so  entstanden  in  diesen  Belegungen  infolge  der  Kompression  Ireie 
LaUüiigeii,  die  sich  an  einem  77iöWtson -Elektrometer  nachweisen  ließen 
und  bei  Aufhebung  des  Druckes  wieder  verschwanden.  Wurden 
.^während  des  Bestehens  des  Druckes  die  Belegungen  entladen,  dann 
ergab  die  Aufhebung  des  Dmekes  auf  ihnen  die  entgegengesetzten 
Ladungen  von  den  bei  Ansfibung  des  Druckes  entstandenen. 

1)  S.  z.  H.  OMers  Phya.  Wörterb.  Bd.  8,  p.  265.  IS 27. 

2:  V.  u. ./  Curie,  C.  R.  T.  91,  p.  «94,  1880;  P.  CwU,  (Euvies,  Paris  lyOd,  p.  6. 

Voigt,  KriBUllphysik.  61 
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Die  Curies  untersucliten  Turmalin,  Kieselzinkerz,  Rohrzucker^ 
Weinsäure,  ferner  Quarz,  Zinkblende,  Ilclvin,  Natrinmchlorat.  Die 
Kristalle  der  erstea  Keihe  w.  lche  nach  der  Tabelle  am  Ende  de« 
Buches  dem  IV.,  III.,  II.  Kristallsystem  an{?«>höron.  besitzen  sämtlich 
nur  eine  polare  Achse;  diejeuigeu  der  zweiten  iieüie,  die  zum  IV. 
und  VII.  System  zälilen,  weisen  deren  mehrere  auf. 

An  allen  diesen  Kristallen  waren  pyroelektrische  Rrrcguugeu 
wahrgenommen  worden,  und  es  war  natürlich,  daß  die  Cwies  äogleieh 
nach  einem  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Erschein  nngsarteo 
snehten.  Dw  £rgebni8  ihrer  vergleichenden  Beobachtungen  (bei  deinaD 
rie  besfiglidi  der  p)  roelektrisdien  Erregung  die  S.  2S3  geschilderte 
Methode  Ton  Friedd  benutsten)  legten  sie  in  dem  Sats  nieder,  difr 
die  elektrische  Erregung  eines  Kristalls  bei  Kompression 
nach  einer  polaren  Achse  dem  Vorseichen  nach  mit  der> 
jenigen  bei  Abkflhlnng  fibereinstimme. 

Dieser  Satz  ist  weit  weniger  einfach  und  klar,  als  es  auf  den 
ersten  Blick  scheint,  weil  die  Umstände,  unter  denen  bei  der  Friedd' 
sehen  Metbode  pyroelektrische  Erregunj^en  beobachtet  werden,  wenig 
übersichtlich  sind.  In  der  Tat  wirken  bei  jenem  Verfahren  die  mit 
dem  Ort  stark  variierenden  Teniperaturänderungeii  keineswegs  rein 
und  frei;  aucii  lassen  sich  von  nach  ihm  erhaltenen  Itesultaten  keinerlei 
Schlüsse  auf  die  Erregung  eines  Kristalls  bei  gleichförmiger  Er- 
wärmung ziehen.  (Wir  kommen  auf  diesen  Punkt  später  zurück.) 

Insbesondere  kSnnoi  gem&fi  dem  8.  235  Enfcwiekdten  Kristalle 
mit  mehreren  polaren  Achsen  dnrdi  ^eichföimige-  Temperatur^ 
ftndttiing  überhaupt  nicht  eleklaisch  erregt  werden,  und  die  bei  un- 
gleichförmigen Änderungen  eintretenden  Erregungen  sind  ausaehließ- 
lich  Folge  der  mit  diesen  Terbundenen  unglMchiBrmigen  Sfi^i^uDgen 
und  Deformationen. 

Für  solche  Kristalle  drückt  also  die  CWt'esche  Regel  nur  die 
wenig  aufklärende  Tatsache  aus,  daß  bei  dem  Friede! sehen  Verfahren 
ungleichförmige  Spannungen  auftreten,  die  im  Falle  der  Erwärmung 
Uesp.  Abkühlung)  an  der  uTitersuchten  Grenztläche  dif selbe  Erregung 
veranlassen ,  wie  sie  an  der  gleichwertigen  Grundllüche  bei  einer 
gleichförmigen  Dehnung  (rcsp.  Kompression)  des  Prismas  auftritt. 

Es  ist  nicht  unwichtig,  hierauf  hinzuweisen,  weil  der  Curtesche 
Satz  anfänghch  in  dem  Sume  verstanden  worden  ist,  ala  handelte  e» 
sieh  bei  ihm  um  eine  gleichförmige  Erwärmung  (wobei  er  ja  ge- 
legmtli<di  überhaupt  seinen  Sinn  Terliert),  und  weil  dieses  HüBTerständnis 
auch  noch  gegenwärtig  nachwirkt,  obwohl  Diedd  und  Cttriß^)  sich, 
später  ganz  klar  au  der  Sache  geiußert  haben. 

1)  0,  Friedel  a.  J.  Curie,  C.  R.  T,  03.  p.  66,  1888. 
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§  400.  Empixisohe  Gesetse  für  den  Fall  einfaoher  gleicliförmiger 
KompreMiiiiL  Weitere  ünteniMdiiiiigea  der  Cime&  heben  zu  einer 
Reflie  wiehtigar  Geaetse  geftOut,  die  zuin  Teil  Ausgangspunkte ,  zum 
Teil  Pritfongsobjekfee  ftkr  die  eJlgemeine  Theorie  dee  Eneheinimgä- 
gebietee  geworden  lind. 

Die  nächsten  Beobachtungsreihen^)  beschrankten  sich  auf  Tnr- 
mal  in  nnd  maßen  an  (nach  der  Hauptachse  orientierten)  priema- 
tischen  Präparaten  die  Ladungen,  welche  bei  loniptadiiialer  Kotn- 
prppsif.T)  nnf  den  Belegungen  der  Grundflächen  frei  werden;  die  eine 
dieser  Belegungen  war  zu  diesem  Zweck  tüit  der  Nadel  eines  Thomson- 
Ma^rarf sehen  Elektrometers  verbunden,  die  andere  war  geerdet  Man 
konnte  dabei  die  an  verschiedenen  Präparaten  frei  werdenden  Ludufigpn 
unmittelbar  dem  Ausschlag  des  Elektrometers  propi^rtional  setzen,  da 
die  Kapazität  des  durch  den  Kristall  mit  seinen  Belegungen  repräsen- 
tierlen  Kondeneaton  immer  Uein  war  gegen  die  Eapazii»t  des  Elek- 
trometers« 

Die  Resultate  ihrer  Meesimgeii  fafiten  die  Citnes  in  folgende  Sftbse: 

Die  beiden  Enden  eines  Turmalins  entwickeln  bei  Kom- 
pression entgegengesetzt  gleiche  Ladongen,  die  dem  Druck 
proportional  sind^  sich  also  mit  demselben  umkehren. 

Bei  dem  nämlichen  Gesamtdruck  ist  die  entwickelte 
Ladung  von  den  Dimensionen  des  Präparats  unabhängig. 

Der  letzte  Satz  ist  durch  Beobachtungen  erhalten,  bei  denen  die 
Längen  der  Präparate  vom  1-  bis  30-faclien,  die  Querschnitte  vom  1- 
bis  öO-fachen  gesteigert  wurden;  er  kann  also  trotz  der  nicht  sehr 
genauen  Beobachtungsmethode  als  vollständig  begründet  gelten. 

l  Die  (je  nach  dem  Vorkommen)  stark  wechselnde  Färbung  des 
Turmalins  schien  im  allgemeinen  auf  die  piezoelektrische  Erregung 
geringen  Einfluß  zu  haben;  nur  die  undurchsichtigen  Kristalle  ver- 
hielten sieh  infolge  merkli^dier  LeitfShigkeit  abwriehend 

Die  Torstehenden  Sitae  gehen  den  Ton  Chu^fain  Aber  pyroelek- 
trische  Erregung  abgeleiteten  und  S.  240  mitgeteilten  nahe  parallel; 
sie  deuten  auf  eine  Einwirkung,  welche  jedem  Yölnmenelement  das 
gleiche  elektrische  Moment  erteilt  und  dadurch  gem&ß  S.  204  schein- 
bare Ladungen  der  Grundflächen  der  Präparate  hervorruft.  Der  hier- 
duroh  Tertiefte  Parallelismus  der  für  pyro-  und  piezoeLektrische  Er- 
regungen geltenden  Gesetze  ließ  die  CuHfis  zu  der  Auffassung  gelangen, 
daß  es  sich  bei  dem  ersteren  Vorgang  nicht  um  eine  direkte  ther- 
mische Wirkung  handele,  sondern  daß  die  Erro<rijng  ausschließlich 
auf  den  mit  den  Temperaturänderungen  verbundenen  Dilatationen  be- 
ruhe, somit  in  letzter  Instanz  jederzeit  piezoelektriach  sei. 

1)  J>  «.  J.  Oime,  C.  R.  T.      p.  18$,  18S1;  P,  Omrie,  (Eoms,  p.  16. 
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Es  ist  S.  236  danuf  hingewieseiiy  dsB  disse  AnSsssnng  bei  aJlsn 
Kristallen  ohnfl  einselne  ausgezeichnete  Biehtnng  die  not- 
wendige ist;  bei  denjenigen  Kristallen  hingegen,  die  eine  deraxtige 
Richtung  (z.  B.  eine  einiige  polare  Achse)  besitzen,  ist  ein  solch» 
Schiaß  keinMwegs  zwingend,  und  es  ist  eine  wichtige  Aufgabe  der 
Messung^  ihn  sa  prflfen.   Wir  kommen  hierauf  nnten  zorück. 

§  401.  Erste  absolute  Meöaungen.  Die  (iebrüder  Curie  ver- 
folgten ihre  wichtige  Entdeckung  zunächst  in  der  Richtuug  auf  eine 
praktische  Anwcudung.^) 

Nachdem  gezeigt  war,  daß  an  einem  Kristallpräparat,  das  parallel 
einer  polaren  Achse  orientiert  ist,  bei  longitudinaler  Kompression 
Elektridtätsmengen  erregt  werden,  die  sich  snAer  dueh  die  Nnior 
des  KristaUs  nur  durch  die  Ordfie  des  aasgefibten  Gesamtdmckee  be- 
stimmen, so  war  die  Md^iehkeit  gegeben,  hierauf  die  Konstruktion 
einer  Elektrizitätsquelle  von  bequem  variierbarer  Ergiebig- 
keit  zu  grfliiden.  Um  diese  Ergiebigkeit  ein  für  alle  Male  in  abso- 
lutem Maßo  angebbar  zu  machen,  war  es  nur  nötig,  für  die  benutzte 
Kristaiiart  die  piezoelektrischf  Erregbarkeit  in  demselben  Maßsystem 
zu  bestimmen.  Dieser  Oosichtspunkt  f&hrte  die  Curics  zu  einigen 
quantitativen  Beätiiiiiiumgeii. 

Die  hierbei  von  ihnen  benutzte  Methode  war  die  folgende. 

Die  eine  Beieguug  des  Ki  istallpräparats  wurde  geerdet,  die  andere 
mit  zwei  Quadranten  eines  T^onisoii- Elektrometers  verbunden,  bei 
Nebensohaltong  eines  Kondensators  von  bekannter  Kapasitat  Um 
Ton  der  Annahme  der  Proportionalilfit  der  Elektrometennssehläge  mit 
der  zu  messenden  Ladung  frei  au  sein,  wurde  das  Elektrometer  nur 
als  Nnllinstrument  benutzt,  nämlieh  das  zweite  Quadrantenpaar  mit 
einem  Pol  eines  Danieif-Elements  verbunden  und  dann  der  Druck  auf 
das  Kristallpr&parat  so  abgeglichen,  daß  die  Nadel  auf  die  Ruhelage 
aurüekginp:. 

Ist  die  Kapazität  des  Elektrometers,  mit  Znlcitunj^en  iinfl  R*»- 
leguügen  des  Kristalls,  gleich  r'o,  so  wird  eine  lu  der  Belegung  ent- 
wickelte Ladung     ein  Potential  V  bewirken,  gegeben  durdl 

e,C,-  Vi  (t) 

bei  Hinzufügung  der  bekannten  Kapasitat  C  wird  eine  andere  Ladung  e 
nötig  sein,  um  dasselbe  Potential  SU  geben^ 

e(C  +  C?o)-F,  (2) 

Nim  ist  nach  den  GWitfschen  Beobachtungen  die  entwickdte  Ladung 
dem  Qesamtdnick  proportional^  d.  1l,  wenn  dieselbe  durch  ein  Ge- 

1)  P.  u.  /.  Oitrie,  a  E.  T.  98,  p.       1881;  P.  Onrk,  (Eums,  p.  tt. 
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wicht  G  bervorgonifen  wird,  ist  e  =  Gf^,  unter  eine  der  KristaUÄrt 
indiTicliielle  Konstante  TeFstanden.  Fmer  ist  ^(1  Daniell)  als  bekannt 

-=  1,23  \'uit  =  1,23  •  10*^  cm.  gr.  sec. 
KU 'betraeliten.  Man  kann  somit  aus  den  beiden  GldohuDgen 

G^C.d^^  V  ^  G{C -\- C,)d^ 

die  unbekannte  Kapazität  (7o  und  den  piezoelektrischen  Parameter 
bestimmen.   Das  Resultat  für  letzteren  ist 

Nach  dieser  Methode  erhielten  die  Curies  für  den  Parameter  d^ 
bei  \'oraussetzung  von  Kilogramm  als  Gewichtseinheit  und  von  cm. 
gr.  sec.  für  V 

im  Falle  des  Turmalius    <^>-=  0,0531, 
im    alle  des  Qoar»»         -  0fiß2, 

Voraussetzung  ist  die  Orientierung  der  Präparate  nach  einer  polaren 
Achse. 

Bei  Übergang  zu  Dynsn  als  Erafteinheit  Hefeit  dies  f&r  den 
Paiameter,  der  hier  mit  d  bezeichnet  werden  mag, 

bei  Turmaliu    d  —  0,41  ■  lü  '  cm.  gr.  sec, 
bei  Quarz         -  6^2  •  10" »  „  „  „ 

Nadidem  die  piezoelektrische  Konstante  bekannt  ist,  kann  man 
die  oben  beschriebene  Beobachtangsmethode  natOrlieh  aneh  zur  Be- 
stimmung Ton  Kapazitäten  y  z.  B.  zum  Zwecke  der  Ableitung  der 
Werte  von  Dielektrizitätskonstanten  verwenden.  Über  bsattgliolie 
Beobachtungen  ist  S.  452  berichtet  worden. 

8  402,  Einfluß  der  Orientierung  der  Druckrichtung  gegen  den 
Kristall.  Die  Frage  der  Abhängigkeit  der  piezo«  IpUrischen  Erregung 
eines  parallelepipedischen  Präparats  von  seiner  Ünentierung  gegen 
den  Kristall  haben  die  Ctiries  bei  Turmalin,  wie  es  scheint,  j^ar  nicht 
studiert,  und  auch  für  Quarz  nur  in  einem  ganz  speziellen  Falle.  ) 
£s  ist  schwer,  einzusehen,  was  sie  von  dieser  naheliegenden  und  wich- 
tigen Untersnchung  abgehalten  hat.  YieUeidit  nahmen  sie  an^  daft 
die  Verhältnisse  zn  kompliziert  l&gen,  um  sidi  durch  Beobachtung 
allein  anfklSren  zn  lassen. 


1)  P.  u.  J,  Curie,  Joun.  d.  Fhyt.  (2)  T.  6,  p.  14»,  188«;  P.  CkiHe,  (EimsB,  p.  S6. 
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Die  an  Quarz  angeatellien  Beobachtungen  beMgen  sich  auf  das 
Verhalten  eines  einzigen,  mit  Minen  Kanten  Oyb,  c  nach  dem  (von 
lUiB  benutzten)  Hauptachsens}  stera  orientierten  Parallelepipeds,  wobei 
zu  fTiTinern  ist,  daß  in  diesem  System  iV\^  X-Ackse  eine  polare  Achse 
darstellt.  Untersucht  wurden  die  Ladungen,  die  bei  Kompressionen 
parallel  zur  X-.  Y-  oder  Z-Richtung  in  Belegungen  frei  wurden, 
welche  die  FIÜLhea  normal  zu  ±  X  bedeckten. 

Bezeichnet  man  den  Gesamtdruck,  der  zur  Anweuduug  kam,  mit 
r,  die  Dimensionen  des  Präparats  nach  den  Achs»  X,  T,  Z  mit 
a,  6,  «  und  ▼ersteht  unter  d  eine  (piesoelektrisehe)  Eonsüatef  dann 
ging  das  RAoltat  der  Beobaehtiingen  dahin,  daß  die  entwickelten 
Elektrizitatsmengen  waren  bei  Kompression 

parallel  X  Fd^ 

parallel  Y      r,  rä{b/a),  (4) 

parallel  Z  ^—0. 

Das  zweite  Resultat  laßt  sieh  aneh  sehreiben 

H'-rdifjf;),  (5) 

wobei  hc  =—  die  (iröße  der  Fläche  normal  zu  X,  ac  =—  diejenige 
der  Fläche  normal  zu  Y  bezeichnet.  Es  tritt  also  die  gedrückte 
Flüche  im  Nenner,  die  belegte  im  Zähler  auf.  Das  erste  Result;it 
fQgt  sich  dieser  Regel  gleichfalls,  weil  in  dem  betreffenden  Falle  die 
gedrCLekte  Fläche  zugleich  die  belegte  war. 

Dies  Gesetz  scheint^  wie  bemerkt  werden  mag,  nach  seiner  Fassung 
▼on  der  speziellen  Orientierung  des  P^nllelepipeds  nnabhingig  und 
allgemein  gültig  zu  sein,  'Man  wii^  demgem&ß  erwarten  können, 
daß  jederzeit,  wenn  ein  Prftparat  in  Form  eines  rechtwinklige 
ParaUelepipefls  auf  einem  Flucbenpaar  F  gedrückt,  auf  einem  andern 
oder  dem  gleichen  f  belegt  ist,  die  frei  werdende  Itadung  mit  dem 
Quotienten  fjF  proportional  ist. 

Kr  ergibt  sich  liieraus  die  Regel,  daß,  um  mit  kleinen  Gesamt- 
drucken möglichst  t^roße  Ladungen  zu  erzielen,  f  möglichst  groß,  F 
möglichst  klein  zu  machen  ist/) 

Eine  Art  Ergänzung  der  beschriebenen  Beobachtungen  der  Curies 
stellen  einige  (frühere)  Messungen  Czermaks*)  dar,  welche  zwei  ver- 
schieden  orientierte  ParaUelepipede  tou  Qnan  betrafen,  aber  die  La- 
dungen nur  der  gedrQekten  Flächen  selbst  feststellten.  Wir  werden 
auf  dieselben  nach  Entwicklung  der  allgemeinen  Theorie  zurQckkommen. 

1)  Die  genaue  Beschreibung  eines  hiernach  für  Meßzwecke  geeignet  mon- 
tierten piexoelelctriB^A  erregbaren  Quarzpräparats  gab  J.  Omit,  Ann.  d.  Chim.  T. 
87,  p.  892,  1889;  a.  auch  P.  Curü,  (Euvrei,  p.  Wi. 

S)  P.  Cxtrmak,  Wien.  Ber.  Bd.  fK»,  p.  1217,  1887. 
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§  403.     Ente  Beobachtungen  über  elektriaehe  Wirkungen 

ungleichförmiger  Deformationen.  Kompliziertere  Falle  piezoelektrischer 
Erregimg  hat  Kumlt^)  mit  semem  S.  2viO  best  1  inebenen  Bestäubimgs- 
verfahren  untersucht.  Leider  sind  die  Uiiist;iti<le  der  Erregung  bei 
jenen  ünterhuchuniien  derart,  daß  diese  BeobacbLungen  sich  nur  in 
bescheidenem  Maüc  resp.  in  roher  Almäherung  theoretisch  behandeln 
lassen. 

Für  die  Theorie  ist  im  Anschluß  an  das  S.  231  Gesagte  daran 
xn  erinnern,  dafi  die  BeitBabangsmeÜiode  Uber  die  Verteilaug  der 
erregten  Ladungen  direkt  g»r  keine  Anekiinft  gibt,  sondern  einzig 
anzeigt,  wo  nnd  in  welcher  Dichte  die  elektrieehen  Kraftlinien  in 
poeitiTem  oder  negatiTem  Sinne  die  beatftdbte  OberflSche  durehaetBen. 

Einige  Beobaohtnngeii  Kmudts  beacgen  eich  auf  Qnanplaitten, 
die  normal  znr  Hauptachse  ans  den  ainlenförmigen  Teilen  der  be- 
treffenden Kristalle  hergestellt  waren  und  somit  die  Form  regulSier 
Sechsecke  besaßen.  Diese  Platten  wurden  in  swei  diametral  gegen- 
überliegenden Punkten  gedrückt. 

Bei  der  Deutung  dor  von  Kundt  anffecrpbenen  Bestaubungstiguren 
hat  man  zn  berücksichtigen,  daß  das  M*  Tiiuf^cpiilyer  schwerer  ist,  als 
(las  Schwf'frl|uilv.  daß  es  infolgedessen  der  abstolieuden  W  irkung 
pubiLiver  Lrulungon  weniger  folirt,  als  das  Schwefelpulver  derjenigen 
der  negativen  f.inlungen,  und  liaii  deshalb  die  von  Mennige  bedeckten 
Bereiche  im  allgemeinen  weiter  ausgedehnt  sind,  als  sie  bei  gleichem 
Verhalten  beider  P^Ter  sein  sollten. 

Lagen  bei  den  KtuM^ea  Beobachtongen  die  Drackstellen  auf 
der  zweidihligen  X-Achse/so  ergab  die  Bestanbnngsmethode  ein  sehr 


kompliziertes  Bild,  das  f 
durch  ein  System  neu-         /     f  v  /■  "J" 


i4* 


traler  Kurven  charak- 
terisiert wird,  wie  es 
Figur  durch  die 

punktierten  Linien  an- 
deutet. Lagen  die 
Drackstellen    auf    der  „  L>  — 

.   ,  ,  .    ^  »f.  188.  Flg.  18». 

2 -Achse,  so  markierte 

sich  keine  andere  neutrale  Kurve,  als  eben  diese  Gerade  (Fig.  189); 
die  Bereiche  >  0*  und  a;  <  0  wareji  in  sich  gleichsinnig  erregt,  und 
zwar  ebenso  wie  die  bez.  zentralen  Felder  bei  der  Torigen  Art  der 
Einwirkung.  Diese  Erscheinungen  werden  wir  unten  aus  der  all- 
gemeinen Theorie  Terstftndlich  machen. 

Außer  rein  mechanischen  Erregungen  rerfolgie  Kumät  auch 

1)  A,KMndt,  BecLBer.Bd.l6^  p.4ai,  1888;  Wied.  Ann.  Bd.  20,  p.598,  1883. 
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Mlohe  durch  ungleichförmige  Erwärmung,  die  er  als  nicht  piezo-, 
sondern  als  pyroelektrisi-h  betrachtete.  Wälirend  von  diesen  Beobach- 
tungen die  Erre'_nniuen  ganzer  natürlicher  Kristalle  bei  einer  Abkühlung 
nach  vorhergehender  Erwärmung  tbeorf'tiBch  kaum  faßbar  sind,  kann 
man  die  analogen  Vorgänge  an  Kugeln  aus  homogenen  Kristallen  in 
einer  ziemlichen  Annäherung  behandeln.  Wir  kommen  auf  die  betreffen- 
den Versuche  an  Quarzkug^  In  gleichfalls  unten  zurück. 

Große  Schwierigkeiten  bieten  einer  theoretischen  Verwertung  auch 
die  BeobMditaiigeii  B8ti^ms^)  Aber  die  elektrische  Erregung  diur 
QuitBkngel  dnidt  Kompreaiioii  ISngp  eiaee  DuichmesBera. 

Isk  «war  dae  Problem  der  elaetiechen  Defonnation  einer  isotropen 
Engel  nnier  den  hier  Torliegenden  Yerhiltnissen  (wenn^eioh  in  sehr 
komplizierter  Fonn)  gelOe^  so  ist  das  analoge  Problem  fflr  dieEristall- 
kngel  bisher  noch  ganz  unzugänglich.  Und  seine  Durchführung  ist 
natürlich  die  Vorbedingung  Air  die  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie 
der  Piezoelektrizität. 

Unter  diesen  Umständen  muß  e.«  <^en(igen,  einige  einÜEUihe  Basnltate 
horrorzuheben,  zu  denen  liimttjm  gelangt  i^<t. 

Liegt  die  Druckrichtung  normal  zur  Z- Hauptachse  (also  äqua- 
torial), SU  teilt  sich  die  KugeloberMche  jederzeit  durch  eine  die 
Hauptachse  enthaltende  diametrale  Ebene  iu  zwei  Hälflen  entgegen- 
gesefasfeer  sdieinbarar  Ladungen.  FiUt  die  Drackri^tung  speziell  k 
eine  polare  Nebenaehse,  s.  B.  in  die  Jt-Aehse»  Sb  liegt  die  nentnJe 
Ebene  nonnal  snr  Drac^chtung,  also  B.  in  der  JZ-£bene;  filli 
sie  in  die  Mitte  zwischen  awei  polare  Achsen^  s.  &  in  die  T-Adise^ 
so  liegt  die  neutrale  Ebene  parallel  der  Dmekriehtnngy  also  wieder 
8.  Bw  in  der  JTZ- Ebene. 

Bei  einem  Druck  in  der  Richtung  der  Z-  Hauptachse  teilt  sich  die 
OberHäche  der  Kugel  durch  drei  äcjnidistante  Meridiauebenen  in  seclis 
Sektoren  abwechselnd  positiver  und  negativer  Erregung,  entsprech^^nd 
dem  Charakter  der  Hauptachse  als  dreizahUge  Symmetrieachse.  Bei 
Druckrichtungen,  welche  um  einen  beliebigen  Winkel  g^en  die  Haupt- 
achse geneigt  waren,  schien  sich  die  Kugeloberfläche,  ähnlich  wie  bei 
den  Drucken  normal  snr  Hanptachse,  in  swei  gleiche  Bllften  enigegen- 
gesetster  Eiregung  zn  teilen.  Dies  letstere  Besultat  kann  indessen 
nicht  allgemein  gelten,  weil  bei  AnnShemng  der  Dniekriehtong  an 
die  Hauptachse  offenbw  ein  allmählicher  Obetgang  in  die  dort  beob* 
aditete  Sechsteilnng  stattfinden  muß. 

Beobachtungen  BStägms  über  die  Erregung  einer  normal  sur 
Hauptachse  geschnittenen  Kreisseheibe  von  Quarz  durch  Kompression 
längs  verschiedener  Darohmesser  würden  der  Theorie  an  sich  geringere 

1)  W.  C.  livtUgtn,  Wied.  Ann.  Üd.  IS,  p.  6W,  Bd.  19,  p.  Ö23,  IbbS. 
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Sehwierigkeiten  bieten,  weil  fftr  dieie  Onentieiniiig  der  Pktte  die 

elastischen  Clleiehiuigeii  i0otro]>e  Gestalt  anndhrnen.  D»  aber  die 
Beobaehiimgm  aich  nur  anf  die  Inflaenswirkimgen  besiehaiiy  welche 

die  komprimierenden  Metallteile  erfahren,  und  auch  nur  qualitativer 
Art  sind,      ist  Tou  einer  Herakuäehaxig  der  Theorie  hier  wenig  Vorteil 

zu  erwarten. 

Anders  verhält  es  sich  mit  Beobachtungen  iioM/./'  /;s^  über  die 
Erregung  dieser  Ereisscheibe  durch  ungleichförmige  Erwärmung  mit 
Isothermen  in  Form  konzentrischer  Kreise.  Hier  kann  die  Theorie 
mit  NatMn  mnae^m,  nieht  nur  m  EfUftmng  der  beobacihieton  Ver» 
hiltoiwe,'  flondetn  anßk  war  Priteiaernng  der  ans  ümen  gezogenen 
Folgimuigeii* 

MStl^BH  klebte  auf  die  Quarzplatte  einen  konzentrischen  Ereisring 
Ton  Stanniol  nnd  zerlegte  denselben  durch  Radien,  welche  die  Winkel 
der  polaren  Achsen  halbierten^  in  Sektoren.  Von  diesen  Sektoren 
wurde  der  1)  ,  3),  5)  mit  einem  Elektrometer  verbunden,  der  2),  4),  6) 
gpordot.  Es  zeigte  eich  dann  am  Elektrometer  ein  Ausschlag  im 
entu:f  L!;engcset2teu  Sinne,  wenn  die  Platte  vom  Zentrum  aus  und 
wenn  sie  vom  Rande  aus  erwärmt  wurde. 

Röntgen  scliloö  aus  die&er  Beobachtung,  welche  ahnliche  Tempe- 
raturen als  ganz  entgegengesetzte  Wirkungen  übend  erwies,  daß  es 
sieh  bei  der  Erregung  des  Quarzes  durch  ürwirmung  in  erster  Linie 
nm  Piezoaleictrisitftt  handeln  müsse. 

Bezfl^ch  der  hier  eDtstehenden  Frage  ist  anf  das  in  §  129  all* 
gemein  Bemerkte  zn  verweisen. 

§  404.    Der  elementare  reziproke  Effekt.    Die  von  den  Curies 

festgestellte  Umkehrbarkeit  der  piezoclektrieehen  Erregung  einseitig 
gepreßter  Kri»*tal1prn parate  von  paraüelepipediscber  Form  hat  Lippmann^) 
Veranlassung  gegeben^  durch  Anwendung  der  Grundsätze  der  allgemeinen 
Th<-i  uiudynaniik  bei  Aniiahme  der  Unzerstörbarkeit  elektrischer  La- 
duugt;u  die  Notwendigkeit  eines  zu  der  Piezoelektrizität  reziproken 
Vorganges  zu  erweisen.  £r  zeigte,  daß  ein  derartiges  Präparat,  wenn 
seine  Belegangen  auf  eine  PotentialdüEBreoz  V  gebracht  wflrden,  eine 
lineSre  Gesamtdilatatton.jl  von  dem  Betrage 

A  =  Vd  (6) 

erleiden  müßte,  wobei  d  dieselbe  Konstante  bezeidmst^  welche  nach 
B.  805  die  Erregung  des  Präparates  bei  einem  in  Dfoen  an^gediüokten 
Gesamtdruck  F  miA^  gamäß  der  Formel 

  e-r<?.  (6') 

1)       G.  Lijptpmarmt  Ann.  d.  chim.  (6)  T.  24,  p.  146,  1S81. 
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Die  Kegel  Aber  den  Sinn,  in  dm  die  beiden  reziproken  Wir- 
kangoa  einander  oitqpreeheii,  IfiAt  sich  folgendmnaAfln  fonnalieren. 

Wird  die  Orondfllche  A  (resp.  B)  einer  Eiisiallplatte  durch  mam 
Draok  normal  gsgen  dieaa  Fläche  positiv  (resp.  negativ)  geladen»  so 
erzeugt  eine  positive  (resp.  negative)  Ladung  dieser  Fläche  eine  Dila- 
tation in  der  zn  ihr  normalen  Richtung.  Die  elektrisch  erze'i.jrte 
Dilatation  wirkt  al.so  der  duroh  den  korreapondierenden 
Druck  erzeugten  entgegen. 

Durch  analoge  öchiüsse  ergibt  sich,  daß,  wenn  ein  Parailelepiped 
durch  einen  Druck  F  gegen  eiu  Flächeupaar  F  auf  einem  dazu  nor- 
malen Flächenpaar  /'  Ladungen  ±  e'  hervonuft»  wobei 

e'^rd'(flF),  (V) 

dann  eine  Ladung  der  bezüglichen  Belegungen  f  in  gleichem  Sinne 
auf  die  Poteutialdiü'erenz  V  normal  zu  F  eine  Dilatation  hervormfi 

i  V  Vi'  (f/F).  (7) 

Dieae  beiden  DilaiationeD,  die  man  als  longitndinal  nnd  trana- 
▼eraal  nntenoheiden  kann,  aind  nadi  der  GrSBe  der  pieioeleirtriadien 
Parameter  d  und  d*  ateta  außerordantlich  klein.  Zn  ihrem  Naehweia 

haben  die  Oartes^)  verschiedene  Methoden  angewendet,  deren  Theorie 
sie  allerdinga  zun  Teil  nicht  Tollsiftndig  geben,  nnd  die  sie  daher  auch 
nicht  zu  einer  quantitativen,  sondern  nur  zu  einer  qualitativen  Ver- 
gleichung  mit  dem  Lippmantischen  Geeeis  verwenden  konnten.  Wir 
gehen  auf  dieselben  unten  näher  ein. 

§  405.  Experimenteller  Nachweis  des  longitudinalen  Effekts. 
Für  eine  Quarzplatte  normal  zu  einer  polaren  Atiise-  ist  nach  den 
S.  805  besprochenen  Beobachtungen  der  Cfiries  in  absoluteu  Einheiten 
d  -=  6^2  •  10-^  Eine  PoteutialdiÜerenx  von  3Ü0Ü  Volt  =  10  absoluten 
Eipheiten  wftrde  alao  bei  der  ecaten  Anordnui^;  fOr  die  longitodinale 
INlatotion  X  nur  6,32*  10" '  cm  ergeben.  Der  Naohweia  einer  aolohen 
DUatation  gelang  den  Cmm  auf  folgendem  Wege: 

Zwiacihen  swei  nahes n  atarr  miieinaader  Tednuidflnen  HeteU- 
platten  und  p,  (Fig.  190)  aohiehieten  de  unter  mlAigem  Druck 
sweimal  drei  Qu^rzplaiten,  aiuntlioh  normal  xu  einer  poUuw  Achae 

geschnitten,  in  abwechselnd  verwendeter  Poeition;  die  mittleren  waren 
beiderseitig  mit  metallenen  Belegnngen  a,  ß  und  ß'  versehen;  dn 
metallischer  geerdeter  Sohinn  swieohen  den  beiden  Sjatemen  y%t- 


1)  P.  und      Ourk,  C.  R.  T.  98,  p.  1187,  1881;  T.  9b,  p.  914,  1891;  Joun. 
d.  Fbjü.  (8)  T.  8,  p.  14U,  1888.  P.  Curk,  (Eavre«,  p.  8«,  SO,  Sö. 
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liinderte  eine  elekixisehe  Weehaelwirkimg  zwiadien  ihnen;  andere 
Schinne  aehttferten  eie  gegen  direkte  Einwirkungen  Ton  anfien. 

Knn  worden  die  BeLegnngen  a  und  ß  mit  Hilfe  einer  Infinenz- 

masckine  elektriscli  entgegengesetzt  geladen.  Nach  dem  Z«jp|NiMMiiBehen 
Satz  mnfiten  dann  aUe  drei  Platten 
des  ohern  Systems  gleichsinnige 
Dilatationen  erfnhrrn,  Am  sich  mit 
■der  Hirlitan^  der  Feldstärke  in 
ihnen  umkehrten.  Diese  Dilata- 
tionen konnten  aber  infolge  der 
äußeren  Bedingungen  des  Systems 
sich  nicht  frei  ambilden;  sie  gabra 
«omit  Veranlaseung  zur  Ändemiig 
•derDmokrerhiltniiee  innerhalb  dee 
Systems  der  sedis  QnarzpUitten 
and  als  hierron  eine  piezoelektrische  Erregung  in  demsdben. 

Letztere  änfierte  sich  insbesondere  im  Auftreten  freier  Ladungen  in  d«i 
Bel^nngen  a  und  /3'  des  unteren  Sjatems^  die  sidi  an  einem  BUektro- 
meter  nachweisen  ließen. 

Es  gelang  so,  zn  zeigen,  daß  der  Sinn  der  elektrischen  D  Ilatation 
<lem  Lippmannsaheu.  Satzf^  entsprach.  Eine  quantitative  Vergleichung 
ist,  ganz  abgesehen  von  etw;ugen  technischen  ünvoUkommenheiten  der 
Einrichtung,  dadurch  erschwert,  daß  der  genannte  Satz  über  die  Größe 
des  bei  unvollständiger  Dilatation  m  dem  System  auftretenden 
Druckes  keine  genügende  Auskunft  gibt.  Wir  konunen  auf  die 
ToUs^dige  Theorie  dieses  CWissehen  Biperiinentes  mfteii  svrttcfc. 


Fig.  19a 


§  406.   Bxpeximeateller  NafdLwels  dee  transversalen  BffeklB. 

Was  die  transTersalen  Dilatationen  angeht^  so  liegen  für  ihren  quan- 
titativen Nachweis  die  Verhältnisse  deswegen  güostiger,  weil  nach  der 
für  sie  geltendem  Formel  (7) 

•die  M^lichkeit  vorliegt,  den  Faktor  fjF  sehr  groß  zu  machen. 

Die  Curies^)  stellten  die  l)ezüglichen  Präparate  in  der  Form  von 
Streifen  dar,  deren  sehr  geringe  Dicke  einer  pdlrtrcii  Achse  (z.  B.  X) 
parallel  lag,  während  die  BnMte  in  die  Z  Hauptachse,  die  Länge  in 
die  zu  ]»(;'i(ien  normale  (z.  B.  die  F- Achse)  tiel.  Ein  »«»Ifher  Streifen 
(([i  wurde  mit  metaii Irschen  Belegungen  versehen  und  so,  wie  lugur  191 
andeutet,  mit  einer  Uebelvorrichtung  ABV  in  Verbindung  gebracht. 


1)  P.  und  /.  (htrit,  Jonen,  d.  Fhys.  (2)  T.  0,  p.  149,  188S;  P.  Curie, 
<Eavm  p.  44. 
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Am  Ende  Ä  befand  Bich  eine  geeignete  Bfizke^  auf  welche  ein  Mikroskop 
eingeatellt  war.  Wurden  die  Belegangen  durdi  Verhinduug  mit  eöoer 

Influenzmaschine  geladen,  so  änderte 
eich  die  Liiuge  des  Streitens  gemäß 
(7),  nnd  diese  Änderung  ließ  sieh 
ans  der  Ablesung  an  dem  Mikroskop 
und  uua  deu  Zahlen  Verhältnissen  der 
Hebelyorrichtung  berechnen. 

Statt  die  Dimenaloiieii  dorFIitte 
und  die  piezoelektrieebe 
-  '1  Konituite  d'  emaela  n 

bestimmen  nnd  in  Fomil 
(7)  efnznaetaen,  henntiten  die  Ctune$  die  Gleidnuig  (7') 

e'^rd'iflF) 

filr  die  piezoelektrisclie  Erregung  derselben  Platte,  \\m  sncrlfMr-h  da-i 
ganze  Aggregat  d'  if  F)  (Kirch  eine  Rrobachtung  zu  gewinn,  ii  Hierau 
war  nnr  nötig,  die  Platte  aus  der  He  bei  Vorrichtung  herauszunehmen 
und  durch  ein  bekanntes  Gewicht  (dem  ein  F<0  entspricht)  zu 
strecken.  Die  Alessung  der  hierbei  auftretenden  Ladung  e'  gibt  un- 
mittelbar das  gesachte  Aggregat 

Da  die  bei  den  eigen^oben  Venmehen  in  Alction  tretenden 
Potentialdifferensen  nnr  ans  der  Scblagweite  der  bei  der  Infloem» 
manftbinn  ttb^npringenden  Fonken  eraehlonen  wurden,  so  konnte  eine 
Prüfting  der  Formel  (7)  nur  in  mißiger  Schärfe  erfolgen.  Innerbalb 
dieser  Grenzen  ergab  sich  aber  yolbtindige  fiestatigasg. 

Eine  andere,  von  den  Curies  zur  Ajiwendung  gebrachte  geistreiche 
Anordnung  zum  Nachweis  des  Transversaleffekts  bietet  wiedernn 
theoretisch Si-hwipriL^kciffn.  Bei  dieser  Anordnun*?  ^^■nr(len  zwei 
äußerst  dünne  Quarziamelieu  der  oben  geschilderten  OrieiiliemTig  in 
verwendeter  Lage  aufeinandergekittet  und  dann  durch  angehrachte 
Beleguügeu  eineiu  eiekirischeu  Felde  ausgesetzt.  Hierbei  erfährt  die 
eine  Lamelle  parallel  der  F-Biehtang  eme  Terlingerang,  die  andere 
eine  Yerkflrzung,  ond  infolge  bierron  muß  der  Doppelstreifen  sieb 
krtlmmen.  Die  CuiHea  grfindeten  anf  diesen  Effekt  die  Konstnüriun 
eines  Elektrometers. 

Wie  Viei  dem  Verfahren  ron  S.  811  kommen  hierbei  aber  die 
nach  dem  Lippmann  sehen  Gesetz  erforderlichen  Dilatationen  nicht  fm 
zur  Ausbildung;  die  der  Kittfläche  anliegenden  Schichten  beider  Streifen 
Find  sogar  an  jeder  Dilatation  gehindert.  Auf  derartige  Fälle  direkt 
aus  dem  genannten  Ge^ef/  Srblfisse  zuziehen,  ist  natürlich  bedenklich, 
und  es  bedarf  zu  deren  Behandlaug  der  Grundlagen  der  allgemeinen 
Theorie,  die  im  nächsten  Abschnitt  gegeben  werden  soll. 
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§  407.  Spätere  Beobaohtungen  bei  ungleichförmigen  Defor- 
malslonai.  Kundi  und  BSn^m  haben  unabhängig  TOneinander  ge- 
funden, daß  Qasnprilpanie  in  einem  elekfatiachen  Felde  ihre  optieohen 
Eigenschaften  andern,  ähnlich^  ahi  wenn  sie  meohamsehen  Einwirfcongen 
auageBeixt  werden.  Beide  Forscher  kamen  demgemSB  zu  der  Auf> 
^»8Un|^  da&  jene  optischen  Veränderungen  yollständig  anf  den  Defor- 
mationen beruhten,  welche  nach  Torstehendem  pieaoelektrisch  Mregbare 
Kristalle  in  einem  elektrischen  Felde  erfahren,  and  glaubten  ans  den 
ersteren  auf  die  letzteren  schließen  zu  könnten . 

Indesson  is^t ,  wie  ausführliclip  rTiitf^rsucViUDgen  von  PrHrJs^) 
gezeigt  iuibi  ii,  em-'  solche  iietrachturigs weise  unvollständig.  Ein  eieic- 
trisches  Feld  wirkt  nicht  nur  indirekt  in  der  von  Kundt  und  Tiöntfjm 
angenommenen  Weise  auf  das  optische  Verhalten  jener  Kristalle,  sondern 
auch  direkt,  d.  h.  selbst  bei  Aufhebung  der  elektrischen  Deformation. 
Eine  Behandlung  dieser  Vorgänge  liegt  aber  ganz  außerhalb  der  Stiele, 
welche  unaere  Dantellnng  Terfolgt 

Hingegen  muß  eine  andere  Beobachtangsreihe  JUmtgeM*)  wegen 
der  theoretischen  Bedentnnj^  die  sie  erhalten  hat,  etwas  ansftüirlicher 
besprochen  werden.  Diese  üntersuchung  bezog  sich  einerseits  auf  die 
elektrische  Erregung  eines  mit  seiner  Achse  migenähert  der  Haupt* 
aehse  piirallel  orientierten  Kreiszjlinders  aus  Qnar?.  durch  Torsion  und 
andererseits  auf  die  Torsion  dinsos  Zylinders  bei  Anwendung  eines 
elektrischen  Feldes  von  uil: fmosseuer  Symmetrie. 

Die  von  }r6nf(}('it  unu  i  ötichten  Präparate  maßen  8  und  10  cm 
Länge  bei  0,71  und  0,tU  cm.  Dicke.  Der  eine  Endquerschnitt  wurde 
fest  eingespannt,  auf  den  andern  mit  Hilfe  eines  Torsionskopfes 
ein  Drehongsmoment  ausgeübt  Zur  üntersuehimg  der  elektrischen 
Erregung  infolge  der  Torsion  diente  ein  mit  einem  Elektrometer 
verbundener  gender  Eupferdraht,  welcheiv  der  Zylinderachse  parallel, 
dem  Zylinder  in  rerschiedenen  Keridianen  mSglichat  nahe  aufgestellt 
wurde  und  so  die  Influenzwirknng  des  Zylinders  in  diesen  Meridianen 
sn  beobachten  gestattete. 

Auf  dem  Zylinder  waren  die  Meridiane,  welche  die  Halbierungs- 
linien der  Winkf'l  zwischen  den  polaren  Achsen  enthielten,  markiert 
und  dienten  zur  Charakterisierung  der  untersuchten  Meridiane. 

Das  Resultat  der  Beobachtung  war  ein  völlig  unerwartetes.  Statt 
einer  Teilung  des  Zylinderurafanges  in  sechs  Teih?  abwechselnd 
gleichen  elektrischen  Verhaltens  wurde  eine  solche  in  vier  Teile  ge- 
funden, —  ein  Ergebnis,  das  mit  der  kristallographischen  Dreizähligkeit 
der  Hauptachse  ganz  nuTereinbar  schien.  Seine  Aufklanmg  ist  eine 
der  interessantesten  Au^ben  der  allgemeinen  Theorie. 

1)  Fr.  FückülH,  Gött.  Abh.  Bd.  Ä»,  1894. 

%)  W»  a  SSiUgen,  Wied.  Ann,  Bd.  It,  p.  16,  im 


Digitized  by  Google 


81-1   VUI.  Kapitel.  Wechselbeziehxuigen  zw.  einem  Vektor  o.  einem  Tensortiipd. 


1i'>ni<irn  suchte,  wie  bemerkt,  aurh  nnch  flem  (711  dem  beschrie- 
benen) reziproken  Phänomen.   Er  versah  lut  rzu  die  vk  1  Teile  des  Zj 
linderumffiTipeg,  die  sich  abwechselnd  eiitgegengeset/t  '_rt  laden  tre7>^tVr^ 
hatteu,  mit  Ötanniolbelegiingen  und  erteilte  diesen  die  angeuiesseneu  La- 
dungen.   Der  (durch  Kombination  beider  Prupuiate  gewoimeiie,  8chr 
lange)  Zylinder  wurde  an  einem  Endo  befestigt^  an  dem  andern,  zwecks 
d«r  Konstatienmg  einer  «twugwi  DrUIung,  mit  wem  Spiegel  armiert. 
Dnxeh  BeobaobtaDg  d«8  BUdm  einer  Skida  mit  Hilü»  eines  Fernxohn 
ließ  sieh  bei  Entladting  der  Belegungen  in  der  Ttet  eine  sehr  geringe 
Drehung  des  Zylinders  erkennen,  die  bei  Umkefarnng  der  I^idnngen 
ihr  Vorzeichen  weehaelte^  also  die  Ton  der  Theorie  verlangte  Emehd- 
nnng  darsfcellta  — 

Nachdem  Torstehend  Aber  di^jen^n  Beobachttmgen  beriehtet  ist 
welche  der  Anfstelhmg  der  aDgemeinen  Theorie  vorausging'en,  wollen 
wir  uns  nun  dieser  Theorie  selbst  znw!  nden.  An  dieselbe  wird  sich 
dann  die  Darstellung  neuerer  Beobachtungen  anreihen. 

n.  Abschnitt. 

Entwicklung!;  der  Ofaudgleichnngen  der  Theorie  der  PicEoeh  ktrizitat. 

§  408.  Allgemeines.  Die  erst  von  den  Gebrüdern  Curiey  dann 
mit  besonderem  Nachdruck  von  FiÖntacix  vertretene  Auffassung,  daß 
alle  unter  dem  Namen  Fie/.o  und  Pyroelektrizität  begriffenen  Er- 
regungen in  letzter  Instanz  auf  den  in  den  untersuchten  Kristallen  er- 
zengten Deformationen  und  Spannungen  beruhten,  gab  die  erste  Ver- 
anla86uug  zur  Aufstellung  der  allgemeinen  Gesetze  elektrischer  Wirkungen 
dieser  Ursachen. Da  es  sich  ganz  speziell  um  eine  exakte  Ver- 
folgung jener  Hypothese  handdte,  so  wurde  hierb«  znnftehot  eins 
direkte  Einwirkung  der  Temperatur  anf  den  elektrisofaen  Zustand 
eines  KristaUes  zwar  nicht  ausgeschlossen,  aber  auch  nicht  ausdrttcklich 
berflcksichtigt.  Ihre  nacfatrfigliche  Einführung  bietet  keine  Schwierig' 
keiten  und  ist  später  geschehen. 

Was  die  für  eine  Theorie  der  piezoelek^schen  Erscheinongen 
maßgebenden  Gesichtspunkte  angeht,  so  kam  einmal  in  Betracht,  daß 
es  sich  nni  Vor<:^ngo  in  Dielektrika  handelt,  deren  elektrische  Er- 
regung nur  in  den  dielektrischen  Momenten  Ausdruck  findet. 
Weiter  war  zu  bertlcksichtigeu,  daß  die  Beobachtungen  der  Curies  aui 
eine  Proportionalität  zwischen  diesen  Momenten  und  den  erreg-enden 
Deformations-  oder  Druckgrößin  deuteten;  hierdurch  war  der  An^au 
Uneärer  Ausdrücke  für  die  Komponenten  der  Momente  in  den  Kom- 
ponenten jener  elastischen  ChrSßen  an  du  Hand  gegeben. 

1}  W.  Voifft,  Gött  Abb.  1890. 
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Diese  AnsItaEO  waien  dann  aaf  die  Tenehiedeneii  KnsUUtjriteme 
zn  fpesialineieii  und  vax  Erklärung  der  buherigen,  wie  sur  Direktive 
fOr  weitere  piezoelekfcriBclie  BeobachtnngexL  txi  benfitsen. 

Poekds^)  hat  dureh  Anwendmig  der  GnmdflSiBe  der  Thenno- 
dynemik  ans  obigen  Ansätzen  die  allgemeinen  Grundformeln  fttr  das 
reziproke  Phänomen,  die  elekiaisehe  Deformation,  abgeleitet|  welche 
die  XfjjiNiuiifttechen  Sätze  als  ganz  spezielle  Fälle  enthalten. 

Wir  wollen  uns  hier  wiederum  der  Methode  des  thermodjnami- 
scheu  Potentiale»  bedienen,  die  in  der  Literatur  zuerst,  wenn|^eich  in 
nicht  ganz  korrekter  Weise,  von  Ihilicni auf  unser  Problem  angewandt 
worden  ist.  Dabei  ma(^  im  Inten'sse  der  Vereinfafihunp  der  Dar- 
stellunjjf  zunächst  von  Deformationen  infolüfe  von  Temperatur- 
äuderuugen,  wie  auch  von  direkten  Toniperaturwirkungen 
abgesehen  werden.  Ihre  Berücksichtigung  wird  in  einem  spätere^ 
Abschnitt  statttinden. 

Generell  mni?  noch  folgendes  hervorgehoben  werden.  Na  Ii  dem 
in  §  240  Erörterten  können  die  Kristalle  einer  Reihe  von  Gruppen 
ein  permanentes  elektrisches  Moment  besitzen,  das  eine  Funktion  der 
Temperatur  ist,  aber  bei  dnzeh  längere  Zeit  konstanter  Temperatur 
infolge  der  Gegenwirkong  einer  anf  dem  Kristall  entstehenden  Ober- 
flScbenladnng  unwirksam  wird.  Bei  nnsem  nfi^shsten  ,^thenniaehen^ 
Bintwicklnngen  spielt  dieees  permanente  Moment  direkt  k^ne  Rolle. 
Wir  werden  also  ebenso  \  t  rf  iliren,  als  wenn  es  gar  nicht  existierte^ 
nämlich  die  Momente  der  Kristalle  als  durch  die  Deformation 
entstehend  und  mit  derselben  Terscbwindend  betrachten. 

Immerhin  bleibt  dabei  die  Frage  offen  und  bedarf  einer  (später 
SU  gebenden)  Beantwortung,  ob  nicht  eine  indirekte  Wirkung  des 

permanenten  Momentes  bei  isothermischen  Deformationen  möglich  ist. 
In  der  Tat  ist  zu  untersuchen  nötig,  ob  die  überflüchenladung,  welche 
die  Wirkung  des  permanenten  Momentes  am  iindeformierten  Kristalle 
kompensierte,  das  gleiche  auch  noch  bei  dem  deformierten  Kristall 
leistet. 

Wir  werden  sehen,  daß  dies»  im  allgememe/i  nicht  stattfindet, 
daß  aber  der  hierdurch  bedingte  Effekt  sich  derartig  mit  dem  direkten 
Effekt  der  Deformation  auf  jedes  Volumeuelement  kombiniert,  daft 
er  von  jenem  nicht  getrennt  werden  kann  und  somit  als  in 
unserm  Ansatz  implizite  berfleksiehtigt  erscheint 

1)  Fr.  Pockelg,  N.  Jabrb.  f.  Mio.,  Beil.  Bd.  7,  p.  224.  1890. 

2j  P.  Duhem,  Le^one  sur  l'^lectr.  et  le  Magn.,  T  2,  p.  4ü7,  1892;  Ann.  de 
Xtc  Norm.  (8)  T.  9,  p.  167,  ldU2.  Behcbtigung  dazu  von  FockeU,  N.  Jahrb.  f. 
Min.,  Beil.  Bd.  8,  p.  40T,  189S.  Weiter  S,  Biedee^  Odti  Kachr.  1698,  p.  3;^ 
Fi  V&igt,  Om,  Naehr.  1894,  p.  S48,  Wüd.  Ann.  Bd.      p  701,  1895. 
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Bei  KriftaHoii  die  kein  permanentei  Moment  wxluam,  fiUi 
imffiriieh  diese  gtnse  Sdiwierigkflit  toh  Tonikerftiii  weg. 

§  409.  Das  ersto  thormodsmamiHche  Potential  der  pieaoelek- 
triaohen  Effokto.  Die  1  mkehrbarkeit  di-r  isothennisch  piezoelektrischen 
Vorgänge  kimn  nacii  den  Erfahrungen  als  festgestellt  gelten;  die 
Anwendung  der  Methdde  des  therni(tdyuumischen  l^otentials  erscheint 
sonach  als  gerechtfertigt  Als  llauptvuriabeln  sind  für  dessen 
Bildung  nach  den  früher  benutzten  Ausdrücken  für  die  bei  einer 
Ändenuig  des  eUktrlNheii  und  det  «iMtiflohen  Zustaadee  m&awand«»» 
den  Arbeiten  toil  S.  413  tu  682  eineneita  die  elektrisdhen  Feldkcan- 
ponenien  E^,  8,  udereraeite  die  elutiMlien  Deformatione- 

gi8Ben  x^,  A  —  1, 2, ...  6  zu  benutzen.  Bildet  mui  das  erste  thenno- 
dynamische  Potential,  wie  früher,  durch  eine  Potenaentwicklung  und 
besehiftnkt  sich  auf  die  Glieder  niedri^ter  Ordnung  die  beide  Arten 
Ton  Variabeln  nebeneinander  enthalten,  so  gelangt  man  zu  dem  Ansats 

i  -  - ^2^ik^i-^k ,  ♦  -  1,  2,  3 j  Ä  -  1, 2, ...  8.  (8) 
i  h 

Die  achtsam  Patamater  e,^  nennen  wir  die  piesoelektriaeheB 
Konstanten  des  Ejnstalls;  dieselben  sind  Fnnktionen  der  Temperatury 
in  dieser  Abblngigkeit  aber  nooh  wenig  nntenackt  nnd  kSnnen  im 
allgemainen,  wie  anoh  liesonders  bei  den  folgenden  Betrachtungen  als 
konstant  gdten. 

Nack  den  Grandformeln  des  §  101  sind  dann 

fürj-l,2,3;Ä-l,2,...6  (9) 

die  elektrischen  Momente  der  Yolnmeneinheit^  die  auf  den  Defor- 
mationen bemhen, 

-H-^-^^**^'»  für  i-1,2,3}  Ä-l,2,...6  (10; 

die  elastischen  Spannungs-  oder  Draekkomponenten,  die  auf  dem 
ebktrischen  Felde  beruhen. 

Im  Falle  isothermischer  elastischer  Veränderoi^en  gilt  nach  (6) 
auf  &  564 

«^--^XjXj,   A  and  *-1,2,..,6,  (11) 

worin  die  s^^.  die  Elastizitätsmoduhi  und  die       diejenigen  üruck- 
komponenten  darstelleUj  welche  die  Deformationsgroßen 
bedingen.  Benutzt  man  die^e  Beziehungen  hier,  sieht  also  von  den 


Digrtized  by  Google 


.f  4M,  Dm  «Bito  thmnodyniniiwihe  Pcttntial  d»  piiwoeldcfaMÖlim  Bffikte.  817. 


(ftoBenl  Ueinon)  SmflltoMiii  ab,  wieldio  cUs  piesodbUriwih«!  Br- 
regnogen  auf  dia  elaaiMohen  YorgliigB  üben,  vad  wdohe  uni  im 
YI  AbiebiiiÜ  bamhiftigaii  werden,  lo  iaaxk  man  statt  (9)  Bohnibeii 

Pf^-^d^t^i,,   füri-l,2,a;  it-l,2,...6,  (12) 

wobei 

Dieae  FoimaL  ateUt  die  pieioalektriBoheik  Momente  ala  Fbnktionat 
nieht  der  DefonDatioBfln,  aondsm  der  Dmcke  dar;  ibra  aebiaebii 
Fknmalar  ä^^  wollen  wir  ala  die  pieaoelektrisoben  Moduln  dea 
EriitaUfl  beaeiobnen. 

Yon  den  Ansdrfioken  (19)  gelangt  m&a  zu  (9)  zurück  mit  Hilfe 
dar  die  Ekatiiitifeikonatanten  e^,^  definierandeii  Fomial&  (4)  von  8.663 

Xj  -  -  ^c^a:*,  (14) 

we&cba  liefern 

somit  alao  «ach  die  Beaiebnng  ergeben 

FaAt  man  die  sechs  doroli  (10)  fttr  1,  2, .  .  6  dargeetellton 
CUeiobmigen  mit  den  Faktoren  8^^  gnaammen  nnd  aetat  analog  an  (11) 

JE»—  ~-2*aA> 

berücksiebtis^t  auch  (13),  so  erhält  mau  wegen  Ein- 
führung der  Moduln  nach  (13) 

b  :SinE,.  (17) 

Diese  Formefai  geben  an^  wie  groß  die  Deformationagrdßen  sein 
wlIxdMiy  wnm  m  dem  ExiataU  elaaludhe  Dmek»  in  der  der 
«08  (10)  wirkten. 

Man  eikemit,  daB  man  fIBr  die  isothennischen  pieaoelektEuehen 
VoigiDge  eine  Art  «weiten  tbermodynffmisohaL  Potentials  f  dvxeh  die 
Formel 

t*^22ä,,E,X,  fOr  f  -  1, 2, 8;  Ä  -  1,  2, . , .  6  (18) 
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«mfittmii  kaan,  am  woLoImiii  dk  Momanta  und  dia  Defonnntiona* 
gröBan  Si  folgn  nacii  dan  Benahimgaa 

-^r  dB,"    ^  äX»*  (^^> 

Da  I  und  i;'  nach  früher  (jt'sagtem  gewöhnliche  Skalare  sind, 
und  da  die  bei  einer  InTersion  des  KooruiaaLensystems  ihre  Vor- 
zjeichm  wechseln,  dagegen  die  und  X,  die  ihren  bewahren,  ><> 
entsprechen  die  Ansätze  {6)  und  ^ibj  nach  §  82  azentriscken 
VorgängeiL 


§410.  nyiikallaoiia  DantaBg  dar  piaaoailalrtslaeli^ 
und  M'^"^»,  Die  plijukaliflche  Bedeatoag  dar  im  romtahenden  ain- 
geflUurtaii  piacoelektrischen  Konstanten  e,-^  und  Moduln  erhellt  am 
ain&chBten  aus  den  Ausdrücken  (9)  und  (12)  für  die  dielektrischem 
Momente  Pj.  Um  dies  zu  zeigen,  schreiben  wir  sauächsi  diaFormabi 
(9)  anaCtthriich  in  folgender  Weiaa 

=-        +  'liV,  +        +  t^^y,  +        +  e^^x^^  (20) 

^i-  <^Sf>+ 

Jede  Eonatftnte  miltt  alao  dia  piasoalakkriacbe  Wirkung  einer 
baatimmton  Dalbnnati<Hugr3ßa,  und  dia  YarhSltDiaae  sind  die  ain- 
fiiehat  mdgUohan,  wann  dia  DclbrmationigrcSfian  in  dem  gaaian  be- 
trachteten Krisfta^prftpant  konitant  sind;  letsteres  liflt  sieh  bekannt- 
lich am  einÜMhaten  an  einem  nach  den  Koordinatenachsen  orientierten 
und  auf  den  sechs  Flächen  gleiohm&ßig  gedrückten  Parallelapiped 
hervorbringen. 

Eine  Dilatation       nicli  der  X-Achse  bei  auli:e}iobenen  Quer- 
düatationen      und  ,?  .     wie  aufgel)(>>>enen  Wiiikehiuderangen 
bewirkt  z.  B.  aia  Moment  mit  deu  ivom^ouenten 

Jade  dieser  Komponenten  ist  nach  S.  204t  nut  einer  homogenen  elek- 
triaahen  Belegung  daa  zn  ihr  nmmalen  Flichenpaaarea  iqniTalent;  nnd 
swar  ist  dia  iquiralenta  Dichte  aof  den  nach  ±  x  Uegendan  Flieh« 
gleich  t^Pj  iu£  ii»«itA»  JWkfce  geben  dia  anderen  Deformationi^gi^iBaB. 

Wie  schon  im  ihnliehen  Falle  B.G68  bemerkt,  sind  die  theoretisch 
einüftchatan  DefomiaitionBzuständei  wo  von  allen  sechs  Deformati o ns- 
grSßen  nur  eine  von  Null  Terschieden  ist,  keineswegs  praktisch 
loicht  zu  realisieren,  erfordern  vielmehr  im  allgemeinen  komplizierte 
und  in  Wirklichkeit  kaum  herateilbare  DruckTerteilnngen  auf  alle 
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sechs  ParallelepipedflSehen.  Viel  einfiifthnT  sind  di^enigen  Zastäude 
henattelloDy  wo  Bidh  die  Drnckkomponenten  auf  nnr  eine  einzige, 
insbesondere  normal  wirksode,  («dusieren. 

Deiig^eiehen  Vorgfaige  kSnuen,  wie  8. 569  im  Falle  der  EUstiaiti^ 
rar  Interpretation  der  piezoelektrisohen  Moduln  dienen.  Sehieibt 
man  das  System  (12)  ansfOhrliok 

-  P, -  d^,X^ -hd^Y^i-  d^Z, •\-d^iY,-{-  d^Z,  +  </„X,,  (22) 

-  P,-  ^iX,H-  rf„  r,+  <^,Z.+  *^,r.+  if^^r' 

so  sieht  mau  sogleich,  welche  Moduiii  die  elektrische  Wirkung  einer 
jeden  Druckkomp uucnte  messen. 

Ein  normaler  Druck  ^  auf  die  Flachen  normal  zur  ±a?-ftidhtuig 
gibt  "SL^^Xyy  die  fibrigen  Komponenten  gleich  Null  und  somit 

-P.-<i„X.,  -P,-,^X»,  -P.-<tX,.  (23) 

Ähnliches  gilt,  wenn  iigendeine  andere  Komponente  fDr  sich  allein 

den  Spann  ungszustand  bestimmt. 

Was  die  Dimensionen  angeht,  in  denen  sich  nach  den  definieren- 
den Formeln  (20)  und  (22)  die  piezoelektri  Beben  Konstanten  und 
Moduln  darstellen,  so  zeigt  das  erstere  System,  daß  die  Kon- 
stanten selbst  Momentkomponentoii  sind,  da  die  Deformations- 
größen die  Dimension  Eins  besitzen.  Die  Moduln  ergeben  bidi  nach 
dem  letzteren  System  als  Quotienten  ans  Momentkomponenten  und 
Drucken;  ihre  Einheiten  häugeu  demgemaÜ  Ton  denen  ab,  in  denen 
die  Drucke  ausgedrückt  werden. 

FOr  praUiaehe  Zwecke  ist  es  meist  bequem,  (wie  im  T(»igen 
Kapitel)  ds  Dmckeinheit  den  Druck  Ton  1  gr  pro  cm*  sn  ftihren; 
für  allgemeine  theoretische  Folgerungen  wird  man  die  absolute  Druok- 
einheit  von  einer  Dyne  pro  cm*  boYorsugen.  Die  Moduln  erhalten 
bei  dem  Übergang  Ton  der  ersfceren  zur  letsteren  Einheit  die  l/981«fiichen 
Zahlenwerte. 

§  411.  Piezoelektrische  Hauptachsen.  Die  Parameter 
resp.  d^f^  sind  Funktionen  der  Orieutirninr^  des  Koordinatensystems 
und  somit  des  oben  betrachteten  parali*  b  j  ipedisrben  Präparats  gegen 
den  Kristall;  bei  jeder  andern  Orientieruntr  Im  \Mrkt  dieselbe  Defor- 
mation oder  Spannung  im  allgemeinen  aueii  eine  andere  elektrische 
Erregung.  Wir  werden  uns  mit  den  bezüglichen  Gesetzen  unten 
anaflDhrlich  beschäftigen. 

Ein  besonderes  Interesse  erregt  der  FsU,  daß  auf  aUe  drei 
Fliehenpaare  des  Parallelepipeds  der  gleiche  normale  Druck  il  ans- 

«• 
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g«flbt  wird,  80  <kB  I",-  -2;-  il,  r.«  Z,-  JC,~  0.    Hier  gilt 

nach  (22) 

+  ,24) 

Wie  S.  571  gezeigt  ist,  (  iit«t<  ll^  dieselbe  Sjjfiiinungsverteilnnir.  w^nn 
ein  beliebicr  crp>'taltt'te8  homogenes  Präparat  dem  allseitig  gleichen 
normalen  Druck  //  ausge9et7,t  ist.  Die  durch  die  Formeln  (24^  ftr 
das  reanltierende  elektrische  Moment  bestimmte  iiichtuug  ist  al^o  dem 
KriataU  indiTidueU.    Hieraas  folgt,  daß  die  drei  Aggregate 

Kamponeiilaii  eniM  j^ekhiMlii  dem  EriiWl  tndiTidoelleii  Yckton  muL 
Ifaii  kamt  die  dimh  (24)  beetimmie  Bkfatnng  in  eiiMin  gewiMwi 
Sinxid      piesoelekirisehe  Aekse  das  EnsteUs  brndmen.  Dabei 
mig  mir  im  Tomit  b«markt  wecdAD,  daB  mUnieke  Kiriftiillgnippeii 

fOr  die  in  (24)  anftretendfln  Hodulnggregate  den  Weit  Kuli  «rgüm, 
also  durch  allseitig  gleichen  Druck  nicht  erregbar  Bind»  Dieten 
Kristallen  kann  also  eine  aoloke  pieaDeLektnaobe  Aobee  niobt  bei- 
gelegt werden. 

Um  analog  wie  in  §  280  eine  vollständig  parallele  Behandlnng 

Ton  Drucken  und  Deform atio?is(Trnßpn  zu  erhalten,  kann  man  dem 
Vorstehenden  dfn  F;ill  einer  Deformation  gegenüberstellen,  bei  der 
all.'  Richtungen  gleichmäßig  dilaticrt  sind.  Eine  solche  ist  nach 
b.  572  gegeben  durch  ■'Tj.  =  v„  =  =  ^r,  ^,  —  —  0,  und  erfordert 
je  nach  der  Gestalt  des  Präparats  ganz  yerschiedene  äußere  Drucke 
SU  ihrer  Herstellung. 

Die  Formeln  (20)  liefern  hier 

die  Faktoren  von  at  in  diesen  Ausdrücken  strili  n  die  Komponenten 
^ines  zweiten  dem  Kristall  individuellen  Vektors  dar,  durch  den  mau 
eine  zweite  Art  piezoelektrischer  Achse  definieren  kann.  Diese  Achse 
fUli  mit  der  oben  eingeführten  im  allgemeinen  nicht  zusammen  and 
Tcriieri^  wie  jene,  für  gcwieee  fiLTuiellgrappea  Qua  Bedeutong. 

§  412.  Bia  gaomataMia  Kataz  dar  piaaoaleiklMlien  Son- 

atanton.  Zur  Beurteilung  der  geometrieeben  Natur  der  piezoelektiir 
sch^  Eonefcanten  imd  Moduln  hat  man  das  auf  S.  162  erSrt«^  Yw- 
Ühmt  ansawenden.  Die  variabeln  Produkte  JE^s^  ntp,  EgXi^  eiad  an 
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und  für  lieh  nidit  Komponente u  gerichteter  Größen,  abor  es 
sich  aiu  mehreren  derartigen  Produkten  solche  Komponmten  aaf- 
bauen.    Demgemäß  lassen  sich  auch  |  nnd  f  auf  Formen  bringei^ 

die  in  solohon  Komponenten  linear  sind;  ist  flies  geschelien,  so  ge- 
stnttft  der  Satz  Ton  S  150  unmittelbar  einen  bchluß  auf  die  Natur 
des  III  jf'de  dieser  KorDpnniuten  multiplizierten  Parameters. 

Kür  diese  Umformung  der  l'nt»  Titialc  h  i^id  5;'  kommen  die  ali- 
gememen  Kegeln  des  4?  79  zur  Ainveadung.  Bezeidmen  7'n,...3f\, 
gewöhnliche  Tensorkomp  lu  ntt  u,  J^^ttJ^  Vektorkomponenten,  so 
sind  nach  der  dortigen  1  oriuöl  (42) 

-  JAT„  +      -  (./.ii,  +  (26 

Yektorkompouenten ;  nach  (43)  stellen 

-  r»)  +  «r,.  -  J,  J-,,)], . . . 

gewölmliche  Tensorkomponenten  dar;  endlich  geben 
-^11 "  •^^11*  •  •  • 

ffuf  -  i(2/,r,,  +  J,l\,) ,   H,,,    i(2c7;2i.  +  /,  J„), . . .  (27) 

gewöhnliche  TrirektoikompoiieiiteiL 

Kntpfen  wir  amiiohit  an  den  Anidmek  (8)  iBr  |  an,  in  dem 
die  Glieder 

«i-j;,,  xjj-  y,,  -^i-s.y  t^4-\y,y  i««-H  (2^) 

Tensorkomponenten  sind,  SO  gelingt  es  auf  Grund  dieser  Beziehungen 
relativ  leicht,  denselben  in  eine  Form  zu  bringen,  welche  line&r  ist 
in  den  obigen  drei  Gntfunwn  von  Komponenten  gericliteter  Großen. 
Der  Anschaulichkeit  ballipt  mö^en,  wie  in  §  284,  diese  Kcinponenten 
durch  dif»  Koorditiatoiiaggregatc  ausgedrückt  werden,  mit  denen  sie 
sich  gleich  transformieren;  d.  h.,  es  mag  vertreten  werden 

B^x,  doieh  Os*), . . .  7('£^y,+         dnreh  (d^y), . . . 

\{E,e^-\-  JEiarJ  durch  {a^t), . . .  KXy.+       +  E^^,)  durch  («y*)*, 

femer 

\{E^e^  —  E^x^)  durch  (x*) , . . . 
M^(y,-    +  iC^i*^-         durch        . . 

endlich 

-  +  -Ei^^)  durch  («),... 


I 
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Dann  nimmt  |  die  Fonn  an 

+  *[((«!*  +  «Ii)  -        +  +         +  «tt)  -  «!•»(») 

Dia  AiLwendoiig  der  Kegel  von  6.  150  ergibt  dum,  daß 

i +         =^     I    l  («IS  +  2^3,)  «     ,  H-  2e^  -  ^„ ,  (30) 

gewöhnliehe  TriTektorkompooexitea  nndi  femer  (bei  Fortlaeeiuig 
der  Wiktoren  -|>  lesp.  j) 

il(«it -  «Ii)  -  («»- «»)]  -  fuf  i[«M  -  O  -  -  Sil»  (Si) 

IK^i  -  ^t)  -  («15-  O]  -  9it 

gewöbuiicbe  Tensorkompouenten  und 

Vektorkomponenten  darstellen. 

Die  Gesamtzahl  dieser  Komponenten  ist  19;  da  nur  18  piezo- 
elektrische Moduln  vorhanden  sind,  so  können  diese  Komponenten 
nicht  -^"tnithcli  voneinander  unabhängig  sein,  in  d^r  Tnt  zeigt  sieh, 
daß  zwischen  den  Tenflorkomponenten  exstex  Art  die  Beziekung  besteht 

«n  +  &i+«ii-0.  (88) 

Dieselbe  ergibt  nach  S.  138,  Uab  auch  die  Zahl  werte  der  Kousti- 
tnenten  p^,  pj^,  ^jjj  des  Tensortripeis  [p]  in  Summe  Null  geben. 
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Da  DAoh  dem  8.  818  Bemerkten  dk  pieioelektrischen  Vorgäiige 
«Eentriflcli  sind,  so  mllseen  Vektor  und  lÜTekior  yohx,  der  Tensor 

lungegen  axial  sein. 

Die  Gleichung  der  Triyektorflaefa«  eehreibeii  wir  im  Ansefaloft  an 
dae  §  76  Gesagte 

±  1  -  e,t«»  +       +  e^s^  .^^^ 

diejenige  der  TenaorilSelie  nach  §  72 

±  1  -  flu«»  +       +  q^a^  +  2(fl„y^  +  Qn^x  +  ö^jOPy) .  (36) 

Wegen  der  Beradnmg  ffu  +     +        ^  ^  ^  Tenaorfllolie  stets 
▼om  hyperbolischen  Tj^xu. 

Die  Toxstehende  Darstellimg  der  piSBOdektrisohen  Eigeosefaaften 
eines  KristsUa  ist  nicht  die  einzige;  man  kann,  wenn  man  statt  des 
oben  benntaten  Yektors  V  einen  andern,  gemäß  den  Gletchnngen  (44) 
auf  S.  147  definierten,  U  einÜlhrt^  dessen  Komponenten  katen 

üi  —  JiT^  +  «^j^'u  +  *^»^\$f' ' ' 

noch  an  eiser  andern  Zerlegong  des  AiiBat«<w  (8)  fEbr  ^  gelangeu. 
Dieselbe  führt  gleieh&Ua  en  einer  DarsteUmig  des  Verhalteos  des 
Kristalls  mit  Hilfe  eines  polaren  TriTektoisjsteins,  eines  axialen  Tensor* 
tripels  und  eines  polaren  Vektors;  nur  sind  diese  Größen  etwas 
anders  definiert  Die  Torsteiu-nd  gewählte  Darstellung  besitzt  gegen- 
über der  andern  gewisse  praktische  Vorteile^  auf  die  sp&ter  einangehen 
sein  wird. 

§  41.'V  Die  geometriaehe  Natur  der  piesoelektrischen  Moduln. 
Die  voi8(.eiieQdeü.  Überlegungen  lassen  sich  ohne  weiteres  von  den 
piezoelektrischen  Konstanten  e^^  auf  die  betreffenden  Moduln  d^^  flber^ 
tragen.   Der  Ansata  (18) 

i  k 

tritt  hier  an  die  Stelle  Ton  (8),  und  es  ist  au  beraoksichtigen,  daß  jetact 
•^i—^i         ^r»  -^4-       ^i-^xf  X^-Xy  (36) 

Tensorkomponenten  darstellen. 

DemgemSft  spielen  jetat  die  Moduln  y^erster  Art^ 

d^ji  für  •  und  1,2,3 
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di^lbe  BoUa,  wie  {rOhm  di«  aoalogen  Bt^,  dagagea  tkehai  bei  den- 
jtmgMi  j^«iier  Art" 

di«  |<2,,  Ittr      1,2,3  und 

an  der  Stelle  der  analogen 


Die  Resultate  Ton  £5.  822  ergeben  sonach  für  unaer  Problem  die 
Folgerung,  daß 

+  di.)  -  +  <W  -  fit,        +  ^  -  fm 

+  rf«)  =  At,  +  ^35)  ^       1      +       -  (37) 

gewdhnliehe  TrirektorkompoiMnieiL  and;  fernctr 

(di^-dW-iWs-dW-A. 

TenBorkompoutiiiteii,  und 

Yektorkomponenten  darstellen. 

Zwischen  den  Teosorkomponeuien  besteht  die  zu  (33)  analog» 
Beziehung 

i>u+i>»+J>M^O.  (40) 
Die  Gleichung  der  TriTektoiflftche  «ohreiben  wir 

die  der  TeneorflSobe 

Die  TemsoiflSdie  bat  wegen  (40)  tteto  byperboliecben  l^pne. 

Ancb  diese  Zerlegung  der  Panuneter  d^^  ist  nieht  die  einaige; 

es  gilt  vielmehr  das  zn  dt  r  Zerlegong  der  Konstanten  e^^  am  Schluß 
▼on  §  412  Bemerkte  auch  hier,  nnd  es  laßt  sich  demgemäß  noch  eine 
zweite  analoge  Darstellung  ai^eben.    Die  Torsteh^de  bietet  den 

Vorteil,  daß  die  Trivektorflache  Ton  der  Gleichung  (41)  mit  einer 
I  rnhfuhteten  Größe  in  engster  Beziehung  steht,  und  sie  soll  dftaKi^\t^ 
weiterhin  allein  benutzt  werden.  — 
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Wir  komun  dw  Betaltaie  dar  latatoik  beiden  PUrBgnphen  in 
den  Sate  fassen: 

Nach  seinen  piesoelektriselien  Bigenscliafteii  ist  jeder 
Kristall  yollständig  charakterisiert  durch  ein  polares  Tri« 
Tektorsystem,  eiu  axiales  Tensortripel  und  einen  polaren 
Vektor.  Dabei  ist  die  Summe  der  Zahlwerte  ffir  die  Kon- 
stituenten des  Tensortripels  gleich  NulL 

Durch  den  Umstand,  daß  die  piezoelektrischen  Eigenschaften 
eines  Kristalls  zur  enchöpfenden  Darstellung  dreier  Arten  gerichteter 
Größen  bedürfen,  während  alle  früher  behandelten  Vorgänge  mit 

deren  einer  oder  zwei  aiiskameTi,  erscheint  die  Piezoelektrizität  als 
das  komplizi er 1 1' s i e  Grebiet  der  Kristailphysik.  Wir  werden  aehen^ 
daß  es  dementsprechend  auch  das  mannigfaltigste  ist. 

§  414.  SpezialiBierung  der  Konstanten-  und  ModTilHysteme  für 
den  Fall  dos  Vorkommonä  einzelner  Symmetrieacksen.  Die  Spe- 
s&ialisierung  uuserer  aligemeinen  Ausätze  (8)  und  (18)  auf  die  ver- 
schiedenen Kristallgruppen  kann  ebenso  an  die  anzerlegte,  wie  an 
die  Kriegte  Form  derselben  anknflpftn.  Beide  Wege  sind  etwa  gleich 
nrnsOndUoh;  der  letriere  empfiehlt  sieh  dnidi  seine  grSBere  Anaehan- 
liehkeity  insoHsm  es  sich  bei  ihm  darum  handelt,  einen  Vektor,  eine 
Tensor-  und  eine  Trivektorfläche  den  kristall<^praphisohen  Symmetrien 
anzupassen;  anoh  ist  ein  Teil  dieser  Aufgabe  schon  früher  gelöst 
Ais  unbeqaem  erweist  sich,  daß  dieser  Weg  die  ftir  die  yerschiedenen 
Gruppen  charakteristischen  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen 
Moduln  resp.  Konstnnff'n  /.unliebst  in  der  Form  von  Gleichlingen 
zwischen  den  Parametern  der  bezüglichen  invektoren,  Tensoren, 
Vektoren  erj?ibt,  die  sich  zum  Teü  etwas  umständlich  in  den  Moduln 
und  KonstiHiteu  ausdriickfii. 

\\  Ii  wollen  zunächst  die  Gleichung  der  Tri?ektortiäche  (34)  in 
Angrifl  nehmen. 

Ist  die  ^-Ächse  eine  SymmetrieachBe,  soll  also  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  bei  einer  Drehung  des  Koordinatensystems  um  diese 
Achse  in  sieh  selhft  llbeigehen,  so  kann  man  den  nmnifonnenden 
Ansdmck  in  folgende  vier  Teile  serlegen,  die  bei  der  enispreoheiiden 
EoordinateotransformAtion  getrennt  bleiben: 
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Diese  Ausdrücke  stimmeu  bezflg-lirli  tU York«  mm  uns  von  x  imd  y 
mit  den  ersten  in  §  286  behandelten  über*  in.  und  die  dort  er- 
haltenen iieäultate  lassen  sich  daher  unmittelbar  auf  uusem  Irall 

übertragen. 

Aus  (47)  a.  a.  0.  folgt 

ftr 11-2,3,4^6:  iP„-ft.-0, 


SOS  (48) 

aus  (50) 


ftr  J,«,  ii-3,4,G:  =        9  =  ^, 


für  .i;-),  «  -  2, 4^  6 :  -  c,,  -     -  ^r«  -  O, 

«  — S:  fti  — —  «ixi  Äi"  — «if- 

Zugleich  liefert  die  Betrachtuog  der  Teuüorhäche  nach  §  147 

ftr^W,  11-2:  g«-fti-0, 

n-.3,4,6:    «u-g,,,       -  ^f«  -  2«  "  0, 

und  die  des  Yekton  naoh  §  187 

für         »«2,3,4,6;   t'j  =  v,-0. 

Die  Kombination  dieser  Beziehungen  gestattet  nun  sogleich  die 
Schemata  der  piesoelektriBchen  Konstanten  ftlr  die  FSJle  su  bilden, 
daß  die  Z-Achse  eine  Symmetrieachse  ist  Wir  stellen  diese  Schemata 
im  Anschluß  an  die  Formeln  (20)  so  dar,  daß  wir  in  die  erste  Reihe 
bis  «i«,  in  die  sweite  «n  bis       in  die  dritte      bis  ^  ordnen. 

Es  eijg^bt  sich  auf  diese  Weise  die  folgende  ZusammenstsUung: 

für  ^  W: 


für  W: 


0 

0 

0 

^« 

«IS 

0 

0 

0 

0 

0 

(44) 

Hi 

% 

^ 

0 

0 

0 

0 

-«u 

(45) 

«II 

^ 

0 

0 

. 

0 

0 

0 

«15 

0 

0 

0 

0 

0 

(46) 

0 

0 

0. 
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Der  Anwendungen  wegen  Agen  wir  nocli  zwei  Sdienuta  an,  bei 
denen  die  SymmetrieAchee  in  die  X-Adhee  &Ueud  TonnigeeetBt  iat. 


für  Äj*h 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

(47) 

0 

0 

0 

0 

iür        oder  Äj^^i 

«it 

«It 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«SS 

(48) 

0 

0 

0 

0 

Um  von  diesen  Schemata  für  die  piezoelektrischen  Konstanten 

■zu  denen  für  die  Moduln  zu  gelangen,  ist  die  §  413  aufgestellte  Regel 
anzuwenden,  wonach  in  den  allgemeinen  FormeLsystemen  (20)  und 
(22)  die  e^^  und  d^,^  erster  Art,  d.h.  bei  /  und  Ä  =  1,  2,  3,  einander 
genau  entsprechen,  dagegen  bei  den  Parametern  zweiter  Art,  d.  h. 
für  i  ■=  1,  2,  '6,  h     4,  5,  6,  die  ^(i,^  an  der  Stelle  der  stehen. 

Das  Verschwinden  eines  e,.^  hat  hiernach  das  Verschwinden  des 
analogen  rf,^  zur  Folge;  Beziehungen  zwischen  Parametern  gleicher 
Art  bleiben  erhalten,  nur  solche  zwischen  Parametern  verschiedener 
Art  erlriden  eine  Modifikation.  Die  letrtarai  Benehnngm  kommMi 
nun  auescliließlich  bei  der  dreinihligen  Acbse  Tor.  Demgemäß 
sind  alle  Torstebenden  Sebemata  obne  Änderung  ron  den 
Konstanten  auf  die  Modnln  Übertragbar^  nur  dasjenige  fdr 

nimmt  die  Form  an 

-dn     rf»   0    ^  -dl,  -2d,,  (49) 
dti     d^i         0      0  0. 

§  415.  Spezialisierung  der  Farametersysteme  für  den  fall  de« 
Anflxetens  eines  Ctynunetriesentrums,  einer  Symmetrieebene  oder 
«iner  Spiegelaidue.  Der  Fall  der  Anwesenheit  eines  kiistallo- 
graphisehen  Symmetriezentmms  ist  mit  einem  Wort  erledigt;  da  die 
piesoelektriscben  Torgftnge  ibier  Natur  nach  azentrisch  sind,  fallen 
nach  §  04  für  sie  alle  sentriacb- symmetrischen  Kristallgruppen  aus. 

Auch  die  FftUe  einer  Symmetrieebene  und  einer  Spiegelaehse 
sind  sehr  einfsüb  m  behandeln. 

Liegt  normal  anr  ^Achse  eine  Symmetrieebene»  so  muß  die 
rechte  Seite  von  (34)  bei  Vertauschung  Ton  M  mit  —  z  ihren  Wert 
behalten,  diejenige-  von  (35)  ihren  Wert  umkehren,  da  das  Tensor^ 
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tripd  dm  umI  ift.  Der  Yektor  v  miiB  Dohr«ndig  in  dm  XT'Hbm» 
liegen.  Diee  eigilii  die  Bedingungen 

fOr  JE?.:         .73,  -  r/sj  =  ^  =0, 

Bei  Berfiebdehtigang  der  Werte  tm  (80)  nnd  (81)  folgt  lumu  das 
Yeraehirinden  Ton  e^,  fu,  4^,     und  eomii  dM  Panunaier^ 

achemn 

fttr        «kl  ^>    ö  <ii 

«ti  ^  %  0  0  ^  (fiO) 
0    0    0  0. 

Wir  fügon  hinzu  die  aus  vorstehendem  durch  sjkliaehe  Vertnoeehung 
txt  gewümendeu  Beziehungen 

und  das  entsprechende  Schema 

für         0     l)     0  0 

<W   «M   %         0     0  (51) 

%l    ^    «»  0      0.  — 

Ist  die  ^Achse  eine  Spiegelachse,  so  mofi  eine  Drehung  des 
Koordinaftensjeteme  nm  90*  nnd  danmfifolgende  Umkelirang  des  Yor- 
seiehenB  Ton  ä  die  reohte  Seite  Ton  (34)  ungeandeirt  leeeen,  bei  der 
TOn  (85)  das  Voneiehen  nmkduen^  da  die  Umkehiong  der  #>Koordi- 
nate  einer  Inyersion  SqviTilent  ist.  Sin  Vektor  ist  in  keiner  Lag» 
mit  einer  Sfaegelaehae  rertrSglieh. 

Hieraus  eigibt  eieh 

für  5,:   Cii  =  c,j  =  ^tt-^iä-^/i3  =  ^j,-0,   g^^  g„, 

Dies  führt  nach  (80)  and  (31)  auf  die  Besiebnngen 

nnd  demgemäß  auf  daa  Parametersohema 

ftlr  5,:  0     0    0    e,4  e^,  0 

0     0    O^  q,         0  (52) 

1^  — 0     0  0  ^. 
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Für  die  Amrandimg  fügen  wir  lunsa  das  dBrmnB  folgende  Sdienia 
für  Ä,:  Ai-— Äi* 

fti— —  fti»  Äit  — —  »I  — «I— — 0, 

ans  dem  dann  folgt 

für  8^1  0  «i,  -eu  «^0  0 

0  0  0  0  i;^  ^  i^) 
0  0      0    0  -c^  4^. 

Die  Schemata  dieses  Paragraphen  sind  nach  dem  am 
Ende  des  voriL'en  Gesagten  unmittelbar  von  den  piezo- 
eiektriscliea  Konstanten  auf  die  bezüglichen  Moduln  dbex* 
tragbar. 

§  416.  Schemata  der  pieaoelektnsolxen  Parameter  für  sämt- 
IMke  kiMaiiogxaphiMflie  Onippeiu  Anf  Chnmd  dar  roiMmAea. 
Beiottate  kann  mm  nunmehr  leieht  die  Sehemata  der  pieaoelektriachen 
Konafeanten  Ittr  alle  SiiataUgnippen  bilden.  Die  Beeottate,  jrMtn 
das  kristallographische  Hanptaeüumuystem  yotaassetaani  sind  naoli^ 
stellend  au^ätüurt.^) 

I.  Triklines  SystonL 


(1)  Holoedrie  (0):  alle  «^»-0. 

(2)  Hemiedne  (0);   e^^  Cjj 

«n   ftt  ^ 

^   ^  ^ 

IL  Monokiines  System. 

(3)  Holoediie  (C,  ^/'^):  aUe 

-0. 

(4)  Hemimoiphie  (^(^):   0  U 

0 

^4 

0 

0  0 

• 

0 

0 

hl 

h$ 

0 

0 

{&)  Hemiedne  (E,)i  e^g 

0 

0 

^« 

hl  ^ 

% 

0 

0 

<^ 

0  0 

0 

0. 

1)  F.  Foyi;  OOti.  Abb.  1890.  p.  U. 
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III.  KbombUches  System. 

(6)  Holowlrie  (C,^;«>,^<»/;:  aUec^.-a 

1 7;  Hemiedrie  (^(%     ■ 0    0    0    c,^    0  O 

0   0    0    0     <?»  0 
0  0   0   0  0 

(fe;  Hemimorphie  0  0   0   0  0 

0  0  0  6«,^  0  0 
^t^h»  0    0  0. 

IV.  Trigonalet  System. 

(9)  Holoedrie  iC,A,^%AJ'^):   aUe  c^^-  0. 

(10)  Enantiomorplie  Hemiedrie  (^/^  ^<^): 

,  -q,    0    e^^    0  0 

'  *'       I  0      0     0    0  -e^^  -€^^ 

0     0     0   0    0  0. 

(11)  Hemimorphe  Hemiedrie  (^,^%JE7,): 

0    0    0    0    e,(  —  % 
-h»  en  0  0  0 

^1^00  0. 

(12)  Paramorphe  Hfitniedrie  (0,  aUee^t-O. 

(13)  Tetartoedrie  (^,^>):  -e^i    0     «„     «js  —  ^ 

fj,  0 

e^i    ^   ^   0      0  0 

y.  TetragonaleB  System. 

(14)  Holoedrie  (C,        ^W):   aUe  e,j=0. 

(15)  EiuAtiomorphe  Hemiedrie  {AJ^*'^  ÄJ^*)): 

0  0  0        0  0 

0   0   0   0  -  0 
0   0   0   0    0  0. 
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(16)  Bemiiiuiiplie  Hflmiedrie  {A^^E^: 

0  0  0  0  0 
0    0    0  0  0 

%  ^  %i  0   0  0. 

(17)  Paramorplie  Hemiedrie  {C^A}*'^):   aUe  e^^^^O. 

(18)  Tefaurtoedfie  (ul/')): 

,  0     0     0  €^5  0 

0  0  0  ei,  --«^A  0 
^        «M  0     0  0. 

(19)  Hemiedne  mit  SpiegalichBe  {8,^  Äi^)i 

0  0  0  e,4  0  0 

0   0   0   0  0 
0   0   0  0    0  e^. 

(20)  TetertoedilA  mit  SpiegelaoliM  (5,): 

0  0  0  e,^  en  0 
0  0  0-«i,  0 
%i  -%  0    0    0  ^. 

VI  Hexagonales  System. 

(21)  Holoediie  (C,  Ai^\  A^^)i   aUe  e,^  -  0. 

(22)  Enaütiomor^iie  Hemiedrie  (^,^%  -^,^0- 

0  0  0  0  0 
0  0  0  0  — 0 
0  0  0  0    0  0. 

(2S)  H«mimoipke  Hiamiedrie  {AJf'^  MJz 

0    0    0    0    «,5  0 

0    0    0  u  ü 

Hi  ^  0    0  0 

(24)  i'aramürpiie  Hemiedrie  {C,  A^^^^):    alle  C^—O. 
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(25)  Tetartoedrie 

0    0    0  e„  0 

0  0  0  —«14  0 
e^i        en  0     0  0. 

(26)  Hemiedrie  mit  dreuihliger  Hanptaohae  {A,^^\  AJ*\  £J: 

c„  — e„    0    0    0  0 
0      U     0   0   0  —e^i 
0      0    0   0   0  0« 

.  (21)  Tetartoedrie  mit  dreizuhiigcr  Hauptachsü  ^,): 

«II  -«11    0    0    0  -c„ 
— «n    %   ^   0   0  — «11 
0     0    0  0  0  0. 

YQ.  Begulina  System. 

(28)  Holoedrie  {C,  A/\  ^/)):    aUe  c,,-  0. 

(29)  Emmtiomorphe  Uemi«drie  {AJ^^,  A^^*>)i  aUe  e^^^  0. 

(30)  Hemimozphe  Hemiedrie  (S^'^  S^): 

0  0  0  c,^  0  0 
0  0  0  0  0 
0  0  0  0    0  «I«. 

(31)  Paramoiphe  Kemiedrie  (^C,  A,<'»  <^  A/>     Ä,^'^):  aiie  «,^=-0. 

(32)  Tetartoedrie  (AJ^  e^AJ^^  ^W): 

0  0  0         0  0 

0   0   0   0  0 
0   0   0   0     0  «14. 

Alle  TOTBtehendeii  Schemata^  in  denen  das  Sjmmetrieelement  AJ^ 
nicht  anftriil^  gelten  ancli  für  die  piesoelektrisehen  Moduln.  Bei  A^*^ 
kommt  der  S.  827 .  beeprochene  Unterechied  in  dem  Teriialten  der 
•  Eonetanten  und  der  Modnln  zor  Cteltong. 

Demgemäß  sind  bei  den  Moduln  für  die  Gruppen  (10), 
(11),  (13),  (26),  (27)  die  in  der  letaten  Yertikalreihe  der 
Schemata  stehenden  «^  nnd  %|  mit  2<^,  und  2i^  su  rer- 
tauschen.  — 
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Die  Mannigfidtigkeit,  welche  die  Toniehande  ZniMwninwniitoUiing 

bezüglich  der  piezoelektrischen  Erschemmigeii  signalisiert,  ist  un- 
gemein grofii  obwohl  einerseits  alle  Gruppen  mit  Symmetriezentrnm 
und  außelrdem  (bemerkcnswerterweise)  die  Gruppe  (29)  mit  der  Formel 
{AJ*\  A^^*'^)  ausfallen,  und  andererseits  einige  Gruppen  (insbesondere 
solche  des  V.  und  VT.  Systems)  gleiche  Parameterschemata  liefern, 
j  Eng  verknöptt  sind 'ferner  die  Gruppen  (7),  (19),  (30)  resp.  (32), 
I  von  denen  die  letzten  als  Speziaiiäierungeu  der  ersten,  bei  gleicher 
2«ahl  der  von  NuU  verschiedenen  Parameter  erscheinen. 

Die  Gruppen  (4)  und  (5)  weisen  snsammen  die  aftmtiioben 
Pkrameler  der  Gruppe  (2)  auf;  letstere  stelim  sieh  eomit  in  zwei 
▼erachiedeuutige  GaHnngen  lerlegt  dar. 

Danelbe  Verhältnia  findet  statt  zwischen  den  Parametern  der 
I  Gruppen  mit  den  Formehi  ( Äj-'i)  und  (^  W,  bei  4»  ^  8,  ^  6 
\^  einerseits,  denjenigen  mit  den  Formeln  (^/"O  andereraeita.  Ferner 
erscheint  das  Schema  der  Gruppe  (10)  als  Snperposition  derjenigen 
der  Gruppen  (1^2)  und  i26i:  iihnlicli  dasjenige  der  Gruppe  (11)  als 
Snperposition  der  Schemata  (23)  und  (2(5)»  letzteres  auf  die  Y-  statt 
auf  die  X  Achse  l)ezogen.  Das  Schema  (27)  entsteht  aus  (26)  durch 
Kombination  mit  dem  gleichen  auf  die  Z-Achse  bezogenen.  — 

Schließlich  noch  eine  wichtige  allgemeine  Bemerkung.  Bezflglich 
der  pieaoelektriBeben  Erregung  sind  jene  beiden  Krietalltypen,  die  nach 
S.  92  n.  £  einer  jedm  enantiomorphen  Gruppe  entsprechen,  einander 
niehi  gleichwertig.  Wählt  man  indeaaen  die  Hanptachaen  XfT,Z  no^ 
daß  der  eine  Typ  durch  bloße  Inversion  in  den  andern  Übergeht,  so 
unterscheiden  sich  (nach  dem  Anadrack  (8)  für  das  Potential  |)  die 
beiderseitigen  Parametersysteme  nur  doroh  daa  yoneiohen*  IHeaee 
Verhalten  ist  praktisch  bedeatangarolL 

§  417.  ZuaammeubluUuug  der  diarakteristisclien  gericliteteii 
Gr5Aen  für  die  88  Xriatallgrappen.  Die  Schemata  die  piezo- 
elektnaohen  Konataotan  nnd  Modoln  atnd  für  die  Anwendungen  anf 
apesiella  Ftobleme  die  wiehtigaten.  Daneben  beaitaen  aber  auch  die- 
jenigen dar  Parameter  der  fOr  die  pieaoelektriaehen  Eigenaohaiten  einea 
EristaUfl  eharakteristiachen  gerichteten  Grdßen  ein  eignes  Interesse^ 
da  diese  die  lebendige  geometriaohe  Ansehannng  der  betreflEenden  Ver- 
hültnisse  erleichtem. 

Rei  den  piezoelektrischen  Konstanten  handelt  es  sich  nm  eine 
Thvektorlläche  mit  den  Parametern 

^19  hif  h»>  9n*  Pn?  fhat  9i9t  9iMf  9nf  9> 

um  eine  Tenaoriliche  mit  den  Parametern 

iZii;    üut    9u*    Ü»f    i2ui  Sit 
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und  einen  Vektor  mit  den  Komponenten  «i,  v,,  Vy  Ihnen  entsprechen 
analoge  Parameter  d^^,  f^j,  p^f     bei  den  Ifodnln. 

Übergehen  wir  jetzt  die  KriataUgrappdn,  die  bezüglich  der  pieeo- 
elektriichen  Erregmig  ganz  anB&llen,  und  anch  Gfmppe  (2),  bei  der 
alle  Yoratehenden  Parameter  Geltung  behalten,  lo  gelangen  wir  za 
der  folgenden  ZuaammaieteUang. 

U.  Monoklines  Syatem. 

(4)  (-i;«)):        0,   0,    6,,,    0,    (jf,„  0,    0,    0,  g-, 

9uf  9flii   ^ss-   0,  0,  gj,; 
0,   0,  V,. 

(5)  {E^.       Cji,    e,,,    u,    g,^,    0,    0,  ^f,,,  0; 

0,    U,    0,  flgi,  Oj 

»1,  r,,  0. 

m.  Bhombiaefaee  System. 

(7)  ^^'^,Af'):       0,    0,    Ü,    0,    0,    0,    0,    0,    Ü,  ff; 

'    ^  «III   Üuf   ffw»         0,  0; 

0,  0,  0, 

(8)  U/>,JS!,):      0,   0,  U,  /7„,   0,   0,   0,  0; 

0,   0,   0,   0,   0,  ä„; 
0,  0,  t^. 

lY*  Trigonales  System. 

;  ,  •      ^10)  0,    0,   0,    0,    0,    ~e^,   0,   0,  0; 

ffu»   Jii»  Ö,  0; 

0,   0,  0. 

(11)  {ÄJ^EJ:    0,   e,.,    e,3,  i^«,  0,   0,   0,  Oj 

0,   0,   0,   0,   0,  0; 
0,  0,  f)^. 

(13j  (ulW):    e»,,         ^,   -«^,  jr,,,  i?,^,   -e^j,  0,   0,  0; 

ffui       9it>  Ol  o#  ^; 

0,  0, 
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Y.  TetragODAks  und  VI.  hexagotiales  System. 

(15)  (A}*)AJ'^)  und  (22)  {Ä^'Kif'): 

0,   0,   Ü,   0,   0,   0,    0,   0,   0,  0, 

^Tiit   9ut   2»t         0,  0» 
0,  0,  0- 

(16)  (A,i*KJEJ  und  (23)  {A^^^E,): 

0,  0,  ^,  0,  Äi.   fti.   0,  0,  0,  0; 
0,  0,   0,   0,   0,  0; 
0,   0,  1)^. 

(18)  (^  W)  und  (25)  (^  W): 

0,   0,  0,   fti,  0,   0,   0,  0; 

2u;  ?55»    0,    0,  0; 

0,  0, 

(19)  (S„4,«):        0,  0,   0,   0,  0,   0,   0,  0,   0,  g; 

9itf   -Quf    0,    0,    0,  0; 
0,   0,  0. 

miS,)'       0,   ü,  e„,  0,  ft„  0,   0,   0,  01 

«Tu»   -ffiii   0,    0,   0,  tfjai 
0,   0,  0. 

(26)  {A^%AJ%Jb;j:    e,,,   0,   0,   0,   0,   0,   -c^,,   0,   0,  Oj 

0,  0,   0,   0,  0,  0; 
0,   0,  0. 

(27)  (^W,£J:  eji,   e^,   0,  0,   0,  0,   0,  0; 

0,  0,   0,   0,   0,  0; 
0,  0,  0. 

vn.  Regnlürae  Syitem. 

m  t/i/,-5,)  und  (32)  {AJ'^r^A^^^^A.^"^): 

0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  ^5 
0,   0,  0,   0,   0,  0; 

0,   0,  0. 

5»» 
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Hienni  ist  aUgemein  sa  erinnem^  daft  bwimImmi  den  TeDsorkom* 
poneni«  q„  die  Beuelrangeii  bartehen  • 

also,  falls  9,1—  g«,  auch  2^,1  +  9«  ^  i^t. 

Die  gleichen  Schemata  gelten  für  die  Parameter  d^^f  ffj^  p.j,  m^, 
welche  die  piezoelektriFchon  Moduln  liefern;  nur  steht  bei  den  Grni^P'^T: 
(10)j  (11),  (13)  und  (20  i,  (27)  mit  droizähli^or  Hauptachse  an  Viert*^r 
resp.  sechster  Stelle  der  ersten  Linie  —'2(L^,  — '2d^^  statt  —  t'^j,  — ^i,  - 

Diese  Zusanitnent^tellung  beleuchtet  die  Mannigfaltigkeil  der  piezo- 
elektrischen Vorj^iuige  von  einer  neuen  Seite.  Insbesondere  läßt  sie 
erkennen,  daß  iür  gewisse  Gruppen  eine  oder  zwei  der  charakteristischen 
geriehteten  OrSfien  gans  aaa&IlMi.  Bei  aUsn  Grappen  mit  der  Formel 
(.4;«),EJ  für  3, 4, 6  fehlt  das  Tensotinpel,  bei  denen  mit  der 
Fomel  {A}'\AJ^)  fehlt  der  Tektor,  und  ftr  fi  -  4  und  6  aaeh  das 
TriTektonjstem.  Bei  den  Gruppen  (26),  (27),  (80),  (82)  feUi  Vektor 
und  TensortripeL 

Die  Gleichungen  der  charakteristisoken  Fliehen  nehmen  Tiel&eh 
ftofierst  spezielle  und  eigenartige  Gestalt  an;  80  wird  a.  B.  das  gesamte 
piezoelektrische  Verhalten  der  beiden  einzig  wirksamen  regulären 
Gruppen  (30)  und  (32)  gegeben  durch  die  Trirektoiflaehe  Ton  der 
Gleichung 

:t  1  —  Ggxyji, 

daijcDige  der  Eristalle  der  Gruppen  (26)  nnd  (27)  durch  die  ent- 
sprediMiden  Fliehen  Ton  den  Gidefaungen 

±l-Ciix(x»-3y»), 

resp. 

±  1  -  e„  «  (a^  -  8jf*)  +  e„  y  (^  -  8a?«), 

die  zu  Zylindern  mit  Achsen  parallel  Z,  resp.  su  Kurren  in  der 
Ebene  degeneriert  sind. 

§  418.  AUgemeine  Transformationsformeln  ^ir  die  piaso- 
elaklzMien  Soastaaten  und  XodoIiL  Wie  bei  den  früher  behandelteii 
Eisoheinnngsgebieten  erweist  es  sieh  anob  in  dem  der  Fieooelektrisitit 
bftnfig  yorfeeilhalt^  neben  dem  duicK  die  Symmefarieelemente  des  Krislaili 
bestimmten  Haup&oordinatensystem  X  YZ  (auf  das  sich  die  Schemata 
der  §  416  nnd  417  beziehen),  noch  ein  Hilfssjstem  X'  T'  Z'  einzu- 
fttbraiy  dessen  Achsen  in  Beziehnng  stehen  zu  der  G^talt  des  Kristall- 
Präparates,  das  der  Betrachtung  unterworfen  wird.  Der  einfachste 
hierhf>'-;ifhörige  und  dahei  sehr  wichtige  Fall  ist  wiedennn  der  eines 
paraUelepipedischen  Präparates,  Ton  dem  schon  in  §  410  und  411 
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gesprodMai  ist  In  nSkm.  solcheii  FiUeii  kudfllt  es  ncli  dämm,  die 

Konstanten  oder  Moduln,  e^^  oder  für  dieses  HilfaeoheeiikniiB 
X'TZ'  aaszndriicken  durah  die  auf  XYZ  begogepcD Haaptkonatanten 
oder  -modulu. 

Die  Regeln  für  eine  aolehe  Operation  sind  in  §  412  und  413^ 
wo  die  geometrische  Nntnr  der  verschiedenen  piezoelektrisehen  Parar 
meier  untersuclit  worden  ist,  bereits  implizite  abgeleitet. 

Betrachten  wir  znnachst  die  pieeoelektrischen  Eonstanten  wo 
ergibt  sich  ans  (29),  daß  bei  esner  Koordinateiitnuiefoniiation  döh 
Terhalten 

«11*   %>  +  i(^  +  2eu), 

wie  «»,    y«,    i»,         «"y,  «»ü, 

wie  jf*«,  i»»«,  (64) 

i        +  -e,*);    i  (^4  +  ^'ü6  + 

wie  £*tt9 

femer  bei  Eiaiiihruüg  der  Abkürzungen 


(55) 


auch 

wie  f«,  (56) 

i(ji,--Bj,  iÄ-^). 

wie  yf , 

und  endlich 

wie  X,  y,  ir. 


(67) 


An  dieee  Zaeammenstellnng  kann  man  aanioliit  einige  allgemeine 
Überlegimgen  anknüpfen.  So  erkennt  man  z.  B.,  welche  Aggregate 
Yon  piezoelektrischen  Koistanten  nnr  TOn  der  Richtung  einer  £o- 

ordinatenacbse  abhängen,  welche  hingegen  zur  Definition  die  Angabe 
YOn  zwei  Achsenrichtungen  und  s'^mit  flor  nrip7^ti»Tnnir  '^^"^  «ranzen 
Achsenkreuzes  verhingen.  Insbesondere  erweisen  sich  von  em/.eiuen 
KonRtanten  die  e^,  Je  der  X-,  der  Y-,  der    Achse  all  ein  zu- 

geordnet. 
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Agj^regate,  die  vom  Koordinak'usysk'ni  völlig  unabhängig  sindf 
also  »kiilare  Natnr  haben  ( Mergleicheii  im  Falle  der  Elastizität  S.  594 
erwähttt  iiud),  kommen  bei  der  Piezoelektrizität  begreiflicherpreise 
nicht  Tor:  die  Bumiuti  der  drei  Aggregat«  aus  (5G),  die  sich  wie  .i', 
y-,  trauäformieren,  ist  gleich  Null.  Dagegen  lasseu  sich  uiLÜ<-r 
den  in  (57)  au^efCLhrten  noch  einige  weitere  Aggregate  bilden,  die 
mcik  wie  VekiotrkoiKipoii«nien  tnoffonnieren;  da  d;(x'  -{-  +  g*),  •  •  • 
iioh  nimlkh  ilanrüg  TwUteD,  so  gilt  ^eicbes  tob 

«II  +  iC«!!  +    +       +  ^,5^^ .   %  +  i     +  «ii  +       -f  «lg». 

Verbindet  meii  die  beiden  KoordinnteiLkreiise  daieb  das  Sjsten 
der  BichtrmgibifieiwnB 

I  g    y  g 

^ '  (68) 

y  «i  A 

eo  kna  man  nadi  der  Tabelle  (54)  bie  (57)  jedei  d«r  oben  aof- 
gefabrten  Aggregate  mit  Leiebtigloeit  truisfbnnieren. 
Bfldei  man  s.  B. 

—  a^^^ar^-f  •  •  •+  {a^y  -i-        H  -}-  ^u^^a^a^xyg  (59) 

nnd  benntei  die  Beriebnngen  (54),  *o  erbilt  man  eo^ioh 

«i'«u  -i          +  «1*  ['Xm  ^  -  ^ifi  >     +  (''31  +  ^^»)  + 

■i"2«ia,«,Ceui-e^  +  %i).  (60) 

Hierin  denien  die  Ponkto  ditjenigen  OUeder  an,  welflke  ane  den 
bingeechriebenen  dureh  i^blieobe  Yertaneobnng  der  Indiaes  (1,  $) 

und  (4y  5,  0)  entstehen. 

üm      und  e'^  zu  erhalten,  hat  man  in  (59)  nur  die     mit  den 

resp.  j';^  zu  vertauschen. 
Trüirt  mau  auf  der  itudituag  von  X.'  vom  Koordinatenan^aug  ans 
eine  Strecke  r  von  der  Läuge 

auf  und  Tarüert  die  betreffende  Biehtang  gegen  den  Kristall  beiiebij^ 
80  beicbieibt  der  Endpunkt  von  r  eme  Oberfliche,  deren  Oleidiung 
bei  Benutrang  der  Abkttnungen  (80)  gegeben  ist  dunsh 
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DiMe  OlMehnng  ist  mit  (34)  id«DliieIi,  die  betraffende  Obeiilfiche 
ist  also  wuck  mit  der  ObeiflSche  des  Trivektors  der  piezoelektriBehen 
Konetenten  idantiaeh;  letEtere  erfahrt  hierdardi  eine  Deatang,  insofern 
ihr  RadiusTektor  mit  dem  Wert  V±  die  betieffende Richtung 

übereinstimmte  fibenao  wie  TonAdiend  mit     kann  man  mit  0^  lesp. 
Terfahren. 

Yiel  umständlicher  als  die  Transfonnation  der  Konstanteu 
%t       ^®  irgendeiner  der  ttbrigan,  welehe  lämtlich  in  der  Zu- 

aammenstellung  (54)  bis  (57)  nur  mit  anderen  yerkoppelt  auftreten.  Um 
a.B.      oder      zu  traofifonoiereui  hat  man  uaoh  dem  Schema  (54) 

+  2  f  je)  t 

nAoh  dem  S<^ema  (56) 
endüeb  naeh  (67) 

zu  beredinen.  Die  Snmme  der  ktoten  beiden  Auadraeke  gibt  den 
Wert  Ton 

t  » 

nnd  die  Eombinatioii  mit  dem  Wert  Ton  2e^  liefert  die  Ani- 
draeke  Ar  nnd  «y,.  Wir  wollen  die  bestIgUehen  Beenltnte  hier 
aber  nidit  entwiekehi.  — 

Der  YoUattndigkeit  halber  mdgen  nun  auch  die  Aggregate  der 
pieioelektnachen  Modnln»  die  aich  Wie  Prodnkte  Ton  Koordinaten 
iranaformierani  mit  dieaen  snaammengeetellt  werden. 

Et  TerhUt  iieli  nftmlieh 

wie  y*,  a^M, 

+         i(^  +  ^5).  (61) 
wie  y^Zf  y^x,  s^x, 

wie 

ferner  bei  Rinftihiung  der  fienichmmgen 
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aneb 

wie  «*,  y*, 

D^-A.,  ^«--D^i  i>ii--D„, 
ffß,  MX,  «jf; 

^>ii+A»»  Ai+J^w 


(63) 


endlUeh 


(64) 


WM 


Mit  TTilfe  dieser  Tabelle  erhält  man  sogleich  auf  dem  S  590  ein- 
geschlagenen Woge  die  TrnuRturmation  der  Modulaggregate  einer  der 
drei  Gruppen  (61),  (63),  [^4.)  von  einem  Koordinatensystem  XYZ 
auf  ein  andereü  X'Y'Z'.  Insbe^soudere  sei  augeführt  der  mit  (60) 
korre^jpondierende  Ausdruck  iilr  d^^f  welcher  lautet 

d'n-  •  •  •  +  *f)S  +  (^+       «»]+  •• 

,  H-  «1  a,  «3  ( </i^  +  (fj^  -i-  du)  ■  (6^) 

Aus  ihm  erhält  man  die  für  and  d'^  geltendeo  Auadvttcke  diureh 
Yertausohimg  der      mit  den  und 

TMigt  man  liitr  auf  der  Richtiuig  TOn  X*  Tom  l£oofdiB»fainMiiiy 
am  eine  Streeke  von  der  Länge 

auf  und  variiert  die  betreffende  Richtung  gegen  den  Kristall,  so  He- 
Bchreibt  das  freie  Ende  von  r  eine  Oberfläche,  deren  Gleichung  ju  den 
Abkürzungen  (37  )  lautet 

Diese  Obertliiehe  ist  gemäß  (41 )  identisch  mit  der  Trivektortiäehe 
der  piezoelektrischeu  Moduln,  welche  hierdurcli  eine  physikalische 
Dentöng  erfahrt  Wie  «2/^  laßt  sich  auch  (i^  und  behandeln. 

§  419.  (E^eslelle  TIU».  Die  Yerhiltniflse  Tereiuftebeii  neb  eebr, 
wenn,  wie  bei  den  Anwendniigeii  meditooe,  die  AoliMBkroaie  XTZ 

und  X'T'Z'  eine  Achse  gemeinsam  haben,  die  Transfurmatioii 

aleo  nur  zwei  Achsenrichtungen  betriflFt  Wir  wollen  eine  solche 
Transformation  der  durch  (60)  nicht  erledigten  Konstanten  fiir  den  Fall 

ausführen,  daß  die  beiden  Koordinatensysteme  die  Z-Achse  gemeinsam 
haben,  und  die  X'-  gegen  die  A'-A'-hse  um  den  Winkel  9?  gedreht  istg 
also  mit  der  Jf- Achse  den  Winkel  ^x  —  ^  einschliefit. 
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Efbsen  vir  wieder  ab  «00^— 6^  ma^^s,  so  kommt  das  Sehama 

af'    y'  / 


X 

e 


e 

B 

0 


0 

<;  0 

0  1 


(66) 


BOT  Anwendiiqg.  Wegen 
«igil»t  noh  simieliBt  gemBfi  (54) 

<»+2e^-3«ii«»c+(€i|-f2t;je)s(l-3c«)  +  (c,,  +  2eJc(l-3s«)+3e„sc«, 

+  2^  -  («j,  +  2<^)c  +        2ejs.  (67) 

Femar  folgt  ms  d»  Besiehmigai 

/y'  ^zyc  —  ZX8 ,  x'  —  iT  c  4-  y  s 

gonSß  (66)  und  (67) 

also  aucli 

Und  hieraufi  resaitiert  schließlich: 

-  (si,  -  2€^)s»<?  +  <^jS»  +  ^»«^  +  (<b  -  2^)«<j«, 

Ähnlieli  ergibt  sieh 

— («Ii  -«it)c*« + «i,<?(i  -  2*«)- «b.«a + (^ob) 

^3l«'+  «»t<^*-  2C,55C, 


(68) 

(69) 


(70c) 


«bi  -  +  -  («14  + 
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«M-  («t4-  +  e,4C>- 

Durch  zyklische  VertnuschuDg  der  Indizes  Tl.  2,  3")  und  (4,5,6) 
erhält  man  hieraus  sogleich  die  Transformatiouslbrmeln  für  den  Fall 
der  Drehung  des  KoordinatensTst^ms  um  die  A-  und  um  die  }"-Achse. 

Alle  vorstehenden  Transformationsformein  lassrn  sich  nach  dem 
S.  82B  Gesagten  in  der  Weise  auf  die  piezoelektrischen  iModuln  über- 
tragen, daß  mau  die  für  /  und  Ä  ««•  1,  2.  3  mit  den  bezüglichen  d^^t 
dagegen  die  e,;^  für  t  =>  1,  2,  3  und  h  =  4,  6,  ü  mit  den  bezüglichen 
^df^  Tertauscht 

§  420.  Über  die  Bolle  der  permaaenten  modeknlMWi,  IComente 
bei  den  ptomlskMiQliMi  VoiflbisMi.  Naclidem  im  Toxstehendoi 
■Ugameine  Grondlagen  einer  Theorie  der  pieroelektriidiflii  lud  der 
dasa  resiproken  Vorgange  ToUftändig  gegeben  sind,  soll  nunmehr  die 
im  Bioguig  dieeer  Darstellung,  nEmlich  am  Schluß  von  §  408  gestellte 
Frage  untersucht  werden,  ob  diese  Grundlagon  hinreichend  all- 
gemein sind.  Di^-f  F^-age  bezieht  sich  auf  KriötaJlgruppen .  die 
nach  Symmetrie  ein  permanentes  elektrisches  Moment  besitzen  können, 
und  nimmt  hier  })esonders  die  Richtung,  ob.  wenn  anfänglich 
dieses  permanente  Moment  durch  eine  auf  dem  Kristall  in- 
flueuzierte  Oberflächenladung  kompensiert  war,  dieses  auch 
naoli  einer  Deformation  noch  gilt. 

Die  Frage  gewinnt  offenbar  praktische  Bedeutung  nur  dann,  wenn 
die  permauienten  Momente  nlir  grofi  nnd  gegen  die  piezoelektiiach 
erregten,  deisrt^  daß  ikre  Produkte  in  DeformationsgrdBen  mit 
jenen,  biaber  allein  betraebteten  Momenten  P  gleicbe  GrÖften- 
ordnnng  besitsen.  Trotzdem  die  einzige  Beobachtung  über  ein 
permanentes  Moment,  die  bisher  yorliegt,  für  dieses  einen  liel  kleineien 
Wert  ergeben  hat,  ist  (wie  S.  247  erörtert)  doch  nicht  auageaehlossen, 
daß  der  walire  lietrag  ein  erheblieb  größerer  ist.  und  so  erscheint 
die  üntersuchui  ;^  der  P'rage  wohl  notwendig.  Wir  wollen  dieselbe 
in  voller  Allgenieiuheit  angreifen. 

Wir  betrachten  eiuen  h  iTiiogeuen  Kri^itall  mit  beliebiger  natür- 
licher oder  kuDstlicher  Begrenzung,  der  im  uaturhchen  Zustaud  ein 
Moment  (7^)  besitzt,  mit  den  Kom])onenten  (Pj),  (Pj)  nach  den 

Koordiuateuachsen.  Diese  Komponenten  des  Moments  ändern  sich 
nun  durch  die  Deformation  an  jeder  Stelle  auf  drei  Weisen.  Za- 
ni^ibst  wird  dnrcb  die  kabiecbe  Dilatation  d  der  Wert  Ton  (P)  im 
Veriiältnia  1  :(1  —  d)  Teikleinert,  deaom  ee  liegen  naeb  der  Dilatation 
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weniger  Elementarteile  in  der  Volumeneinheit  als  zuvor;  sodann  er- 
Mit  (P)  durch  die  mit  der  Deformation  yerbondene  Dreluuig  eine 
andere  Richtung,  und  drittens  tritt  jene  d  irekte  Veränderung  infolge 
der  Deformation  ein,  die  wir  bish^'r  RÜein  hrtrachtet  haben  und  auf 
einen  molekularen  Vorgang  zurücklükren  küimeu.  Die  ersten  beiden 
Veränderungen  können  wir  als  geometriBeh,  die  letzte  als  physikalisch 
bedingt  bezeichnen. 

Bezeichnen  m,  n  die  Drdhnngskomponeateii  um  die  Koordinaten- 
achsen, so  werden  luemach.die  Eomponenten  (Pi),  iP{)  der 
Oeeamtmonienie  nach  der  Defonnation  sieh  folgendermaßen  ansdrUcken 

i^i)  -        -    -        +  + 

(P,')  -  (P.Al  -  ä  }  -  +  {l\)n  4-  P, ,  (71) 

(P.O  ^  (P.)(l  -  d)  -  (P,)m  +  (P,)t  +  P, . 

Dabei  ist  noch,  wenn  wieder  u,     w  die  Yerrückungekomponenioi 
beMiehnen,  nach  (66)  S.  176  und  (72)  a  179 

*  -  ».+  y,H-  +     +  di* 

(72) 

a  \dy      dz)*    ^'^'%\Ji  2  lax  c;y/» 

Pj,  P,,      bezeichnen  die  früher  betrachteten  molekularen  Wirkongen  ' 

der  Deformation,  für  welche  d»'r  Ansatz  (^0)  irilt 

Die  vorsteiieuden  Furmein  zeigen,  daß  tat«üicMich  die  gesamten 
piezoelektrisch  erregten  Momente 

ÄO-w,  (Pti-m,  (i-.o-w 

sioh  nicht  nur  doroh  die  Defonnationegröfien  x^f.,,x^  bestimmen, 
so  daB  slso  die  dnreh  die  erweiterte  Betaraefatang  auftretenden  Anteile 

-(PJd-(P>  +  (P,)«t,  us£ 

deh  annSehst  nicht  nnter  dem  früheren  Ansala  (80)  fBr       P^,  P| 
suhsuramieren  lassen. 

Es  ist  indessen  zu  bedenken,  daB  die  Wirkungen  der  Momente 
Bchließlich  durch  die  äquivalenten  raumlichen  und  flächenhaften 
Dichten  bestimmt  werden,  die  wir  wieder  mit  (f  and  6  bezeichnen 
wollen;  diese  werden  wir  nun  berechnen  müssen. 

Für  die  Bereehnnng  der  wirksamen  Kaum  «lichte  q  gehen 
wir  aus  von  der  Definition  der  effektiven  Kaumdichte  {(f)  nach 
der  Deformation,  gegeben  durch 

-  U'\  -  ^^^«'^  4.  ^(^»'^  4-  (m 
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wobei 


ilur  entspricht  Tor  der  Deformation  eine  Dichte  (p),  die  dnrok  doa 
gleichen  Ansdrack  ohne  Index  (')  bestimmt  ist  Da  wir  Tom  natür- 
lichen homogenen  Zustand  ausgaheiiy  tit  (^)  g|inek  Nall,  tlao  £Br  dia 
wirJcMme  Dicht«  zu  schreibe 

-^-  —  '15  +  ?5  +  57^* 

Setzt  man  hier  hinein  die  Werte  (71)  and  gruppiert  etwas  andaiSy 
80  läßt  sich  der  Ausdruck  schreiben 

P,-  (P>.-  (P,)i«,~  (P.)ia:., 
P,'-P,-(P,)f,-(P.)|f.-(P.Hy.,  (76) 

p,'-  p.-  (p,)ir.  -  (p,)}xr,  - 

Bezeichnet  femer  n'  die  Richtung  der  inneran  Normale  auf  dem 
OberÜächenelement,  so  ist  die  Gesamtdichte  der  äquivaleotea  Obar^ 
flftehenladung  naoh  der  Daforvation  gegeben  durch 

-  («^ -(!>•)«».  ((PO,  «0; 

oder,  wann  at,     y  die  Kichtungakoeinus  von  n'  bezeichnen, 

-(•0-(P.V+(W+(P,')r'-  (") 

Die  äquivalente  Diclite  (ö)  vor  der  Defurniation  ist  durch  diesellte 
Formel  ohne  Indizes  ( ')  frej^eben.  (fS)  ist  bezüglich  seiner  Wirkuug 
durch  die  influenziert«  OberÜäclieuladung  von  der  Dichte  — {p)  kom- 
pensiert 

Die  nach  der  Deformuiion  faktisch  wirksame  Dichte  i&i  aber 
nicht  ip')  —  {p)f  —  denn  durch  die  Deformation  ist  das  Flächeu- 
akmant  yergrSBarfc,  also  die  auf  der  gleichen  FGUdie  bafindliolie 
Ladung  ▼eiUemerl^  —  wkndem  Tiebnahr 

0  -  cö)  -      -  9),  GS) 

wobei  9  die  Bpenfiacbe  Fllchendilatrfion  in  dar  OberflBeha  beseiciinflt 
Wir  erhallten  sonaeh 

-[(Pi)«+(-p.)^  +  (p,)rfa-y), 

was  sich  bis  aui  (ilieder  erster  Ordnung  iniduäive  (»chreiben  iiiiit 
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-   «  (P,)(«' -  «)  +  (P,)(^'  -ß)  +  (P,)(/ -  y) 

Fßr  die  Berechnung  dieses  Ausdruckes  komnieii  die  in  §  93  und  94 
abgeleiititeu  Werte  für  {a  —  a), .  . .  und  9?  in  Betracht,  nach  denen 
(gemäß  S.  174  und  177)  güt 

und 

Di«  Dorcfafllhnmg  der  einfkohoi  Beehnung  ergibt  di«  Fonnel 

-    -  P,'«  +  P,'^  +  P,>  -  P'  oofl  (P;  »),  (80) 

wobei  die  P^'  die  in  (76)  angegebene  Bedeutui^  besitzen  und  P' 
ihre  BesnUante  beEeidmel. 

Wir  erhalten  somit  das  lie^ultat: 

Bei  Kristallen  mit  einem  permanenten  elektrischen 
Moment  mit  den  Komponenten  (J\)  (P,),  (Pj)  wirkt  dieses 
auf  die  piezoelektrische  Erregung  ein  in  Gliedern  von  der 
Form 

welche  unter  den  in  §  400  gegebenen  allgemeinen  Ansatz 
fallen  und  demgemäß  ala  in  ihm  bereiii  berttcksichtigt 
betrachtet  werden  können. 

Unser  Ansatz  genügt  hiemach  jeder  Anforderung  an  Allgemein- 
heit Dies  ist  das  HauptresuUat  der  vorstehenden  Betrachtung.  Da- 
neben i.st  es  n})er  unrh  von  lntere.<?se,  gezeigt  zu  haben,  in  welchen 
Gliedern  uiiüere.^  Ansatzes  eine  Wirkung  des  permanenten 
Momentes  des  Kristalls  enthalten  ist.  Würde  die  Beobachtung 
ergeben,  daß  diese  Glieder  eine  besonders  hervorragende  Größe  bc- 
sitMO,  ao  würde  man  hieraas,  wenngleich  nicht  mit  Strenge,  so  doch 
ni*  «m«  gewinen  WahraeheinlioUieü  auf  «ine  bedeutende  GhrOfie 
jenea  pennanenten  Momentea  aeUiefien  dfixte. 

Biaher  h»baa  die  BeobachtangoD  für  die  letriare  Folgerung  noeh 
nicht  gar  jM  Anhalt  gegeben^  wie  daa  im  folgenden  Abaehnitt  her- 
Tortralen  wird. 
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§  421.  Über  die  molekulare  Theorie  der  piesoelektrisolMn 
■rr^ong.    Die  Betrachtungen  de«  TOrigen  Abschnittes,  die  zuuSieliBt 

nur  die  Vollständigkeit  des  unseren  Entwicklun^n  zugrunde  ge^ 
legten  Ansatzes  für  <lie  piezoelektri seilen  Momente  erweisen  sollten, 
haben  aiicli  »  ine  Bedoutuug  für  jede  molekulare  Theorie  der  piezo- 
elektrischen Vortränge,  insofern  derjenige  Teil  der  bezüglichen  Er- 
regungen, der  bicli  rein  geonietriseh  aus  den  permanenten  Momenten 
der  \  olumenelemente  des  Kristalls  erklärt,  hierdurch  ein  für  allemal 
erledigt  ist  Einer  moleknlaren  Theorie  bleibt  sonach  nnr  die  Auf- 
gabe, den  andern  Teil  anf  eelbstftndige  Brehnngea  nad  DeformatloiMBi 
der  Molekflle  larfioksofUmD. 

FQt  die  Bereehanng  der  Wirkungen  der  moleknlmi  Brehimgen 
finden  sich  die  vollständigen  Grandlagen  in  dem  II.  Abschnitt  d^ 
VII.  Kapitels,  in  dem  bei  Entwicklung  einer  molekularen  Theorie  der 
elastischen  Vorgänge  S.  ülO  auch  die  Gesetze  fUr  die  durch  Defor- 
mationen  der  Volumenelemente  bewirkten  Drehungen  {l\  m\  n')  der 
]M<'l  "kül(!  abgeleitet  sind  Da  die  Drehungen  (/,  m,tt)  derVolumen- 
eiemente  in  ihrer  Wirkung  im  vorigen  Paragraphen  iu  üechnujig 
gezogen  sind,  so  bleiben  für  die  molekulare  Theorie  nur  die  relativen 
Drehungen  (rfj  -»  ^  —  /,  t/j  =  /»' —  m,  tij  —  w'  —  n)  zu  berücksichtigen- 
IKeieLben  lassen  sich  ToUstSndig  naxk  dem  dueh  (71)  gegebenen 
Schema  behaadehiy  liefern  also  in  P,,  P,,  P,  Anteile  too  der  Foim 

die  Siek  mit  den  analogen  in  (71)  enilialienen  sn  den  Ansdrficben 

zusammenliehen.  Da  die  d^,  d^,  nach  S.  613  sich  als  lineare 
Funktionen  der  Deformationsgrößen  bestimmen,  so  liefert  ihre  Berück- 
Fichtigung  jetlenfalls  Anteile  au  den  piezoelekbischen  MomenteUi  die 
unter  das  Schema  des  Ansatzes  (2i))  fallen. 

Bis  hierher  bedarf  es  für  die  molekulare  Theorie  keiner  neuen 
speziellen  Annahmen;  aber  die  so  gewonnenen  Resultate  lassen  für 
sich  allein  piezoelektrische  Erregungen  von  Kristallen  ohne  permanentes 
Moment  niehft  sn.  Es  bedarf  aomii^  um  letetere  Sristdle  dmabeBeh«, 
einer  HjpoilieBe  Uber  den  Meehaniemna  der  Erregimg  eines  mole- 
knhuwn  Momentes  in  solohen  Ejistallen,  die  niaprünglioh  derj^ehen 
nicht  besitzen,  resp.  der  Änderangen  nrsprllnglioher  Momente,  infolge 
▼on  Deformationen.  Und  hier  bleibt  eine  betrachtliehe  Willkür;  auch  ist 
Torlaofig  wenig  Aussicht,  die  bezOglidien  Hypothesen  auf  einem  andern 
Wege  zu  prüfen.  Eine  jede  zulässige  Hypothese  muß  nach  dem 
Inhalt  des  vorigen  Paragraphen  auf  P^indtbrmeln  für  die  piezoelek- 
trischen Momente  führen,  die  nntar  den  Ansats  (20)  iailenj  eine 
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experimenlelle  Prüfung  auf  piezoelektruehem  Wega  würde  somit  erat 
einsetaen  kdnneD,  wenn  die  molekulare  Theorie  speziellere  Resultate, 
also  numerische  Beziehungen  zwischen  den  Parametern  des  Ansatzes 
(20)  lieferte^  und  dies  ist  bisher  nicht  geeoheh«!. 

Es  mag  daher  genügen,  zu  berichten,  daß  Hiccke^)  die  Vorstellung 
Terfolgt  bat,  daß  die  Moleküle  einen  dielektrisch  polarisierbaren  kugel- 
förmigen Kern  besitzen ,  der  von  einer  Anzahl  elektrischer  Pole  um- 
geben ist.  Diese  Pole,  deren  Zahl  und  Anordnung  mit  der  Symmetrie 
der  Kristallgruppen  vereinbar  sein  muß,  soIIpii  auf  die  Kerne  in 
fluenzierend  wirken;  die  piezoelektrische  Erre^amg  würde  dann  dadurcii 
zustande  kommen,  daß  bei  einer  Deformation  die  Nachbarmoleküle 
relativ  zueinander  disloziert  werden  und  demgemäß  einander  geänderte 
Felder  zusenden.  liieclu  nimmt  dabei  nur  fünf  spezielle  und  einfachste 
Konfigurationen  der  molekularen  Pole  als  Torkommend  an,  die  im 
allgemeinen  höhere  Symmetrie  hesitzooi  als  die  Eristallgruppe,  der 
sie  zugeteilt  werden,  deren  Answi^  also  erst  durch  den  Erfolg  ge- 
rechtfertigt wird. 

Man  kann  diese  (und  andere  von  Bieds/t  eingeführte)  Beschran- 
kungeu  aufgeben  und  die  Theorie  in  der  angegebenen  Richtung  TÖUig 
-allgemein  ausgestalten^),  ohne  zu  anderen üesultaten  zu  kommen,  ata 
in  dem  Ansatz  (2ü)  enthalten  sind. 

Unsern  modernen  Anschauungen  liept  dif^  Auffassung  näher,  alle 
elektrischen  Veränderungen  auf  di-'  Bewegungen  von  Elektronen  zurück- 
ziiftihren;  dieselbe  leitet  von  selbst  zu  der  schon  Irüher  .  on  nur  vor- 
geschlagenen Annahme')  von  mit  den  ponderabeln  Molekülen  ver- 
bundenen elektrischen  Polen,  deren  Gleichgewichtslagen  äicii 
ändern,  wenn  bei  Deformationen  die  Moleküle  ihre  gegen- 
zeitige  Lage  yerindern.  Ein  spezielles  Beiqiiel  derartiger  Pol- 
Systeme  hat  Lord  Kdim*)  näher  betiaishtet  und  in  der  Annahme 
gewisser  (der  Elektronentheorie  fernliegenden)  Bindungen  zwischen 
den  verschiedenen  Polen  ein  Modell  fOr  das  Verhalten  von  Quarz 
gegen  Drucke  normal  zur  Hauptachse  gebildet. 

Im  engern  Anschluß  an  die  anderweit  benutzten  elektronentheore- 
tischen Vorstellungen  könnte  man  z.  B.  den  einfachsten  Fall  eines  regu- 
lären piezoelektrisch  erre^'baren  Kristalls  fol'^en dermaßen  zu  kon- 
struieren suchen.  Die  Moleküle  bestehen  aus  Kugeln  positiver  Ladungen, 
deren  Zentra  ein  reguläres  lUumgitter  bilden.  Innerhalb  jeder  von  ihnen 
befinden  sich  die  negativen  Elektronen  in  Gleichgewichtslagen,  welche 
durch  die  Wechselwirkungen  zwischen  den  versckiedeueu  Ladungen 

1)  E.  Itiecke,  Gött  Nachr.  1891,  p.  191;  Gött  Abh.  1892. 

2)  W.  Voigt,  Gött.  Kachr.  1898,  p.  «6»;  Wied.  Ann.  Bd.  61,  p.  688,  1894. 

3)  W.  Voigt,  l.  c. 

4}  Lord  Xa^mt  Phil  Mag.  (5)  T.  86,  p.  831,  189«. 
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bestimmt  werden.    Im  undeformierten  Zustand  werden  die  ElektrooflB 

jedes  Molekfils  dann  di<'  Ecken  eines  regulären  Tetraeders  einnehmen 
und  «Ipmi^emäß  kein  (vektoriellos)  Moment  liefern.  Bei  einer  (homo- 
^a'iien;  iJeformation  des  iiaun)gitt«Li>  erleiden  die  Elektronen  Ver- 
scliiebuMgen,  die  ein  dielektrisches  Momeut  7ait  Folge  haben,  das  nach 
den  S^'mmetrieveihäliuisäeu  den  für  die  Gruppen  reep.  (32)  gelten — 
diu  GetfllMn  tob  8.  SS9  folgen  muß. 

Andersartige  Modelle,  die  dazu  dienen  soileu,  den  Mechanismus 
pioMMleUrifehear  Snegungen  varttSndlzoii  an  vuihm,  hahtia,  wmBm 
Lord  KeUm^)  boreiti  die  Qebrttdir  CWi»")  ingegebea. 


'  lU.  AbBohiiia 

Uiiautitative  liebtiuiiunngeu  bei  homogener  Deformation. 

ß  422  Erregung  eines  beliebig  orientierten  Parallelepipeds 
durcb.  einseitigen  normalen  Druck.  Für  spezielle  Probleme  iso- 
thermischer piezoelt  kii  isclier  Erregung  bieten  im  allgemeinen  die 
Ausdrücke  {22)  der  dielektriseben  Momente  durch  die  Drucke  größere 
Bequemlichkeit  als  diejenigen  {20)  durch  die  Deformationsgrößen. 
Incbeiondue  gilt  diea  in  dem  einfaehsten  und  filr  Meesoiigen  wieh- 
tigiten  Fall  dnee  Piftpanitee  in  Fotm  eines  leehieokigen  PknUidepipedet 
unter  der  Wirkung  normaler  Dmoke  gegen  ein  FlidieDpiar. 

Fflr  die  Theorie  dieser  Erregung  gebt  man  am  bequemsten  tob 
den  auf  die  Hauptaobsen  bezogen  gedaebian  Formefai  (22)  aas  und 
bestimmt  die  Orientienuig  des  PataUalepipeds  duieb  die  BiekfcungS' 
kosinuB 


X    «1  y, 

y  <^  ßi  yi 
« I  «•  Ä  yt 


seiner  als  X'-,  Y'-,  ^»Aebsen  gefabrtan  Kanten. 

Eür  den  Fall  eines  Druckes  II  gegen  die  zur  Z'- Achse  normale 
FlSehendobeit  genügt  man  den  Gleiebgewiehtsbedingungeu  (12)  und 
(13)  nacb  8. 565  durch  die  AositKe 

die  Ausdrftoke  (22)  auf  S.  819  werden  demgemSB  jelit  tu 

1)  Lord  Kelvin,  1.  c.  p.  842  n.  468. 

2)  /.  o.  P.  Curie,  C.  B.  T.  82,  p.  861,  1881;  P.  Curie,  (Eams,  p.  18. 
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-  Pf''n((i,,y^-i-(h,y,'  f  d^n'+^iy^ys  +  d^nyi  +  ä^riYi),  (82) 

Hi«nuis  folgt  speiiell  für  die  jJ^ngitodiiiaJe^  Eingang  P|  pazalld 
der  Dnickridhtimg 

+  n  yi^i  (ßu  +    +  ^)]'  W 

ww  naoh  S.  840  in  der  Tat  mit  —Ild^  identuck  ist 

IHe  Pj^  sind  gerade  l\ui1ctioneD  der  Bichtuugskosinus,  wie  dies 
der  Zweiteitigikeit  dee  DniokieDBora  enteprioht  Die  Formel  fttr  das 
longitadinale  Mommt  ist  so  sa  Terstehei),  daft  eine  8eite  des  Tensors 
ausgezeichnet  ist,  als  diejenige^  auf  welche  Pj  bezogen  wird.  Demgemäß 
kehrt  P,  sein  Yoiseiehen  nm,  wenn  alle  f  ,  mit  —  Tertanacki  werden, 
d.  h.  die  eni^^egengesetzte  Richtong  ausgezeichnet  wird. 

Ffir  die  tiansrersale  Ertegnng  naeh  der  X'-  nnd  JT-Bichtang 
ergibt  sieh  analog 

(84) 


Ul 


woftr  die  aOgemeinen  AnsdrHeke  nicht  hingesdhxieben  sn  werden 
branehen. 

Eine  homogene  Erregung  ist  nach  S.  204  allgemein  mit  einer 
Oberflftchenhel«gnng  des  piuallelepipedisehen  Piftparates  Ton  der  Dichte 

tf--Pco«(P,»^ 

äqniTalent;  diese  Dichten  sind  in  nnaerem  Falle  auf  den»  nach  ^  af 
±y'»  ±^  gakigenea  Fliehen,  resp. 

±P^,  ±P^,  ±P,. 

Sind  diese  Fliehen  ^on  den  Qr5Ben  fj,  f/,  /"/  mit  leitenden  Be- 
legungen Tersehen,  so  werden  in  denselben  liadangen  TOn  den  absoluten 
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frei«   Druckt  man  n  nacli  der  Formel 

i7-r/f/ 

durch  den  Gesamtdruck  V  gegen  die  Fläche      aus,  so  ergibt  sieb 

«; — ri-M/a.  e; — rai,(f;/f:).  e;--rd;,;  (86) 

hierdurch  ist  die  S.  800  aus  der  Beobachtung  abgeleitete  Regol  für 
die  transversalen  und  die  longitudiDalen  Effekte  allgemein  theuretisch 
begründet 

Nach  denFormeln  (82)  bis  (84)  geuügt  dieBeobachtoDg  derEtregmig 
yon  einer  angemeesenea  Zahl  Tenäiieden  orientierter  Parallelepipede 
durch  einseitigen  normalen  Dmck  bei  jeder  krtetaUographischen  Sym- 
metrie zur  Ableitung  der  Zahlwerte  sämtlicher  pieooelektriseher  Afodaln, 
und  da  diese  Methode  auch  die  praktisch  bequemste  ist^  so  sind  fast 
aUe  quaiititativen  Bestimmungen  nach  ihr  angestellt.  Die  Formeln 
zeigen  auch,  daß  die  alleinige  Messung  der  longitudinalen  Erregung 
nicht  sämtliche  Modtiln  getrennt  liefert,  sondern  nur  zehn  Kombinationen 
Ton  ihnen;  es  sind  also  in  jedem  Falle  aucli  trnnFversale  l-^rreguugeii 
ih't  Beobachtung  zu  unterwerfen,  die  aber  der  Messung  keinerlei  be- 
sondere Schwierigkeiten  entg^enstellen. 

g  423.   Drei  Fundamentalflächen  zweiten  Orades.    Zur  Ver- 
anschanlichung  der  Besultate  der  Beobachtung  ttber  das  nügemetae 
piezoelektrische  Terhalten  eines  Kristalls  bieten  sich  natflrlich  in  erster 
Linie  die  nach  S.  825  fftr  jeden  Kristall  charakteristischen  gerichteten 
Größen,  nämlich  sein  Yektor,  seine  Tensor-  und  seine  TriTektorfläcbe.  ' 
Diese  Darstellung  ist  nach  dem  in  §  76  \i.  f  Uber  gerichtete  Größen 
Terschiedener  Ordnung  Gesagten  unzweifelhaft  die  methodisch  voll-  J 
kommenste.  Dabei  muß  man  indessen  als  Nachteil  zugeben,  daß  sie 
sich  nicht  auf  direkt  beobachtbare  Größen  bezieht  und  eine  gewisse 
üaBymmetrie  besitzt,  zu  der  die  fundamentalen  Gleichungen  (22^  direkt 
keine  Anregung  zu  gelten  scheinen. 

Es  Jeingomiiß  noch  eine  zweite  Darstellungsart  erwähnt 

werden,  die  jene  beiden  Mängel  nicht  besitzt,  dafür  aber  freilich  auch 
nicht  mit  den  allgemein  bedeutungsvollen  B^iffen  gerichteter  GrSflctt 
operier!  Dieselbe  knflpft  direkt  an  die  spesieUe^  aber  wichtigste  £r* 
regnngsart  an,  die  uns  hier  beschäftigt.*) 

Schreibt  man  in  den  Formeln  (82)  die  Momentkomponenten  Fp 
Ff,  Tor,  B.  einfachst  gleich  Ein^  so  enthält  jede  dieser  Gleichung^ 
eine  Aussage  über  Richtung  und  Größe  desjenigen  Druckes  77,  welcher  die 
betreffende  Komponente  P|*«  -|-  1  mac^t|  wihrend  die  andern  Kosi* 

1)  W.  Voigt,  Wied.  Axm.  Bd.  68,  p.  876»  1897. 
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ponenten  belifibig  bldben.  Trägt  man  r  —  y±  Tl  auf  der  Riektimg 
Ton  n  als  Vektor  wd,  Mist  alao 

n  V~±n  -  x^,   y,  y±n  -  y,,   y,  V  ±  11  -  ^„  (Ö7) 

to  enistelieii  die  Gkichmigeii 

Ti=<f<4V+«^<tyf'+«^i»V+'^a2/i^*+«^<6'»Ä+^rt*iy<     »-i,2,a,  (87'; 

in  denen  die  oberen  Torzeiehen  positiTen,  die  unteren  negativen 
Werten  il  entoprechen.  Diese  Gleichnngen  stellen  drei  zentrische 
Oberflächen  zweiten  Grades  dar,  die  Fii n d am ental flachen  F^, 
von  denen  jede  einzelne  den  geometrischen  Ort  des  Endpunktes  von 
r  —  ]/+  n  Vipstimmt  filr  den  Fall,  daß  die  Momentkomponente  ^^^=1 
vorgeschrieben  ist,  und  die  (ihrigen  beliebig  gelassen  sind.  Die  Glei- 
chuugen  «lie^^er  drei  Oberflächen  enthalten  alle  18  piezoelektrischen 
Moduln  sep^uriert:  sie  stellen  also  das  piezoelektrische  Verhalten  des 
Kristalls  vollständig  dar. 

Die  Schnittkurven  zweier  dieser  Oberflächen  t\  und  geben  den 
geometrischen  Ort  des  Endpunktes  von  r  =  }/+  77,  wenn  die  beiden 
Hoxnente  P|  und  gleich  Eini  Torgeschrieben  lind,  dat  dritte  Moment 
wiUkOilich  bleibt,  wobei  das  resoltiereiide  Moment  in  der  Mittelebene 
zwisehen  den  Biditimgen  F^  nnd  wandert;  die  Sehmttpimkte  aller 
drei  Oberflächen  bestimmen  GrdM  nnd  Bicbtung  der  Dracke  JT, 
welche  —  P^ »  »  1  ergeben.  TJm  zu  den  Fällen  zu  gelangen, 
dafi  einige  Komponenten  P^  nicht  —  -f-  1,  sondern  ^  1  sind,  hat 
man  nur  in  den  betreffenden  Gleichungen  daa  Vonseidien  dm:  linken 
Seite  nmzukehren. 

AlhjTPTrpinste  Fälle  beliebig  vorgeschriebener  Pj,  1\,  I\  werden 
dadurch  erledigt,  daß  man  in  den  Gleichungen  (87)  links  P^  an  Steile 
von  Eins  setzt,  d.  h.  also  die  betreffende  Fundamentalfläche  im 
Verhältnis  \'.y\~  T\  vergrößert. 

W  eun  die  Flächen  F^  keine  Schnittknrven  oder  Schnittpm^kte 
ergeben,  so  ist  die  bezüglich  der  F^  gestellte  Anforderung  unerfüllbar. 

Ist  eine  Scbsittknrre  zweier  l%ehen  P|  nnd  vorbanden,  so 
editiert  nach  der  xentrischen  Symmetrie  der  Fnndamentalflicben  «u- 
^«ieh  noeb  die  durch  InTenion  in  besag  auf  den  Koordinatenan&ng 
daraus  folgende.  W^jen  der  zentrischen  Symmetrie  des  Drucktensors 
bat  dieselbe  aber  keine  selbständige  Bedentong.  Das  Analoge  gilt  für 
die  Schnittpunkte  dreier  Flächen. 

Existieren  noch  weitere  Schnittpunkte,  so  laßt  sich  flrt-selbe 
Mowunt  durch  K«imy«rr'5~iriTvpn  in  nielireren  Hichtnn'j-i^n       \  ni  riiieu. 

In  den  (nicht  srlt^Mi  n  i  i'aiien,  daß  eine  Komponente  i',  (^meist  P,) 
stets  venBühwindet)  kommen  nur  zwei  Oberflachen  F^  in  Frage.  Deren 
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Schnittkurven  geben  durch  ihre  RadienTaktoren  dum  di^enigen  Dineke 

n,  welche  das  geforderte  Moment  herrorzabringen  yermogen. 

Um  ein  einfachstes  Beispiel  zu  geben,  sei  ein  KfistiU.  einer  der 
regulären  Gruppen  (30)  oder  (33)  befcrachtefci  fOr  den  nacih  dem  S<dieiiui 
•Qf  S.  832  gilt 

elBO  _  (88) 

q^P,-di4|fj,  ^F^^d^^ßx,  -+-P,-<i„a?jr. 

Liegt  das  verlaagte  Moment  im  ersten  Quadranten,  und  ist  il>0 
(d.  L  Druck),  <  0,  so  sind  die  diei  Ffitohen  hyperbdifcbe  Zylinder, 
welche  die  Eoor^aienebenen  je  in  dereo  eretem  nnd  drittem  Qnadranten 
noimol  dnrdMwn.  IMeeelben  geben  im  aUgemeimen  ein  Paar  Schnitt- 
pimktei  TOD  denen  der  im  enten  Qnadianten  liegende  allein  berdek- 
richügt  Bo  werden  braoeht 

Fflr  ein  Moment  in  der  Hittellinie  dee  ersten  Quadranten  (P^— P,»P|) 
ergibt  sidi  ein  in  die  gleiche  Richtung  fallentJes  77.  Nimmt  eioei 
der  P„  etwa  P^  zu  NuU,  ab,  d.  k,  nähert  sich  die  Richtung  von  P 
der  zu  Pj  normalen  yZ-Ebene,  so  geht  der  Pj  parallele  Zylinder 
allmählich  in  die  beiden  sich  in  P,  schneidenden  Koordinatonebeueu 
XZ  und  XY  über,  welche  keinen  l'uukt  mit  den  beiden  Zjlmdem 
—  d^^ZT  und  ~  P^=^  d^^xy  gemeinsam  haben. 

Ein  Moment  parallel  der  yZ- Ebene  ist  also  nicht  herstellbar. 
Nur  wenn  mit  Pj  zuglei*"h  norh  eine  zweite  Komponente  verschwindet, 
z.  B.  Pj,  nnd  dem^'emäli  der  zweite  Zylinder  zu  der  YZ-  und  XY- 
Ebene  degeneriert,  entstehen  Sclinittpunkte;  sie  liegen  in  der  X  Y-Ebene 
nnd  erfüllen  die  Hyperbel  —  P^^d^^xy,  IBKerane  folgt,  dafi  ein 
Moment  in  der  Richtung  parallel  rar  Z- Achse  dnich  Drucke,  die 
beliebig  im  eieten  Quadranten  der  Z  J'-Ebene  liegeDy  cKiegt  werden 
kann.  Gleiche  Momente  erfordem  dabei  Dmcke  i7,  die  durch  dm 
Quadrat  des  Radiusvektors  der  Hyperbel  —P^=(J^^xij  gemeason 
werden.  Wird  der  Druck  seiner  Größe  nach  konstant  erhalten,  so 
Tsriiert  das  Moment  indirekt  proportional  mit  diesem  Quadrat 

Man  sieht,  daß  die  geschilderte  Betrachtungsweise,  und  zwar 

besonders  in  den  Fällen,  wo  die  Symmetrie  des  Kristalls  alle  drei 
Koordinatenachsen  auszeichnet,  zur  A'pransehaulichung  des  Verlaufes 
der  piezoelektrischen  Erregung  sich  nützlich  erweist.  Bei  Kristallen 
mit  einer  drei-  oder  secbszähligen  ausgezeichneten  Achse  besteht  ein 
gewisser  Gegensatz  zwischen  den  Symmetrien  der  Hilfsflächen  und 
derjenigeu  des  Kristails^  der  die  Verwendung  der  geschilderten  Methode 
weniger  natdrlieh  eiaeheinen  litt i 
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§  424.  Die  Fl&Qhe  des  GtoBamtmomentes,  speziell  für  reguläre 
Tfrlfttffiülti  Wlbrfnd  di«  im  Tontehenden  bmniteten  SJfifliohai  dordi 
ihre  Radienyektoren  die  Dmeke  Jl  (genauer  y±  nj  darstellen,  kann 
man  aaoli  Flfiehen  heranaiebeoi  deren  Badien  im  Zntammenliang  mit 
den  Momenten  stehen.  Von  diesen  gibt  die  ein&chafcen  Beuehnsgen 
diejenige,  wriolie  durch  Auftragen  des  longitndinalen  Momentes 
reBp.dee  Quotienten— P,/i7—d^^  (des  der  Druck  ei  nheit  entspieehenden 
Momentes  —  P,)  auf  der  mit  P,  zusammenfalleuden  Richtung  von  II 
erhalten  wird;  allerdings  gibt  sie  keine  roUständige  Darstellung  der 
piezoelektrischen  Eic^en^jclitiften  eines  Kristalls,  weil  der  Ausdruck  (83) 
für  F,  die  is  Moduln  nur  in  10  Kombinationen  enthalt  Es  mag 
daran  erinnert  werden,  daß  die  Gleichung  der  Trivektortiäche  nach 
S.  84< »  geschrieben  werden  kann  r/j,  =  1  /r,  wodurch  der  Znsamuien- 
hang  dieser  Fläche  mit  derjenigen  des  longitudinalen  Momentes  klar- 
gestellt ist. 

Neben  letzterer  Fläche  bietet  auch  diejenige  ein  Literesse,  deren 
Radiusvektor  das  piezoelektrische  Gesamtmoment  iür  die  Druck- 
einheit, d.  h.  P  FI,  oder  meist  besser  —  P/iT,  für  die  Richtung  des 
Vektors  wiedergibt   Man  erhKlt  deren  G^Ieiehung,  wenn  man  in  (82) 

-Fjn-x,  -F,/n^y,  -P,/iZ-.i»  (89) 
setzt  und  ans  den  drei  Formeln  anter  Zuhilfmahme  tou 

die  Biebtungskosinos      y^,  eliminiert. 

Die  so  entstehende  Flaebe  des  Gesamtmomentes  '^P/II^r 
ist  TOm  Tierten  Grade,  wahrend  diejenige  des  longitudinalen  Momentes 
—  PJJJ^  r  den  dritten  Grad  aufweist;  es  erscheint  demgemSB  Ton  Tom- 
berein  wahrscheinlich  und  wird  durch  die  genauere  Untersuchung 
bestätigt,  daß  in  der  betreffenden  (Gleichung  alle  18  piezoeiektriBchen 
Moduln  separiert  erscheinen.  Trotzdem  gibt  die  betreffende  Fliehe 
ein  erschöpfendes  Bild  von  der  Gesetzmäßigkeit  der  Erregung  durch 
einseitigen  Druck  erst  dann,  wenn  mau  mit  ihr  eine  Beziehung  kom- 
biniert, welclie  zu  jeder  Erregungsrichtung  die  zugehörige  Druck- 
richtung liefert. 

Die  Fläche  des  Gesamtmomentes  ist  fiidliufpiKiier^)  ausfOhriicii 
diskutiert  worden.  Dabei  hat  sich  herausgestellt,  daß  jene  Fläche 
für  alle  Kristallgruppen  durch  bestimmte  einfache  geome- 
trische Operationen  uul  diejenige  analoge  Fläche  reduziert 
werden  kann,  welche  dem  regulären  System  entspricht,  wo- 

n  IfY  BidKngmaier^  Qott  Disi.  1900. 
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raus  folgt,  daß  sie  »noh  »iif  ftnalogem  YiTege  ans  letsterer 

gewonnen  werden  kann. 

Da  die  Fläche  das  Geaamtmomenta  fttr  viele  Kristallgruppen 
schwierig  zn  diskutieren  ist,  so  hat  die  hierin  liegende  Methode  der 

Vergleichimg  mit  einer  einzigen,  wie  wir  sehen  werden,  selir  einfachen 
FliicliH  eiuen  praktischen  Wert  und  soll  daher  im  iolgeuden  mi  eiiiigaa 
Bejuipieieu  demonstriert  werden. 

Die  Flüche  —  P'  11  =  r  für  das  reguläre  System  entsteht  nach 
dem  Schema  von  S.  8«)2,  indem  miui  aus  ddu  Formeki 

die  eliminiert.  Um  die  reguläre  Normalfl&ehe  zu  erhalten,  abo 
Ton  der  Individualität  des  Kristalls  ganz  frei  zu  werden,  aetaen  wir 
noch  gehen  also  aua  von  den  Qleiohimgen 


We^eii 


/ 1 


der  Normalliaciie  in  der  Form  M 


=  1  liefert  dies  sogleich  die  gesuchte  Gleichung 


!?•{•+ IV- 


(92) 


Die  hierdurch  gegebene  Fläche  wird  in  der  Geometrie  als  „reguläre 
iS^eiiMrache  Fläche^  beaeichnet    Zu  einer  Vorstellung  von  deren 

Gestalt  gelangt  maii  am  einfachsten,  in- 
dem man  das  Gerippe  eines  logulären 
Tetraeders  (Fig  132)  mit  einer  Gummi- 
membran  überkleidet  denkt,  die  eiit  ge- 
wiaaea  Lnftvoliimen  nmaehliefii^  und  da^ 
nach  je  zwei  benadiharte  Membrandni- 
eoke,  z.  B.  ABC  nnd  ÄBD  in  der  nr 
gemeinaamen  Kante  normalen  Hauptaeliaa 
—  hier  also  in  don  Stüok  02  —  zu- 
sammenheftet. Es  entstehen  dann  in  den 
Hauptachsen  Doppelgrade  der  Oberflache, 
wahreud  die  nach  den  ausgezeichneten 
Ecken  Ä,  B,  C,  D  hin  liegenden  Bereiche 
durch  die  umschlos??cne  Luft  rnndlieh  anfgeblasen  werden.  * 
Ein  Gerippe  der  bez.  ^SVe^Me/  sehen  Fläche  erhält  man  übrigens 

1}  W.  Voigt,  Yerli  .!.  Vers,  deutscher  NataxHofaeher  1891,  II.  p.S6;  KaMog 
matk  VL  jphf,  Modelle,  MänohoD  189S,  p.  836. 
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anehy  warn  miD  tsa  Stelle  jede«  der  Dreieeke  OÄD, ...  der 

Figur  19S_eine  Soheibe  tdd  der  Foim  Figur  192'  bringt,  so  dftfi  die 
Gende  OZ  in  die  bes.  KoordinaAen- 
balbachse  (b.  B,  OZ)  und  die  Oe- 
ladw  Oa  und  Oh  in  die  bez.  Oktanten- 
mittellinien  (s.  B.  OÄ  und  OJ?)  zu 
liegen  kommen.  Die  Gleichung  der 
in  Figur  192'  dargestellten  Kurve 
ei^bt  sich  aus  (92),  indem  mau  |  =■ 
rcosO',  7j  =  t=  r  sin  a'/')/2  setzt,  zu 
r  (1  +  3  cüs'^)  —  2  cos  ^. 

Die  Zuordnung  der  Richtungen  des  Druckes  77  und  des  Momentes 
P  geschieht  dabei  durch  die  Formeln  (90),  aus  denen  auch  folgt,  wenn 
Pn  Pti  P%       Bichtungskosinus  TOn  P  bezeichnen, 

Pi'Pt'Pt"  — '  —   ^  '  (93) 

fl      «      r»  \  / 

Bewegt  sich  JJ  in  einer  Koordinatenebene,  so  verharrt  P  in  der 

zu  ihr  normalen  Koor'liiisitenaclise,  deren  Doppelgeradennatur  hierin 
Auisdnu'k  trewinnt.  Sind  zwei  der  einander  gleich,  so  gilt  flasselbe 
für  die  eiitsproclu  ii  len  eine  Bewe«^un<;  von  71  in  der  Mitteiebene 
zwLSihen  zwei  Kourdinateuebenen  läßt  also  P  in  derselben  Ebene 
verharren.    Ist  z.  B. 

so  ergibt  sich 

tg^-2otg^,  %*-ietgl. 

Beginnt  etwa  9"  mit  dem  Wert  0,  d.  hu,  beginnt  die  Bewegung  mit  der 
Lage  von  77  parallel  X,  so  beginnt  t  mit  \ic,  d.h.  mit  der  Lage  von  P 

in  d»'r  y/^-KVienc,  und  l>*'i  waeTist'ndpm  if  hfwegt  sieh  P  der  Dnick- 
richtuug  entgegen.  Beide  l'ailen  zusammen  iiir  &~^}t  —  /,  d.h.  für 
tg'O"  — ^,  somit  also  in  der  Mittellinie  des  Oktanten.  NacInlPTn  sie 
sich  hier  beget^net  haben,  geiien  sie  bei  weiter  wachsendem  wieder  aus- 
einander.   Für  ^  =  ^7t  wird  t  =  0. 

Hiermit  dflrfte  die  Art  der  gegenseitigen  Zur^rdnung  für  den  ganzen 
Oktaaten  versiftndlieh  sein.  Duselbe  Resultat  gibt  die  Betraditnngs- 
weiae  yon  8.  862. 

§  425.  Betraohtaiig  d«r  de»  gsguHwn  Bftibtm  niehetf  er  wndten, 

Gruppen.  Die  den  pisBOelektriBch  wirksamen  Gruppen  des  regulären 
Systams  nächstverwandten  sind,  wie  schon  S.  835  bemerkt,  die 
Omppen  (19)  und  (1)  mit  den  Formeln  {8,,  AJ'*>)  nnd  (AJ^i,  Ai*^). 
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Hmt  ift  cUnB  aneh  der  Übergang  toh  dem  regulSren  Bjikenii  luBehai 
eiii&oh.  Die  flir  letitefe  gdtenden  Fonoeln  nenltiereii  ene  (91)  dureli 
die  «iiifbdiaii  Sabetitntioneii 

«-«'ul,  y^-^hi'u  '  =  (94) 
resp.  X  -  d^l,  y  -  d^n,   »  -  (95) 

welehe  eioe  gleichförmige  DilaMion  nach  den  Koordinatenaohsen 
anediüelnii. 

Eine  Drehung  des  KoordinatensystemB  um  einen  Winkel  9  um 
die  Z-Acine  fthrt  aaeh  §  416  hei  Anwendnng  der  Beaeichnongen 
eoa  9  —  tf,  ain^vtfsn  den  Formeln 


wohei 


(96) 


Diese  Formeln  enthalten  für  r/j^=rfj5  die  nach  S.  831  für  die 
Gruppe  (20j  mit  der  Formel  (jSJ  charakteristischen  Be/aehungeü  in 
sich;  man  mddite  also  zonaehst  Tennaten,  daß  die  Gruppe  (20)  mit 
(19)  piezoelektariBch  gleiehwertig  iribe  und  deh  Ton  ihr  nur  dnrdi  die 
Orientierung  der  besfiglichen  Flächen  gegen  das  Achsenkrstts  unter* 
sohiedei 

Indessen  ist  dies  nicht  richtig;  die  Gruppe  (20)  besitat  Tier 
charakteristisdhe  Moduln,  wlhrend  naicih  den  Formeln  (96)  sein  würde 

d.  h.  swischen  ihnen  eine  Bemehnng  hestSade. 

Man  gelangt  su  der  nötigen  Ailgemdnheit  aber,  wenn  msn  die 
Substitution 

%'  cos  ^'H-    sin  ff>\ 

—  —  x  sin  9 '  -j-  ^  cos  ^ ' 

benntal^  durch  welche  einer  gegebenen  Dmofcriehtang  nunmehr  eine 
Momentrichtung  zugeordnet  wird,  die  um  den  Winkel  tp'  um  die 
«-Achse  gegen  die  durch  (96)  gegebene  gedreht  ist  Die  Fläche  de«; 
Gesamtmomentes  erfährt  dabei  eine  gleiche  Drehung  ohne  Geatalt- 
änderung. 
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Hier  gilt  daun 
wobei 

~  ^4  c«>s  9>'  —  ^15  sin  95 —      am  9'+      008  9', 

abo  zwischen  den  vier  Moduln  keine  Beziehungen  niehr  bestehen. 

Die  im  vorstehenden  herrortretenden  Fragen  sind  für  die  rich- 
tige Anwendung  der  Ableitungsmethode  der  Flächen  für  kompliziertere 
KristaUgnippen  aus  der  regtü&ren  Nonnalflidie  von  Wichtigkeit  und 
eben  deshalb  hier  erörtert 

§  426.  Betrachtung  einiger  Gruppen  des  trigoiialen  Systems. 
Währttud  es  iu  den  vorbteheudeii  I  uiien  höchst  eiufkch  gelang,  die 
Verbindimg  der  imftenniditen  fUchen  ^  F/II  —  r  mit  derjenigen  des 
regulären  Systems  m  knfiplen,  bedarf  es  in  den  übrigen  raien  kom* 
plisierterer  geometrischer  HOfnnittel,  um  diese  Beziebniigen  bersu- 
stellen;  dieselben  werden  aber  sSmilich  omfiiBt  durcb  das  allgemeine 
Schema  der  kollinearen  Abbildung,  das  nacb  8.  S3  daigestellt 
wird  dnreb  drei  Formeln  Yon  dar  Gestdt 

wobei  (98) 

2^-.a«'  +  &y +  cy +  1. 

Bei  Abbildungen  nach  diesem  F^chenia  bleibt  der  Grad  einer  Ober- 
fläche erhalten,  bleiben  somit  auch  (ierade  gerad  und  Ebenen  ebenj 
es  finden  dabei  aber  im  übrigen  inhomogene  Drehungen  und  Defor- 
mationen statt 

Diese  Umfonnnngen,  diu«h  die  man  sebUeßiich  in  aUen  SWen 
den  Übergang  -von  der  Normalflftehe  (92)  za  der  einer  bestimmten 
Kristallgroppe  indiTidueDen  FlScbe  des  Oesamtmomentes  bewirken  kann^ 

mögen  an  einem  interessanten  Beispiel  demonstriert  werden.^) 
Durch  die  koUineare  Transformation 

^"^^^•FT+'V  ^"^(«'+7+^'  ^^"^^'+7+ö  ^^^^ 

geht  die  Gleichung  (92)  der  NornialÜäche  in  die  Form  über 

+  »'«y'»-       ie,  -       |f'+  m%  (100) 
1)       BiMmfmaier  L  0.  p.  47. 
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die  den  Besieihiiiigeii 

^'-(y'i-PYdiy'i-pydy  y'-(yt-pys)(yi-pyt),  ^^^^^ 

entepricht^  falls 

Bei  dieser  Transformation  habeu  die  Doppelgeraden  der  Xormal- 
fläche  ilire  Lagen  in  den  Koordinatenachsen  bewahrt,  aber  die  beideu 
Seiten  denelben  babflu  ▼«nchietod  Längen  eibalteii.  Den  Punkten 
|  =  :i^l,ij=0,  J;  —  08.B.  entoprechen  die  Punkte        i         -F  1 

Fflbit  nun  nun  ein  ZTZ-Achsenkrenz  ein,  dessen  Achse  in 
der  Mittellinie  des  ersten  Oktanten  liegt,  und  dessen  TZ^Eben»  doich 
eine  der  Doppelgeraden  geht,  so  besitit  dies  Gebilde  in  der  Z- Achse 
eine  dj  clzilhlige  Sjmmetrieadise,  in  der  FZ- Ebene  eine  Symmetrie- 
ebene.  Es  ist  aber  insofern  noch  sehr  speziell,  als  es  nnr  erst  einen 
wilikürlichen  Parameter,  nämlich  p,  zuläßt.  Wir  erhalten  eiu  all- 
gemeineres Gebilde  von  gleicher  Symmetrie,  wenn  wir  erst  eine  gleich- 
förmige Dehnung  um  einen  Betrag  .  /;  parallel  der  Z- Achse  und  um 
einen  anderen  Betrag  =  parallel  der  X-  und  der  }'-A('])se  vor- 
nehmen und  schließlich  das  Guuze  um  eine  Strecke  c  paraiiei  der 
Z-Richtung  dislozieren.  So  gewinnen  wir  vier  verfügbare  Parameter. 
Da  die  Symmetrie  (^4,  %  Ji^^)  der  Gruppe  (11)  eigen  ist,  und  da  diese 
GmppenBeh8.8S0diueh  vier  piezoelektrische  Parameter  charakterisiert 
wird,  so  kann  kein  Zweifel  sein  ond  wird  dnrch  die  genaue  Rechnung 
beslStigty  daß  die  auf  die  beschriebene  Weise  erhaltene  Flädie  tet- 
sachlich  die  jener  Gruppe  entsprechende  ist. 

Es  ist  klar,  daß  diese  Ableitung  der  FÜche  des  Gesamtmomentes 
aus  der  (normalen)  Flache  des  regulären  Systemes  das  YerstSndnis 

des  komplizierten  Gebildes  sehr  erleichtert^)  Freilich  ist  nicht  zu 
yetkennen,  daß  dm  Gesetz  der  gegenseitigen  Zuordnung  Ton  Druck- 
richtung  und  Gesamtmoment  hierbei  nicht  an  Klarheit  gewinnt,  und 

80  werden  immer  noch  ergän^^ende  Betrachtungen  zu  Hilfe  zu  nehmen 
sein,  um  den  physikalischen  Vorgang  vollständig  anschaulich  zu  machen. 

Abschließend  sei  bemerkt,  daß  die  Fläche  -  P//7  ^  r  für  die 
(i nippe  (10)  mit  der  Formel  (ÄJ-^\  -^J^^)  ans  der  soeben  betrachteten 
durch  eine  Drehung  um  90**  um  die  Achse  und  durch  einen 
Grenzübergang  gewonnen  werden  kann,  bei  dem  äie  zu  einer  Lamelle 

1)  Eine  Disknmion  der  bec.  FUche  auf  anderem  Wege  b«&  Bkdbe^  GMt. 
Nachr.  1891,  p.  9S8. 
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in  der  XY-Ehem  komprimiflii  wird.')  Hmt  isi  mdeBsen  eine  dirakfce 
Dukuinan  aufkUrandfir,  die  deihaLb  anch  imien  gegeben  werden  bo]L 

§  427.  Ilten  B&MigaxtWBn,  der  Theorie.  Von  Beobachtungen 
Uber  die  AbbSagigkeit  der  JBnregmig  eines  parallelepipedisclien  Prä- 
parates von  seiner  Orientierung  gegen  die  Hauptachsen  sind  bisher 
(S.  806)  nur  einige  auf  Quarz  bezügliche,  durch 
Ceermdk  und  durch  die  Brüder  Curie  angeptillte, 
erwähnt.  Wir  wollen  luminehr  zunächst  zeigen, 
daß  dieselben  uiiaern  Formeln  entsprechen.  Zur 
Orientierung  ist  dar.u  nebenstehend  noch  einmal 
eine  häufig  vorkommende  Kristaliform  von  Quarz 
mit  Andentong  onserea  Hanptaebaeiisyalema  wieder^ 
gegeben. 

Bei  den  ISeobaditnngeo  der  (huries  war  das 
benntnte  Pripeiat  naeh  den  Hauptachsen  orien« 
tiwL  Wir  kdnneu  hier  direkt  an  die  für  diese 
Aehsen  geltenden  Formeln  anknüpfen ,  welehe 
nach  dem  Schema  auf  S.  830  für  Gruppe  (10) 
und  den  Bemerkungen  von  S.  832  lauten 

p,-o. 


(102) 


Nonuiile  Drucke  gegen  dio  Hauptebenen,  d.  h.  .Z],  =  =  0, 
geben  hier  nur  von  Null  verächiedeu;  und  zwar  liefern  Drucke 
iZj,  il,  oder  J7,  parallel  der  X-,  Y-  oder  Z- Achse 

-(P^-d„II„  -(PJ,  -(!».). -0.  (108) 

Hleraos  ergibt  sich  ftlr  die  Ladungen  der  naoh  +  x  gelegenen 
Fliehe  bei  Einfilhnuig  der  Gesamtdmeke        n^f^f  U^f^: 

waa  mit  dem  Beanltat  der  Ouries  Ton  8. 806  flbereinstimmt. 

Die  CemmthKibiaD.  Beobachtungen  bezogen  sich  nur  anf  longi- 

tiidinale  Erre^s^mgen  parallel  der  XY"- Ebene.  Bestimmen  wir  die 
bezügliche  Richtung  Z'  durch  den  Winkel  tp  gegen  die  ^-  X-  und 


gegen  die  +  r-Eichtung,  so  erhalten  wir  aus  (83) 


—  p,  —  nd^i  008  89. 


(105) 


Cscnnak  benutzte  ein  erstes  Präparat,  welches  nach  unsem  Haupt- 
achsen orientiert,  ein  zweites,  welches  dagegen  um  ungefähr  15" 


l)  I^,  gftWÜwfsieitr  1.  e.  p.  91. 
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gedreht  war.  Mit  dem  enteren  beobMÜiMe  er  bei  den  Draeken 
JIj  n'y  n"  gegen  die  littdflB  BlIdwnpaaTe  «t  and  ß  normal  war 
Hanptaehse  in  wülkflrliehem  MaB  die  Enegungen 

n  n'  Ii" 

«)   4M  IM  9.48  Yoli^ 

«      0  0  0  ^ 

wilurand  das  letztere  Präparat  ergab 

a)  409  6.59  7.92  „ 

fij  2.91  i.66  5^ 

Die  ersten  unter  a)  aufgeführten  Zahlen  geben  nacli  (105)  regp. 
die  Absolutwert©  von  /Irf^j,  Jl'd^^,  W'd^^.  Wäre  das  zweite  Präparüt 
genau  auf  15®  orientiert  gewesen,  so  hatten  die  zwei  letzten  Zahlen- 
reihen u  und  imtei einander  gleich  ausfallen  müssen.  Ihre  Ab- 
weidiiing  gestattet,  die  wixkliclie  Qriantienmg  dee  Pr^paiBtes  n 
bestimmen,  inaoftrn  das  Mittel  ans  den  Quotienten  der  fibeieinander- 
stehenden  Zahlen,  nSmlich  1,418 ctg  3^  sein  mnfi.  Diese  Be- 
siehnng  liefert  9,—  11^43',  nnd  bei  ihrer  Benntsung  eihalt  man 
ans  (105}  die  fOr  das  zweite  Pripaiat  nach  der  Theorie  gOltigen  Zahlen 

a)  400  6.60  7.76  Yol^ 

ß)   2.81  4.58  6.46 

welehe  mit  den  beobachteten  nahe  flbereinstimmen. 

§  428.    Ausführlichere  BeolMMfatangen  an  Quarz.  Weiter 
gehende  Prüfungen  der  Aussagen  der  Theorie  für  den  obigen  Fall 
einfacher  Kompression  sind  im  Göttinger  Institut ^)  an  Qoan  nnd  Tut- 
malin  vorgenommen  worden. 

Die  Methode  der  Beohachtnng  war  dahei  im  wesentlichen  die  Ton 
den  Cnries  angewendete,  nur  wurde  die  Elektrninetemadel  nicht,  wie 
S.  >>04  beschrieben,  durch  eine  der  Erreginig  (ies  Kristalls  entgegen- 
wirkende elektromotorische  Kraft  auf  den  Nullpunkt  zurückgeführt, 
sondern  es  wurden  ihre  Ausschläge  (nach  erfolgter  Prüfung  der  Pro- 
portionalität) ab  Maß  der  entwickelten  Ladungen  benntzi  Dies  geschah 
snm  Tei],  weil  sich  merldiehe  Ladungsverlnste  dureh  Leitung  geltend 
maditen,  nnd  diese  durch  Beobachtnngen  über  die  ümfcehzpnnkte  der 
Elektrometemadel  bestimmt  nnd  somit  in  Beehming  gesetast  weiden 
konnten. 


1)  B.  lUecke  und  W.  Voigts  Wied,  Ann.  Bd.       p.  bU,  1892. 
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Bi«  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  wurde  während  der  Beob- 
aehtuogen  fortlMifend  durch  Anlegen  eines  Poles  eines  CZarft- Ele- 
mentes an  das  sonst  mit  dem  EristaUpräparat  verhnndene  Qnadranten- 
paar  b^'^tinmit.    DurrTi  besondere  Beobachtungen  wurde  kontrolliert^ 

daß  tiit'  i\.!jia/.it;L!  der  BcleguiiL»'on  d^s  Kristaiipräparates  neben  der- 
jt  Tiii/i  u  des  Elektrometers  einschiießUoh  der  Zuleitungen  yernachlässigt 
werden  konnte. 

Die  benutzten  vier  Quarzpräparate  warfri  «ümtlich  aus  einer  zu  der 
y^-Ebene  parallelen  Platte  von  rund  ü  niiu  Dicke  geschnitten,  mit 
Kanten  in  dieser  Ebene^  die  Winkel  von  22 1^  und  45"  gegen  die 
Z-AchM  einschlössen,  belegten  Flidun  mattm.  in  aUen  FiUlen 
di«  nonnal  nur  polaran  X-Aehae  iMgonden;  die  Erlegungen  iind  also 
etob  danih  die  erste  Formel  (102)  gegeben,  welehe  bei  Sinftbnmg 
Ton  (81)  laniet 

Beobaofatel  wurde  einmal  bei  Bmeken  puallel  zmr  X-Aebae^  wo 
resnltiert  wegen  yi^l,  f^^y^^O 

-     -  iJda,  (107) 

« 

Bodann  bei  Dmeken  in  der  FZ*Ebene,  wo  bei  y^^Of  y^'^mn^, 
ooi  ^  gilt 

-  J7 (d,^  sia'^  —  di^un^eat  d).  (108) 

Für  d  »  90*^  resultiert  der  entgegengeaeteto  Weit  Ton  dem  bei 
einem  Druck  parallel  X  auftretenden. 

Im  übrigen  ist  natürlich  wieder  zu  berücksichtigen,  daß  die  beob- 
achtbare Ladung  e  ans  dem  Moment  Pj  durch  Multiplikation  mit  der 
Gr'iße  der  belegten  Fläeh»^.  der  Druck  Fl  ans  drr  'tosnmtbelastung  2^ 
durch  Division  mit  der  üröüe  der  gedrückten  I  liiciie  folgt. 

Nach  doTTi  S  Gesagten  haben  die  Moduln  <?|,  und  d^^^  von 
Kristallen  mit  Zuscharfungsflächen  a  und  ß  auf  der  Seite  -\-  X  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  als  ron  solchen  mit  Flachen  bei  —  X.  Im 
folgenden  ist  der  in  Fig.  193  dargestellte  erstere  Fall  vorausgesetzt. 

Die  Berechnung  der  Moduln  und  d^^  aus  allen  Beol)achtungen 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergab  })ei  1  kg  Belastung^ 
Terg^ichen  mit  der  Wirkung  von  1  Clark,  folgende  Zahlen 

dii-.  0,191,  du'^-Ojm 

und  mit  deren  Uilfe  die  folgende  Vergleichung  von  Beobachtung 
und  Theorie: 
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90^  lISi«  135« 
hwh,  0,044  0,119  0,186  0,151  0,076 
ber.     0,043      0,117      0,191      0,148  0,074. 

Die  Übereinstimmung  ist  befriedigend. 

Beiläufig  werde  erwähnt,  daß  Li'-s-mipr^")  Beobaehtnncr^n  über  die 
Veniii(l<Tlichkeit  des  ^fodula  d^^  mil  der  Temperatur  angestellt  hat 
und  dieselbe  bei  einer  Erniedri^nj^  von  -f-  1^^"  auf  — 192^  C  inner- 
halb  2  \  des  (ilesanitwertes  liegend  gefunden  hat  — 

Nachdem  durch  obigea  die  Theorie  bei  Quarz  bestätigt  ist,  bietet 
Bicli  die  Fng»  nafih  dem  ftllgemeineii  hHali  der  iBr  di#  Gruppe  (10; 
gültigen  Formeln  (102)  belr.  die  Wurkitng  der  euiieii^en  Eompresnos 
eines  parallelepipedischea  Mpaatei. 

Die  Kombination  Ton  (81)  und  (103)  liefert 

-     -  il  [d,,  (y,^  -  yj)  +  ä,,  r,  r,] , 

-p, —  n[d^YB-^2d^rniyt,  A-o, 

oder,  wenn  man  in  gewobnter  Weise  sebst 

j'i     sin    cos  9p,      »>  sin    sin  97,      —  cos  ^, 

auch 

—  P,—  i2[dn(co8*9  — sin* yj  sin' d  +     sind  cos* sin y],  ^^^^^ 

—  Pi^— i7[<l^4eoe^4*2ii^ieui^ei]L9lBm^^9,  Pt^O. 

Bezeielinet  mau  die  Kfiii]  juente  von  P,  die  in  die  Projektion 
von  JI  auf  die  ü'- Ebene  fällt,  mit  F^^  so  gilt 

-  Pi  (Pi  oof  9  +  P,  »in  V)  ^jj^^ 

=  i7d^,  cos  3ip  sin' 

Analog  ergibt  sich  das  Moment  jP,  normal  zu  jener  Projektion 

-  P,-P,  Bin9-P,ooB9  ^^^j 
—  27[<Zq  sin  3^  sin*  ^  +  (^u  sin^  ooe 

Diese  Formeln  geben  eine  (leutlicbe  Vorstellung  von  dem  Verlauf  de? 
Momentes  P,  ^vähreud  die  Druckrichtong  alk  möglichen  Kiohtungen 
im  Kristall  annimmt. 

Der  erste  Teil  Ton  P,  durch  den  Modul  d^^  gemessen,  schließt 
mit  der  Projektion  von  //  den  Winkel      ein,  bestimmt  durch 

  tg^-tg3y,      ♦  — 3g>; 

1)  W.  Lüiauir,  Mfinoh.  Disi.  1907. 
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er  dreht  mxsk  sonach,  wenn  naa  T<m  der  Richtung  77  parallel  zur 
2^*Ebene  ausgeht,  dreimal  so  schneU,  als  II,  um  die  Z-Adue. 
S«me  6r5Be  IId^^  sin'  ^  ist  anabhängig  von  tp. 

Der  swosle^  durch  rf^^  gemessene  Teil  TOn  P  liegt  stets  nomial  zur 
Projektion  von  77  und  ändert  gleichfalls  seine  Größe  JIc^  ein  ^  008  ^ 
bei  einer  Drehung  von  JZ  um  die  ^-Aclise  nichi 

Für  die  Gesamtkomponente  P,  in  der  Biohtmig  TOa  77  (die  longi- 
tadinale  Err^guBg)  eigibi  sich 

Ji  -  i*,  y,  +      —  i^^i  —      fri*-  »ytO  n  ^^^^^ 

—  73i^,i  cos  3^  sin  t>  —      sin  •O'. 

Trigi  man  ~  Pjn^  ab  Radiosyektor  auf  dw  Bichtimg  Ton 
77  auf,  so  erhält  man  eine  FlSche  dritten  Ghrades  mit  drei  gesonderten 

ovalförmigen  Stteken,  die  im 

Eoordinatenanfang  mitLinien- 
elementen  zusammenhängen 
und  diircli  Drehunji^en  um 
±120*um  die  Z- Achse  (gemäß 
deren  Drsizähligkeit)  mitein- 
ander zur  Deckung  gelungen. 
Anffidleiidenreise  besitsst  die 
FÜohe  SysmiebieebeDen  in 
der  XT'  nnd  XZ-'EbtaiB,  so- 
wie in  den  beiden  mit  der 
letzteren  Ebene  gleichwerti- 
gen! was  durch  die  allgemeine 
Symmetrieformel  direkt  nicht 
gefordert,  sondern  erst  durch 
die  spezieDen  Synimetne- 
eigenschafteu  des  piezoeiektnsciien  Vorganges  bedingt  wird.  Fig.  194 
stellt  den  Schnitt  der  Fläche  —  P,/7i  =^  <l^^  r  mit  der  äquatorialen, 
Fig.  195  den  mit  einer  meridionalen 
Sjmmeirieebeiie  dar. 

Die  Oberflftche  des  longitadi. 
nalen  Momentes  Pj  bat  fllr  die 
Yeranschaulichui^  dM  piezoelek- 
tarisohen  Verbaltons  eines  Kristalls 
den  großen  Vorteil,  daß  sie  eine 
direkt  beobachtbare  Große  in  ihrem 
Verlaufp  darstellt.  Indessen  bringt 
sie,  wie  s  htm  S  5^53  allgemein  bemerkt,  nicht  die  sämtlichen  un- 
abhängigen i^oduln  der  Grappe  zur  (Geltung.    Letsteres  wird  nach 
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8.  860  'am  angtaMmautoi  «rti  dnidi  dia  Komblnatian  Toa  Taktoi^ 
Teosor-  und  TriTekiotflieha  galaiatei  In  uiaena  Fall»  fiUt  nadfat  dem 
Schema  f&r  Gruppe  (10)  auf  S.  ^34  der  Vektor  T5U]g  aus;  die  Gruppe 
iafc  alao  allein  dnioli  die  leteten  beiden  Elemente  charakteriaiart 


(lUj 


Die  Gleidnmg  der  Trifektorflidie  wird  naeh  (41)  an 


sie  stellt  einen  geraden  Zylinder  Qber  einer  Grundlinie  in  der  XT- 
Ebene  dar,  deren  BadienTektoren  die  redproken  dritten  Wnneln  m 
den  BadienT^toien  in  Fig.  194  rind.  Die  Gleichung  der  TeiiK»^ 
{Ificke  lantet  nach  (42) 


(115; 


aie  atellt  ein  Ftar  Rotationihyperboloide  nm  die  Z'^Axsbm  mit  dm 
AohienrerbSItiiiB  ItVf  dar. 

in  der  betrachteten  Gruppe  smd  die  beiden  cliarakteristischeo 
Flächen  je  nur  dureh  einen  Parameter  bestinuDt|  der  nicht  auf  ih» 
Oeatalt^  Bondern  nur  auf  ihre  abaolnte  Größe  influiert 

|4S9.  AnaführttfllMwe  Beobaeihtniigen  aa  TnrmaUn.  DieOroo^ 
fbrmehi  ftr  Turmalin  (Gruppe  11)  hmten  nach  S.  830  nnd  882 


-p.-it(^.+  r,)  +  d;.z,. 


(116; 


Sie  setzen  diejenige  Orientierung  des  Hauptachsenkreuzes  voraus,  die 
S.  760  featgelegt  worden  ist,  und  die  ans  der  nebenstehenden  Figui 

hervDfgebt,  welcbr  t  in*'  Vifiiifig  vorkommende  Gestalt 
des  Turnuilinkristiilis  »luistelit.  Das  mit  -f  bezeich- 
nete Ende  ist  dasjenige,  das  bei  Erwärmung  eio* 
positi¥e  elektrische  Ladung  zeigt.  Bei  Erreguit^ 
dnrdi  einen  einseitigen  Druek  U  mit  den  Riehtoogs- 
kosinns  y^,  haben  die       ...       die  dordi 

(81)  gegebenen  WerCa 

Für  Biehtangen  deo  Dmekea  17  in  der 
Ebene  im  Winkel  4^  gegen  ^  +Z,  vm 
gegen  die  +  Y-AßSs»,  d.  h.  flir  ft^O,  ft^v^^i 
wm  OOS  9,  liefem  dieae  Fonneln 


0 ,     —  P,     n(d„  sin*  ^  -f  d^r,  sin  ^  cos  d) , 
-  P« -  i7(d^ ain*#  +  <^  ooa>4^) • 


(IIT) 


Diglized  by  Goj>gk 


§  429.  Ausführlichere  Beobachiangen  an  Turmalin. 


865 


Hierftns  ergibt  ncih  ftr  die  longitadinale  und  die  tnasrersale  Er- 
legang  in  der  FJ^Ebene 

—  P,-  nid^  sin»  0  +  ((^1  +  d,^)  co«4^  ein**  +  Ä>j  cob»^), 

—  1\  =  IJ{d^  siii-    cos  d-  —  (1/33  —  di^)  Cüs^    siu    —      sin  i> ; . 

Diese  formein  enthalteii  die  Theorie  der  Aber  die  pieooelelrtnecbe 
Erregang  Ton  Tarmalin  angestellten  Messungen.*) 

Die  benutzten  vier  Präpnrato  aus  brasilianischem  Turmalin  waren 
zum  Teil  mit  ihron  Kanten  den  Hfiuptaciiseu  parallel  hergestellt,  zum 
Teil  mit  einer  Kanie  parallel  zur  X-Achse  orientiert,  mit  den  andern 
Kanten  uui  ^        g©^®"  die  Z- Achse  geneigt. 

Beobachtet  wurden  folgende  Err^uugsarten  mit  den  in  Glark- 
und  kg-Gewicht  nnsgedrOekbni  Beiulteften: 

I.  /7||Z,  7'.. --JTÄjg  »  -  770,172 

iLuyr,       p,--/?*^  •  --hi20,020, 

m.  ji||(r,z),  p,— ji(i%,+di,+d;j+<i«)/»V^  — nojboo, 
IV.  n\\(^Y,z),  p, — — itojss», 

Y,n\\x,       p,  —  nd,,  — 110,027, 

VI.  77  ,j  r,  P,    -  77rf,i  -  -  77  0,025, 

VIL  77!'f-y,^,  P,  7T((7„  +  rf„-rft5  +  rf„)/2V'2    -  +  770,156, 

VIIL  n\\{T,Z),    P,—/I(«^-<^4-<i«- 0/21/2  110,111, 

Hierin  beniehnen  (T,  Z)  und  (—  Y,  Z)  Biehtongen,  welehe  die  Winkel 
swiechen  +7,  +  Z  und  —  +  Z  balbieran  -,  P«  iet  wieder  dea 
Moment  paralleL  der  Dmekriehtnng,  P^  das  d«  nonnile^  in  der 
FZ-Eboie  gelegene. 

Gibt  man  diesen  Zahlen  Gewichte,  welche  den  zn  ihrer  Bestimmung 
dienenden  Beobachtnngssahlen  entspreoheo*)!  so  erhÜt  man  ans  ibnen 
die  PaFftmeterwerte 

d^.~0»02Qi,  + 0,326«,    <I„— 4-0,022»,    d;,  — +  0,171i, 

und  mit  ihrer  Hilf«  ergilit  sich  die  folgende  Zusammenstellung  zwischen 
Beobachtung  und  Berechnung: 

beob.  0,172  0/)20  0^   Ojm   0,026   0,lö6  0,111 
ber.  0,171  0,020  0,^  0,540  0,022  0,164  0,113. 

Auch  hier  ist  die  Übereinstimmung  im  allgemeinen  eine  sehr  be- 
friedigende; die  drittletzte  Zahl  bildet  die  einzige  Ausnahme. 

1)  E.  Rienke  un<J  \V.  Voigt,  1.  r. 
1)  W.  Voifft,  Wied.  Ann.,  Bd.  ««,  p,  103«,  18»». 
Voigt,  Kriat*Upli7«UL.  && 
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Es  ist  indessen  zu  bemerken,  daß  die  für  die  piezoelektrischen 
Moduln  zu  erhalt<>nden  Zahlen  wetzen  der  Schwierigkeiten  der  Beobach- 
tunir  immerhin  nur  eme  mäßige  Genauigkeit  haben  können.  Es  ist 
deshalb  auch  von  einer  mötrlichen  optischen  Kontrolle  der  Orien- 
tierung der  benutzten  Präpai-ate  und  einer  rechnerischen  Berücksich- 
tigung etwaiger  Fehler  derselben  abgesehen  worden,  obwohl  Fehler  m 
diefler  Biohiimg  moht  ganz  ungeflhriidi  siad.  Auf  eine  prinsipielle 
(aber  nioht  wcgantliche)  Ungenauigkdi  der  ganm  benotzton  MeChode 
inrd  unten  amfUirliclier  eingegsngen  werden. 

Bestl^^iok  der  Ar  Tnrmalin  erhaltenen  Modiiiwerte  mag  dannf 
aufmerksam  gemacht  werden,  daß  keineswegs,  wie  man  nadb  dem 
pyroelektiischen  Verhalten  dieses  Kristalls  vielleicht  vermuten  könnte 
die  Penmeter,  welche  daa  Moment  Pg  nach  der  polaren  Hauptachse  be- 
stimmen, an  Größe  tlominieren.  Im  Gegenteil  ist  der  Modul  nahem 
doppelt  so  gioß,  wie  der  für  1\  besonders  charakteristische  rf,,. 

Lissauer^)  hal,  wie  bei  Quarz,  so  nnch  bei  Turmalin  Beobsn^litMrjiren 
über  die  Abhängigkeit  eines  der  Moduhi  (hier  d.^^}  von  di  1  Tem- 
peratur angestellt  und  innerhalb  de«  Bereiches  von  1^'°  1  i>  —  102^  C 
eine  Änderung  von  weniger  als  2%  —  d.  L  innerhalb  der  Versuchs- 
fehlergrenze liegend  —  erhalten.  — 

Für  die  Diskussion  des  allgemeinen  Verlaufs  der  piezoelektriächen 
Erregung  dnieh  einseitigen  Dmek  in  der  Chnppe  (11)  bilden  wir  an- 
nSchat  dnreh  Kombination  von  (116)  mit  (81)  die  Formeln 

Sodann  zerlegen  wir  die  erhültenen  Ausdrücke^  wie  früher,  in  Teile^ 
die  je  dureh  eine  kleinere  Zahl  von  Parametern  gemitssen  werden. 

Die  in  e/j,  multiplizierten  tiiieder  stellen  eine  Erregung  dar, 
welche  ^^unter  Vcrtauj«cliung  der  X-  und  der  Achse)  der  bei  Quarz 
durch  den  Modul  t/^j  gemessenen  genau  eutßj)richt.  Die  in  rf^.,  mul- 
tiplizierten geben  eine  Enegung^  die  stets  in  der  Aquatorialebene 
liegl>  ond  zwar  in  dem  il  enthaltenden  Meridien.  Dur»  Grfifie  iit 
bei  BenntKong  der  BeBeiehnongen  aas  (117)  gleich  —  /7d^oo«^ein4^} 
sie  kehrt  also  das  Vorzeichen  nm^  wenn  die  Dmdoiflitang  den  Äqua- 
tor passiert  Die  in  d^  nnd  d^  mnlÜplisierteD  Glieder  endlieh  stellen 
eine  Erregung  dar,  die  stets  der  Hauptachse  parallel  liegt  und  die 
Ghröße  hat 

1)  W.  Lissaaer^  Münch.  Dii^c.  1UU7. 
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Sämtliche  drei  Anteile  Ton  P  haben  für  äish  allem  alio  einfache 
Gesetze,  während  ilire  Zusammen  Wirkung  ein  schwer  za  ftbersehendes 
Resultat  ergibt,  zumal  hier  die  Zahlwerte  der  eixisdnen  Modoin  eine 

wesentliche  RoUe  spielen* 

Bezüglich  der  Diskussion  der  Oberfläche  des  GesamtmomenteB 
P/77  r  ist  auf  das  in  §  424  ii.  426  Entwickelt»^  7n  verweisen.  Das 
allgemeine  GeBete  dee  lougitudinaien  Momentes  ergibt  sich  ans  (119) 
gemäß 

-  p,-  /7((4^,+  rf,i^yi(n*+  y«*)  +  d^rtW-W  +  ^^n*).  (120) 

Dies  liefert  für  die  l'Z- Ebene  die  erste  Formel  (118),  für  die 
Z^SrEbene  aber  wegen  y^^mn^,  yi^^,  ^3  cos^ 

-  P,-  n(id^i  +di^Qoa&Bm*^'\-dn cos*^)  (121) 
und  für  die  JTT^Ebene  wegen  y^^etmipf  y^^mig),  y^^O 

—     -  -  nd^  sin      .  (122) 

Hieraus  ergeben  sich  die  Schnittkurven  der  Fliehe  des  longita* 
dinalen  Momentee  —  P,/17««  ^L^^  ^  YZ'Ehme 


vi»ifa 


für  Tnrmalin  so,  wie  sie  durch  die  Figuren  197  u.  198  dargestellt  sind. 
Denkt  man  sich  je  3  Abbilder  dieser  Kurven  in  den  durch  Figur  199 
T€Eii]iMhauliöbtea  Positionen  ineinander  ge- 
wbeekt,  §0  erUli  man  ein  Gerippe  der  ge- 
«unten  Oberfl&ehe.  Die  Fliehe  ist  keines* 
wegs  eine  Rotationsflfiohe ,  auch  liegt  ne 
nicj^t  dttichauB  oberhalb  der  X  F-Ebene,  trotz- 
dem  die  kleine  Darchdringung  der  letzteren 
durch  die  Kurven  rait  der  Gleichung  (118*) 
im  Maßstab  der  Figur  196  nicht  merklich  ist. 
Die  betreffenden  Verhnltnisse  werden  beson- 
ders klar  durch  die  Schnittkurve  der  Ober- 
fläche mit  der  ^J-Ebene,  die  im  dreifachen 
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Maßstab  der  Figuren  li'T  und  198  durch  Fiu^ur  l'n  )  wiedei*gegeben 
wird.    Iiuiarlialb  jeder  Öchleife  dieser  Kurv*  n   dun  hsf-tzt  die  Ober 
Y  fläche  die  X  F-Ebene.   Gemüli  liittr  ükickuog  i  l2'2  f 

stimmt  diette  Kurve  bis  auf  eiue  Drebuug  um 
—  90*  mit  der  in  Figur  194  daxgeBtellten  von  der 
Glfliehnog  (105)  ftberain. 

§  430.  UMlIinnmng  te  M<Wlfi1n  und  Kon- 
ilMiteii  In  abtototeiB  MtM^.  Bio  ▼oxslehendMi  Re- 
•uliaifee  flr  die  Moduln      yqd.  Qoan  mid  Tnrmalin  TergleioliAii  die 

bei  Belastung  der  bez.  Pi^pente  mit  1  kg  in  dem  einen  Quadranten- 
pear  des  Elektrometers  hervorgerufenen  Potentiale  V  mit  dem  Potential 
eines  Clark- Elements,  das  1,44  Volt,  also  0,478-  10~*  absolute  Ein- 
heiten betragt.  Bezeichnet  e  die  freiwerdende  Iiüdnnor,  C  die  Kapa- 
zität des  j^lektrometers  mit  Zuleitimg^  c  die  des  armierten  XristalUy 
so  gilt 

und  hat  e  jedendt  die  Form 

wobei  P,  das  Moment  normal  zu  der  belegten  Fläche  und  die 
Größe  der  letzt'  reu  bezeichnet,  {d)  aber  ein  Aggregat  Ton  pieso- 
eleklriseiicii  Mininln  darstellt. 

Um  zu  absoluten  Zahlwerten  für  die  rf^^  zu  kommen,  war  daher 
die  KapayJtät  C  +  zu  bestimmen.  Es  geschah  dies  so,  daß  zunächst 
das  Verhültuis  von  C  c  zu  der  Kapazität  eines  Piatteukouden- 
aaiom  Iteobaditefc  nnd  dann  in  abäolntem  Hafle  bestimmt  woida 
Die  erste  Openüon  wurde  wihrand  der  Beolwchtangen  der  (ä)  ftr 
jedes  benuiste  Mparat  aasgeftbrt,  indem  der  Fb^kenkondensator 
▼on  Zeit  zu  Zeit  dem  mit  dem  Kristall  Terbnndenen  Qnadruitenpasir 
parallel  geschaltet  nnd  dann  erneut  die  Einwirkung  der  piezoelek- 
trischen Erregung  auf  das  Elektrometer  beobachtet  wurde.  Es  wurde 
anf  diese  Weine  zugleich  festgestellt,  daß  die  Verschiedenheit  der  Pri- 
parritf  Ti  limensionen  u.  dgL  die  Kapazität  C c  nicht  meridich  ver* 
schieden  werden  ließ. 

Die  Kapazität  Cq  des  J'latteukondensators  wurde  dann  i:ach  f-iner 
iSIethode  bestimmt,  die  im  wesentlichen  von  Maxwell  angegeben  ist, 
und  bei  der  der  Kondensator  in  regelmäßigem  schnellen  Wechsel  mit 
Hilfe  einer  Säule  von  4  bis  5  Daniell-Elemeuten  auf-  und  durch  ein 
OaLvanometer  entladen  wurde.  War  hierbei  das  erzielte  Potential 
Fq,  die  Anzahl  der  Entladungen  in  der  Selnmde  n/  dann  wir  die 
dureh  das  Galvanometer  fließende  StrOmnng  gleich  </]i »  n  Fg  0^.  Hierauf 
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wurden  die  benutzten  Elemente  mit  Hilfe  eines  bekannten  Wider* 
etuidM  Tf,  gesciikssen  und  toh  d«m  «ntotoheiideii  Strom  Fq/Wq  mn. 
■Dgebbairer  Brnclitml  J%  =  ßVo/W^  dnTeh  dm  GalTwiometer  gefabri 
Ei  ließ  rieh  dann  mit  HUfe  des  GaImiome4en  der  Quotient  JJJf 
beobAchten^  welcher  durch 

"  ß 

die  gesuchte  Kapazität  liefert 

Die  bei  dieeer  Methode  anzuw^denden  Kommutationen  wurden 
durch  einen  Stimmgabelunterbrecher  bewirkt,  und  das  ihm  entsprechende 
II  — 31,5  auf  photographischem  Wege  bestimmt.  Für  die  gesncfate 
Sapazität  Cq  ergab  sich  hierbei  63,3  cm,  für  6'  +  c  aber  69,3. 

Unter  Heranziehung  der  elektromotorischen  Kraft  des  Clark-Ele- 
mentes  0,478  •  10"'  und  des  Wertes  9,S1  •  10*  des  Kilogramm  gewichte 
in  Dyneu  resultierte  äckließlich  der  Keduktionsfaktor  der  Moduln 
auf  absolutes  Maß  zu 

5?^?.  10-' -8,88. 10-'. 

Mit  Hilfe  desselben  finden  rieh  die  pieBoeLektrischen  Modnln  von 
Qnars 

•  « 

die  TOn  Turmalin 

 0,Gö«  •  10-»,   d,s  -  +  HA  10-»,        =  +  0,74i  •  10-», 

d^=-i-  0,78-  10-». 

Die  Modnbi      für  Quarz  und     fttr  Turmalin  sind  die  nach  S.  805 

Ton  den  Ouries  bestimmten;  beide  Zahlen  sind  durch  die  vorliegenden 
Beobachtungen  etwas  grÖAer  g«fimden,  was  vielleicht  von  derBerück- 
richtigung  der  Ladungsverluste  während  der  Beobachtung  herrührt. 

Spatere  Beobachtungen  von  Vorkds  im  hiesigen  Institut  nach  einer 
nur  wenig  modifizierten  Methode  ergaben  für  Quarz 

ifu  6,87  . 10-«,   dt4-  +  l,flS .  10-«, 

wobei  der  zweite  Wert  von  dem  obigen  beträchtlich  abweicht. 

2s'adUikul^)  hat  im  üöttinger  Institut  die  Frage  der  Proportionalität 
der  piezoelektrischen  Erregung  mit  dem  Druck  bei  Quarz  und  Turmalin 
in  der  Weise  geprüft,  daB  er  bei  der  Beobachtung  Ton  yersohiedenen  An- 
Angsbelastungen  ausging.  Er  benutite  bri  beiden  EristaUen  einen  Druck 
in  der  Richtung  einer  polaren  Achse  und  die  dadurch  bewirkte  longi- 

1)  NaditiM,  a«t  Kacbr.  1899,  p.  109. 
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tadinale  Bivegiiiig,  Seine  Beobeehtangen  ergelieii  unter  Yonwisflefenuig 
ebeolater  Sinbeitoa  ftr  den  Draek  Jl 

bei  Qnm:        -  d,,  ^  <),54  •  10-»^  1,05  •  JT, 

bei  TuriuHlm:     -  d^^     5,60  ■  10-»  +  1,77  •  10"  '"Ji, 

doch  übersteigen  die  luerdurok  gegebenen  Veranderuiigea  niclit  <üe 
Beobachtnnü^' fehler.  — 

Die  piezoelektrischen  Moduln,  zu  welchen  die  besprochenen  Be- 
obachtnngen  direkt  führen,  sind  trotz  ihres  überwiegenden  Ilervor- 
tretens  bei  piezoelektrischen  Probleineu  mcht  die  eigentlichen  Fun- 
da  mental  Parameter.  Die  Grundform  des  thermodynamiscben  Poten- 
tules  ist  die  in  (8)  enthaltene  mit  den  Deformntionsgrdßen  ale  meoih»- 
mflehen  TariabdiL  und  den  piesoelektrieoben  Konstanten  «i^;  nor 
unter  mehiüuk  beeclurlakenden  Annahmen  gelangt  man  Ton  hier  mos 
sn  der  Fonn  (18)^  welche  die  Droekkomponenten  als  mechanisdie 
Variable  und  die  Hodnln  d^^  ala  Parameter  enthält.  Der  Übergang 
Ton  dem  einen  Parametersystem  IE  dem  ändem  Tollzieht  sieh  nach 
8.  817  mit  Hilfe  der  Besiehnngsn 

k  i 

wovin  die  die  Elastizitätsmoduln  und  die  die  Elastizitätskonstanten 
bezeichnen.  Nur  für  Kristalle,  fär  welche  diese  elastischen  Parameter 
beobachtet  sind,  lassen  sich  somit  die  piezoelektrischen  Konstanten 
^ik  gewinnen,  und  da  nach  S.  735  die  sich  aus  den  direkt  beobacht- 
baren Moduln  nur  umständlich  bprechuen,  so  haben  die  Kon- 
stanten e^f^  jederzeit  eine  geringere  Gen.iuigkeit,  als  die  Moduln  d.^. 

Für  die  beiden  Kristalle,  über  deren  Untersuch uiig  vorstehend 
berichtet  ist,  nehmen  die  Ausdrücke  für  die  e^,^  relativ  einfache  Gestalt 
an.   Es  gilt  für  Qnarz 

^ttpfan  wir  an  die  obigen  mittleren  Werte         —  6,36  •  lO**  und 
=  +  1;69  •  10" ®  in  absolutem  Maße  an  und  verbinden  ihnen  die 
aus  S.  754  folgenden  Werte  der  Elastisit&tskonstanten  in  abselntem 
MaB,  so  ergibt  sich 

e^^  4,77  . 10*,   «i^-  - 1,23  •  10*. 

För  Tunnaiin  gilt 
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Aus  den  Zablwerten  S,  869  in  Verbindung  mit  den  S.  754  gegebenen 
md  auf  abeolntee  Maß  tednaierlen  Elas&itätikonstaiLten  dei  Tur- 
malinB  erltSli  man 

«^--0,53  . 10*,         -f- 7,40 . 10*,  +  8,09 . 10*, 

=  -f-  9,60  .  10*. 

Es  sei  darauf  aufmerk^>ilm  gemacht,  daß  die  durch  Größe  hervor- 
ragenden Konstanten  und  eben  diejenigen  sind,  bei  denen  sich 
nach  S.  844  das  permanente  Moment  (PJ  des  Turmalins  geit.eud 
machen  köaute.  Da  die  S.  247  erwähnten  Beobaiditungen  (P,)  <  0  er- 
geben haben,  so  rtimmt  du  Vozaseichen  Ton  e^^  und  auch  mit  dem 
aberein,  weleheti  die  Formeln  (70)  fordern  wQrden.  Immerhin  spricht 
gegen  einen  dominierenden  Einfluß  dei  permanenten  Momentes  (P^), 
daß  dieses  ^a'^Ofi '  e^^  fordern  würde,  wShrend  die  Beobachtung 
—  0,77  •  ergibt. 

§  431.  Beobachtungen  au  regulären  nnd  an  rhombischen 
iLristallen.  Unter  den  wenigen  kxistallographiseheu  Gruppen,  deren 
piezoelektrisches  Verhalten  nur  von  einem  Parameter  abhängt,  spielen 
die  Gruppen  (30)  und  (32)  des  VII.  (regulären)  Systems  eine  besonders 
Rolle,  da  ihnen  jeden&Us  eine  f&r  Beobachtungen  wohl  geeignete 
Substanz,  nämlich  Natriumcbloiat  (Gruppe  32)  angehört. 

Die  Grundformeln  für  die  genannten  beiden  Gruppen  lauten 
nach  (88) 

•  ~P,-./,,r„   -P,-rf,,Z,,   -P3-rf.,.\;;  (88) 

sie  ergeben  also  fUr  einen  einseitigen  Druck  J7  mit  den  Eichtungs^ 
kosinns      y|,     nach  (81) 

-  p, i7rfi4y,n  *  -Pf^  ndunvi ,  -  P,  -  nd^^y,  .  (123) 

Eine  Diskussion  des  allgemeinen  piezoelektrischen  Verhaltens  der 
erregbaren  Kristalle  des  r^ularen  Systems  ist  8.  852  mit  Hilfe  der 
Methode  der  drei'  FondamentalflSchen  ausgefUirt,  wobei  Yon  vorge- 
gebenen Werten  des  Momentes  ausgegangen  ist.  Über  die  Fläche 
des  Gesamtmomentes  ist  S.  854  gesprochen.  Wir  wollen  hier  einige 
spezielle  Angaben  hinzufugen,  bei  denen  gegebene  Bichtui^n  des 
Druckes  den  Ausgangspunkt  bilden. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  das  longitadinale  Moment  ist  nach  (83) 

P,  3M.y.fty,.  (124) 

Die  Gleichung  der  bezflglichen  Oberflache  —  Pjn ^  d^^r  lautet 
hiernach 

wobei  der  Faktor  d^^  für  Jen  Verlauf  irrelevant  ist.  Die  Oberfläche 
beeteht  aus  vier  ovalen  Gebilden,  die  in  den  vier  nicht  benachbarten 
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OIctuilML  liegen,  im  EooidinaiaMii&ng  mit  Spifeun  soMimiMiiIiliigian 
und  je  die  MitfceUimen  dee  begflgii'ohen  OklmteA  bot  dreiailLl^gan 
SymmetrieaduM  haWn.  Jhxe  Geftalt  weiciht  aber  aieht  eehr  sfeaik 
Ton  Botatiomköipem  um  diese  Aohee'aib. 

Pi  erreiehi  sein  Mazmuim  oder  Mininuim  in  der  Mittflllime  der 
Okftaaten;  nimmt  mmk  ehra 

■0  wird  i^eidiMitig  P|  —  —  Ild^jyE, 

d.  h.  das  lon^todinal'  ^t()ment  wird  mit  dem  Gesamtmoment  identisch, 
nnd  ein  transversales  Moment  tritt  in  diesem  Falle  nicht  auf.  I>iea 
iit  8.  852  bereits  auf  andere  Weise  gezeigt. 

liegt  die  Kompressionsrichtung  in  der  JCJT-Ebene^  d.  h.,  ist 
^1 »  0,  eo  wird  nach  (123) 

P,-P,-0,  P,--i7d,, 

und  P  ••rliült  sein  Maximum  und  Minimum  Pj  =  +    /7r?^^  ±^ 
d.  h.  für  KompressionsriehtuDc^^-ii ,  welche   die  Winkel  zwischen  den 
i  X-  und  i     Achsen  halbieren.   I)rucke  parallel  einer  Koordinaten- 
achse erregen  kein  Moment.    Drucke  in  benachbarten  Quadranten  er- 
geben entgegengesetzte  Werte  I\. 

Packeis^)  hat  bei  Natriunuhlorat  diese  Forderungen  der  Theorie 
sehr  genau  bestätigt  und  den  Parameter  d^^  in  absolutem  Maße  zu 

bestimmt  — 

Als  eine  ganz  direkte  Verallgemeinerung  der  Beaiehungen  (88) 
für  die  erregbaren  Gruppen  (30)  und  (32)  des  regulären  Systems 

eteUen  sich  die  Ausdrücke  dar,  welche  uacli  S.  830  für  die  heraiedriadie 
Gruppe  (7)  des  HL  (rhombischen)  Sjstemee  gelten  und  lauten 

-p.-di,r.,  -p,-*^,z.,  -p^-a^x,.  (126) 

Auf  sie  finden  die  oben  an  die  Formeln  (123)  angeknüpften  Bemer- 
kungen im  wesentlichen  gleichfalls  Anw(>ndung.  Über  die  Ableitung 
der  Fläche  des  Gesamtmomentes  aus  der  für  das  reguläre  System 
gültigen  ist  S.  856  gesprochen  worden.  Der  Ausdruck  für  das  longi- 
tadioale  Moment  nimmt  hier  die  Form  an 

  —  ^(<^u  +  rf»  +  d^)nrtYi .  (126) 

1)  Fr.  MbO»,  Gott  i.bh.  1898,  p.  68. 
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Boekäs^y  hak  das  zu  dieser  Gruppe  gehörige  Seignettesalz  (rechts- 
irauuMoms  ädi-Nstron)  auf  aeine  piezodaktaisohflii  Eigenadialleii  unter- 
aaobt  Infolge  eigentttmliehw  LeLiangi-  und  BAdkataadseraoliemungeii 
lUB  nch  ahet  d^^  nur  seigeii,  daft  ea  ernan  sehr  großen  poaitiTen 
Wert  in  dar  Ordnung  von  1000  •  10~*  beritaty'  wählend  aioh  besfcinunan 
Ueß 

^--166. 10-»,  i4.-  +  3ö,4.10-«. 

§  432.  BeolMMShtimgen  an  monoklinen  Kristallen.  Für  Kristalle 
der  hemimorplien  Ghroppe  (4)  des  II.  (monoklinen)  Systems  gilt  nach 
ä  829 

Dabei  ist  die  Orieutierung  des  X  Achsenkreuzes  nach  S.  100  Tor« 
genommen  zu  denken. 

FftT  dia  Erregung  dmreli  einen  ainaeitigan  Druck  II  mit  den 
Riehtongskoeinns  -yi,  y^,    liefert  dia  Kombination  dieser  Formeln  mit  (81) 

-    -  i/(rfi4y»  +  ^ir,n)r3  >  -  -P, -  Ji(<^y,  +  «^yjy« »    ,  . 
-  P,-  I2((^,y,*+ d^y.*+ d;.ytn).  ^^"^^^ 

Hier  liegen  Beobachtungen  über  Rechts weiiisüure  von  Tamaru')  und 
fiber  Bohrzucker  Ton  Holman^)  aus  dem  Göttinger  Institut  yor. 

Dia  YarbSltniasa  werden  bei  dieaer  Gmppe  infolge  der  großen 
Aniabl  dar  Parametar  bereits  einigermaflen  kompliziert,  und  anoh 
die  Natur  dar  genannten  beiden  Snbetanien  stellt  genanen  Beobach- 
tongen  Sohwierij^ten  entgegen.  Immsrbin  geben  die  erzielten  Be- 
snltate  in  dem  noch  so  wenig  angebanten  Gebiet  wichtige  Aufschlflsse. 

Ein  Präpamty  daa  nach  den  Hauptachsen  X,  T,  Z  orientiert  ist, 
gibt  bei  Kompression  nach  diesen  iUchtnngea  mit  den  bezügliehen 
Drnckcn  77,,  77«,  77,  stets  nur  eine  Erregung  nach  der  ^-AchBe,  und 
zwar  mit  den  Momenten  F^,  resp.  gleich 

-JIAu     -^1*1,  -^t*!- 

Für  einen  Druck  JI^  parallel  der  Ebene  gilt  wegen  »  0, 
yj  «  sin  d",     —  cos  ^ 

—     —  /Z^d^^sin  ^  coa  ^,   ~  Pt  *  ^iJ^^u  ^''^  ^  ^  ^9 

-  P,  - 12^  (<^  sin»d  +     coe»*) .  (129) 

1)  Fr.  Pockeh,  1  c.  p.  183. 

2)  r.  Tamaru,  Fhja.  ZeitMhr.  Bd.  tf,  p.  31%  1905. 

S)  W.  JV.  JBoknan,  GMi  INm.  1108;  Ami.  d.  Fl^  Bd.  29,  p.  lUO,  lioa. 
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Dftbei  läßt  sich  P|  dank  Anbringung  einer  Belegung  an  dem  Prap.irat 
auf  dm  Flachen  normal  zur  X-Achse  direkt  beobaditeD.  Außerdem 
ist  der  longitudinale  und  der  in  der  YZ'Ehftm  tnnSTerasU  £ffekt 
mefibar,  für  welche  gelten 

-  P,  -  -  (P,  iin  ^  +  P,  CO«  ^) 

—  ^4  W4  +  ^^si) 8in«^  +  <is,  co9*^)coi^, 

—  —  —  (Pj  cos  »  —  1\  sin  iy) 

—  —     (d„  mn*»  -I-      —  dai)  OOS     ein  ^.  (130) 

Ein  Druck  IL^  parallel  der  XZ-£bene  bewirkt  wegen      « 0, 
—  nn^,  7,  *  008^  die  Ifomeoie 

—  Pj  —         »in  ^  C(is    ,    —  Pj  —  i/jd^  sin  ^ COB 

—  P,  -  //«(«^i sin*»  +  </,,ooB>^),  (131) 

.  AnadrlLökey  welohe  die  analoge  Disknnion  sidanen,  wie  die  in  {129} 
enthaltenen. 

Fdr  einen  Drnek  17,  panllel  der  ZF-£bene  gilt  hingegen  wegen 

-P,  =  0, 

—  P,  —  i^((^G0s'9>  +  fi^8iu^9> -j- sing? cos 9^).  (13^> 

If  an  erkennt^  daB  die  Kombination  Ton  Beobaehtangen  an  einem 
nach  den  Hanptaehaen  orientiertai  Mparat  mit  aoldhen  an  drei 

Fkiparaten  mit  je  einer  Ebene  in  einer 
Hauptebene  zur  Berechnung  aller  piezoelek- 
trischen Moduln  mehr  als  ausreichende  Zahlen 
liefert 

TauiavH  fand  für  Weinsänrp.  falls  gemäß 
Figur  2(>1  die  +  ^-  Achse  d  u  Ii  dem  ana- 
logen Pol  der  polaren  Ach  hin,  die  X 
Achse  normnl  zur  Spaltunj^ebene  gelegt  wird, 
folgende  Modulwerte,  bei  denen  der  Faktor 
10     der  Kürze  halber  fortgelassen  ist: 

HolmuH  erhielt  für  Kührzucker  bei  der  eiitsprecheudou  in  Figur  202 
dargestellten  Orientierung  des  Hauptkoordinatenkreuzes 

d,,  =  +  \;>l,   ^  =  -1,26,   d,^  7,26,  8,7s, 

</„-  +  2^1,   rf„-  +  4,4«,   10^»,   2,62. 
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Bei  diesen  Z  ililen  bleiben  trotz  der  wegen  vorhaudener  Orien- 
tienmgsfeliler  der  Präparate  angebrachten  Korrektionen  Unsicherheiten, 
die  bei  den  Ideineren  Moduln  selbst  10%  erreichen  mögen. 

Die  beiden  Kristalle  /eiijeu  insofern  sehr  verschiedene  Typen  von 
iiirreguugeU;  als  bei  Rohrzucker  der  Modul  t/^^  au  Grüße  hervorragt, 
"bei  WaimAm  dagegen  von  aUeii  ModdiL  d«r  araten 
Reihe  weit  überragt  wird.  Die«  ist  von  IntereBse, 
weil  naoh  S.  844  d^^  in  erster  Linie  dnrch  ein  per- 
manentes Moment  beeinflußt  wird. 

Die  allgemeine  Blsknssiim  des  Verlanles  der  pieEO- 
elektrtschen  Erregung  einee  monoUinen  Kristdls  laßt  x 
sich.  relstiT  beqaem  nach  der  in  §  423  anseinandei^ ' 
geeetsten  Methode  ansf Ohren.  Von  den  dort  benutzten 
drei  Fundamentalfläcben  —  77  r  sind  die  beiden 
ersten  hyperbolische  Zylinder  mit  Kanten  normal  zur 
-Z- Achse;  die  dritte  ist  für  Weinsäure  ein  dreiachsiges 
Eiliyi'^oid,  für  Hohrzucker  ein  ebenHolchos  Hyperboloid,  di 
Achse  in  der  Z- Achse  haben.  Die  BidlinffmaierBche  Abbiidungs- 
methode  aus  §  424  u.  f.  ist  gleichi'aÜB  ohne  besondere  Schwierio-keit 
anwendbar;  natürlich  sind,  um  die  acht  Parameter  der  Gruppe  eiuzu- 
füliren,  relativ  koniplizi  iie  Operationen  nötig. ^) 

Was  die  der  Grupj»c  individuellen  cerichteten  Größen  angeht,  so 
tritt  hier  nach  S.  834  die  volle  Dreuuhi  (^Vektor,  Tensor,  Trivektor) 
au£   Die  Gleichung  der  TriTektorfläolie  lautet 

diejenige  der  TensorHäche 


VI«.  IM. 


p   je  eine 


der  Vektor  lietrt  parallel  der  Z- Achse. 

Analog  wie  die  TensortÜiche  besitzt  auch  die  TriTi  ki i )i däche  zwei 
zueinander  normale,  durch  die  J^T-Achse  gehende  hymmetrieebenen* 
indessen  fallen  die  beiderseitigen  Ebenen  nicht  zusammen. 

Am  aüKcliaulichste  eu  wieder  Darstellungen,  die  direkt  an 

beobachtbare  Größen  anknüpten.  Nachstehend  teilen  wir  einige  der- 
artige auf  Rohrzucker  bezügliche  Figuren  mit. 


1)  Fr.  BieUingmaimr,  L  c.  p.  46. 
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Die  Knrre  in  Figur  208  iit  dftdnxdi  erlulten^  dafi  im  AnaehloA 
(132)  -  P,/i7«    r  b»ttnu«ii  irt;  d«  atellt  dnnh  ilm  Badian- 

vektom  aomit  den  WedneL  der  Errogimg 
parallel  der  Z- Achse  dar,  wenn  die  Druck- 
riehtnng  in  der  XF- Ebene  wandert  Der 
enorme  Wechsel  der  Größe  dieser  Eizegoiig  ist 
sehr  auffallend. 

Ffihrt  man  in  die  zwei  ersten  Formeln 
(128)  die  allupmemen  Werte  y^,  7%,  73  aus 
(110)  ein  und  bildet  den  Quotienten  der  beiden 
ersten  Formeln,  so  ergibt  sich 

Pt  _  ^4  Bin  qp  4-  d,e  cos  T  ^1  «f^v 


wobei  9  den  Winkel  bostnnmi^  den  die  Heridianebene  Ton  P  mit  dar 
ZZ- Ebene  einaoUießt  Dteeer  Winkel  ist  TOn  0  unabb&ngig:  alle 
DrnekriebtaBgen  einer  Meridianebene  Teranlasaen  also  Mo- 
mente,  die  wieder  in  einer  Meridianebene  liegen. 

Yon  der  gegenmitigen  Lage  der  Druck-  nnd  der  Momentmeridiane 
geben  die  Figaren  204  eine  Anaohaamig.  a)  enthllt  mit  1,  2,  5 


»f.aM. 


bezpichnpt  die  Spiiren  Terschiedener  iiquidistanter  Draekmeridianp. 
b)  mit  denselben  Bezeichnungen  die  Spuren  der  zugehörigen  Monient- 
meridiane. Die  zwei  rait  X  und  /i  bezeichneten  Radien  sind  durch 
die  Beziehung"  (f  =  (P  bestimmt;  sie  geben  diejenigen  Meridiane, 
welche  zugleich  den  Druck  und  das  zugehörige  Moment  enthalten. 

Über  die  gegeuseitisre  Lage  von  Druck  nnd  Moment  in  diesen 
letzteren  MeridianeUj  wie  uudi  über  die  Größe  des  Moments  bei  kon- 
stanter Größe  des  Druckes  geben  die  Figuren  205  Anfschluil.  Die 
Drackziditongen  sind  dabei  durch  punktierte  Linien  angedeutet;  Große 
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tmd  Ilichtung  t  der  zugehörigen  Momente  werden  durch  die  mit  den- 
selben Bezeichnungen  versehenen  Uadienvektoren  der  Kurven  TW- 
anschaulich  t. 

Der  Ausdruck  für  das  longitudinale  Moment  lautet  nach  (83^ 

-  P, /7y,  [n»  (d„  +     +  y,*  K4  +  + 

.  H-yinWi  +  d^i  +  rfM)],  (136) 

wobei  die  Ansdrttoke  fllr  y^,  y,,     aus  (110)  sn  benutzen  sind.  Die 

Oberfläche 
-^JPjU^r  hat 
4ie  Form  eines 

gan7.  oberhalb 
<Ler  JCr- Ebene 
liegenden  Oval- 
oiHes  mif /vvoi  7.n 
^HKinder  norma- 
len durch  die  Z- 
Aehee  gehetiden 

Symmetrie- 
ebenen  y  welche 
mit  der  XZ- 
Ebene  Winkel 
▼on  ca.  —9*  nnd 
4-81*  einschlie- 
ßen. Figur  206  gibt  die  Gestalt  der  Meridiankorren  in  den  beiden 
Symmetrieebenen. 

§  433.  Beobachtungen  über  Erregung  durcli  aliaeitit^  gleichen 
normalen  Druck.  Nachdem  vorstehend  die  bisher  vorliegenden  Be- 
stimmungen von  piezo- 
elelctrischeD  Parametera 
mit  Hilfe  einseitiger 
Kompression  parallel- 
epipedischer  Präparate 
bssprochen  sind,  mag 
non  anch  noch  kurz  der 
wenigen  Beobachtungen 
gedacht  werden,  die  sich 
auf  die  Wirkungen  eines 
allseitig  gleichen 
normalen  (z.  B.  hjdro- 

8tati.sch(m ^ruckes)  beziehen  und  die  von  Kocli^)  ausgeführt  sind. 
1)  P.  P.  KiKh,  Ann.  d.  Phy^  Bd.  19.  p.  M7,  190«. 


Fig.  S05. 
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Eine  piezoelektrische  f^rrotning  durch  allseitig  gleichen  Druck 
kaim  nach  Syiunietriu  uur  bei  solcheu  KriBtalleu  stattfindea,  die  eine 
einzelne  kristallographisch  ausgezeichnete  Richtung  besitzen.  Der 
erste  Teil  der  AWiSchen  Untersui  himg  hatte  das  Ziel,  zu  prüfen, 
inwieweit  bei  Quarz,  der  nach  dies^  Schlußreihe  keine  Erregung 
zeigen  mfiBie,  die  Fordernng  der  TlMOrie  dsrok  dai  Experiment  be- 
fftBligi  wird. 

Die  bomisten  Quarzpräpante  waren  ein  Kieinjlinder  mit  cdner 
nur  (dxeiifthligen)  KriataUaehee  angenähert  penülelen  Aehse  und  ein 
PereUelepiped  mit  £aDien  paralleL  za  den  Hauptkoordinaienecheen 
Xf  T,  Z»  Bei  beiden  tnren  die  Beniehe  der  Obeiffiiehen  noimal  n 
den  poaitiTen  nnd  den  n^tiyen  Seiten  der  polaren  (Neben-)  Aeheen 
mit  metallischen  Bel^^ngen  versehen,  und  ea  waren  die  positiven  Be* 
legungen  samtlich  mit  dar  einen,  die  negativen  mit  der  andern  Kon- 
densatorplatte eines  ^a^^rd^schen  Elektrometers  verbunden.    Die  Prä- 
parate wurden  innerhalb  eines  mit  Paraffin51  beschickten  Piezoiuoter? 
l)r"j'1;'  Ti  ynu  runtl  lU"  kg  pro  rm-  ausgesetzt.    Hierbei  zeigte  im  Falle 
lier  ßeui)a('htung  des  Kreiszylindt^rrf  das  Elektrometer  eine  kleine  ent- 
stellende Ladung  der  Belegungen  an,  die  innerhalb  cä.  20  Sek.  völlig 
verschwand.   Es  ergab  sich,  daß  diese  Erregung  sekundären  Ur.^pninge« 
war.    Das  Paraffinöl  erwärmte  sich  bei  der  Kompression  adiabati^cb 
um  ea.  1*0,  wihzend  die  Tempemtnr  des  Quanee  nahezu  ToUkonunai 
honatant  blieb.  Die  höhere  Temperatur  der  Umgebung  gab  dann  Yer- 
anlaasung  zu  einer  Erwftrmmig  des  Qaanee  von  anfien  her  und 
damit  (^unftß  S.  236)  zu  „fidaeher  Fyroelektrizitili«.  Bei  dem  HnOOr 
epiped  lieferte  dieser  Einflofi  keine  merklichen  Ladungm  nonnai  Kor 
±  X-Achse,  weil  hier  die  falsche  Pyroelektriziiät  in  den  ihnen  aar 
liegenden  Teilen  nicht  durchaus  gleichsinnig  entsteht.  Die  Folgerung 
der  Theorie  bezüglich  der  Nichterregbarkeit  von  Quarz  durch  all- 
seitigen normalen  Druck  kann  aomit  als  durch  die  Beobachtung  be- 
stätigt gelten. 

Von  Turmalin  wurde  ein  säulenförmiger  Kristall  mit  normal  zur 
Hauptachse  geschliffenen  und  nietalli.sch  belegten  Grundflächen  benutzt 
und  seine  Erregung  bei  Entspannung  des  äußern  Druckes  beobachtet 
Da  bei  allseitig  gleichem  Druck  //  gilt 

80  ergeben  hierfür  die  Formeln  (llöj  für  Gruppe  (9) 

P,-0,  i>,-0,   -P,-/r(2<j;«-hi^)5    -  (137) 

die  Beobachtungen  bei  allseitig  gleichem  Druck  liefern  sonach  die 
Kombination  2flf,^  -f 
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Dieser  Parameter  findet  sich  aus  den  S.  869  angegebenen  Werten 
cfji  und  f/3,  für  Turmalin  cleich  —  7,3  ■  10" ®  Die  KochBchen  Ho- 
obachtungeu  lieferten  unlv  <  rt  igiert  den  Zalilwert  —  8  •  10~^  Diese 
Zahl  enthält  hier  aber  uocli  einen  Anteil  wahrer  und  falscher  Pyro- 
elekLiizitaL  infolge  der  adiabutischen  Erwärmung  des  Pbraitiubades, 
der  sich  aus  den  Beobachtungen  nur  schätzungsweise  bestimmen  laßt 
Innerhalb  der  hierdurch  bedingten  Unsicherheit  kann  das  foeftfche 
Resultat  als  eine  Bestätigung  der  Theorie  gelteiu 


IV.  Abschnitt. 

Piezoelektrische  Erregung  zylindrischer  SÜÜje  bei  längs  der  Achse 

gleichförmiger  Spannung. 

§  434.  Vorbemerkimgen.  Die  im  vorigen  Abschnitt  liehandelten 
Fälle  der  Erregung  parallelepipedischer  Präparate  durch  einseitifren 
oder  allseitigen  Druck  haben  bei  theoretischer  äußerster  Einfachheit 
doch  praktische  Bedeutung  und  geben  insbc rundere  die  Theorie  der 
wichtigsten  Messungsmcthodeu.  Andere  Erregungsarten  aind  zu  quanti- 
tativen Bestimmungen  weniger  geeignet,  besitzen  dafUr  aber  ein  höheres 
theoretisches  Interesse.  Unter  ihnen  nehmen  eine  ausgezeichnete 
Stellung  ein  die  piezoelektrischen  Erregungen  von  Zylindern  aus 
kristallisierter  Substanz  infolge  Ton  Deformationen ,  die  längs  der 
Zylinderadise  konstante  Größen  besitzen;  denn  die  Theorie  diesor 
Deformationen  ist,  wie  im  III.  Al)schnitt  des  Kapitels  über  Elastizität 
dargelegt,  relativ  einfach,  und  zu  den  durch  die  genannte  spezielle 
Annahme  umfaßten  Vorgangen  gehören  drei  ron  hcryorragend  leichter 
Realisierbarkeit,  Tiämlich  die  gleichfnrnncr«^  Imirritudinale  Dehnung^  dio 
gleichförmige  Biegung  und  die  trleichlurmige  DriUung. 

Zu  ihrer  Behandlung  beziehen  wir  wieder  den  betrachteten  und 
beliebig  gegen  den  Kristall  orientierten  Zylinder  auf  ein  Achseniireuz, 
desseu  Z- Achse  mit  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts 
gelegten  Zylinderachse  zusammenfällt,  während  die  X-  und  die  Y- 
Adbse  je  in  einer  der  beiden  HanpttrSgheitsachsen  des  Qnersdmiiia 
durch  seinen  Schwerpunkt  liegen. 

Wie  in  dem  betreffenden  früheren  Abschnitt  wollen  wir  auch  jetzt^ 
um  die  Bezeichnungen  nicht  zn  komplizieren,  bei  den  allgemeinen 
Entwicklungen  dies  Achsenkreuz  nicht  mit  H'Y'  Z*  bezeichnen,  da  wir 
zunächst  keine  KristaUe  mit  speziellen  Symmetrien  voraussetzen,  da 
also  eine  Unterscheidung  eines  Haupt-  und  eines  Hilfsachsenkreuzea 
zunächst  überflüssig  ist.  Sowie  letztere  erforderlich  wird,  müssen 
natürlich  in  den  allgemeinen  Formeln  alle  vom  Achsensystem  ab- 
hängigen Grüßen,  also  z.  B.  Kraftkomponenten  und  piezoelektrische 
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IfodaLiy  die  sich  auf  das  HUfMchfiensystom  X'JTZ'  benähen,  dnrdi 
die  oberen  Indizea  Mugeceicbaet  iverden. 

§  4'^r>  Die  piezoelektrisohen  Momente  Innerhalb  des  axial 
gleichförmj Mif^panaten  Zylinders.  T^ie  Problf*mp  der  gleichfonuigen 
Dehnung  eines  Zylindt^rs  von  beliebigem  yuersciinitt  durch  einen 
LüiigRziig  C,  der  gleichförmigen  Biegung  durch  Drehungsmomente 
L  und  J/  um  zur  X  und  Y  parallele  Achsen,  —  tjaintliehe  Kin- 
wirkungen  auf  den  nach  -f  8  hin  liegenden  Endqnerschnitt  bezogen  — 
werden  ge!8st  dnrdi  die  Formeln  Ton  §  811  nnd  819. 

Für  uus  kommen  besonders  die  resultierendeu  Ausdrücke  für  die 
Dnickkomponenten  X,, ...  ia  Betradit,  die  in  die  Grnndfonnehi 
(22)  eingeeetsty  direkt  die  Komponenten  des  piezoelektriech  emglen 
Momeni»  eii  jeder  Stelle  beetimmen« 

Diese  AnedrOeke  lauten  nach  (167)  und  (168)  auf  &  630 

 (ßt»  +  M+9BVW  ^^^^ 

dahei  sind  nach  (164)  die  g,^  g^eben  durch 

 Ms^lQ*,',         +  Sm-Os^JQ,  (139) 

wobei  Q  den  Qoeraehnitt  beieidinet  nnd  nach  (161) 

iat;  also  %^  nnd      die  Trägheitaradifln  dea  Qnenehnitta  in  bemg  anf 

die  Y-  und  die  X-Achse  darstellen* 
£a  wird  hiemaoh  achiiefiUch 

Ö^.-(-^-^-C).  (140) 

Für  die  piezoelektrisch  erregten  Momente  nach  den  Koordinaten- 
achsen Xj  Yf  Z  erhält  man  hiemach 

-P,-i^.Z.,   -P,-d.Z.,   -P,-d„Z,i  (141) 

atte  drei  werden  eonach,  soweit  sie  anf  der  ^eiehüBrnugen  Dehnung 
nnd  Biegang  bemhen^  Uneäre  Funktionen  Ton  «  nnd  jf. 

DaiFtoblam  der  (^eichßniiigen  Drillung  einea  Zylindera  lieft  aieb 
sieht  ihnlieh  allgemein  für  jedi^  beliebige  Oneraehnittafoim  behandeln; 
daeeolbe  bietet  vkbnelir  für  aBe  Quendmittafennen  mit  Ananalm« 
der  elliptisclieu  erhebliche  Schwierigkeiten.  In  letzterem  SUle  iaft 
die  aehr  einfiMshe  Ldaung  in  §  815  und  816  entwickeH 
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Wieder  haben  für  unaere  Zwecke  nnr  die  Ausdröcke  für  die 
Dmckkomponenten  Interesse,  für  welche  wir  aoB  (.181),  (185),  (187), 
(18U)  auf  S.  C35  u.  f.  entnehmen 

«r.— -fA  +  (142) 

hierin  bezeichnen  a  und  h  die  Halbachsen  dar  QuersohnittaaUipBe 
parallel  X  and  Y. 

Für  die  piezoelektarischen  Momente  nach  X,      Z  folgt  hiaiaus 

es  liefert  sonAoh  aiudi  die  gkklifSnnige  Drillung  Moment«^  die  lineir 
Bind  in  x  und  y. 

Die  prinzipielle  Bedentang  der  in  (141)  und  (145)  enthaltenen 
Beialtaie  liegt  bemndero  darin,  daß,  wiluvnd  die  filllier  betraohiefeen 
Falle  gleieliftnniger  Enegnng  (denen  aich  bier  übrigem  die  Wiricong 
der  Langadebnnag  eines  ZyHiidei*  yon  beliebigem  Qaenwhnitt  «n- 
aebliafit)  die  Kristallpxftperate  mit  blofien  Oberfläebenladnngen  Tom 
der  Dichte 

 P  CO»  (P,  «<)  (144) 

ii  |ui\  dent  werden  luUen,  die  nenen  Errejjmitren  auch  äquivalente 
riiu  Ulli  che  Ladungen  liefern.  In  der  Tut  gibt  iurmel  (149)  auf 
S.  203  als  Wert  der  äquivalenten  räumlichen  Dichte 

-,-di.P-^,^+^^.  +  l^,  (146) 

ond  diea  ist  im  aUgemeinmi  Ton  Null  vendnedAn,  sowie  P  lokal 
variiert.  Die  Wirkimgsweise  eines  Eristallpräpaxates  mit  rikunlichen 
Ladmigen  neben  flidiepbaftea  ist  aber  keineswegs  immer  ohneBsfthnnng 
SU  übersehen.  So  coiftsteht  hier  für  die  Theorie  die  neue  Au%ab€^ 
das  Feld  zu  bestimmen,  das  von  dem  ungleichlBnnig  erregten  Präparat 
Aosgeht,  und  es  ist  das  Interessante  bei  der  Erregung  des  gleiebförmig 
deformierten  Zylinders,  daß  diese  Aufgabe  sich  in  wichtigen  speziellen 
Fällen  relativ  einfach  lösen  laßt.  Diese  speziellen  Fälle  sind  einerseits 
derjenige  der  Wirkung  eines  Krei-^zyliiiders  auf  einen  änß^^ren  Punkt 
unter  Umständen,  wo  der  Zylinder  naeli  beiden  Längsriclitungen  hin 
als  unendlich  betrachtet  werden  kann,  sodann  die  Wirkung  eines 
Zylinders  von  beliebigem  Querschnitt  unter  Umständen,  wo  seine  Quer- 

Toigt,  KriatoUpbjriik.  M 
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dimennoiieii  all  venohirmdeiid  klein  gegen  den  Abstand  dea  An^unlctea 
Ton  der  Zylinderaehae  gelten  kdnnen.^) 

Ea  iat  lebneiehy  beide  Ao^ben  ssimaehat  in  Eoiiaaigar  giSfite* 
AUgemeinbeit  in  Angriff  sn  nebmen,  d.  h.  über  die  piezoelektriaehen 
Momoiiie  weiter  niobte  voraiUBiiaelMn,  ala  daft  sie  Funktionen  tou 
9  und  §f  allein  aind. 

§  436.  Die  Potentialfnnlrtioii  und  das  Feld  eines  sehr  laxigen 
Unga  deir  Aebae  gIeUhf?)fmlg  enfegten.  XMMyllndenL  Wir  gehen 
WOB  Ton  dem  Anadmck  (147)  aof  S.  203  fftr  die  PotentialAmktioii 
dnea  Tektoriell  erregten  Körpen^  den  wir  jetst  eebieiben 


r(  4       ^i  ] 


dk^.  (146; 

Wir  wenden  denselben  auf  den  anr  Achse  parallelen  Ereiszyliiidiff 
Tom  Badina  JR  an,  der  ai^  Ton  ~  bia  -\-  eiatreekeii  möge.  -Den 
Anfpnnkt  können  wir  obne  Beaebiinkang  der  Allgemeinbeit  in  die 
XZ-Ebene  legen. 

Da  P|  Ton  nnabblttgig  ist,  ao  liftt  aieb  daa  leMe  Glied  in 
(146)  nach  z  integrieren  nnd  gibt  naeb  der  Annahme  über  die  grüße 
L&nge  des  Zylinders  keinen  merklichen  Anteil  an  dem  Reaoltat  Das 
Übrigbleibende  achreiben  wir 

wobei  Xy  y  die  Koordinateu  des  Aufpiinktes  bezeichnen. 

Inte^prale  -von  der  bier  Torkommenden  Form  laaeen  aieb  in  be- 
kannter Weiae  naeb     integrieren;  daa  Beaultat  bratet 

9-  ^ / PXeOrfflo  +^  j     In (e«) dff.,  (148) 

woflbr  wir  kors  aohreiben 

dJ'  ,  dJ" 

bierin  bedeutet  dq^  das  Element  des  Querschnitts  des  Zylinders  in  der 
X  Y-  Ebenn  an  der  Stelle  x^^  und  e  deaaen  Abatand  von  dem  Auf' 
pmd.te,  d.  h.,  es  irt    ^_       ^.).+ _ 

Wir  führen  nun  durch  die  Formeln 
«-poosx,  y-|»8inx,  a^-ftC08x»,  ys-Äwnz», 


1)  IT.  Vw^,  Om,  Abk.  1890,  p.  6S  und  M. 
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PolarkoordmAteii  em  und  fldmibon 


fmi&t  ortwiekelii  mr  imd  in  Fourterseke  Beiheii  gem&S  dan 
Formeln  ^ 

P,  -      '  +  >  {Ä^"  cos       +  -B»"  BIß  w^Jo); 

%vobei  die  vi  und  B  Funktionen  von       bezeichnen.    Dann  können 
wir  die  Integnile  J'  nnd  J  "  ohne  Schwierigkeit  berechnen. 
Kürzen  wir  ab 


ao  frinltai  wir 

1 

und  ebenso  «7". 
Nun  igt  ab«r 

nnd  Mmnek  Iblgt  tddie&lieh  relatiT  ein&ok 

^  -  »«[^  (V«<»  Z  +         X)  (164) 

Hiermii  ist  die  Poteuiialfunktion  des  Kreifflsyliuders  bei  beliebiger, 
nnr  längs  der  Zylindeni<?hse  konstanter  Erregung  borecbnet. 

Die  Ausdrücke  für  die  Feldkomponenten  und  parallel  und 
normal  zum  Radiusvektor  j>  folgen  hieraus  leicM  gemäß  den  Formehl 

if.  J!.—!^,.  (1») 

wfthrend  di«  Komponente  parallel  der  Zjlindeiaohso  ver?;chwindot 
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Die  Komponenten  des  anf  einen  Pol  von  der  Stärke  e  ansgeübton 
Kraft  ergeben  sich,  soweit  man  die  Influenzienmg  des  Kristallzylinders 
durch  den  Pol  iguorierf^n  "kann,  zn  oE^^,  eE^.  Man  kann  die  !=o 
entstr^lv-nd^n  Aiisdrürko  aut  die  Bowpo-nnij  (\f*T  (schwfich  eiektrisch 
geladciit  ii  i  «niclieu  bei  der  KuntUmhun  BestäubuD^smethode  anwenden. 
Diese  Bi'\s  i  gun^'  wird  wegen  dos  einwirkenden  Luftwiderstandes  in  der 
Nähe  des  Zylinders  nahezu  puraiiel  den  Kraftlinien  und  mit  einer  der 
Kraft  proportionalen  Geschwindigkeit  stattfinden.  PosiÜT  geladene 
Teildieii  wefdea  neoli  denjenigen  Beeirkmi  der  Zjlinderflidbe  getriebeo 
werden,  wo  Eraminlen  ein-,  negative  dahin,  wo  jene  »nsireten. 

§  487.  Der  Van  konaCaater  IfonMBte.  Der  ein£MliBto  FaD,  auf 
den  die  Tontehenden  Betraehtnngen  anwendbar  sindy  and  der  der  YoU- 
atandi^eii  halber  nicht  fibergaagen  werden  eoU,  iet  der  einer  ri um- 
lieh konstanten  elektrisohea  Err^gmig,  d.  h.  yerschwindender  AJ^, 
B;,  ä;\  B„'  für  ii>0  und  Ton  jp,  nnabhängiger  A^".  Hier 
wird  naoh  (löl) 

alao 

»-^'W«»*  +  ^'''*'x)»  (1«) 

oder  wenn  man 
setzt,  auch 

9  -  ^"^^  cos    -  (1Ö7) 
Hieraus  folgt  gemäß  (löö) 

E,-*-^<m(x-z'),  -B,-^-«!«Ö!-aO,  (158) 
also,  falls  a  den  Winkel  zwischen  £  und  p  bezeichnet, 

5-  =  tga==tgCt-z'),   d.h.«-z-z'±«.  im 
p 

Für  die  äquivalente  Oberflächendichte  6  ergibt  sich 

d-^'coBz,  +  ^''ain3fo-P,co8(&-aE'>  im 
Hieniach  wird  fOr  die  radiale  Feldkomponente  in  der  Zjlinderüäche 

-  2x  P,eoe  (je -  zO  -  2**7  (161) 
TOran^getat^  daß  d  sich  auf  dieeelbe  Stelle  beiieh^  wie  JL. 
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885 


Wendet  mau  diese  RefJiiltate,  wie  ol^^n  angegeben,  auf  die  Theorie 
der  ÄHndtschtia  Bestäubungsmethode  an,  so  wird  Mennigepulver  sich 
in  den  Bereichen  ansammeln,  wo  A'^<0  ist,  Schwefelpulver,  wo 
jE^>0.  Der  Umlüiig  des  Zylinders  teilt  sich  also  in  zwei  Hälften 
entgegengesekter  elektrisolier  Wirkung.  Die  Wirkimg  Yerschwindet 
ginzlich,  wenn  A^*  und  und  looiit  das  ganse  transTenale  Moment 
gleioh  NnU  isi 

Der  Fett  komogener  Erregung  tritt  nun  naek  (140)  jedeneit  bei 
der  gleiehförmigen  LSngedeknnng  des  Zyünden  ein.  Yontehendea 
gikt  aonooh  den  allgemeinen  Saia: 

Ein  gleichviel  wie  immer  gegen  die  Kristailachseu  orien- 
tierter Kreiszylinder,  dessen  Länge  groß  ist  gegen  seinen 
Dnrehmesseri  wird  piesoelektrisch  dnrck  gleicbförmige 
Lftngsdeknnng»  wenn  fiberkaupt,  jederseit  so  erregt,  dafi  sein 
Umfang  in  awei  gleiche  Hälften  entgegengesetater  Wirkung 
anf  Infiere  Punkte  serfllli 


§  438.  Iii  den  QnerkOQidlnaten  Ifneive  IComente.   Der  dem 

einfachsten  Falle  homogene  Erregung  sich  anschließende  niduttom' 
plizierfeere,  der  uns  in  erster  Linie  interessi^,  ist  derjeni<^e,  daß  die 
Momente  nach  den  Koordinatenachsen  lineir  Ton  x  nnd  y  abhängen; 
hi<Ar  setten  wir 


P,-a'a:o  +  5'?/o-p„(a'cosxo-f  ^  Zo). 
P,«  a"a;o  +  fc"yo=i^a(ö  cos  Xo  +  i»"»üi  Zt)\ 

dasm  alle  Ä  nnd  B  mit  Ansnahme  Ton 

A-t  —  p^a',       "      > '  *  * 

ähnlich  alle  A  und  6  mit  Ausnahme  von 

Hiemach  ergibt  sich  ans  (154)  einfachst 

9  -  ^  ((a'-  6")  coe  2x  +  (a  +  b  )  sin  2x), 

oder  wenn  man  noch  setst 

a'-  6"-     eos  2%%  «"+       P,  sin  2^', 


auch 


(162) 


(168) 


(164) 


(165) 
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Die  Feldkomponeaten  and  parallel  und  Benkrecht  um 
Radittsrektor  bestünmeii  sich  hierans  sa 


^  (166) 


Fonor  wird 


-^--«««-%2(z-z'),  m 

wobei  unter  tt  der  Winkel  iwiselien  der  Feldettrke  B  tmd  dem  Badiiii- 
Tekfcor  p  vefibuiden  ist;  ee  gilt  somit  anoh 

«-2(x-z')±--r,  (168) 

WBfl  einen  einfachen  Satz  über  den  Verlauf  der  KmfUinien  enthÜ^ 
Fdr  die  SqniTslente  Eaumdichte  liefert  (145) 

^--(a'+6"),  a^Öi 
für  die  Oberffichendichte  folgt  nach  (144) 

0  -  |Ä((a'  +  b")  +  (a  -  b")  cos  2xo  +  ^a"  +  6')  sin  2zo)  /jyo) 

Hiemsek  wird  die  radiale  Feldkomponente  an  der  Oberfliche  des 
Zylinders  sn 

M,  -  «PoÄ  cos  2(2  -  2')  -        +  Ärt,  (1^1) 

UX\s  <s  sich  auf  dieselbe  Stelle  bezieht  wie  Ep.  Die  radiale?  Fold- 
koraponente  in  der  Oberfläche  bestimmt  sich  also  im  vor- 
liegenden Falle  nicht  nur  durch  die  an  der  besprochenen 
Stelle  liegende  Flächendichte. 

Man  wird  nach  S.  884  aus  der  l'onnel  (171)  die  Theorie  d« 
Kmuit ächcn  Bestäubuugsverfahrens  (§  127)  für  den  Kreiszylinder  IB 
dem  Yorausgesetzten  speziellen  Falle  entnehmen  nnd  schließen  kSniMiif 
daß  MennigepulTer  sich  in  den  Bersicben  ansammelt,  wo  S,<^ 
Schwefelpnlver,  wo  J^,  >  0  ist  Der  ümfang  des  Zylinders  seifSU^ 
also  jetst  in  vier  Quadranten  abwechselnd  entgegengesetzter  elek' 
trischer  Wirkung.  Die  Grenzen  zwischen  den  hetreflfendeii  Bereiches» 
d.  1l  die  Meridiane  yerschwindender  Wirkan|^  sind  gegeben  durch 

cos  2u  -  Z')  =  0,  d.  h.  X-  für  h  =  1,  2,  •  •  (172) 


die  Heridiane  maximaler  Wirkung  durch 

h 
"2 


co82(2-2;  =  ±l,  ib.  2-~2'-4^fi^  l,-.  (1^3) 
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Dabei  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  diese  Wirkung  verschwindend 
kleine  Stärke  haben  kann.    Die  Bedingung  hierftU:  ist,  daß  zugleich 

a'  -  6"  -  0  und  a"  +  6'  -  0,  (174) 

was  nach  (170)  zur  l  oige  iiut,  daß  die  äquiyalente  Oberfiächenladung 
konstant,  und  zwar 

^-.-^7?p  (175) 

ist. 

Man  kann  leicht  erkennen,  warum  die  Erfüllung  der  Bedingungen 
(174)  auf  eine  yerschwindende  Feldwirkung  des  deformierten  Zylinders 
fahrt.    Bei  ihrer  YoraussetsnBg  zerfallen  die  Momente  P|  und 
nach  (162)  in  zwei  Teile 

P/-aX»  imd   P/'-6>o,  K  

Der  erste  Teil  stellt  f'me  radiale  Erregung  von  in  konzentrischen 
KroisPü  konstanter  Stärkf  dar;  da  aber  ein  Kreiszylinderjnaiitr]  Tiiit 
konstanter  Oberflächenlaiiintr  in  seiner  Wirkung  auf  äußere  Funkte 
durch  die  gleiche  Gesunitladung  seiner  Achse  ersetzt  werden  kann, 
und  da  die  äquivalente  Oesamtladung  eines  piezoelektrisch  erregten 
Körpers  gleich  Nnll  ist,  so  gibt  dne  solche  Yerfceüung  keine  Wirkung 
anf  äußere  Punkte. 

Der  sweite  Teil  stellt  eine  zirkolare  Erregung  mit  in  koozen- 
trisehen  Kreisen  konstanter  Starke  dar,  und  einer  soldien  entspricht 
überhaupt  weder  eine  Sqniralento  Baum-  noch  eine  Oberflächen- 
dichte.  — 

Der  TOfstehend  Toransgesetsto  spezielle  Fall  linearer  Abhängig- 
keit  der  und  P,  von  x  und  y  findet  nach  §  435  dann  statt, 
wenn  die  piezoelektrische  Erregung  des  Zylinders  durch  eine  gleich- 
förmige Biegung  oder  Drillnng  bewirkt  ist  Wir  erhalten  spnach  den 
merkwürdigen  Sats: 

Ein  gleichviel  wie  immer  gegen  die  Eristallaohsen 
orientierter  Kreissylinder,  dessen  Länge  groß  ist  gegen 
seinen  Durchmesser,  wird  piezoelektrisch  durch  gleich- 
förmige Biegung  oder  Drillung,  wenn  überhaupt,  jederzeit 
so  erregt,  daß  sein  Umfang  in  vier  gleiche  Zonen  ab- 
wechselnd entgegengesetzter  Wirkung  auf  äußere  Punkte 
zerfällt. 

§  439.  Diakueeion  der  für  den  gebogenen  Kreissylinder  gül- 
tigen Fonneln.  Wegen  der  MSglichkeit  der  Beobachtnsg  der  durch 
Tontshendes  signalisierten  Erscheinungen  wollen  wir  die  erhaltenen 
allg^einen  BesnUato  noch  etwas  weiter  entwickehi  nnd  diskutieren. 
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Für  das  Problem  der  gUich  förmigen  Biegung  Ist  nach  (140) 
und  (141) 

-P,-(Jf*-iy)^^^«,   -P,-(Ä^-iy)^^^  (176) 

zu  setzen,  woraus  dann  folgt 

Demgemäfi  liefort  (165) 

glji  —  — -^tCOSJjj,   ^1^1  -^—r^am^x  f  ^^*^J 

und  MeniiB  ergeben  sieh  nomittelbtn'  und  %%  welfilie  Gddfien  nadi 
(166)  in  die  Anidraeke  der  fttr  die  Theorie  der  Beohaehtongen  wich- 
tigen Feldkomponenten  E,  und  E,  eingehen. 

Wirkt  das  äußere,  biegende  Drehuiigsmoment  um  die  X-  oder  Y" 
Aohse,  80  ist  resp.  M  oder  L  gleich  Null,  und  die  Formehi  nahmen 
Tereinfachte  Gestalt  an. 

Es  ißt  nit'ht  inüglicii,  durch  YerfiigunfT  fiber  den  Quotienten  L  Mf 
d.  k.  über  die  Lage  dnr  Drehiirrj^aelise  im  Endqiicrsi'lmitt,  den  Kit- is- 
zylindcr  in  einer  Weise  au  biegen,  daß  er  kein  äußeres  elektrisches 
Feld  aussendet.  Damit  letzteres  ui'^<  InVht,  muß  vielmehr  zugleich 
und  (i.j  verschwinden,  darf  also  üliei liaupt  keine  piezoelektrisclie  Er- 
regung des  Zylinders  eintreten.  Die  wichtigsten  Fäiie,  wo  dies  statt- 
hat, ergeben  sich  ans  den  Tabellen  in  §  414  u.  415;  es  sind  diejenigen^ 
wo  die  Zylindenchflc  in  eine  irgendwiefiehEihlige  krifltallograpbische 
Symmetrieadhee  oder  auch  eine  Spiegelachee  fallt;  dag^en  schlieflt 
die  Lage  normal  sn  einer  fciistallogiaphiedien  Sjmnetrieehette  eine 
Err^ung  dorch  Biegung  nicht  aus. 

Etwas  allgemeinere  Fälle  erhält  man,  wenn  man  die  Zylinder- 
achse als  die  i^'-Achfle  eines  Achsenkreuzes  'SJY'Z'  betrachtet,  daa 
durch  eine  Drehung  um  die  X-  oder  T- Achse  ans  dem  HauptachMn* 
System  XFZ  entsteht. 

Die  Werte  der  Moduln  iV^^  und  d'^,  welche  hier  gelten,  errr^Vt-n 
sich  leicht  aus  den  Formeln  für  die  f.'^  auf  S.  841  durch  geeignete 
zykli-<  1.  ?  V'ertauöchuDgen  bei  Beachtun«/  der  S.  842  für  deu  Übergang 
Ton  de;i  Konstanten  e.^  zu  den  Moduln  (/,^  angegebenen  Regeln. 

Bezeichnen  c  und  i>  Kosiuus  und  Sinus  des  Diehuugswinkels  um 
die  X-Achse,  so  ergibt  sich  z.  B. 
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B«i  einer  Drehung  um  die  Z- Achse  gilt  analog 

Für  Quaiz  würde  dies  gemäß  dem  Schema  (10)  auf  B.  830  liefern 
«Ii  — ««««»-ÄiiW,   4i-05  (181) 

Im  «ratorw  FaUo  ergibt  sieh  nach  (178) 

oder,  wetm  man  den  Winkel  ^  dar  Achse  des  biegenden  Momentes 
gegen  die  A^'- Achse  eini'ührt, 

%2x'--cotg*,  d.h,   2x'^i^+^^-M,  (183) 

§  440.  DUkmlon  dar  fUr  den  gadzülfeaii  Xreiavy^indar  gfU- 
tfgaii  Vormein.  Im  FaUo  dar  glaiefal&rmigen  Driilimg  ergibt  aioh 
aas  (142)  und  (149)  f&r  den  Kreiszylinder  Tom  Radius  B 

also 

Fenier  liefert  (166) 

§i;.(<^u  +  <^)-PoCOs2;K',     *-^,(<iu-^.) 2^'.  (186) 

Hieraus  folgt,  daß  der  gi-iittlite  Zylinder  gar  kein  elektrisches 
Feld  ausseudei^  wenn  seine  Orientierung  derartig  ist,  daß  zugleich 

rf^^  +  d^-0   and   <^4-4|,-0  (187) 

iai  Dabei  ist  er  nach  (184),  wenn  nieht  die  tdodnln  d^^y  d^^,  d^ 
einieln  T«ricliwindeii>  trotidem  piesoelektzisoh  erregt  Dieser  Fall 
ist  &L  887  allgemein  erOrtert  worden. 

Die  widitigrten  Fülle,  wo  die  Relationen  (187)  erfüllt  sind,  er- 
geben sich  ans  den  Resultaten  Ton  §  414  u.  415;  es  sind  die^  wo  die 
Zylinderaehse  in  eine  drei-,  iktt'  oder  eechszählige  kristallograpbische 
Syrametrieachse  fällt  oder  normal  zu  einer  Symn^^'h  ieebene  steht:  dn- 
gegeu  «riht  di('  Lage  in  einer  Spiegelachse  nach  S.  62Ü  die  MogUohkeit 
einer  Wirkung. 
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Von  anderen  Fällen  wollen  wir  nur  diejenigen  erwähnen,  wo  die 
ZylindMMliM  dt«  Z'-kü^  «dm  AjüliMiilcniiiei  X'TZ'  danfcelU^  und 
lotatew  Sjfiem  dueh  «in«  Dnlmiig  «m  die  Z-  oder  die  T^Acbee 
ans  dem  HanptafibicidaeiiB  XYZ  herroigegHigeii  iei  Bis  kommen 
hier  Avadrtleke  Ar  die  Moduln  d^^,  d^^^^d^i^  BetneM,  die  em 
den  Schemata  für  die  e^^  auf  S  "^4!  und  842  und  dmch  eme  ge- 
eignete sfklieehe  VerteiiMlMnig  der  Indiaee  gewonnen  irarden. 

Bezeichnen  e  nnd  8  Kosimia  und  Sinns  det  Breihnngswinkeli  ob 
die  JC-Aehse,  eo  ergibt  eieh 


 2(*,-<t)c*«  +  <^<r(l-2<^-V(l-2<^  (188) 

di-  (c^  -  d^c8  -i-  <^|<J*-  d^f^. 


Wir  wolh'ii  auch  hier  die  spezielle  Gestalt  angeben,  welche  die>e 
Ausdrücke  für  ^^wat/.  anuehmen.   Nach  dem  Schema  (10)  auf  3.  8^ 


+  d^e{l  -  28"), 


im 


(190) 


ans  (189) 

<4-<*i4«*.    ^x'6=^''u<^«;  <^M--2rfu«» 


(191) 


Hierans  ergibt  sieh  im  eistfln  FsUe 


(192) 


im  zweiten 


(193) 
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VorsteheaüeH  enthält  nun  die  Thcnrie  der  von  ItötUgoi  ungesteiiteu 
und  S.  .^13  erwähnten  BpobachtujiL^*  n  über  die  piezoelektrische  Er- 
regung eines  Kreis/.^'liiidersi  aus  l^uürz  durch  Drilluug  um  dessen 
Längsachse.  Der  allgemeine  Satz  von  S.  887  sagt  aas,  daß  ein  solcher 
Zylinder,  wenn  fiberhanpt,  dann  aftets  so  erregt  wird,  daß  sein 
Umfang  sioh  in  vier  Qnadianton  abweduielnd  entgegengesefate  Wir- 
kung teilt;  die  snletrt  abgeleiteten  Formeln  ergeben,  daß  bei  Qua» 
eine  solehe  Wirkung  eintritt  lowie  die  Aehie  dee  gedrillten  Zylinden 
aiu  der  dreizSliligen  Hauptachse  abweicht,  d.  h.,  s  Ton  Null  Ter- 
schieden  ist  Eine  Bolcbe  Abweichung  ist  aber  bei  den  Jßön^^en sehen 
Beobachtungen,  weil  in  ihrer  Bedeutung  nicht  erkannt,  nach  des 
Aatora  Angaben  gar  nicht  mit  Sorgfiiüt  vemiieden  worden. 

m 

§441.  IHe  Poteutialltankllon  einee  Ungi  der  Adhae  g^iOicaik' 
fBzmlg  geepannten  flyUndazs  anf  Punkte  in  größerer  Entfernung. 
Der  zweite  auf  S.  881  u.  882  signalisierte  FaÜ,  in  dem  die  elektrische 

Wirkung  des  lan^  seiner  Achse  gleichffSrmig  gespanntj^^n  Zylinders  auf 
äuß'To  Punkte  sich  einfach  h»^rrchnen  läßt,  ist  der,  daß  seine  Quer- 
dinieiisiunen  klein  sind  gegen  die  senkrechte  Entfernung  J7  des  Auf- 
punktes von  der  Zjlinderachse. 

Wieder  gehen  wir  von  dem  Ausdruck  (146)  für  die  Potential- 
funktion  an  einer  Stelle         m  aus 

wo  wir  norh  rrnn?  allgemein,  da  Pj,  P,,  Pj  von  unabhängig  sind, 
in  bezug  auf  integrieren  können.  Setzt  niun  (ik^^ «  dq^dz^  und 
r'  —  a*  -f  (jP  —  J^o)*»  wobei  a-  ix  —  .Tf,)*  -f  iy  —  »/o erhält  man, 
wenn  «|  und     die  Integrationsgrenzen  für  bezeichnen, 

»-/[- -'"„;;-(P.a%-»)  +  p.<j«,-»))  +  (196) 

Nun  soll  nach  der  Annahme  x*-\-y*'^p'  groU  sem  j^egon  x  * 
und  f/o*,  und  wir  wollen  festsetzen,  daß  x*^  y^',  st.^^tlQ  neben  p'  Ter- 
uachlÜ6ttigt  werden  dürfen.    Schreiben  wir  dann  noch 

+(#-<!,)•-«•, 

i»o  erhalun  wir  durch  Jb^ntwicklung  bis  aof  Glieder  der  ersten  Ordnung 
in  und 
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OrdnAi  nuat  dinn  Aiudmek  unter  Baiateaiig  der  AbkfimuigeD 


^-H,  (197) 

ao  ergibt  sich 

+  P.{Ä-^|f-y,|f))  (198) 


Ii  «- 


FQhri  maa  hierin  die  kombinierten  AnsdrQeke  (141)  und  (143)  für 
die  Momente  Pj^  ein,  ao  erbSlt  man  Integrale  Ton  den  formen 

Die  Werte  allei-  dieser  Iniegiale  aind  aber  nach  §  306  allgemein 
für  jede  Quersclinittsform  angebbar;  die  meisten  sind  gleich  Xull.  die 
ttbrigen  drücken  sich  durch  die  anf  das  positive  Ende  des  Zylinders 
ansfreQbten  Kräfte  und  Momente  ans  geinäß  den  Formeln  (137)  und 
(140)  Ton  §  306 

Hiernach  wird 


9-[|(«o- 

z)  {sd„ + udj  +  ''::}  X 

,f){Äd.«  +  H<W  +  %-) 

-h  K^- 

H 

(200) 
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Da  in  WitUieliktit  stefai  nur  eine  der  Einwirkungen  0,      L,  N 

stattfinden  wird,  so  iet  dae  erhaltene  Resultat  von  großer  Einfachheit 
Folgendes  mag  hervorgehoben  werden:  Alle  elektrischen  Wirkungen 
des  deformierten  Zylinders  gehen  unter  den  vorausgesetzten  Umständen 

scheinbar  von  den  Endqnerschnitten  z,,  ^  5,  und  0q  ==  aus.  Die 
durch  die  Moraento  L  und  M  hervorgebrachten  eider  stehen  in  engem 
Zusammenhang  mit  dem  durch  die  Zugkraft  C  bewirkten.  Faßt  man 
letzteres  als  von  einem  Pol  System  aiif  jeder  Endfläche  ausgehend 
auf,  80  stellen  sich  erstere  als  durch  Polpaare  gleicher  Art  mit  zu 
X  und  Y  parallelen  Achsen  bewirkt  dar.  Das  durch  das  Moment  N 
bewirkte  Feld  läßt  sich  als  dnreh  awei  UmHdie  Systeme  ron  Doppel- 
polen  bewirkt  anffiusen. 

Von  den  im  allgemeinen  achtzdm  piezoelektrischen  Moduln  treten 
mir  nenn  in  dem  Ansdrodc  für  die  Potentialfanktion  an£  Hat  die 
ZjUnderachse  eine  aosgezeidinete  Lage  gegen  die  Krittallaehsen,  so 
kann  sieb  diese  Anzahl  noch  betriehtlicb  redusieren.  Dabei  kommt 
gdegeiiiUeh  in  Betraobt^  daß  nach  (197)  gilt 

Fällt  z.  B.  die  Achse  in  eine  dreizählige  Symmetrieachse,  so  ist 
und  die  Formel  rednaiert  sich  auf 


(201) 


Da  ^  H-  ^  die  Koordinaten  des  Anfpnnktes  s  .nnd  y  ma  in  der 

Yerbindimg  p  y +  ^  enthilt,  so  ist  die  dnieb  eine  Drittnng  be- 
wirkte Feldstirke  hier  rings  nm  die  Zylinderadise  gleieh  nnd  in  dem 
Meridian  dvrsb  diese  Achse  gtlegen. 

Dieser  Ansdmek  tereinfiMbt  sieb  aneb  nicht  weiter^  wemi  die 
Adise  Tier-  oder  seebsiBblig  ist  Dagegen  fSUt  das  Olied  mit  ä^^  fort, 
wenn  (wie  bei  den  Gmppen  (11),  (16)  nnd  (28))  eine  Symmetrie- 
slwM  durch  die  Z-Symmetrieachse  geht;  das  Glied  mit  d^^  verschwindet, 
wenn  auf  der  Z- Achse  eine  zweizahlige  Sjmmetrieaebse  senkrecht 
steht  (wie  bei  den  Gmppen  (10),  (16)  nnd  (22)). 
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Ersteres  findet  Anwendung  bei  einem  parallel  der  Hnuptachs** 
orientierten  Zylinder  von  Turmalin,  letzteres  bei  einem  pnld-en  von 
Quarz;  der  erstere  wird  iilso  ftlr  Punkte  in  angemessen  grober  Ent- 
fernung niclit  durch  Drülung,  der  letztere  nicht  durch  Delmuno  oder 
Bi^pmg  piezoelektrisoh  err^^ 

« 

y.  Abschnitt. 

fi«MclelLtriMke  Emgamg  dfluer  Fkttei  direh  ebeie  IkiüimaMMm. 

%  442.  Die  ^ektriaohen  Grimdformeln.  Während  nach  ror- 
Mkmäem  die  Theorie  gewieier  Dflfoimatioiieii  tou  Zjlindem  ane 
IxistoUiueiier  Snbstani  infolge  Ton  auf  die  Bndon  nugeObton  Bin- 
Wirkungen  neh  TerUUtninnSftig  leielit  eiiedigeiL  ISBt,  bieten  die 
Probleme  der  nn^eiehf&miigeiL  Deformalion  mders  geataltetar  FA- 
parate  große  Sdiwierigkeiten.  Selbst  der  Fall  der  Kugel,  der  sich  bei 
iiotropen  Medien  f^att  erledigen  läfit,  irt  bei  Kristallen  bisher  niebt 
durchführbar,  und  BO  kann  an  eine  theoretieehe  Bearbeitung  der 
S.  808  erwähnten  piezoelektriselien  Beobachtungen  Ton  JRöm^m  aa 
einer  Quarzkugel  vorläufig  nicht  gedacht  werden. 

Auch  die  Theorie  der  Deformation  Ton  dünnen  KristaUpIatten 

ist  noch  keineswet^'4  weit  gefördert;  doch  beziehen  sich  die  über  piezo 
elektrische  Erregung  derartiger  Präparate  angestellten  Beobachtungeu 
»ufallifX  ^^^^  einen  Faü,  wo  Jas  elastische  Problem  der  mit  der  kri- 
atalliuischen  Natur  der  Substanz  sun^t  verbundenen  SchwieriL^keite^ 
entbehrt.  Da  nun  die  Beobai  utuugi-n  Jtr  piezoelektrischen  Erregung 
iu  diesem  Falle  sehr  eigenartige  Uesultate  geliefert  haben,  auch  das 
Problem  der  Brregnng  einer  dünnen  Platte  prixudpiellee  Intereeae  be- 
mtti,  io  mag  darauf  etwaa  nZher  eingegangen  werden. 

Wiblen  wir,  wie  in  dem  Y.  Abschnitt  des  Kapitels  über  Elaeti- 
sit&i,  die  Ebene  der  beliebig  gegen  den  &iftall  orientierten  dflsnen 
Platte  snr  JCT^Ebene  und  untertdieiden  dabei,  wie  im  Tongaa.  Ab> 
eohnitt,  sonicbst  nooh  niehi  ein  Haupt-  nnd  ein  Hil^iHushaen87«ten^ 
Bo  und  Ton  den  eeeba  in  der  Platte  wirkenden  Dmekkomponentfli 
die  drei 

Z^,  Y,,     ^cb  Null 

von  den  übrigen  kommen  nur  die  Integrale  über  die  Dicke  der  Platte 
von  der  Form 

zar  Geltung. 

Deformationen  der  Platte,  weLcbe  deren  Form  eben  belaseea, 
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bangen  von  dm  Intogndeu  der  enten  Art  ab^  deron  Worte  wir  gemäß 
S.  676 

fx^äß  fy^dM  B,  fx/z^fY,dM  B 

setzen.  —  -4,  —  J5,  — S  sind  sonach  identisch  mit  den  auf  die  Längen- 
einheit in  der  Plattertpbene  besogenen  Xntegralwerten  toh  Y^, 
Über  die  Dicke  der  Platte. 

Multipliziert  man  die  Grundformeln  (22)  für  die  pie/m  lekrrl^cilen 
Momente  mit  de  nnd  int^piert  sie  gleichfalls  über  die  Dicke  JJ  der 
Platte,  setzt  auch  ^ 

fp,dz-(P,),  (802) 

(wobei  diese  Bezeichnung  natflrlieh  mchts  mit  der  S.  842  n.  £  be- 
nntston  la  tan  hat),  so  erbält  man 

(PJ  -  rfa^  +  ^1,^  +  d,,n,   (P,)  -  d^,A  4-  d,,B  +  d,,H, 

als  die  auf  die  Flftebeneinheit  der  Platte  bezogenen  Momente. 

Die  Wirkung  der  durch  sie  dargestellten  elektriscben  Erregung 
ist  äquiyalent  mit  der  einer  einfachen  Belegnng  der  MittelMobe  der 
Platte  Yon  der  Diohte 

einer  ebensolchen  Ton  deren  Bandknrre  mit  der  Dichte 

3^--(CFi)  ooe<%Ä)  +       cos  (204') 

und  einer  Doppeibelegang  der  HittelflSche  Ton  dem  Moment  (P,). 
Die  Wirkung  der  Istiieren  kommt  bei  hinieiehend  geringer  Didce  D 
neben  denjenigen  der  ersleren  im  allgemeinen  nidit  in  Bettadii 
Naeh  dem  sehen  wiederholt  boiatirteii  Saks,  daß  die  Ladangen 

die  Quellen  der  elektrischen  Foldstilrke  daisteOen,  ond  bei  Berück- 
sichtigung der  Symmetrie  der  Wirkung  einer  ebenen  Ladongsverteilung 
nach  beiden  Seiten  hin  erhalt  matt  f&x  die  zur  Platte  normale  Kom* 
ponente  der  Feldstftrke  direkt 

£,-2«P,  (205) 

und  damit  die  Bestimmung  derjenigen  Grßße,  die  bei  dem  KuiU^ 
seilen  Besttabongsrerialiren  in  Aktion  tritt 

Wiluend  bei  völlig  gleichfBrmiger  Deformation  nur  Oberflächen- 
ladungen,  während  bei  den  längs  der  Achse  gUiohförmigen  eines 
Zylinders  neben  diesen  anoh  räumliche  Ladungen  wirksam  Worden, 
so  kommen  bei  dor  dfinnen  und  eben  deformierten  Platte  nur  räum- 
liche Ladungen,  aber  mit  einer  Fläohenladang  äquiTalen^  aar  Geltang* 
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^  443.  Die  elastisclieii  Gruudloiiualu.  Wo  es  sicli  hei  dem 
FlrobieiD  der  ebenen  Deformation  einer  Platte  (wie  hier)  in  eisier 
Linio  um  die  Werte  der  Drucke  A,  B,  H  handelt,  empfiehlt  ach  die 
Behandlnsg  des  ebatiMhen  Fh^bleme  mit  Hilfe  der  8. 688  eingefUhrtaiL 
Funktion  Sl,  dnrch  velehe  die  Dmoke  sich  auadrHekeft  gen»ß  den 
Formehi 

Die  Hanptgleichong,  welehe  Sl  za  erf&Uen  hat^  lantet  nach  8.  689 

Hierzu  kommt,  wenn  nuf  den  Rand  der  Platte  die  Komponenten  H 
und  H  pro  L&ogeneinheit  wirken,  das  Paar  der  Bandbedingnagen 

Die  Beobachtungen  Ton  Kmdt  Ton  S.  807,  deren  Eridirong 
nnsera  Aufgabe  ist^  hesiehen  sieh  aof  eine  Quarzplatte,  deran  Ebene 
normal  rar  Hanptaehae  (A^  orientiert  war.  Hier  gilt  naeh  8.  58S 

nnd  die  Hanptgleiehnng  nimmt  die  fttr  isotrope  Körper  geltende 
Form  an 

JJSl  -  0,  (209) 

.  über  deren  Integration  eine  große  Literatur^)  existiert. 

Bei  den  /.u  behandelnden  BeobacliLuugen  wurde  die  Quarzplatte 
nur  an  zwei  einander  diametral  gegenüberliegenden  Punkten  des 
Kandes  normalen  Drucken  ausgesetzt.  Derartige  Probleme,  wo  £in<- 
wiikongen  nnr  anf  elnselne  Bandpunkie  ansgetlbt  wecdaa,  behsndela 
Bloh  immer  am  bequemstem  so,  daB  man  TOn  Sinwirknngen  anf  eiii< 
seine  innere  Ponkte  ausgeht,  den  ganseiL  Band  dabei  als  frei  an- 
nimmt nnd  dann  jene  Pnidcte  dem  Rand  heliehig  naherfleken  Ittt 

So  wollen  wir  aneh  hier  Tsifidnen.  Unsere  erste  An^gabe 
ist,  eine  psrtiknläre  Lösung  fOr  A  zn  bflden,  die  —  zunächst 
ohne  Rücksicht  anf  irgendeine  Randbedingung  —  die  Wirkung  einer 
zur  Plattenebene  paralleleu  Kraft  ausdrückt,  die  in  einem  beliebigen 
Punkt  angreift;  hieraus  ergibt  sich  sogleich  die  Lösung  für  den  Fall 
der  Wirknn;[j  me1'  rerer  derartiger  Kräfte  dnrcli  Superposition.  Sodami 
würde  zur  Bildung  der  Tollständigen  Lösung  eine  zweite  partikuläre 

1)  S.  dar  über  i,  13.  A.  Timpe,  Göii.  Diüs.  190ö. 
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LOfioug  za  findw  sein,  webdie  die  «ste  in  bmg  mf  den  Bend  der 
Pleite  kompenaeri 

§  444.  DeKncmelloii  der  nnendliohen  Fletto  dnräh  Uir  pewllele 
XMhfle»  die  eii  Hwif»nfn  Punkten  eagfelANi.  Jede  FunkHon,  welohe 
die  Qleiobiing 

erfüllt,  gmüfi^  auch  der  Gleichung  (209).  Ersterer  Bedingung  ent- 
spricht aber  der  reelle  oder  der  imaginäre  Teil  jeder  Fuuktiüu  F  von 
JC     iy.    Wähleu  wir  für  ietztere  Funktion 

F-j»(«  +  iy)ln(«  +  fjf),  (210) 

wobei  })  eine  Konstante  beseielmet«  bo  iietert  deren  reeller  Teil  für 
il  den  Ausdruck 

Ä-jj»«ln(«»  +  y«)-j>yare4g|^.  (211) 

Wir  k&men  mit  einem  solchen  Ansatz  trotz  seiner  Mehrwertigkeit 
operieren,  da  nach  (206)  erst  die  zweiten  Differentialquotienten  von 
direkte  phynkalische  fiedentong  haben  nnd  diese  einwertig  eind. 
In  der  Tet  güt 

d*si     px     a»Ä       p»      d*a  ^^^^^ 


Diese  Werte  geben,  in  (208)  eingesetzt,  die  äußern  KiTifte  £,  H,  welclie 
an  einer  Begrenzung  der  Platte  ausgeübt  werden  m&ßten,  um  die 
betreffenden  Deformationen  zu  bewirken. 

Wir  wollen  die  Platte  nach  innen  durch  einen  Kreis  um  den 
Koordinatenaufaug  als  Mittelpunkt  begrenzen,  nach  außen  aber  zu- 
nächst unbegrenzt  lassen.  Ist  dieser  Kreis  sehr  klein,  so  wird  für  die 
Deformation  der  Flatt«^  ndt  Aoemlune  TOn  aeiner  nnmittelbarau  Um- 
gebung, nnr  die  Gesemtknft  mußgebend  aein,  die  ana  den  auf  die 
Begrenzung  an^geflbten  KiUten  £  und  H  leanltierf^  d.  L 

(=)-y=rf.,  (H)=/Hrf».         .  (818) 

Di«M  W«(to  flDd«B  aieh  nadi  (208)  m 


(=)-  ^j,  (H)  ^  ,  (214) 
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wobei  die  AiudrUoke  reehli  iwisoImii  d»  Orensen  in  nehmen  smd^ 
die  der  Umkiifaiig  der  BeadkiuTe  entspreehen.  Es  folgt  lomii 

(£)  2xp,   (H)=-0.  (210) 

Dfts  SpannnngsByetein,  welches  der  Ansftts  (211)  ans- 
drQckt,  entspricht  also  einer  im  Koordinatenanfang  (resp. 
gegen  den  R»nd  einer  diesen  Punkt  ausschließenden  Bohrung) 
parallel  zur  X-Achse  wirkenden  Kraft  Ton  der  Stftrke 

Soll  eiue  Kraft  F  —  2nq  nicht  parallel  zur  Jl-,  sondern  parallel 
Sur  y-Achse  wiikea,  so  tritt  an  Stelle  von  (212) 

Soll  die  Kraft  an  einer  andern  Stelle  y^  angreifen,  ao  aind 
nur  ftberall  m  nnd  jf  mit  den  lelativen  Koordinaten  y  —  y% 

SU  Terlauschen. 

üm  die  Wirkungen  zweier  entgegengeaetaten  Ki^fte  auf  swo 
Stellen  x^,  und  x^y  in  Rechnung  zu  setzen,  deren  Yerhindungs> 
linie  (1,  2)  der  ausgeübten  Kraft  parallel  ist,  hat  man  nnr  die 
bezüglichen  partikulären  Lösungen  mit  entgegengesetzt  gleichen  Para- 
metern p  zu  addieren. 

Die  so  erhaltenen  partikulären  Losungen  erledigen  den  Fall  einer 
unbegrenzten  Platte  mit  Einwirkungen  gegen  zwei  Punkte.  Um 
TOn  hier  zu  dem  Fall  einer  begrenzten  Platte  fortzuschreiten;  hat  man 
naeh  8.  897  eine  weitere  partikuUre  LSsong  Ton  (209)  aafrosiidien, 
welohe  mit  den  obigen  zusammen  am  (Süßem)  Bande  die  Bedingungen 

~  —  konai,   |^  ^  konat 

erfdUt.  Für  eine  kreisförmige  Gestalt  der  Platte  gelingt  diea  mit 
Hilfe  ^Faur/ersoher  Reihen. 

S  445  Entwicklung  der  Formeln  für  den  Fall  zweier  ent- 
gegengesetzten Kräfte.  Die  7ii  erk1;ironrleTi  "Rt^ohnfhtungen  beziehen 
sich  auf  Platten  mit  denjenigen  sechsecicigen  Begrenzungen,  welche 
die  Prismenflächen  des  Quarzkristalles  liefern.  Für  solche  ißt  eine 
strenge  Theorie  kaum  möglich;  sie  scheint  auch  unnötig;  da  es  sich 
nur  nm  qualitative  Beobachtungen  handelt. 

Indem  wir  in  Rflckaieht  nehmen»  daß  die  Spannungen,  welche 
durch  die  Toransgeeetsten  Siafte  in  der  Platte  entstehen,  nahe  der 
Yerhindongslinie  von  deren  Angrifiispankten  hei  weitem  am  ataikaten 
sein  und  naeh  aoBen  hin  schnell  abnehmen  müssen,  dfli&n  wir  schließen. 
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daß  anf  das  BereiiSih  in  der  TJongebimg  janer  VerbindangBluiie  (1, 2) 
daa  Yorhandenaem  einer  Begrensnng  der  PJatie,  sei  es  mm  dnreh 

einen  Kreis  oder  durch  ein  reguläres  Sechseck  mit  dem  Zentrum  in 
der  Mitte  der  Verbindungslinie  (1,2),  keinen  wesentlichen  Einfloß 
haben  kann.  Wir  werden  also  demgemäß  die  besprochenen  Beoback- 
tiingen  mit  den  im  Torigen  Paragraphen  abgeleiteten  partikularen 
Lösungen  vi^rgleiohen ,  die  streng  nur  dem  Fall  der  nach  außen  un- 
begreuzten  Plattü  entsprechen. 

Es  handelt  sich  dabei  um  die  beiden  Falle,  daß  die  Krütte,  welche 
die  Deformation  hervorrufen,  parallel  zur  JV-  oder  zur  l'-Achse  wirken^ 
ihre  Angrifispunkte  liegen  dabei  auf  der  X-  oder  auf  der  F-Aohse. 
Da  wir  Dnickkrafte  TOiansseteen,  so  legen  wir  den  Angriffspunkt  (1) 
der  negativen  Kraft  je  auf  die  positive  Seite  der  betreffenden  Achse, 
den  (2)  der  positiven  Kraft  auf  die  negative. 

Die  in  diesen  beiden  Fällen  gültigen  Ausdrücke  für  Ä,  B,  H  er- 
geben sich  nach  den  Bemerkungen  von  S.  89G  aus  den  Formeln  (212) 
und  (216)  und  mögen  der  Kürze  kalber  geschrieben  werden 

resp.  (217) 

+  — -ir-j — g— . 

Hierin  bezeichnen      und  /\,  den  Abstand  des  Aufpunktes  von  d^ 
beiden  Angriffspunkten  (1)  und  (2). 

Für  die  Momente  (P)  folgt  hiemach  aus  (203)  bei  Voraussetzung 
der  für  Quarz,  gültigen  Moduiwerte  rf^^ 

(PJ  ^-2M,^7-^\     (P,y  .2Ms^^f^\ 

resp.  (218) 

Dies  gibt  nach  (204)  för  die  äquivalenten  FUUshendickten 

lesp.  (219) 

Setst  man  jp  — rr^^rj^oos^^,  jß  —  yk^^r^sin^^^,  so  liefert  die« 

V*  (220) 
P  -  +  43^(-^^-.  ^  r 

67  • 
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§  446.    VergleiohTing  der  Besnltate  mit  dni  Beobaohtan^n. 

Charakteristisch  für  die  beobachtbaren  Erscheinungen  sind  nach  S.  807 
die  Kurvp'n  verschwindender  Ladungen,  welche  hei  dem  Kundtschtm 
BeötüubuDgsverfahrpn  di^  Bnrpiehe  trennen,  in  denen  eich  das  Mennige- 
und  das  S(;hwefelpu] -m  ansfuiimelt.    Die  genaue  Diskussion  d^r^elbeii 
bietet  wegen  der  F  rni  Js  i  Uieichungen  (220)  einige  Schwierigkeit 
In  sehr  großer  Sake  von  einem  Angriffspunkt  überwiegt  stets  da? 
auf  dieeeu  beiOgliche  Glied  weit  dasjenige,  welches  von  dem  anati.. 
Angriffq^mikt  liinillirt  Dilur  fanui  oian  in  der  direkten  Umgebung 
dei  AngriftpmikkM  (1)  je  nur  mii  d«m  owt«  GHied  der  Kkmmmi 
in  (SSC^  operitren. 

Man  erimmifc  to,  daft  die  Knrren  P'«0  in  den  Ajigrifispunktai 
die  Koffirdiaeieiiaeliaeii  mter  ±  45*  edmmdoi,  dagegen  die  £iirfen 

 ff^  P"— =  0  ihnen  parallel 

verieafen.  lBidi^>0, 
BD  haben  die  P  in  der 
Umgebiin«!  der  bei- 
den Aii;^ritfspunkte 
in  den  beiden  Fäll»  u 
die  Vorzeichen  v  er- 
teilung,  die  aus  Fig. 
207  u.  208  ersicht- 
lich ist 

Ffiliren  wir  m 

weiterer  Disknanon  re^twinUige  Eoozdineteit  ein  und  bewiehnm  die 
Abetftnde  der  Angriffirpnnkto  Tom  Koorclinatepanfaag  mit  a  renp.  bp  m 
erhaltoi  wir  fOr  P'^-O  leep.  P"— 0 


Flg.  S07. 


reepi 


(221) 


(«•  +  (y  —  &)»)*     («'  -f  (3/  4-  &)•)• 


Beiden  Gleichungen  wird  durch  x  ^0  genflgi,  in.  beiden  F&Uol 
bildet  also  die  Y-Achse  eine  neutrale  Kurve. 

Nimmt  man  x  nnendlich  klein  an,  so  wird  die  erste  Gleiehnng 
(221)  za 

«(a»-3y»)-0}  (222) 

ee  wird  im  ersten  Falle  also  die  F-Aohse  bei  y  =  -i:  a/]/8  dorek  eine 
weitere  neutrale  Knm  noimal  geaohnitten;  im  sweitein  fUIe  gibt  es 
eine  derartige  xweite  Enrre  mäk 

Endlich  kann  man  sich  leicht  Auskunft  ttber  das  Terh alten  Ton 
P'  und  P"  auf  einem  Ereis  Tom  fiadins  a  zesp.  h  um  den  Koordinatai- 
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snfiNDig  Tersehaffeiii  indem  nun  «—aoos^,  y  afrin^,rei{>.««&oofdy 
i&nnd  Betet  Man  findet  beide  Malef  daft  linge  eines  eolehen 
Eieiies  ein  ZeicihcaiwediMl  nor  in  der  7>AdiBe  abtttfindei 

Beaehzinken  wir  gemSß  dem  oben  Bemerkten  die  Diakoaaion 
auf  daa  Beraieh  swiadhen  den  Bmekatellany  etwa  auf  daa  Innere  des 
Krdaea  TOm  Ri^na  a  r^p.  b  um  den  Eoordinatenanfang,  so  liefert 
uns  Yorstehendes,  was  in  Figur  207  und  208  wiedergegeben  iat, 
bereite  genügende  Auskunft  über  den  Verlauf  der  neutralen  Kurven 
und  somit  über  die  Verteilung  der  Ladungen.  Die  Vergleichung  dieser 
Figuren  mit  dor  Darstelluii o;  der  Beobachtini lt  in  Figur  188  nnd  l?^!) 
auf  S  807  zeigt  eine  quaiitutive  tJbereinstimmung,  Unsere  theore- 
tiscbteu  Entwicklungen  liefern  also  auch  eine  Erklärung  der  merk- 
würdig Terschiedenen  Wirkungen  einer  Kompression  parallel  der  X» 
und  einer  solchen  parallel  der  l-Achse. 


VI.  Abschnitt. 

Blektriiehe  Beümuliei  araMMlMir  Kristalle. 

§  447.  Die  Grundgloichungen.  Die  Oriindlormeln  für  die  durch 
ein  innerhalb  des  KiietttUs  erregtes  elcklriaciies  Feld  hervorgerufenen 
Spannungen  lauten  nach  (10)  in  anaftthrlicher  Sohreibweiae 

9,  -  «12^1  +  er,E,  +  e^E,,  (223) 

wobei  die  piezoelektnaehen  Konstanten  sich  nach  den  Schemata  Ten 
S.  829  u.  f.  auf  die  Terschiedenen  KristaUgmppen  apesialiaieien  nnd 
die  digj  ...  36^  neue  Bezeichnungen  sind. 

Indem  wir  die  Symbole  X^, . , .  för  die  elastischen  Drucke 
beibehalten,  kommen  wir  an  Qeaamtdrnoken  mit  den  Komponenten 

^.-X,  +  3e„...   S,^X^^X^.  (224) 

Für  diese  Gesamtdmeke  gelten  jetat  die  allgemeinen  Qleichungen,  die 
in  §  383  in  einem  analogen  Falle  znaammengesetater  Drucke  auf- 
gestellt sind,  nämlich  einerseits  die  Hauptglttohnngen^  die  bei  Ab- 
weaenheit  änifterer  köperlieher  Kräfte  lanten 

0-^  +  ^  +  ^   (226) 
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und  todum  dio  Oberfllehoibedmgungen 

in  deuen  X,  F,  Z  die  äußern  Druckkompouenten  bezeichnen,  und  n  die 
innere  Normale  anf  dem  OberflSchenelement  ist.  Ans  diesen  ^let- 
ehnngen  lassen  sich  bei  in  der  ganzen  OberflSdie  gegebenen  ^,Y,Z 
die  den  letsteren  entsprechenden  Deformationsgrößen  x^,  tf^f*  ^9  ablaiten. 

Um  anch  die  Yerrfickungen  UfVfW  in  bestimmen,  mnB  noch  die 
Yerbindiing  des  betrachteten  Körpers  mit  dem  Eoordinatenajaiem, 
d.  h.  seine  Befestigung,  Torgeschrieben  sein. 

Die  elektrischen  Feldkomponenten  sind  in  der  Praxis  €ewt  nie 

direkt  gegeben,  sondern  mit  Hilfe  Yorgeschriebencr  Ladungen^  die  ndt  | 
der  Kegel  nach  in  Belegungen  der  Oberfläche  des  KristaUprSparates 

befinden,  bestimmt 

Wir  werden  uns  ähnlich,  wie  bisher,  auch  in  diesem  Abschnitt 
zunächst  auf  die  Vorgänge  erster  Ordnung  beschränken,  nämlich  nar 

die  direkten  Wirkungen  dieser  Ladungen  in  Rechnung  setzen,  während 
in  Wahrheit  die  durch  pie  Ve^virkt«  Deformation  eine  piezoelektrische 
Erregung  und  mit  ihr  em  elektrisches  Feld  zweiter  Ordnung  hervor- 
ruft. Gegen  Ende  des  Abschnittes  werden  wir  kurz  auf  Vorgänge 
höherer  Ordnung  eingehen.  - 

Fehlen  äußere  Drucke,  ist  also  der  Kristall  nur  der  Wirkung  ' 
des  Feldes  ausgesetzt,  so  kann  mun  den  Bedingungen  ^225)  und  (226j  1 
durch  die  Annahme  | 

S,=  H^  Ä,-0  (227) 

genagen.  Damit  dies  aber  eine  mögliche  L9«uug  sei,  sind  noch  anders 
Bedingungen  zu  erfllllen. 

Man  erhSit  n&mlieh  aus  (223)  und  (227)  zon&chst 

  (228)  1 

und  wenn  man  diese  i  ormeln  mit  den  Faktoren 

•  •  ■         hi>       •  ♦  •  h»^   Hu  H»*  * '  * 

zusammen&flt  und  die  Beaiehungeu  (II)  und  (13)  beachtet  auch 

d^^E,  +  (I,,E,  +         =  +  av> 
  (229) 
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Diese  Formeln  sclieineiL  xnnacbst  mit  (17)  im  Widerspruch  zu  stehen; 
es  ist  aber  zu  bodenken^  daß  dort  wirkiailie  JDtroolDB  in  dor  Grofie 
4er       hier  der  —      voransgesetzt  sind. 

Damit  nun  der  Ansatz  (227)  zulässig  sei,  mliaten  die  Deforma- 
tiOBBgrößen  and  somit  die  nach  (229)  mit  ihnen  verknüpften  Feld- 
komponenten die  allgemeinen  Beziehnngen  (T^O^^)  von  S.  769  befriedigten. 
Dies  ist  stets  der  Fall,  wenn  die  Feldkomponenten  in  dem  liristall 
konstant  oder  aber  lineare  i^^mktionen  der  ILoordiuaten  sind. 

§  448.  Homogene  Deformation  im  homogenen  Feld.  Der  denk- 
bar einfachüte  I  hU  der  Anwendung  dieser  Gleichungen  ist  der  einer 
hinreichend  ausgedehnten  nnd  beliebig  orientierten  Platte  mit  Be- 
legungen der  bäden  Gnmdfliehen,  die  auf  eine  gegebene  PotentuI* 
diflbrens  (^^  —  (p^)  geladen  sind.  Legen  wir  die  Z'-Aehae  einoi 
'X'fZ'-EooidiniifeenajBtems  in  die  Naimale  der  Platte^  lo  gilt  dann, 
wenn  D  die  Dicke,  der  Platte  beieiolinel^ 

£;-o,  ^'-0,  iV-^^;  (230) 

zugleioh  folgt  ans  (225),  da  eine  Abhängigkeit  von  x'  nnd  ana>  * 
gerohloeaen  lein  mag,  S,,  H^,  konstant,  nnd  wenn  anf  die  Grand- 
fliehen  keine  äußern  Drucke  wirken,  nach  (226)  aack  gleich^  Nnll. 
Ist  die  Platte  ringsum  frei,  so  genügen  wir  den  übrigen  Bedingungen 
duieh  die  Annahme,  daß  auch  S^,,  H^,  IS^  verschwinden,  denn  ea  liegt 
Her  der  oben  berrorgehobene  Fall  konstanter  Feldkomponenten^ 
Tor. 

£b  ergibt  eiob  dann  nach  (228) 

<i^V  -  —  Z/,  . . .  -  —  (281) 

nnd  nach  (229) 

Diese  Fonneln  enthalten  die  Theorie  der  Ton  den  Bradem  Cime 
angestellten  Beobaobtungen  über  elektrische  Deformationen  spesiell  Ton 
Quari,  soweit  bei  ihn^  die  letzteren  sich  frei,  d.  h.  ohne  meehanisehe 
GegeokrSlle  anabtlden  konnten. 

Bei  diesen  in  §  406  an  enter  Stelle  beschriebenen  Yersnehen  bg 
die  polare  X-Achse  in  der  Normale  der  Platt^  und  es  wurde  die  Dila- 
tation in  der  Richtung  der  F- Achse  des  Hanptachsensystems  beobachtet. 
In  diesem  Mle  gilt  nach  dem  Parameterschema  (10)  auf  8.  830 

d,,E,^x,,  =        0-ir„    d,,E,^tf„   0-ir,=  .v,  (233) 

dies  Besoltat  stimmt  mit  dem  Eigebnis  der  Beobachtungen  flberein. 
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Wir  wollen  indes  anieh  die  in  §  404  besdiricbaia  Anorditiiii^ 

welche  deu  Gurtes  bei  ihren  ersten  Beobaditungen  diente,  einer  an- 
genäherten i  Ii c  treti sehen  Überlegung  onterziehen,  weil  sie  ein  ein- 
faches Beispiel  behinderter  elektrischer  Deformation  er^bt.  Da  die 
hierbei  benutzten  Qnarzplatteu  sämtlich  normal  zur  X-Achse  ge- 
scluiitten  waren,  so  woUen  wir  für  die  EechnoBg  aooh  das  üauptachflea- 

Sjsteiii  i leniitzcii. 

Ka  iiiug  m  Erinnerung  gebracht  werden,  daß  bei  diesen  Versuchen 
zwei  Systeme  von  je  drei  Platten  (1,  2,  3)  und  (1',  2',  3')  in  An- 

•  Wendung  kamen,  die  in  einer  Anordnung, 
welelis  Fig.  S09  tolieiiuitiedi  wiedergibt, 
doieli  eis  meblknee  Geetell  anleiBnidar- 
gepveBt  wann.  Die  iiiilÜera&  Fletten  (2) 
.  und  (2^)  waren  beid«neiti  mit  metal- 
liaehen  Belegungen  «,  ß  und  /I'  im- 
iehen.  Diejenigen  oc,  ß  von  (2)  waren 
auf  eine  Potentialdifferenz  ^a~~^fi  geladen, 
■g^^  '  diejenigen  a,ß'  mit  den  Quadranten  des 

Elektrometers  verbunden. 
Der  anfangliche  Druck,  der  seitens  der  Fassung  des  Platten- 
systema  auf  die  oberste  und  die  unterste  Platte  ausgeübt  war,  sei  /7g: 
bei  Erregung  der  Potentiale  (jp;,  und  9?^  in  den  Belegungen  u  und  ^ 
verwandle  er  sich  in  //.    Die  iu  der  Figur   angedeuteten,  anderen 
Meftallplatten  emoi  dauernd  anf  dem  Potoitiel  Noll  erhalten. 
•Werdm  dann  die  Dieken  der  Platten  in  dem  oberen  System  mit  D^, 
l>%iD%  beceichnet^  eo  entatelien  in  denaelben  bei  Lndong  der  Be- 
legongen  a  nnd  ß  die  Feldatirken     in  der  Biehtimg  der  in  dar 
Figor  dnreh  Pfeile  angedeuteten  +  Z-Aehaen 

TT  —  77n  ist  der  in  dem  untern  System  piezoelektrisch  wirksame  Druck, 
während  die  analoge  Wirkung  im  oberen  System  ignoriert  werden  darf. 
Vor  der  Ladung  der  Belegunircn  a  und  /5  ist  in  allen  Platten 

nach  der  Ladung  gilt  in  deu  Platten  des  unteren  Systems,  da  die 
Potentiale  der  Belegungen  a  und  ß'  bezflglich  der  Druckwirkung  za 
▼emaflhlBaaigep  nnd^  ttbafwnetimniend 

(S.)  -  (X.)  -  n,  (235) 
In  denen  des  oberen  nach  (223)  and  (224)  bei  Anwendong  anf  QoaA 
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H^f  Z,f  ...  ^Ty  lind  allenihalbw  dansnid  gkieli  NnlL  Hitnnif  folgfc 
für  di«  Plailen  des  nntereii  Syitanu  anoh  du  y«nelLwmden  tiau 
Ty,  Z.,  . X^,  Ehrend  fOr  diejenigen  des  oberen  iiaeh  der  Ladung 
der  Belegnngen  nach  (223)  und  (224)  gUi 

-       +  (r^\  -  (ZA  -  e,,E  +        ^  (ZJ,  =  (X^  -  0.  (287> 
Die  DifEerenaen 

(2;^,-(3y^-(uij.,  (r,),-(r^-(5,)„... 

(238) 

besthnmen  die  Deformationen  in  den  Teraebiedenen  PUtten.  Ina- 
besondere  wird  die  Änderung  der  lineären  Dilatation  parallel  an  X, 
d.  h.  (a^i^  ^  (x^  —  (a^^  fttr  Qnan  gegeben  aein  dnreh 

da  die  übrigen  Glieder  rechts  mit  (CJ^, . , .  (A^)^  verschwinden«  Be- 
züglich der  (A^)^  und  (i?^)^  ergibt  sich  nun  nach  (235)  nnd  (236)  so- 
wie den  obigen  Werten  von  jBJ  fUr  die  Platten  dea  oberen  Sjatems 

(ilj,-ir-lli-<i.i^,  (jy,-  +  e„f!^,  (340) 
ftr  diejenigen  dea  nnieren  Syatema  folgt  aber 

(^j-jr-Ji„  (Ä,)-o.  (s«) 

Di»^  Verirrrißeiimg  (1  der  Gesamtdicke  dfs  Systems  wird,  wenn 
man  die  Sumiue  der  Dicken  des  unteren  bjstems  mit  D'  bezeichnet 
nnd  die  Dicke  der  metallischen  Belegungen  vernachlässigt,  gegeben 
sein  durch 

d  -  (aJ.Di  +  (a,),Xl,  +       A  +  C«,)^'-  (242) 
Bei  EinaetMn  der  Anadrfleke  (239)  bia  (241)  «rhSlt  man 

^ä-^s^^in-  ilg)^!)*-  2e„ ^s^^  -  «,,)(y„  -  y^),  (243; 

wobei 

Wire  die  awialKaehe  Fbaanng  dea  Plafttensjstema  Tölüg  starr,  so 
kSnnie  m«n  hierin  i? « 0  aetaen.  Diea  iat  indeaaen  kaineawega  der 
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Fall;  kein  Metall  kacn  neben  Qnan  als  ttarr  )>ebachtet 
Führen  wir  ftlr  die  Dilatation  der  metallischen  F^HWUng  einai  Mudnl 
B  ein,  dar  natürlich  nicht  eine  reine  Materialkonatante  ist,  sondern 
BOoh  den  Quotienten  der  Querschnitte  der  Qnarzplatten  und  der  die 
Metallplatten  sEosammenhaltenden  Beulen  (in  Fig.  190  auf  S.  811) 
«nthält,  und  setzen     =  (/7  —      S  2^kt  ^ 

(iii+a)(ii-j}Ü^2).-a«^,(«„-0(».-»^.  im 

iroM  DMh  8.  870       e^- d^Sf^- +  d^c^.  (345) 

Nim  entsteht  bei  einer  Druckrermehrung  IT  11^  HBßh  (22)  in 
Qam  ein  elddziielut  Moment  naok  du  X- Achse  von  dem  Befaage 

-P,-i,,(iT-H); 

«8  (pli  somit  schließlich 

A      +  ^  -2"^  -  2  €b  <*it  («11  -  «it)  (9ß  -  O .  (246) 

Die  TorBiehende  Betnusliiung  baaiimmt  die  Wirkongsweiae  dv 
CWieaehaii  Aaordirang  (innerhalb  dar  foatgeaetaton  AmdUiwaiig)  toU- 
flttndig,  aber  man  erkennt,  daß  eine  Verwertung  denelbeii  f&r  eine 
quantitative  Prüfung  der  Theorie  sehr  schwierig  ist. 

Daß  sich  das  in  dem  unteren  Plattensystem  schließlich  erregte 
Moment  mit  c^^J^^  proportional  findet,  liegt  in  der  Xatur  der  Sache, 
weil  der  auf  dies  Sjstem  wirkende  I^rock  selbst  mit  «n  proportional  ist 

§  449.  Theorie  des  Curie  sehen  Zwülm^astreifeuB.  Die  Tor- 
atahend  bebandeltaii  Beiapiele  elaktriadbar  Peformstioii  waren  dadnrdi 
«nageseichnety  daß  bei  ihnan  die  DsefoimationsgröBai  durch  die  Be- 
dingungen ra  Eonataniesn  wurden.  ChrSßeres  Üieoretiacbea  Intereve 
beailsEan  FSlle  Tariabler  DaformatioDigrQfieo,  nnd  ea  trifft  aicli  günstig 
daß  für  dergleichen  auch  Beobachtimgen  vorliegen. 

Wir  entwickeln  na(?h stehend  zunächst  die  l^eorie  dmr  Deformation 
«inee  ZwiUingeetre^enai  wie  er  nach  S.  812  von  den  Gurtes  hergestellt 

und  beobachtet  worden  ist,  in 
einem  homogenen  elektriscJbeja 
Felde.  In  den  Tiachsten  Para- 
graphen wird  Ii'"  ßobimdluug 
einiger  Fälle  inhomogener  Felder 
folgeil. 

Das  von  den  Curies  beiiutrt* 
Präparat  bestand  aus  swei  sehr  dflunen  QuanblStteni,  daraiL  Sbott 
normal  zn  einer  polann  Achae  lagen  imd  die  in'  Terwandatany  ein* 
andar  spiegelbildlich  entfpre eilenden  Poaitionan  mit  iwai  ibw 
Fttahen  Twkittai  wiran  (a.  Fig.  210). 
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Die  gpröftte  Bnireekong  (die  Länge  des  Piipnates)  lag  parallel 
der  r-Adbie,  die  Ueiiiite  penlldl  der  (polaien)  X-Aohae.  Die  t6k^ 
Idttefce  IGttelflSehe  «ntspieohe  s^O,  die  beiden  GrundflSehflii  x^±d. 
]>ie  Hüfte  »>0  bebe  die  argprflngliohft,  « < 0  die  verwendete  Orien- 
üerang.  Das  Fkftperai  sei  keinen  mechanischen  Einwiiknngen^  sondern 
nur  einem  homogenen  Feld  £  parallel  der  +  X-Achse  aasgesetzt. 

Die  strenge  Theorie  der  unter  diesen  Umständen  einsetzenden 
Deformation  hiftet  wiederum  große  Schwierigkeiten.  Eine  betiacht- 
liche  Vereinfachung  entsteht  'wio  das  schon  dif'  Cnries  bei  ihrer 
ohne  Kpnntnis  der  allgemeiuen  üesetzo  durchgelührten  Behandlung 
des  rrobleins  benutzt  haben\  wenn  man  fUr  die  Rechnung  das  h«i 
den  Beobachtnngen  wirklich  benutzt«  Prii])arat  durch  ein  ihm  wülir- 
scheinlich  nahe  äquivalentes  ersetzt^  bei  dem  die  lästigen  Bedingungen 
für  die  Zwiieliengrenze       0  Termieden  lind. 

Die  Cmies  beiarachten  ein  Präparat,  dessen  beide  HUftan  :r  ^  0 
nadb  Zwisebeiuelialtang  einer  lebr  dünnen  metalliaeben  Belegung  in 
der  nrsprttnglielien  Poaition  gnmmmengekittet  find,  nnd  nehmen 
dieie  innere  Belegung  anf  ein  Potential  die  noflen  angebiadiian 
auf  ein  anderes  9^  geladen  an.  Diee  Präparat  kann  dann  (da  die 
*  Kittfläche  in  dem  minimal  deformiwten  Bereich  liegt)  als  homogen^ 
über  in  seinen  beiden  Hälften  entgegengesetzten  konstanten  elek- 
trisclien  Feldern  ausgesetzt  betrachtet  werden.  Wir  wollen  die  Theorie 
t'ines  derartigen  Präparats  entwickeln  und  dabei  die  parallel  Z  liegende 
Breite  hq  klein  annehirien.  daß  das  Präparat  als  ein  Stab  aus 
knstailiöierler  Substanz  ;iiiL:>  sebeu  werden  kann. 

Da  dieser  Stab  auf  uemer  ganzen  Länge  gleiche  Einwirkung  erfährt, 
80  werdeu  wir  ihn  als  längs  seiner  Achse  gleichförmig  deformiert 
betrachten  und  die  für  diesen  Fall  in  dem  lU.  Abschnitt  des  VH  Kapitels 
entwickelten  Formeln  anwenden  können.  Nach  nnserer  Annahme  wukeu 
ftuBere  meohanisobe  Etille  aof  das  Fr&parat  nicht  ein,  es  gilt  eomii 

Ä,-flr,---.-Ä,-0,  (247) 

wohf*i  flir  dieee  Dmckkomponenten  die  Ausdrücke  (224)  zn  bcnnt7en 
sind.  Für  die  H^,  . .  .  ergeben  sich  die  Werte  nach  (22li)  bei  Heran- 
ziehung des  Konstantenschemas  (10)  auf  S.  850  und  bei  Benutzung 
der  Werke  JS,  =- ii^  =  0  und  j&i  -  ±  JS  für  a;  ^  0  au 

«.--^i-±«u^,  9, — 8. —  ^.-0, 

%  r.-i^*^   &  ^.-0,         35,  2,-0. 

Die  früheren  Formeln  fOr  den  ^IfiLchfSnnig  deformierten  Stab 
bsnehen  eieh  aof  ein  Eoordinateneyeten,  deeaen  Z-Adiae  tn  die  Stab- 
iflbae  fiUt,  wihrand  die  X-  nnd  die  r-Aohie  in  den  Hanpttrigfaeita- 
adiM  dei  Stabqnenohnitte  liegen;  aie  werden  für  nnaere  Anfigabe 
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bnuiehbar,  wttm  mMi  an  den  Modtdn      und  dm  FSHTsmetam  £| 
Indiies  (1,  %  3)  und  (4^  5^  6)  um  eiiiflii  Schritt  iflokwSrtg  lyUisdi  Ter- 

tauscht^  anfierdam  dia  Kooidinatenriehtungen  x,p,:^  durch  ^%.r,  v  ersetzt 
Hiernach  Warden  dia  Awdracka  (161)  auf  &  623  l&r  dia  Ver- 
rttckoDgakonipoiieataii       «r  m 

-  F  +  f  0^,f  +  ft»  +  ^,),  (249) 
m;  =-  Tr+  j^(^^5(i  —  y)  —  Äx); 

(lul)ei  ist  l  die  Läoga  dea  Stabea,  ü,  Vf  W  sind  Fimkfcioiieii  tod  ff 
und  allein. 

Allerdings  sind  diese  Ausdrücke  mit  dori  unstrtig  über  dm  Qnei- 
eckaitt  wechselnden,  nämlich  beia;  =  0  spriiigendeu  Drackkoinji  uienten 
(248)  nicht  veririlglich.  Da  aber  die  Dehnung,  Biegung,  Dnüung  des 
gleichförmig  deformierten  Stabes  nur  von  den  Gesamt komponenten  und 
-momcBton  dar  Dmcke  gegen  die  Quenchnitto|  d.  h.  von  dan  iDtegralen 

-fY,dt-S,  -ßx^di-X,  +J*Z,4q-M  (»0> 

abhängen,  so  wollen  wir  una  arlaaban,  ao  Stella  dar  unstetig  yarüeran- 
den  Feldat&rka  ±  E  aina  atatig  wuaraDda  amzofUiraiv  waloha  |^dia 
Komponenten  nnd  Momente  liefert  Dies  gelingt  arsichttich',  indem 
wir  statt     J&  am  Feld  zaE  .g-.v 

parallel  Z  als  wirksam  annehmen;  denn  diaees  liefert,  ebenao  wie  daa 

gegebene,       B^O,  N  2e^,EhcP,  Jf  =  -  2e,,Eb(P.  (252) 

Indem  wir  nnn  die  Gleichungen  (169)  auf  S.  626  ^aichfalls  durch 
geeignete  syUiaohe  Yertauschnngan  nnaenn  Fall  anpasaen,  dia  Warte 

 Ih^,  2,-0,  2,-0 

einsetzen  und  berfickaiehtigen,  daß  nach  (13)  für  Qaars 

erhalten  wir  leicht 

Ii  rST*  Ä'  +  Ä«  +  Ä-  13—, 

dw.du   ^    dw  ^ 
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-wobei  ü,VfW  tioh  ans  diMon  Foimeln  und  den  BefesUgnngsbedin« 

$^gen  (162)  von  S.  623  bMtuutuen.  mifit  die  Läugsdehnuag  de« 
Stebw  parallel  F,  ist  der  reziproke  KrfimmuiigsradiuB  1/1^  der 
Hegong  in  der  XY-,  ^«-I/jB^  deiselbe  in  d«r  Zl^Ebene^  h  die 
«pesifische  Drillnng. 

Die  Formeln  geben 

—        Ä-"'  »»-ö'  ^'-V'  W 
u-*-if^,  V — i%,x  +  <,.*)-"'';^'^',  ir-o,  (257) 

und  die  Gesetze  für  die  Yerrfickungskomponenten  n,  HP  werden 
liiemadi  Tollständig  bestimmt.  Bedeutung  haben  fdr  ans  nach  dem 
8.  908  Bemerkten  nur  die  Werte  und  h.  Sie  orgeben,  daß  eine 
Langsdehnim'jf  dp«  Stabes  nicht  stattfindet,  weiter,  daß  eine  gleich- 
förmige Biegung  m  der  XF-£bene  stattfindet,  und  zwar  nach  einem 
Kreisbogen  mit  dem  ßadius 

endlich,  daß  der  Stab  neben  der  Biegung  eine  gleiehformige  Drillnng 
am  die  IT-Aohse  erfahrt  von  dem  Qesamtbetrage 

(2») 

Die  Chr5ße  der  Erflmmnng  etunmi  mit  dem  Ton  den  (hirits  vai 
«nderem  Wege  erhaltenen  Werte  überein;  das  Eintreten  der  Driüasg 
konnten  ne  nach  der  Vorstellung,  die  sie  sich  über  den  Meehamemne 
4ee  Vorganges  gebildet  hatten,  überhaupt  nicht  erhalten.  In  bezug 
hieranf  ist  es  auch  bemerkenswert,  daß  nach  der  strengeren  Theorie  die 
Biegung  nur  zum  Teil  auf  dem  biegendf^n  ?tfoment  N  um  die  /  Afbse, 
7.um  andern  auf  dem  drillenden  Moment  um  die  F- Achse  beruht j 
denn  nach  (250)  sind  beide  von  Null  verschieden  und  nach  den  Äe- 
eulttiten  von  §  oll  auch  beide  wirksam.  — 

Ws48  nun  das  eigentliche  bei  dem  öwri^schen  Zwillingsstreifen 
Torliegende  Problem  angeht,  so  ist  hier  nach  S.  90G  die  Orientierung 
der  Hälfte  jt;  <  0  durch  eine  Drehung  um  180**  um  die  w^Aohse  eoi 
derjenigoi  dir  Httfte  >  0  sn  gewijoneii.  Ei  iit  deibitt»  fllr  «  <  0 
in  den  fHlbeNii  Formeln  —«14  nnd  —  €^  an  Stelle  Ton  +1^  nnd 
+  4^4,  ni^oh  aber  ftr  —  .Ef  in  lelien.  Bkrdnxeb  Teribdert 
lieh  in  (24S)  der  Wert  Toa  Z.  in  -^-e^E,  in  (250)  wird  Jlf-O. 

Die  eUitiflohfln  Formeln  (340)  nnd  (265)  sind  jetzt  aber  nidit 
mehr  anwendbar,  da  der  Stab  nidit  mehr  homogen  ist.  Eine  plan* 
eibie  Annahme  geht  dahin,  die  Kombination  einer  Hälfte  mit  + 
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und  einer  mit  —  ftir  die  resultierendeu  Biegungen  nnd  Drilltmcren 
einem  homogenen  Stab  mit  s^^  —  0  äquivalent  zu  setzen.  Dann  würde 

auB  (256)  und  (254)  folgen 

^^1==-^'   ^'«-ö'  (2^^) 

wobei  ^ii  =  ^u(^n~0*  ^  wüide  somit  kein  drillendes  Moment 
und  auch  keine  DriUung  auftreten. 

§  450.  Biegung  und  Drillung  eines  Kreiaaylmders  durch  ent- 
gegengesetzte elektriaohe  Ladungen  der  Quadranten  seines  Umtanges. 
Eines  tler  interessantesteu  Probleme  für  die  Theorie  der  elektrischen 
Deformation  liefert  die  S.  814  erwähnte  Beobachtung  EötUgens  über 
die  DriUung  eines  Ereiszylinders  aus  Quai^,  wenn  seine  Mantelflaohe 
mii  Tier  je  angenähert  über  einen  Quadranten  erstreckten  Belegungen 
verseilen  war  nnd  diese  Belegungen  abweehaelnd  entgegengesetEt  ge- 
laden wurden.  Da  es  sich  nur  um  eine  qualitative  Beobachtung 
bandelt,  wird  eine  angenäherte  theoretische  Betrachtung,  welche  das 
Wesentliche  in  dem  Mechanismus  der  Erscheinung  erkeuiMi  läßt,  sa 
ihrer  Erklännin;  nniareichen. 

Dif'sp  A iiiiillK  riin<5  wird  erhalten  durch  VrrtaDschung  de?  hei 
der  Jiöntyenschim  i^eobaclituug  vorliegenden  theoretischen  Problems 
mit  einem  ihm  be/üglich  der  Symmetrieverhältniase  der 
wirkenden  Feldstärken  gleichwertigen,  im  übrigen  aber 
nur  ähnlichen,  das  eine  strenge  Lösimg  noch  unter  allgemei- 
neren Bedingungen  gestattet,  als  sie  bei  dem  bez.  Eiperiment  vor* 
lagen.  Das  durchg^ührte  Problem  beleuchtet  also  die,  bei  dem 
Jföfi^^wfi  sehen  Experiment  vorliegenden  Terhältnisse  noch  von  einem 
höheren  Standpunkt  aus. 

Wir  legen  die  Z^- Achse  in  die  Zylinderachsc  und  bilden  zuvörderst 
die  Potoutialfunktion  cp  einer  auf  der  Mantelfläche  des  Zylinders  be- 
findlichen Ladung,  deren  Dichte  mVht  von  z  abhäupm  '^oll.  (p  muß 
dann  im  Innon-,  wie  im  Außenraum  eine  reguläre  Funktion  von  x 
und  y  sein,  die  der  üleichung 


genügt.    Aü  (1.  r  Mantelfläche  r^-i?  kann  entweder  der  Wert  von 
<3P  =  qp  oder  aber  der  Sprung  vorgeschrieben  sein,  den  (bei  stetigem  tp) 
dfp/cr  beim  Durchgang  durch  die  Fläche  erleidet,  d  h.  die  Dichte  (f 
der  Obertlächenladung.    Ist  die  Gesamtladung  des  Zylinders  gleich. 
Kuli,  so  muß  (p  im  Unendlichen  verschwinden. 
Setzt  mau 

wpcoB  X,    i/-psinx,  (262) 
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so  ist  eine  sehr  allgemeine  Lösung  von  (2G1)  für  dm  iimeiä  des 
gegeben  diuch 


p'{Ä,isoBhx  +  B,aiRhx),  (263) 
eine  ebensolche  für  den  Außenranm  dnrch 

m 

unter  Äf  B,       N  Konstanten  verstanden- 

Ist  auf  d«r  Mantelfläche,  d.  h.  fOr  j»  ~  das  Potential  9>  »  ^ 
▼orgeschneben,  lo  ist  ^  in  eine  JWMr-Baahe  sa  «ntwiokabi. 


es 

9    tWo  +  ^  (»»4  cos      +  (265) 

▼obd  TerBehwindety  ftOs  die  Geamifladiiiig  dw  ZyHndei»  gLeieb 
Null  ist  Es  güt  dann  ohne  weiteree  • 

^-0,  y»A,-m»—^M„  x^'-B»— (866> 

let  dagegen    gegeben,  so  ist  diee  durch  eine  analoge  Seihe 

«e 

*  —  <^  +  2(»A  «OB  an  Äjc)  (267> 

darzustellen,  wobei  wieder  versdnnndet,  wenn  die  GesamUadung^ 
gleich  Nnii  ist.   Man  hat  dann 


4,-0,  Ä»J,-^J/„  »B,-^N, 

nnd 


(268) 


wodurch  abermals  alle  Konstanten  bestimint  sind. 

Wir  wollen  weiterhin  znnachst  nicht  über  die  Art  der  Übertiäclien- 
bedingungen  speziell  verfugen;  was  uns  in  erster  Linie  inter<'8siert,  ist 
das  Gesetz  TOn       resp.  das  auf  iluu  beruLeude  innere  elektrische  Feld. 

Wir  solueiben  wm^  um  die  Feldkoroponeuten 

—  ^ — ^ 

za  bilden , 
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Die  Glioder  sweiter  Ordnung  sind  hierin  die  niedrigsten, 
welche  der  Sjmm^rie  des  von  Ilmtgen  benutzten  Feldes  entsprecluui, 
and  wir  wollen  uns  anf  ihre  Betrachtung  beeehränken. 
Es  ist  dann 

+         -Et^^A^y-^B^x,  -JSi-O.  (270) 

Die  durch  diese  Ausdrücke  dargestellte  Feldverteilung  auf  dem 
i^ersohnitt  des  Kreiszylinders  gibt  Kraftiinienf  deren  Gleichung  lautet 

2Ä^xy-\-     (y> -  a;«)  -  konst.,  (271) 

die  also  iu  gleichseitigen  Hyperbeln  Terlanfen.  Die  gesamte  Feldstarke 
E  hat  eine  Größe,  gegeben  durdh 

J5«-(il,«+J?,«)(a;^4-y").  (272) 

Um  ein  solches  Feld  zu  bewirken,  waren  auf  der  Mantelfläche 
des  Zylinders  Ladungen  mit  einer  Dichte  anzubringen,  die  sieh  nach 
(208)  and  (267)  bestimmt  an. 

ö  -  3^  (^  cos  2i  +  B,Bm2x)i  (273) 

dkaelbe  Temehwiadel  in  den  Meridianen,  wo 

<«2i--^/J%,  (274) 

sie  erreicht  maximale  Werte  in  de^jeuigen,  wo 

tg  22  -  +  ^/^.  -  (276) 

Nach  (Inm  S  9n3  allgemein  Bemerkten  können  wir  auch  hier 
den  fundamentalen  liedingungon  (225)  und  (226)  bei  Ausschluß 
mechanischer  Einwirkungen  auf  den  Kreiszylinder  genügen  durch  die 
Annahme 

S^^H,  ^^=.0, 

d.  h.  die  elaslisehen  Drucke  resp.  Deformationen  mit  den  Feldkom- 
ponenten  Terknü|ifiBn  durch  die  Besiehnngen  (228)  xesp.  (229). 

Nun  sind  f&r  den  FaU  einer  längs  der  Zylinderachse  gleichförmigen 
Deformation,  wie  sie  nach  Symmetrie  bei  hinreichender  Länge  des 
Zylinders  hier  vorliegt,  in  §  B07  allgemeine  Ausdrücke  für  die  Defor- 
mationsgrößen abgeleitet  worden.  Wir  kommen  demgemäß  ganz  direkt 
zur  Lösung  unseres  Problems,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  (147)  vou 
S.  622  in  die  obigen  Formeln  (  229)  einsetzen  und  dabei  die  Ausdrücke 
(270)  für  die  Feldkomponenten  benutzen.    Wir  erhalten  so 
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In  diesen  Ausdrücken  mißt  und  resp.  die  Bi^gnng  des 
Zylindürt  in  der  XZ-  und  der  yZ-Eban«,  ^  die  Drillung  um  die 
Uagsachso;  g^,  das  Maß  der  LSogedehnmig,  findet  «eh  in  dem  ror- 
liegenden  Falle  gleich  NolL 

Im  übri|;cn  rrcnQgt  man  diesen  Beziehnngen  durch  die  An^ti» 
f£br  CT,  V,  W  Ton  Ö.  63^,  z.  B.  also  durch 

£s  ergibt  sich  hiemach  ohne  weiteres  für  die  uns  in  erster 
Linie  interessierenden  Parameter 

also 

-2»-(^+iW^  +  (<^4-<^.)ii-  (878) 

§  4Ö1.    DiskTiBsion  der  Besnltato  der  Theocie.   Diese  Formeln 

(277)  enthalten  <lio  ( angenäherte)  Theorie  der  Biegung  und  der  Drillung 
eines  hinreichend  langen  Kreiazylinders  durch  die  Wirkung  von  elek- 
trischen OberHächen ladungen,  die  in  vier  (Quadranten  mit  abwechsoln- 
düu  Vorzeichen  angebracht  sind.  Di»»  Vcrgleichung  mit  den  Formein 
f  l76)  und  (184)  für  die  reziproken  Phänomene  der  piezoelektrischen 
Erregung  zeigt,  wie  in  beiden  Fällen  dieselben  Moduln  m  analogen 
Verbindungen  auftreten,  daß  also  auch  beide  Vorgänge  unter  den- 
«•Iben  UnifftSiidea  Tersehwinden. 

Von  qvuititatiTeii  Besiehuugen  swisoheii  den  heiden  reziproken 
Encheinmigen  «ei  folgendee  enrShnt: 

Bei  meoluuiieeher  Biegung  des  Ereiezjlinden  wnd  die  Meridieiie 
meximeler  SnegnngeD  moh  (173)  gegeben  durch 

Z=-z'  +  i*«»  2,..., 


dU 

~aV'  (276) 
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wobei  iiadi  (178) 

falls  also 

isty  eigiM  sioh 

was  die  Koordinatouebeueu  deüniert. 

Der  Fall,  daß  bei  dem  reziproken  Vorgang  die  maxinialeD 
Ladungej]  in  den  Koordinatenebenen  liegen,  ist  nach  S.  912  gegeben 
durch      •»=  U;  hier  wird  also  nach  (277) 

d.h. 

Da  nach  den  Benohimgeii  (164)  auf  S.  628  g^  eUstisch  ebenso» 
mit  —  M,  wie  mit  +  L  verknüpft  ist,  so  bestimmt  die  erhaltene 
Besiehaiig  (280)  die  Lage  der  Bi^^imgsebene  bei  der  elektriaehen  De- 
formation in  derselben  Weise,  wie  (279)  die  Lage  der  Biegnngsachse 
b>  i  der  maximalen  piezoelektrischen  Erregung.  £s  ergibt  sich  sonaeb 
der  tSatz: 

Brins^t  man  die  maximalen  Ladungen,  welche  eine  elek- 
trische Deformation  bewirken  sollen,  in  denifnigeri  Meri- 
dianen an,  in  welchen  irgend  eine  gleichförmige  Biegung 
maximale  Erregungen  lieferte,  so  entstellt  eine  Biegnne 
nach  einer  Ebene  normal  zu  der  Achse  des  zuvor  in  Aktion 
gesetzten  biegenden  Drehungsmomentes.  — 

Das  Gesetz  (278)  der  elektrischen  Drillung  des  Kreiszylinders 
woUen  Avir  daraufhin  diskutieren,  in  welchen  Meridianen  die  maxi- 
malen Ladungen  anzubringen  wären^  um  eine  maximale  Drillung  zu 
bewirken. 

HierfOr  ist  sä  borttdcaichtigen,  daß  (nach  dem  S.  912  über  das 
diuro]i(270)  gegebene  Feld  Gesagten)  sieh  dasselbe  Feld  in  weohseilndiar 
Orientienmg  gegen  den  Zylinderqnenolinitt  dann  ergibt,  wem  'Jf 
nnd  dB|  so  varüeit  werden,  dnß  dabei  Äf*-\-  JB^*  konstant  bleibt.  Die 
Bedingung,  daß  bei  gleicher  Starke  des  Feldes  die  DriUnng  k  duidi 
dessen  Orientiening  ein  Mazimnm  annimmt  bratet  somit 

Nun  war  nach  (275)  das  Azimut  %  des  Meridians  maximakr 
Ladung  bei  dem  durch  (270)  gegebenen  Feld  bestimmt  durch 
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Wir  erbatten  lomit  ftlr  das  Axuirai  mazimakr  Dichte,  welches  nuuü- 
makr  DnJlnng  entspriekt^ 

Weiter  sind  aber  nach  (173)  und  (1S6)  die  Meridiane  maxiuiiüer 
piezoelektrischer  Err^ung  durch  Drilluug  gegeben  durch 

ÜB  ergibt  lich  demgemäß  der  weitere  Satss: 

Um  eine  maximale  Drillung  dnreli  die  elektrisehe  Ladung 
der  Oberflache  eines  Kreiszyl Inders  %u  bewirken,  sind  die 
Maxima  der  betreffenden  Ladungen  in  denselben  Meridianen 
anzubringen,  die  boi  piner  mechanisohen Drillang  maximale 
piezoelektrische  Erregung  zeigen. 

Rei  den  biaherigen  Entwicklungen  ist  ein  Koordinatensystem 
XYJZ  sognmde  gelegt,  das  in  einem  Kristall  der  allgemeinsten  Sym- 
metrie beliebig  orientiert  zu  denken  ist.  Bei  Anwendung  der  er- 
haltenen Resultate  auf  Zylinder,  die  in  bestimmter  Orientierung  aus 
einem  höher  symmetrischen  Kristall  hergesteilt  sind,  ist  dann  nach 
dem  S.  880  Bemerkten  ein  Achseiisystem  X'Y'Z'  zu  benutzen,  so 
diib  H)  den  erhaltenen  Resultaten  die  Moduln  f/^^  mit  rf^^^  zu  vertauschen 
sind.  Ausdiucke  für  dieäe  ti^'^  iu  praktisch  wichtigen  Fällen  sind 
S.  888  u.  890  mitgeteilt  worden.  — 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  künnen  als  eine  angenäherte 
Theorie  der  Beobachtungen  JRönigens  über  die  elektrische  Drillung  eines 
Kxeiszylinde»  von  Quarz  gelten.  Bei  dienen  waren  anf  dar  Mantel- 
fiehe  dea  Zylinders  BtreüiuiiSmiige  Metallbelegongen  parallel  der 
ZjlinderaeliBe  an  demjenigen  Stellen  angebraehi^  anf  denen  eine  DriUnng 
dea  Zylindern  mazimaie  seheinbare  Biditen  geUefert  hatte.  Ee  waren 
somit  die  Symmetiierernältnisse  des  durch  ihre  Ladnng  bewirkten 
Feldee  gerade  die  ftr  maximale  elektnaebe  Deformation  nötigen. 

§  452.  BertiokBiohtigung  der  Effekte  höherer  Ordnung.  Eine 
Kristallplatte  ohne  Belegungen.  Alle  theoretiscbon  Betrachtungen 
dies«e.>5  K;ipit(;lb  «md  insofern  angenäherte,  nh  sit  nur  die  Effekte 
erster  Oitlnung  berücksichtigen,  während  der  wirkliciie  Vorgang  eine 
Super|)o.^ilion  von  Effekten  wachsender  Ordnung  darstellt.  Ein  ge- 
preßtes Kristallpräparat  gerät  durch  seine  piezoelektrische  Erregung 
in  ein  elektrieohee  Feld;  diee  Feld  bewirkt  eine  Indemng  der  Span- 
nungen, die  ibrereeita  die  Erregung  bednflofii^  nsl  Ebenso  entatäien 
bei  einem  in  «in  Feld  gebraebten  Enatall  dnreb  die  in  ibm  erregten 
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Bpannangen  piezoelriciiische  Effekte  mit  einem  neuen  Feldanteil,  der 
seinerseits  Beiträge  zu  den  Spannungen  liefert,  usf.  Wir  haben  diese 
Effekte  höherer  Ordnung  bisher  vernachlässigt,  weil  dieselben  auf  die 
(  nicht  pben  sehr  genau)  beobachtbaren  Grüßen  im  allgemeinen  wenig 
inliuicreu.  Der  Nachweis  der  Berechtigung  ätu  dieser  Vemachlässigiing 
bleibt  aber  zu  erbringen,  und  eine  strengere  theoretische  Behandlung 
der  Probleme  bietet  ja  auch  an  sich  prinzipielles  Interesse.  Diese  ! 
Behandlung  gelingt  in  der  Tat  in  einer  Reihe  wichtiger  Fälle j  hier 
mllneii  wir  «hb  mf  die  Dnrchlllhruiig  einiger  beeonden  ein&ehea 
Pkobkme  beeehrinkflii,  die  ftber  genQgen,  um  das  Ghaakteriatiiehe  dar 
Iragliehea  Vorgänge  zu  seigeu. 

Wir  befaraekien  eine  PUtto  ans  einem  pieaoelektriaok  enregbam 
Kriatall,  die  als  aeitiiok  unbegrenzt  gelten  darf  und  in  ibier  traaa- 
Temlen  Anadefannng  dtureb  0  <  #  <  {  beetmunt  ist  Anf  ibre  Gnmd- 
llScben  wirke  ein  normaler  Druck  ron  der  Gröfie  II,  der  ehra  dnrck 
beiderseitig  angrenaende  dielektrische,  aber  durch  Druck  nicht  erregbare 
(isotrope)  litten  ausgeübt  wird;  auf  die  Randfläche  der  Platte  mögen 
keine  Drucke  stattfinden.  Außerdem  sei  die  Kristallplatte  einem  außem 
homo^ronen  transversalen  Felde  E^^=EJ^=0,  E^^  ^  ausn;eset?t. 
Metallische  Belegungen  der  Grundflächen  seien  vorerst  nicht  vorhanden. 

Als  Folge  des  äußern  Druckes  II  entsteht  im  Innern  der  HUtte 
ein  homogenes  Drucksystem 

X.-.a,-H.^Z.~X,-0,   Z.-JI5  (884) 

als  Folge  des  äußeren  Feldes  J^"  entsteht  ein  inneres  homogenes  Feld 
/•',  das  wegen  der  Forderung  das  stetigen  Durchganges  von  E^  und 
durch  die  Grenzflächen  gleichfalls  parallel  der  Z  Achse  liegt. 

Für  die  Komponente  parallel  Z,  die  also  =  E  ist,  gilt  dann. 
Wenn  F  das  elektrische  Moment  in  der  Platte,  dasjenige  im  Außeu- 
räum  ist,  and  die  Grundflächen  keine  wahre  Ladung  tragen, 

denn  in  der  Grnndfiäehe  ist  (naoh  S.S04)  — 4;r  (P3- Ps«»)  die 
seheinbaze  Ladung,  und  diese  stellt  die  alleinige  Qndle  iBr  die  Xzafl^ 
Strömungen  B  und  dar.  IHeselbe  Formel  ergibt  sieh  durah  die 
Betracbtong  der  Grenzfiäehe  j  ?. 

Wir  bereehnen  non  die  DeformatioiiqgrSBen  ...  in  der 

.Platte  mit  Hilfe  der  bei  Vertansehnng  Ton  ^     mit  Il^Z^  hier 
anwendbaren  Formeln  (228)  au 

tt,^ih,E-HJh   für  A- 1,2,  ...6,  (286) 

I 

und  setzen  die  Besaitete  in  (20)  ein.  Indem  wir  naoh  S.4I5  die 


L/iyiii^üd  by  Google 


f  4»B,  Ein«  Flftlte  ndi  matolWioliwi  BdeguBgea. 


917 


saf  Infliiens  berdhcndeii  Anteile  «n  im  Momenten  hinmftgen,  er» 
luJten  wir 

dabei  bezeichnet  r]^^  eine  Elektrisiernngszahl  des  Kristails,  rj.,  Lit  eine 
Abkür7Aing.  Ferner  gilt  bei  Einlüiii  ung  der  Elektrisierungszahl  de» 
die  Platte  umgebenden  DielektriknmB 

Pi«-0,  P,«-0,  P.^-ij^«.  (2870 
HienuMdi  Hefoi  nns  (285) 

also 

Jgr(l  +  4«  i^i)  -     (1  +  4*1?)  +  4*  <^  J7.  (288) 

Dbh  Einsetzen  des  so  beetimmten  Wertes  E  in  (287)  ergibt 
dann  für  die  Momente  P|  die  Auadrfteke 

P,-jq:^^(JBM+43ii2)  +  43r<ji,iI)~d«iIfür  i-1,2,3.  (289) 
Zugleich  erhalten  wir  für  die  l>eformationsgröBen  in  der  Platte 

^* -  r+^i^ (-^^^ + 4«!?) + 4tndün)-8^^n  fiir     1, 2, . . . 6.  (290) 

Bei  alleiniger  Einwirkung  des  Süßem  Drncket  gibt  dies 

Man  erkennt,  daß  das  erregte  Moment  P  in  unserm  Falle  durch 

die  spknndHren  Effekte  ziemliob  stark  beeirflnßt  wird;  es  hangt  dies 
damit  zusammen,  daß  die  g  in/e  piezoelektrisch  erzeugte  Ladung  unter 
den  geraachten  Voranssetzuiigen  auch  influenzicrend  wirksam  wird. 

Bei  alleiniger  Einwirkung  des  äußern  Feldes  resultiert 

auch  diese  Ausürücik.e  sind  durch  die  Sekuudärwirkungen  stark  beinüußt. 

§  46S.  Sine  Hstte  mit  mateUiaeilieii  Belegungen«  Die  Ver* 
biliaisse  indeni  eleih  betiSehÜiehy  wenn  die  Krislanpiletle  mekDieebe 
Bdegongen  trtg^  die  mit  (gM^^)  Kapasitäten,  s.  B.  den  Qiiadiiiiken 
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eines  Elektrometert  Tcrbimden  eind,  so  daß  sioh  eine  kompeiiBiarende 
Ladung  auf  dm  Ghnndflächeni  der  Platte  ansbilden  kann. 

In  diMam  Falle  kaon  (doieh  die  Belegungen  hmdnrch)  eine  inßeve 
FeldsÜrke  £*  nickt  wixkaam  werdan;  daa  Feld  im  Lmem  der  Platte 
bemkt  alao  nur  auf  dem  Potential  der  Belegungen.  Werden  die  Be- 
legungen für  f  —  0  und  M  »  I  dnreh  die  Indisea  0  nnd  1  ehaiaktoEiakr^ 
ao  iat  jeirt 

E-{<,^-V^ß  (293) 

and  nach  (287) 

■P.-fli.^'S^ ^  <-1.2,».  (294) 

Nun  bestimmen  sich  die  gesamten  Dichten  (d)  in  den  Grnnd- 
fliichcn,  welche  die  Quellen  liir  die  nur  im  Innern  der  Platte  ver» 
laufende  iuraltötrömung  darstellen,  durch  die  Formel 

K)  —  (•.)--4;r-  (2») 

Von  diesen  Dichten  ist  ein  Teil  durck  die  Erregung  des  Kristalls 
bedingt,  die  mit  einer  Oberflächenladung  yon  der  Dichte  ±:  äqui- 
valent ist;  ein  zweiter  Teil  ist  in  der  Belegung  inflnenaerty  ao  dafi 
wir  aetm  können 

ip,)  (iJj-tfo-i^..  (296) 

wobei  tf^  die  in  der  Belegung  (0)  inflnensierte  Diohte  baneiehnei  In 
der  Bdi^p^ong  (1)  entatekt    —  —  tf«.   Wir  erkalten  aomit 

und  hei  Heranziehung  der  Gleichung  (294)  für  i  —  «3  auch 

Um  die  angektogten  Kapazitäten  in  Rechnnag  setzen  zu  kIfauMe, 
ohne  das  Problem  auf  eine  andere  Chrundlage  zu  stellen,  wollen  wir 
dieselben  durch  zwei  zu  den  Belegnngen  parallele  nnd  zur  Erde  ab- 
geleitete Metallplatteu  (0"^  nnd  (1)  repräsentieren,  von  denen  (0)  im 
Abstand  1^  von  der  Belegung  z  -» 0,  (1)  im  Abstände  von  der 
Belegung  e  entfernt  seiu  mag  und  je  mit  der  bez.  Belegung  zu- 
sammen einen  Kondensator  bildet.  Es  ist  dann  die  Dichte  auf  den 
Außenseiten  der  beiden  Belegungen  resp. 

Bei  Binfilknmg  der  (gegen  aDe  l^  großen)  Qnmdfiidie  F  dir 
KnaiaUplatte  ateOen  F/4»l^^  C^,  i  C,  die  Kapazitften  d«r 
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beiden  Kond«amtorai  dar,  und  es  wird  <s^  ^  ^CJF,  ^i^^t  0^1  F. 
Wir  wollen,  wie  oben  gBMgl^  h'^h 

Sind  die  Belegongen  nnprfinglich  nngeladen  gvweien,  eo  isl 

und  *  (899) 

if,  9>t  OJF  (^Pö  -  9,)  CJ2F  0,, 

Dies  gibt  schließlicii  bei  Einiüiirang  in  (298),  wenn  wir 
t\l  +  4xri^)jAal  in  C*  abkürzen, 

(^i^)(iCi+C)--di.JT.  (800) 

SGierin  steht  C  an  der  Stelle  der  Kapazität  C  des  aus  den  Be- 
legungen mit  der  zwischen  ihnen  liegenden  Kristallplatte  bestehenden 
Kondensators;  in  der  Tat  ist  1  +  ^X'^i^^  Dielektrizitätskonstante  ^ 
des  Kristall«,  und  es  gilt  für  C  die  Formel  ('578)  von  S.  451. 

Die  Formei  (300)  kann  als  eme  au  t:oiiäherte  Theorie  der  gewöhn- 
lichen Beobachtungsmethode  zui-  Bestiuiiuuug  piezoelektrischer  Moduln 
gelten,  da  sie  nach  der  Bedeutung  der  Parameter  6"  und  Cq  mit  Wahr- 
scheinlichkeit die  Anwendung  auch  auf  solche  Fälle  gestattet,  wo  die 
komprimierte  Eristallplaite  nidii  nnendUek  bielt  gegen  ibre  Dieke 
ialt,  und  die  angehängten  Kaparatftten  auf  andere  Weisen,  ak  Tontebend 
angenommen,  hergestellt  sind,   rj^  iet  dabei  ~^s}+^^sa^sa- 

Fftr  die  Defbnnationen  ergibt  sieb,  wenn  ein  änftüer  Ihndc  II 
niebt  wirk^  wegen  des  Vencbwindene  Ton  S^, . . .     nach  (229) 

a?A-t^8»(9o-  (501) 

im  Falle  der  seitlich  hinreichend  ausgedehnten  Platte^  wo  das  elektrische 
Feld  der  Belegung  innerhalb  derselben  als  homogen  gelten  kann,  ist 
eomit  die  einfache  Formel,  nach  der  die  Curiet  ihre  Beobachtungen 
berechnet  haben,  in  der  Tat  streng  gültig.  — 

Yon  anderen  Problemen,  bei  deneTi  Immoüjene  Felder  in  dem  Kristall 
entstehen,  bietet  das  einer  durch  einäußere-  lioinooron»'^  Feld  influenzierten 
oder  durch  homogene  Erwärmung  erregten  Kugel  ein  besonderes 
Interesse.  Man  kann  hier  trotz  der  piezoelektrischen  Erregbarkeit 
dens(4ben  Weg  einschlagen,  der  S.  421  gegangen  ist,  und  erhält  bezüglich 
der  Momente  ähnliche  liesultate.  Daneben  bestimmt  eieb  wegen 
g^wm.,.  Sy^.O  die  elektriicbe  Defonnation  nnmittelbar  nacb  den 
Formeln  (229). 

In  den  FlUen  inbomogener  Sitegongen  reep.  inhomogener  Felder 
wird  die  volklindige  Theorie  der  pieBOelekbrisohen  Vorgänge  im  all- 
gemeinen kompliziert;  dock  lassen  eich  einige  Probleme  immerbin 
reUtiT  leicbt  bebandehi,  ao  insbeeondere  die  Erregung  einet  Kreta« 


Digitized  by  Google 


920    ^UI.  Eapit«l.  'SX'echBelbeziehiuigen  tw.  einem  Yclctor  n.  einem  TeDsortripel. 


sjlinders  durch  Dehnung^  Biegiintr,  DrUlung.  Es  ist  bemerkenswert 
claß  aiirlj  lu'i  Rerßcksichtigung  der  Effekt«  höherer  Ordnung  die  m/uck^ 
würdigen  Sätze  von     Säö  und  887  GflUigkeit  benrahren. 

TU.  Abschnitt.  ' 

FfeiMlektiiicke  Veifiige  M  wMhgdito  Tempenlir. 

§  454.  Das  verallgemoinerte  tliermodyuamiHche  Foteuti&L 
Unsere  bisherigen  Entwicklungen  bez.  der  piezoelektrischen  Vorgange 
beidiriiiktMi  ridi  maf  Yeiiiidflningen  bei  konate&t  erhaltener  Tem- 
pemloT;  es  hal  iber  großes,  sowohl  finÜLtiselies,  ale  theoretiMlMe  I 
IntereMe,  die  UeEin  liegende  BeeduSiikimg  anfinigebeii.  Ein  pnk- 
tiflohei  Lubereaee  liegt  yor,  weil  die  Indemog  der  Tempenktar  eine» 
KArpers,  insbesondere  die  Heryorbrlngung  einer  ungleichförmigeD 
Teniperaturverteilung,  ein  bequemes  und  im  Qebietder  Piezoelektrixititt 
▼iel  benutrtee  Mittel  zur  Erzielung  Ton  Spamumgen  und  Defoimatiotien 
innerhalb  eines  Körpers  darstellt.  Ein  theoretisches  Interesse  kommt 
in  Betracht  durch  die  schon  S.  235  angeregte  Frage,  ob  eine  Tem- 
jjcraturänderung  an  sieh,  d.  h.  ohne  Vermittlung  der  errftrtpii  Defor- 
mationen, z.  B.  alBo  bei  künstlicher  Verhinderung  derseli^eu,  eine 
elektrische  Erreguiig  zu  bewirken  yermag. 

Die  Theorie  der  elektrischen  \  urgäiige  bei  "vrechselnder  Tem- 
peratur hat  au  ein  angcmesseu  erweitertes  thermod^iiauiisches  Poten- 
tial anzuknüpfen.  Indessen  ist  diese  Erweiterung  nicht  etwa  durcii 
blofie  Eombinaliion  dee  Potentiide  in  (8)  auf  S.  916  imd  in  (19)  nf  | 
S.  249  za  gewianoD,  denn  das  letitere  Potential  bezog  sicli  nkht  anf  ■ 
eine  pyroelektrische  Erregung  bei  Werbinderter  Deform ation^ 
deigleicfaen  jetat  m  Xbr^naxing  der  leotheEmiachen  fiiregong  dnreh 
Deformation  zu  Aigen  wäre,  sondern  auf  eine  pyroelektrische  Er» 
regnng  bei  konstantem  Drnok  und  bei  nn gebinderter  De- 
formation. 

Wir  haben  vielmehr  fQr  die  pyroelektrische  Erregung  bei  Ter- 

hinderter  Deformation  einen  nenen  Ansatz  zn  machf^n,  der  allerdings 
nach  der  Natur  der  Dinge  mit  dem  Ansatz  (19)  auf  S.  ?4i>  formal 
übereinstimmen,  aber  dabei  andere  Parameter  enthalten  m  lü.  indem 
wir  diese  letzteren  mit  K^.  K^,  K^,  Kg  bezeichnen,  können  wir  das  ! 
■ver?ollständigte  Potential  schreiben  .  I 

-l,-^J'e«^Ä+Ä;+-S'^iei  «fr      1,2,3,  Ä- 1,2,.,. 6.  (302) 

Die  JT  sind  sSmÜieh  Funktionen  der  Temperatur  ^,  die  wir  passend 
wieder  meist  Ton  einem  Normalxustand  ^«  ans  redmen,  d.  b.  aeteen 
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^  *"^o  +  **  Bei  klfliiraii  Tempmtiu&ideriuigen  t  sind  clie  pro- 
portionml  mit  t,      mit      wir  Betusa  noch 

ä;-A,.,  K,-^~,  (303) 

wobei  die      die  Konstanten  der  wahren  Pyroelektrizität  darsielleii 
und  yQ  die  speziiiBche  Wärme  der  Volumeneinheit  bei  fehlenden  De- 
formationen und  fehlender  Feldwirkuug  bezeichnet.    j„  mt  demgemäß 
mit  4«r  gewöbnliehen  apesifisolieii  T^^zme  bei  komtaiiteiD  Volumea 
weeentlieh  gleiehwertig. 

I>ie  Kf  zeop.  die     lind  (ebenso  wie  die  rerwandten  ^  und 
§  136  u.  f.)  EompoDenten  je  eines  dem  bes.  KriataU  indiTidaellen 

Yektorä,  der  in  einer  einzigartigen  ausgezeichneten  Richtung  des 
Kristalls  liegen  muß.  Der  Vektor  verschwindet,  wenn  der  Kristall 
nach  seiner  Symmetrie  eine  solche  Richtung  nicht  besitzt,  also  ins- 
besondere stets  bei  zrntrisch-sjmmetrischcn  Kristallen  Bei  Kristallen 
mit  einer  if-Hauptaclise  ohne  dazu  normaler  Synimetneaehse  oder 
Symmetrieebene  fällt  er  in  diese  Hauptachse.  Das  vollHtäTulij^'e  Schema 
der  Spezialisierung  der  TT-  und  auf  die  32  Kristallgruppen  ist  dem 
in  §  137  gegebenen  TÖllig  konform. 

Will  man  alle  in  Weebselwirknng  stehenden  Einflflsse  in  einem 
Ansats  fOr  |  umfassen,  so  bat  man  mit  dem  Ausdruck  (302)  noch 
diejenigen  (472)  anf  8.  764  für  die  Thermoelastaziiät  und  (210)  auf 
S.  414  fUr  die  dielektrische  Influenz  zu  kombinieren.  Das  ToDständig» 
Potential  (|)  wUrde  sich  aus  diesen  drei  Teilen  zusammenseiaen  gem&ft 
der  Formel 

(0 -«,+  $.+  «,,  (304; 

wobei  wie  oben  steh  auf  die  (allgemeine)  piezo-  und  pyroelektrisdie 
Erregung  bezieht,  ^  auf  die  elastischen,  i^  auf  die  Influenzvoi^nge. 

Die  Ableitung  der  vollständigen  elektrischen  Momente  ^^  und 
der  vollständigen  Dnickkomponenten  geschieht  dann  nach  den  all- 
gemeinen Formeln 

X,  II  (306) 

Ton  S.  189. 

Man  kann  von  diesem  ersten  Potential  (|)  in  der  S.  190  all- 
gemein erörterten  Weise  zu  einem  zweiten  Potential  übergehen^ 
da  dieser  Übergang  uns  aber  keine  besonderen  Vorteile  bietet,  mag 

er  hier  unterbleiben. 

Es  entspricht  der  Beschränkung  auf  die  Eöekte  erster  Ordnung 
(wie  dieselbe  im  allgemeinen  in  diesem  Kapitel  innegehalten  ist),  die 
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Rilck Wirkung  6m  piezoelekbiidieii  Snegimg  auf  die  elastischen 
D«formufi  npn  zu  vornachlässigen,  letetom  alflo  in  denelbeii  Wdf» 
«äs  den  äußeren  Kräften  und  den  Temperataranderungen  zn  be- 
rechnen, als  -vrenn  der  betraclitotc  Korper  nicht  piezoelektrisch 
irroghnr  wäre.  Wir  haben  demgemäß  al«o  auch  zum  Zweck  der 
Bestuiinning  der  allgemeinen  elektrischen  Erregung  iüfolgn  ^'i^^**'" 
Temperaturändening  die  Deformationsgrößen  einfach  nach  Jen  i  : 
VIII.  Abschnitt  des  VII.  Kapitels  entwickelten  Reerein  zu  bereclinen 
und  diese  iu  die  nach  (305)  bei  üeäckrüiikuug  aul  linä  Teilpoteutial  ^ 
geltenden  Aosdracke 

einzuBetsen. 

Bei  Kridtulltu  ohne  einzelne  ausgezeichnete  Richtungen  sind  die 
J^— 0,  hier  reduzieren  sich  die  Formeln  (306)  auf  die  zunächst  für 
iloihermiflelLe  Deformfttlonen  aufgestellten  (ü),  bleiben  ihnen  aber  io- 
Mokam  nn^eidiwtrtig,  als  die  jetzt  mxAkt  nur  durch  mediaiuidie 
Einwiikiuigen,  sondm  auch  dnnsh  TempenaiorBiideinuigin  hemn<> 
gerufen  2u  denken  eind. 

Die  Entropie  der  Volumeoeinheit,  so  weit  sie  auf  dem  Tafl- 
Potential  ^  beruhig  beitiiDmt  «ich  nach  (802)  an 

wobei  die  oberen  TndiiWB  Differentialquottenten  nach  der  Tempentor 
biuEeidmen.  Die  durch  dieAn  Auadruck  eignaliaierten  Biacheinmigii  I 
haben  anscheinend  sunBehst  keine  praktiiohe  Bedentung;  ea  boU  Um 
auf  ihre  Diakuflaion  Tenichtet  werden. 

§  456.  Bneguig  M  liomogener  Temperaturändening.  Die 
Trage  der  waluran  T^yroelektcliltit.  Der  denkbar  einfachste  Fall, 
auf  den  diese  ^weiterten  Formeln  anwendbar  sind,  ist  derjenige  eines 
bei  konstantem  äußern  Druck  homogen  erwärmten  Kristalls;  hier 
werden  die  D'  formationsgrößen  nach  §  153  zu  den  Af^,  und  bei  ge* 
ringer  Temperaturänderung  gilt 

A,^a,t,  (m) 

wobei      die  Konstante  der  bezüglichen  thermischen  Dilatation  be* 
Belohnet.  In  diesem  Falle  ergibt  (307) 

P,-^e„Ä,+  K„  (310) 
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und  da  die  Vonraaaeteiuigen  identiadi  sind  mit  den  in  §  186  u.  f. 
gemoehien,  to  enthftlt  diese  Foimel  die  Dentang  der  frflher  bennistea 
Panmeter  JF^  der  gewohnlicheu,  d.  h.  bei  homogeDer  Erwermimg  tmter 
kontteatem  ftuBem  Draok  sa  beobachtenden  Pyroelektriaital^  derart,  dafi 

j;-^e,*^,4-Ä,.  (811) 

Diese  Formel  zerlegt  die  gewöhnliche  pyroelektrisdie  Erregung  gemäß 
dem  S.  2^  Gesagten  in  eine  wahre  Pjroelektrizität  (gemesseu  durch 
und  in  eine  falsche,  auf  der  Deformation  berohende  (gemeeaan 
dnreh  ^^^^a)-   ^  Ueinem  TemperatnrSndemngen  gilt  dum 

wodurch  die  analoge  Z<  rlr  irung  der  Konstanten  der  gewdbnUehen. 
Pjrroelektrizität  geliefert  wird. 

Durch  die  Formeln  (311)  re«ip  (312)  ist  nun  die  Methode  an 
die  Hand  gep'  l)en  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  wahre  Pyroelek- 
trizität  existiert,  oder  ob  aUe  Pyroelektrizitiit  nur  infolge  der  die 
Teraperaturänderungen  begleitenden  Deformationen  auftritt,  also  im 
Orunde  Piezoelektrizität  darstellt.  Man  hat  hierzu  nur  experimentell 
festzustellen,  ob  das  aus  piezoelektrischen,  elastischen  und  thermischen 
Beobachtungen  bestimmbare  Aggregat  ^g,^a^  mit  dem  gleichfalls 

beobachtbaren  Parameter  der  gewöhnliehen  Pjroelektrizität  Aber* 
einstimmt. 

Die  Frage  hat,  wie  schon  S.  235  bemerkt,  einen  JDahalt  nur  für 
Kristalle  mit  einzelnen  ausgezeichneten  Richtungen.    Bei  Kristallen, 

weleho  derartiger  Richtungen  entbehren,  sind  nicht  nur  die  (resp. 
h.)  gleich  Null,  sondern  es  verschwinden  wegen  der  für  sie  geltenden 
Wertsysteme  und  (resp.  a,)  auch  die  Summen  iu  (31  Ij  und 
(312).    Immerhin  hat  sie  eine  große  prinzipielle  Bedeutung. 

Wenn  man  die  pyro-  und  piezoelektrischen  Vorgänge  mit  Hilfe 
der  Elektronenhypothese  verstand  lieb  /.u  mucheu  sucht,  wie  das  S.  847 
geschehen  ist,  so  wird  man  als  das  Wahrscheinliche  bezeichnen  müssen, 
daß  wahre  Pjrroelektrizitftt,  also  elekinsdie  Erregung  durch  eine 
Temperatnr&nderung  bei  Terbindertor  Deformation,  vorkommt.  Denn 
wir  können  uns  die  Elektronen  im  Holekfll  nicht  ruhend  denken; 
wenn  sie  aber  nm  Gleichgewichtslagen  oszillieren,  und  diese  Bewegung 
«ich  bei  gesteigerter  Temperatur  beschleunigt^  so  erscheint  auch  eine 
Veränderung  der  Gleichgewichtslagen  selbst  mit  der  Temperatur 
durchaus  natnri^'emäß.  Da  aber  die  Anordnung  der  Gleichgewichts- 
lagen der  Elektronen  das  molekulare  Moment  bestimmt,  so  ist  damit 
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anch  eine  YerSiidenmg  dieaes  Momentes  dvrch  bloße  Temperatiir- 

Indernng  gegeboD. 

Bei  den  enten  Bettimmuigeii  ToUrtindigeir  Systeme  piezoelek* 
trischer  Parameter  d^^  und  ist  ancb  die  Fnge  nach  dem  Vor* 
kommen  wahrer  FyroelektrizitSt  bei  Tnrmalin  in  Angriff  genommen 
worden^),  allerdings  mehr  beiläufig,  da  ni«  I  t  alle  zur  Prüfimg  der 
Frage  nötigen  Parameter  für  dasselbe  Kristailindiyiduum  Tor- 
lagim.  Zwar  waren  die  elastischen  und  die  piezoelektrischen  Moduln 
.s\  ;  und  d-^  an  dcmf?elbf'n  Kristall  bestimmt,  aher  die  Werte  der  Kon- 
Etanten  a,^  der  thprmischen  Dilatation,  sowjp  dei jtMiii^^en  der  q-ewöhji- 
lichen  pyroeloktrischen  Erregung  mußten  auderu  Beobachtungen  (tob 
F/ltß  resp.  von  Bi^l'e)  entnommen  werden ;  hier  bat  bei  diesen  mit 
dem  Herkomuieu  des  Turmalin  anscheinend  beträchtlich  Taruerenden 
Parametern  der  Zufall  so  gewaltet,  daß  mit  dem  Besnltat  der  Berech- 
nmig  ein  Tersoh windender  Wert  h^,  also  das  Fehlen  wahrer  Pjro- 
elektrizität  Toreinbar  schien. 

Anch  abgesehen  TOn  den  Torgenannten  Schwieri^eiten  hitte^ 
natflilich  der  IN'achweis  Tersehwindender'A,  snnBchst  nnr  fBr  Turmalin^ 
ja  nnr  für  das  «ne  bestimmte  Vorkommen  dieses  Minerales  ent- 
seheidende  Bedeutung  gehabt,  nimliofa  dort  eine  unmerkliche  Größe 
der  wahren  PyroelektriziiSt  erwiesen;  iDr  andere  Kristalle  wäre  damit 
nichts  entschieden  gewesen.  Ein  allgemeiner  Beweis  für  das  Fehlen 
wahrer  Pyroelektrizität  ist  offenbar  überhaupt  nicht  zu  erbringen;  das 
einzige  Erreichbare  würde  hier,  wie  bei  andern  ähnlichen  Fragen^ 
sein,  durch  den  Nachweis  des  Fehlens  in  vielen  einzelnen  Fällen 
das  allgemeine  Fehlen  wahrscheinlich  zu  machen. 

Viel  günstiger  liegt  der  Nachweis  der  Existenz  wahrer  Pyro- 
elektrizität;  hier  ist  der  Nachweis  in  einem  einzelnen  Falle 
entscheidend.  Ein  Fehlen  in  andern  Fällen  erscheint  dann  nur  als 
der  Ausdruck  eines  durch  seine  Kleinheit  der  Beobachtung  unzugai^- 
lichen  Effekts. 

§  456.   HadiweiB  wsliier  Tyroelektsiaitilt  bei  Tozmallii.  Die 

Beobachtungen,  weifte  in  diesem  Sinne  wohl  als  entscheidend  be- 
aeichnet  werden 'können,  sind  au  Turmalin  angestellt  worden.')  Bei 
diesem  Kristall  sind  nach  dem  für  Gruppe  (11)  auf  S.  251  anfgestelltsn 

Schema  bei  homogener  Erwärmung  =  Jpg  =■  0,  also  auch  —O, 
und  es  bleibt  w^en  Oi    Oi  "*      ^  "  ^hn       ^  ^  (ß^^) 

1.       liiecle  und  W.  Voigt.  Wird.  Ann.  Bd.  46,  p.  651,  1892. 

2)  W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  ISÜb,  p.  166 f  Aim.  d.  Phjg.  Bd.  66,  p.  lOSO. 
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DAei  drttekeii  tioh  die  nansk  den  FoniMln  (16)  dnreli  die  direkt 
<>eobeeliibareii  pieioelekfcriMhen  Moduln  ans 


wobei  die  Elastizifcatskonstanten  nach  S.  752  bereits  durdi  die 
^deichfalls  direkt  beobachteten  Module  s;  f^rsctzt  sind.  Wir  erhalten 
somit  statt  der  FoxmaL  (313)  bei  Jilinfüiiraog  tou  lauter  gut  beobacht- 
baren Chrößen  • 

Die  sehr  kompliaeite  Verbindung  in  welcher  die  Parameter  d^i^,  s^^, 
in  dem  Anedmek  redhti  auftraten»  tmgjb,  daB  eine  Enteeheidong 

der  Frage;  ob  dieser  Aoadmck  dem  beobachteten  merklich  gleich, 
«Iso  der  Parameter  der  wahren  Pyroelektrizitftt  omnerUieh  ist, 
eine  beträchtliche  Genauigkeit  der  eiuzelnen  Bestimmungen  TorKQMetoi 
Insbesondere  ist  nötig,  daß  alle  Bestimmungen  sieb  auf  einen  und 
deuBelben  Kristall  beziehen. 

Die  Elasti«itätimoduln  s^,^  konnten  nach  der  Gflte  des  Materials 

als  erheblich  genaner,  nls  bis  fjnf  1  bp«tiramt  gcltm.  Die  Absolut- 
werte flpr  piVzoelektrischen  Moduln  d-^  waren  durch  die  Ö.  8t)Ö  u.f.  er- 
örterten iieobachtungen  YioUeicht  weniger  pr'^Tiau  gefunden, 

KfUnrn'  hat  mit  den  Hilfsmitteln  der  Firma  Zeiß  in  Jena,  ins- 
besondere mit  dem  S  erwähnten  yl?>ft<^8chen  Dilutometer,  die 
thermischen  DilatÄtinn-l^ onstanten  Oj,  für  den  betrelfeuden  Tur- 
malin  bestimmt  uua  tiir  in  Oelsiusgraden  gerechnete  x 

Ol  -  (3,081 -hO^Oia&dT)- 10-% 

Ol,!  -  (7,810  +  0,0215t)  •  10-« 

gefunden  —  Werte,  die  unzweifelhaft  eine  mehr  als  ausreichende  Ge- 
nauiirkf^it  besit7en,  aber  von  den  l)ei  den  früheren  Beobachtungen  be- 
nutzten Zaiileu  von  Pf<^tf  beträchtlich  abweichen. 

Eine  der  HauptschwieriirVeiten,  die  der  Ableitnnp^  ab^^(d^ter 
Werte  von  pyro-  und  piezoelek irischen  Parametern  im  Wege  stehen, 
ist  die  Bestimmung  der  Kapazität  des  zur  Messung  benutzten  Elektro- 
meters. Es  lag  demnach  nahe,  die  Frage  nach  der  wahren  Pyro- 
«lektnzität  so  zu  formulieren,  daß  eine  Bestimmung  jener  Kapwutat 
▼ennieden  wnide.  Dies  gelingt  nun  gemSß  Formel  (315)  ohne  weiteres^ 
wenn  man  xmr  p^,  d^^,  d^^  bei  derselben,  nnbekannt  gdaasenen 
Eapaaittt  beobaefatot;  es  bleibt  dann  in  diesen  GvdBen  derselbe 
Faktor  nnbekann^  und  gleiches  gilt  beaQglieh  h^.  Der  Quotient  hg/p^ 
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aber,  d.  h.  das  eigentUoh  gesnobte  Yeriialtnis  der  wahraa  wa  der 
gesamten  F^roelektrisitfti^  wird  tob  dieeem  Faktor  frei 

Die  Ldstmg  der  geetellten  Aufgabe  ist  demgemafi  bo  in  Angriff 
genommen,  daß  der  Quotient  Pt/dff  unter  möglichst  günstigen  Um- 
standen,  d.  h.  also  insbesondere  bei  dendben  Kapazität  direkt  beatimmt 

wurde,  daß  aber  das  nach  den  nnmerischeii  Verhaltnissen  weniger 
wespntliche  dsy/d^i  aus  den  frühfri^n  Brobachtimgen,  die  stets  mit  dem- 
selben Klfktrometer  arbeiteten,  outuommen  and  mit  Hilfe  dieser  Zahlen 
schließlich  hjp^  berechnet  wurde. 

Um  bei  der  Messung  von  p^/d,,^  die  Kapazität  iu  Strenge  zu 
eliniiuiercn,  wurde  so  verfahren,  daß  das  piezoelektrische  und  das 
pyroelektrische  Präparat,  dauernd  nebeneinander  geschaltet,  mit 
dem  Elektrometer  verbunden  waren,  und  daß  nun  durch  abwechselnde 
Erregung  dee  einen  und  des  andern  AusBcHlSge  bei  genau  ^eieher 
Kapazität  bewirkt  wurden.  Da  man  die  Größe  der  TemperatuxiiÜdenuig 
einetteilfy  die  dea  Druckes  andemteils  in  der  Hand  hatte,  ao  konnte 
man  diese  AusschlSge  einander  so  nahe  ^eichmaokeo,  daß  das  Gesets 
der  Angaben  des  ElektrometerB  nidit  genau  bekannt  zu  sein  brauchte. 

Das  piesoelektrisdie  Pr&parat  war  ein  parallel  den  Hauptaehien 

Xf  Y,  Z  orientiertes  Parallelepiped  mit  Belegungen  der  zur  Z- Achse 
normalen,  dem  Druck  ausgesetzten  Flächen;  das  pyroelektrische  ein 
(von  den  S.  75B  beschriebenen  Elastizitätsbeobachtungen  herrührendes) 
Stäbchen  von  1x6  mm  Quer-^^linitt  bei  ca.  öü  mm  Länge,  das  an 
beiden  Enden  metallische  BeleumiLron  trug.  Die  pyroelektrische  Er- 
regung gescliah  durch  abwecliseljuies  Eintauchen  des  Präparats  in 
zwei  Bäder  von  getrocknetem  Paruffinöl;  wurde  das  an  einem  empfind- 
lichen Thermometer  befestigte  Stäbchen  mit  diesem  in  dem  Bade 
leicht  bewegt,  so  trat  der  Temperatnrausgleieh  sehr  schneU  ein. 
Ladnngsrerluste  durch  Ableitung  worden  durch  die  Beobachtung  einer 
Reihe  von  Umkehrpunkten  der  schwingenden  Elektrometemadel  be- 
stimmt und  in  Rechnung  gesetst 

Das  Resultat  der  Beobachtung  ging  dahin,  daß  bei  ca.  80^  G  und 

in  willkürlichen,  durch  die  unbekannte  Eapasittt  bedingten  Eiahnten 
die  Zahlwerte  in  Gleichung  (315)  lieferten 

646-529  +  /»,. 

£b  ist  daraus  su  folgern,  daß  bei  dem  untersuchten  Turmalin 

Vl>b- 116/^ -0,18 

ist,  daß  also  die  wahre  Pyroelek tr izität  bei  ihm  rund  ein 
Fünftel  der  gesamten  Pyroelektrizität  ausmacht. 

£s  sei  bemerkt,  daß  die  S.  86ü  u.  f.  erörterten  Beobachtungen  zu 
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einem  ganz  ShnlidiAn  Beniltat  fUireiiy  wenn  aie  (stiatt  mit  den  frOher 
lieimfaieii  lya/fsehen)  mit  den  neuen  Zahlen  f&r  die  tiiennleclien 
PilaftelionBkojiBtaaten      und  Om  Ton  Turmalin  berechnet  werden. 

Der  nach  vorstehendem  gefundene  erhebliche  Betrag  des  An- 
t^le  der  wahren  Pyroelektrizität  an  den  Erschcinongen  läßt  eine  Er- 
klänini?  des  Resultates  durch  Beobachtungsfehler  nicht  wahrscheinlich 
erscheinen.  Die  allcremein  gehaltenen  Einwände  von  lAssauer^),  dahin- 
gehend, daß  einerseits  die  Grenzt-  uiperatureu,  welche  der  erregte 
Turmalin  erreicht,  ungenau  besluumt  sein  konnten,  und  daß  andrer- 
seits durch  die  Bewegung  des  Knätulls  in  der  Flüssigkeit  der  Bäder 
ReibongselektiieiUKt  entstanden  sein  könnte,  erscheinen  nicht  als  durch- 
schlagenfl.  Eine  fideche  Bestimmung  der  Tempentnien  konnte  Uber- 
haupt  wohl  nnr  in  dem  Sinne  etatigefanden  haben,  daß  die  KrietaUe 
wegen  ihrer  geringeien  Leiiflbigkeit  die  an  den  Thermometern  ab- 
gelesenen Temperaturen  znr  Zeit  der  Messungen  nicht  yöllig  erreicht 
h&tten.  Der  hierdurch  begangene  Fehler  würde  also  die  gesamte 
Pjrroelekirizität  zu  klein  ergeben  haben;  bei  seinem  Fortfall  würde 
die  wahre  Pyroelektrizität  uIpo  nur  noch  großer  ausfallen.  (In 
demselben  »Sinne  würden  Ladungsverluste  durch  Leitung  und  Kon- 
vektion  in  den  Bädern  wirken.)  Wie  aber  durch  die  Reibnngswirkung 
—  diese  selbst,  obwohl  bei  einer  so  stark  benetzenden  Flüssigkeit 
höchst  unwahrscheinlich,  einmal  zugegeben  —  au  dem  ganz  sym- 
metrisch bewegten  Kristallpräparat,  dessen  beide  Pole  mit  den  Qoa- 
diantenpaoien  Terbnnden  waien^  eine  Potentialdifferens  entstehen 
sollte^  ist  schwer  Yerstindlicb. 

Koch  weniger  Gewicht  dflrften  die  Ton  lAssauer  ans  eigenen 
Beobachtungen  geschlossenen  Einwendungen  besitsen.  Wie  S.  866 
erwähnt,  haben  diese  Beobachtungen  eine  mrrl  liehe  Unabhingig- 
keit  des  piezoelektrischen  Moduls  d^^  von  der  Temparatur  ergeben; 
andere  Messungen  erwiesen  iLhnliches  bezüglich  des  elastischen 
Moduls  j?33.  Lissauer  schließt  hieraus  unter  Bildung  ganz  willkür- 
licher Ansätze  für  die  erregten  elektrischen  Momente  auf  das  Fehlen 
wahrer  Pyroelektrizität. 

Die  Entwicklungen  von  §  454  sind  nun  aber  so  allgemein  ge- 
halten, daß  Ober  die  Abhängigkeit  der  Konstanten  c.^^,  wie  auch  der 
therimschen  Dilatatiouen  A,^  und  der  wahren  pyroelektrischen  Er- 
regungen Yon  der  Temperatur  nicht»  Beschränkendes  Torausgesetzt 
ist  Sie  setzen  flberhanpt  nur  diejenige  Kleinheit  der  Deformations- 
gröBen  Toraus,  welche  eine  BeschxSnkung  auf  die  in  ihnen  lineftren 
Glieder  des  thermodjnamischen  Potentials  gestattet  und  welche  yöllig 
den  tatsächlichen  YerhSltnissen  entspricht.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  aua 

1)  W.  Lmamer,  Diu.  Mfinoh.  p.  7. 
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-der  angenäherten  Konstanz  von  und  ef,,  nicht  das  Geringste  Qber 
die  ExisteoK  oder  2^ichtexisteiiz  wahrer  PjroelektrizitiLt  geechlosMn 

werden  kann. 

Die  prinzipielle  Wichtigkeit  der  Frage  rechttertigt  ein  kurzes 
Eingehen  auf  die  pomachten  Einwände.  Im  übrigen  ist  nochmals  auf 
den  ächluB  des  vorigen  Puragrapben  zu  verweisen. 

§  457.  Bin  dttnner  ^linder  l>ei  lliigp  miner  Aohee  TarUfliNnider 
Ten^pentnr.  Unter  den  Deformationmietindai  infolge  inhomogenftr 
Temperaturanderangen  zeichnet  sich  nach  §  383  dnjenige  infolge  einer 
linear  mit  den  Koordinaten  wechselnden  TempeFator  durch  große  Eia- 
fuchlieit  nm:  derselbe  kann  ohne  innere  Spannungen  S^t  ■  •  •  3,  be* 
stehen,  liefert  ahn  gewöhnliche  P^TOclektrizitHt. 

Wir  wollen,  wie  S.  770,  einen  Zylinder  betrachten,  in  dem  die 
'lemporatur  t  eine  lineare  Funktion  der  parallel  der  Zylinderachse 
gererhneten  j?- Koordinate  ist.  Um  einfachste  Verhältnisse  zu  haben, 
sei  tiie  Zylinderachüe  parallel  der  polaren  Hauptachse  eines  Kristalls 
der  Systeme  IV  bis  VI,  z.  B.  Turmalin,  orientiert. 

Es  ist  dann 

wobei  j}'  eine  Konstaute  bezeichnet  Für  die  Potentialfuaktiou  des 
erregten  Zylinders  gilt  dann 


Dies  zeigt,  daß  fler  Zylinder  äquivalent  ist  mit  zwei  Belegungen 
der  Endflächen  mit  den  lioniO|Tcnen  Dichten  p' z„  und  —p'z^,  außer- 
-dem  nui  einer  honiot^enon  räumlichen  Ladung  vun  ^ler  Dichte  — p*. 

Bei  hiureicheud  dünnen  Zylindern  kann  man  auch  danu  von 
den  thermoelastischeu  Spannungen  absehen,  wenn  die  Temperatur 
nach  einem  andern,  als  dem  lineSnn  (Peseta,  nor  aber  nicht  jn  jäh 
Tariiert«  Die  Erregung  ist  dann  Squivalent  mit  Dichten  (F^^^^f 
anf  den  Endqaendinitten  nnd  raomlielien  Dichten  ^dFJdM. 
Man  sieht  hieraus  e.  B.,  daß  dünne,  ungleichförmig  temperierte Tiir> 
malinkristalle  keineswegs  mit  Polen  in  ihren  £iidqiierachnitten  Iqni' 
Talent  sind. 

§  458.  Eine  dünne  IB^elsaoheibe  mit  in  konsontrisohen  Bingen 
konstanter  Temperatur.    Andere  Deformationszostände  von  kristal* 
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linisdien  Pkipuatoi  iafdge  inhomogener  Teinp6ifttiitT«riieilimg  bieten 

4«  Theorie,  wie  sohon  S.  776  bemerkt,  zameist  außerordentliche 
Schwierigkeiten;  auch  wenn  man  dorch  die  Aunalime  einer  platten« 
form  igen  Gestalt  die  Vereinfachung  einführt,  welche  durch  die  Re- 
duktion der  Abhängigkeit  von  drei  auf  die  von  nur  zwei  Koordinaten 
■entsteht.  Es  ist  ein  Ljlüeklicher  Umstand,  daß  eine  der  wenigen  Be- 
obachtungen, die  über  die  elektrische  Erregung  einer  Platte  durch 
ungleichfÖrnu4<e  Temperaturverteilung  vorliegen,  unter  Um  ständen  an- 
gestellt ist,  wo  das  thermoelastische  Problem  isotrope  Form  annimmt, 
nämlich  eine  Platte  beLriüt,  die  normal  zu  einer  dreizähligon  Z-Achse 
orientierfc  ist  Wir  wollen  jetrt  die  piemeleUrisohen  Folgerungen  ans 
den  in  |  888  hieifUr  gewonnenen  Beeoltaten  der  Tfaermoebitiiittt 
ableiten.  Die  Plaifce  hebe  wieder  die  Dicke  2>,  nnd  ee  ed  die  XF- 
Ebene  in  ihre  Mittelfliche  gelegt 

Wir  geben  ane  Ton  den  Gnmdformehi  (307),  mnltiplisieran  die- 
eelben  beiderseitig  mit  dem  Element  dß  der  Dicke  2>  und  integrieiein 
fHb»  die  guie  D^ke.  Von  den  so  erhaltenen,  statt  anf  die  Tolumen-, 
auf  die  tUelioneinheit  belogenen  Momenten 

Jp.di-CPJ  (817) 

interessiert  uns  nur  (P^)  und  (P^),  da  die  Platte  nach  ihrer  elektrischen 
Erregung  (gemlB  S.  895)  merklich  ftqniTalent  wird  mit  einer  einfiichen 
Belegung  ihrer  QnmdflSche  mit  der  Dichte 

mid  OTentaeli  mit  einer  der  Bandkaire  Ton  der  Dichte 

r  —  ((Fj)  coi  («,    + CF^  cos  {n,  y)X  (»l») 

unter  n  die  innere  Normale  verstanden. 

<rilt  dann,  da  naeli  S  777  die  Mittelwerte  von     und  über 
die  Dicke  der  Platte  verschwmdeu, 

W  -  (<?u«.  +  «itSf,  +  «Ii*.  +  ^^^^^ 

wobei  für  x^, ...  die  Ansdracke  (516)  u.  (ÖIÖ')  von  8.  777  zu  setzen  sind. 

Da  die  einzig  vorliegenden  Beobaf^btungen  von  Fönff/m  sich  auf 
eine  normal  zur  Z-liauptacbse  orientierte  Platte  von  Quarz  bezielien, 
so  wollen  wir  sorfl^icb  die  für  die  Gruppe  ( 10)  nach  S.  830,  5^5  und 
588  geltenden  Parameterwerte  einfühi-eu.  Nach  diesen  wird  aus  {J12{J) 
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und  HOB  ikn  frOheraa  Fonaeka  (516)  and  (516') 

die  KombinatioD  dieser  Aoedrüoke  liefert 

W-^fei-«i.)(A-B),  (P,)  2e,,(s^-s,,)H.  (821) 

Bezeichnen  nun  fr  nnd  /3  die  Hicbtnngskosinus  eines  KadiuBYektoni 
in  der  Kreiösciieibe,  so  wird  nach  (525;  auf  S.  779 

"-+07; -2')"'''  ('^) 

und  nach  (524)  ebenda 

737  ^  

Dabei  iit  D  die  Dicke  der  Platte,  der  Modul  des  thermiieliat 
Dmekee  nach  X  nnd  F;  v  ist  die  Temperatur  im  Abstand  r  tob 
Zentrum,  T  die  mittlere  Temperatur  auf  dem  durch  den  Kreis  vem 
Radios  r  begrensten  Bereich, 

Büemach  wird 

(F,)^F(,T-x){a^^ß"')i    ^F,)^-2FiT-rjaß,  (323) 
oder  \m  ra^  X,  rß^f  auch 

(«'-»').   2-P(-^)»»,  (8«) 

wobei 

■Z>ffi(«u  +  «it)(«it  -  «1»)  I-  - 

Die  Beobachtungen  IloHi(fm$  beziehen  sich  nur  anf  die  Wirknng 
der  Dichte  P;  fttr  diese  FonlEtion  Uefert  (318) 

wobei  u     cos  V ^  ß  —  sin  t'  gesetzt  ist. 

Dies  ergilit,  daß  Lei  einer  Temperntiirrert^ilung,  die  in  konzen- 
trischen Ki«iseu  konstant  ist,  die  C2'>i''i^'Schcibe  eich  in  sechs  gleiche 
Teile  entgegengesetzt  gleicher  Erregung  teilt.  Die  absoluten  MaTiwa 
der  Erregung  liegen  bei 

cos3^*±l,   d.h.   ifih%,  für  1, 2...6.  (326) 
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Das  Vorzeichen  der  Eiregong  hängt  tob  dem  Vorzeichen  des  Ane- 
drucks 

ab  nnd  veecheelt  mit  diesem.  Letzteres  Vorzeichen  bestimmt  sich 
aber  keineswegs  etwa  allgemein  fQr  ein  Abnehmen  oder  ein  Wachsen 
Ton  T  mit  r  in  entgegengesetastem  Sinne;  die  Verhältnisse  li^n 
vielmehr  komplizierter. 

Denkt  man  beispielsweise  t  nach  Potenzen  von  r*  entwickelt,  so 
ergibt  sich  für  ein  Glied  von  der  Form  a^r^"  ^     ein  Anteil  an  T 


r 


also 

r*  n-fl 

nnd 

rr(-V'")--^Vi^'*--  (8«) 

Somit  wird  in  der  Reihe  flEü-  v  erst  das  Glied  mit  n  d.h. 
wirksam^)  und  liefert  für  den  obigen  Ausdrack  einen  positiren 
Wert,  wenn  <  0  ist^  also  jenes  Glied  mit  wachsendem  r  abnimmt; 
nmgekebri  einen  negatiTCD,  wenn  0. 

Jedenfalls  ergibt  sich,  daß  bei  gewissen  von  innen  nach  anfien  ab- 
nehmenden Temperaturen  die  Erregung  der  Qoarzplatte  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  stattfindet,  wie  bei  nach  außen  annehmenden,  —  im 
Einklang  mit  den  Beobachtungen  von  Röntgen. 

Es  ist  vielleicht  antromessen,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  wie 
eigentlich  bei  den  lH  ?'"hriebonon  Versuchen  das  ento;egengesetzte  Ver- 
halten gegennberliegeucier  Si  ktoreu  der  Kreisscheibe  zustuude  kommt. 
Diametral  gegenüberliegende  Sektoren  der  Kreissclieibe  sind  bei  den 
gemachten  Annahmen  in  gleichen  Spaunungszustäuden,  korrespon- 
dierende Elemente  werden  also  gleichsinnig  erregt.  Dabei  kehren 
sie  aber  anf  der  einen  Seite  des  Scheibenzentnims  den  positiren,  anf 
der  andern  Seite  den  negativen  Pol  nach  anBen.  Wachst  die  Er- 
rang im  Sinne  des  Radius,  so  wird  an  der  Grenze  zweier  sich 
radial  folgoiden  Elemente  im  ersten  Falle  die  negative,  im  sweiten 
Falle  die  positive  Ladung  überwiegen;  dadurch  entsteht  dann  das 
entgegengesetzte  Verhalten  sieh  diametral  gegenäberliegender  Stellen 
der  Platte. 


1)  In  der  Tat  hat  die  Gleichung  P  =.  0  die  Lösung  a,  -f  a,  r\ 
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§  469.  Bmpnig  dvMdi  obairiUtaiilleihie  Srwiniuuig  oder  AIk 
kühlung  längs  einer  begrensenden  Ebene.  Das  im  vorstehrnden 
belinndt'lte  Problem  gestaltete  sich  dadurch  relativ  einfach,  daß  dm 
bf'trncktete  Präparat  .«^ich  in  thermoclastischer  Hinsicht  isotrop  vear- 
iiielt.  Ein  praktisch  bedeutungpvolles  Prol)lem,  wo  Analoges  nicht 
stattfindet,  vielmehr  auch  die  Glru  hun^en  der  Tliermoelastizität  äolo 
tropeu  Chaniktcr  haben,  knüpft  au  den  Fall  eines  uuendlichefl, 
durch  eine  Ebene  begrenzten  Kri^talles  an,  dessen  nur  bis  in  end» 
lioka  Tiefim  Tuiiaraid«  Tempfiitor  in  ca  den  Oramn  paralMi« 
BbflnfiD  konilwii  iii^  iriUmnd  in  unendlicher  Unifeninng  die  T«b- 
peniiir  konstont^  die  Befomuiüon  Noll  ist 

IMeeer  Fall  iUurt  bei  Redaktion  aller  Dtmendonen  auf  den  asdeni 
eines  endlicheui  dureh  «ine  Ebene  begrenzten  ErietaUee,  bei  einer 
Tempeninnrerieilung,  die  nur  in  vereeliwindend  kleiner  Tiefe 
unter  der  begranenden  Ebene  Ton  der  normalen  abweicht^  derart,  daß  die 
hier  entstandenen  Spannungen  nicht  anereiehen,  die  ferneren  Teile  des 
KriitaUs  zn  defi^rmieren.  Der  geadiilderte  Zustand  kann  etwa  dadonh 
herrorgebraclit  werden,  daß  der  ursprünglich  homogen  temperierte 
Kristall  plötzlich  in  eine  Umdrehung  von  anderer  Temp*»ratnr  crf^bracht 
wird.  Es  wird  dann  in  der  ersten  Zeit  seinp  Tempt  l  atui  nur  in  un- 
mittelbarer Nähe  der  Grenzebene  merklich  verändert  in 

Es  ist  S.  233  und  802  bemerkt  worden .  Haß  mehrere  Furbcher 
bei  Untersuchung  der  „Pjroelektrizitäi^^  Anoi  lnungen  benutzt  haben, 
welche  unter  das  vorstehende  Schema  fallen  und  gelegentlich  auaschli^ 
lieh  „falöche  Pjroelektrizität^  err^en.  Die  Durchfahrung  des  jetit 
gestellten  Fkoblema  liefbrt  eine  angenilmte  Theorfe  jener  BeobadEtaag»- 
meihodsn,  wdche  genttgt,  die  beMfenden  Beeuliate  qualitatir  airf- 
znUixen,  wenngleicli  bei  manchen  Beobachtungen  die  Tempeiatiir 
Änderung  tiefer  in  das  Innere  des  lünitaUa  fbrijgeedhiitten  sein  wxd, 
ala  die  im  Iblgendfln  anaeinandenusetaande  Hieoiie  anninmi 

Wir  l^en  die  Orenzebene  in  die  willkürlich  orientierte  XY- 
Ebene  und  haben  demgemäB  die  Oberfiichenbedingungen  flir  f  *  0: 

Sollen  die  Temperaturen  in  zur  XF- Ebene  parallelen  Eben«» 
konstant  sein,  so  muß  dasselbe  von  allen  Drucken  gelten.  Die  Haupt* 
gletehungen  (22b)  reduzieren  sich  sonach  auf 

Dies  ergibt,  daß  nicht  nur  in  der  Grenxebene,  sondern  überall 
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sein  muß.   Hieraus  iolgt  dann  nach  (499)  auf  S.  768 

X.  Ä,   r.  ft,  Z.  ft,  (829) 

wobei  die  Q,^  wieder  die  Komponenten  der  thermischen  Drucke  be- 
seiclineu  und  m  unserm  Falle  zusammeu  mit  der  TemperaturverLeiluug 
als  Punktionen  Ton  e  allein  gegeben  so  deniren  sind. 

Nach  unsern  Grundanuabmen  wird  die  Tendenz  der  mhomogen 
temperierten  Oberflächensducliten,  sich  in  den  Richtungen  der  X- 
ond  6m  F-Adhse  su  defonnieraiy  dqzeli  dm  Wideratand  dm  nnieilialb 
liegenden  homogen  temperierten  Uaesivee  dei  ErisiaUs  paralysiert.  Wir 
dlirfeii  dsSier  im  gpnsen  Bereudi  des  Eristells 

a;,  -    =  a:,  =»  0  (660) 

^y*l*hfüH  Die  Seeths  Beziehungen  (829)  und  (330)  stellen  die  seehs 
ersten  Integrale  unseres  Problems  dar.  £s  ist  nur  noch  zu  zeigen, 
daß  sie  mit  den  S.  769  erörterten  Bedingungen  (500)  yertnlglich  sind. 

Der  Nachweis  gestaltet  sieh  sehr  einfach;  da  alle  DeformationS' 
^oßen  nur  Ton  ß  abhängen,  xedosieren  sieh  die  seehs  Qkiehongen 
(500)  auf  die  drei 

d**,     d\  dy^ 

und  diese  sind  durch  (880)  identisoh  eifUli  Unaera  Integrale  sind 

also  brau  bar. 

Die  Kombination  von  (829),  (330)  mit  den  Definitionen  (20)  der 
X^i  . . .  Ton  8. 668  liefert  nnnmehr  das  System 

Wir  denken  dasselbe  nach  den  Defoimationsgröfien  an^eUtot  nnd 
sehretben  das  Resnltat 

wobei 

£8^  —  £ /Sß^  =  r^^c^i  -  r^c^^,  . . .  (838) 
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In  den  letzten  Formeln  bezeiclmen  die  Punkte  Gleichungen  oder 
Ausdrucke,  die  ans  den  hingescbriebenen  durch  zjkliselie  Tertanediung 
Ton  (3,  4,  5)  entstellen.   Die  Formeln  (ßdii)  gestatten  bei  gegebenen 
die  Berechnung  von  u,  v,      do«^  kommen  die  bes.  AosdrQcke  fOr 
uns  nicht  in  Beirachtw 

Fflr  das  Problem  der  elektrischen  Erregong  haben  direkt  die  er- 
haltenen Ausdrucke  für  die  Deformationsgroßen  Bedentnng,  die,  mit 

Torgeechriebenen  in  die  Fundamentalformeln  (20)  eingesetst,  in  der 
Tat  sogleich  die  elektrischen  Momente  P|  liefern.  Es  ist  olme  weiteres 
SU  erkennen,  duß  nach  (1<  u  so  gewonnenen  Besttl taten  auch  diejen^;en 
azentrischen  Kristalle  bei  oberflächlicher  Temperfituränderung  Errej^m- 
gen  zeigen,  die  gegenüber  gleichffjrinigen  Erwärmungen  inaktiv  sind. 

Allt'fdings  kann  ein  Hiil)»raum  bei  Erregungen,  die  in  Ebenen 
parallel  zur  Grenze  koustant  ^ind^  auf  äußere  Punkte  kein  Feld  aus- 
senden; aber  bei  den  Beobachtiiugon  handelte  es  si(»h  jederzeit  um  be- 
grenzte Gebiete,  auf  denen  die  Erregung  augenähert  nach  deu 
obigen  (iesetzen  stattfand,  und  hier  kommen  Felchvirkungen  zustande. 

Die  Gesamterregung  ist  nämlich  mit  einer  UberHächenladung  ron 
der  Dichte  6  =  P.^  und  einer  rmimlichen  Ladung  von  der  Dichte 
(>  =«  —  dl\ids  äquivalent;  a  ist  dabei  unter  der  Voraussetzung  be- 
stimmt, daß  die  -j-  if- Achse  die  äußere  Normale  auf  dem  Kristalle 
darstoUe.  Bei  der  S.  233  erwähnten  Methode  von  FrUdd^  wo  die 
Erwirmiing  des  Kristalles  durch  eine  an  eine  seiner  FiSeheu  gelegte 
erwärmte  Halbkugel  bewirkt  und  die  Erregung  durch  die  Influenzierang 
eben  dieser  Halbkugel  gemessen  wurde,  ist  ersichtlich  die  Oberflächen- 
ladung (S  in  erster  Linie  wirksam  gewesen,  and  man  darf  das  Vor« 
zeichen  der  nach  jener  Methode  beobachteten  Erregung  mit  dem  von 
gleichsetzen. 

§  460.   Anwendung  der  theoretischen  Resultate.     Um  nach 

diesen  Gesichtspunkten  spezielle  Fälle  zu  diskutieren,  haben  wir  der 
Grenzebene  des  Kristalles  je  die  entsprechende  Lage  zu  gehen:  es  sind 
dazu  die  Formehl  des  vorigen  Paragraphen  auf  ein  solches  Koordinaten- 
system X'  Y  Z  anzuwenden,  dali  Z'  in  die  äußere  Normale  der  Grenz- 
ebene füllt.  Der  für  die  Diskussion  maßgebende  Ausdruck  für  das 
Mcnnent  1\  parallel  der  Z'-Achse  nimmt  dabei  die  Form  an 


(ä34) 


Hierin  stellen 


(335) 
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«ine  Art  pi6io«Uktrisoiher  Ifodnln  dar,  in  denen      eich  aiudrllekt 

P.  -Q.D„+  ttl>„  +         .  (336) 

Im  Taratehandes  ist  nnr  die  piesodektrisohe  Wirkang  der  in- 
homogenen Erwftrmiuig  berdeksiclitigi;  bandelt  es  sich  um  einen  Eriatall 

mit  wahrer  Pjroelektriziiät^  so  ist  za  dem  Aasdruck  fiir  nach 
Q,  922  noch  das  für  diese  Erregimg  charakteristische  Glied  AT,'  zu  fugen. 

Die  Verhältnisse  sind  im  allgemeiuen  dadurch  kompliziert,  daß 
Qlr  't/s  voneinander  TerschieJon  und  überdies  nach  §  385  der 
Beobachtung^  nicht  direkt  7ni:".nii:]ii'h  «^ind.  Eintachere  Fälle  resul- 
tieren bei  speziellen  Orientieruiigon  ut  t  üronzebeue  gegen  den  Kristall, 
für  welche  uud  verschwinden,  imd  über  die  S.  288  gesprochen 
ist.  Bei  Kristallen  des  reguliireu  Systems  ist  nach  S.  (^f^  und  Qr, 
für  alle  Orientitirungen  gleich  Suli  und  (^^  bei  gleichem  Temperatur- 
Terlauf  parallel  Z*  Ton  stoibi  lädier  GröBe. 

Nehmen  irir^  am  ein  ein&ches  Beispiel  zu  geben,  ein  Präparat 
ans  Bergkristaü^  so  gibt  die  Formel  (334)  ftlr  eine  zor  Z-Achse  nor- 
male Orenzflaohe  (wegen  «bt  ~  ^4  *"  ^  ^)  ^i'^^»  keine  wirk- 
same Erregung.  Auf  eine  zur  X-Achse  normte  Grenze  wird  sie  an- 
gewendet, indem  man  die  Indizes  in  den  Tripeln  (1,  2,  3)  resp.  (4^  6^6) 
nm  eine  Stelle  zyklisch  Torsehiebt;  man  erhält  so  allgemein 

also  ftlr  Bergkristall  speziell 

i^i-^iiVi'^a,  (338) 

wobei  nach  den  fÖT  die  bezügliche  Symmetrie  geltenden  Konstanten- 
werten  Sjj^  = 

Diese»  ilesultat  hat  ein  gewisses  Interesse,  weil  aul  tieu  damit 
charakterisierten  Fall  die  ersten  i'ublikationeu  der  Curifs  Bezug  nehmen. 
Unter  Zugrundelegung  der  Beobachtungen  Fricäd^  über  (^falsche)  pyro- 
«lektriRche  Erregungen  schlössen  sie,  daß  die  Erregung  eines  Quarsr 
Präparates  durch  homogene  Kompression  parallel  der  2-Adiie  die 
gleiche  Erregung  bewirke,  wie  eine  AbkQhlnng  in  der  Eiehtung  der 
X-Achse. 

Non  ergeben  die  Gnindfonneln  (22)  IBt  eine  Dmekwirkong 
parallel  der  X-Achse  bei  Quarz 

P,  -  -  ndu  (389) 

nnd  bei  Heranziehang  Ton  (13) 

Pi  lT(s«  (ßa-st^  +  ei4«i4)  •  (340) 
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Die  YergleichuD^  dieses  Aasdruckcs  mit  (338)  zeigt,  daß  die 
Verhältnisse  in  Wirklichkeit  nicht  so  eiiifacli  liegen,  wie  die  ans  ein- 
Äelnen  BeoluK'htiinijpn  jjpschlossene  R«p;el  behauptet;  es  hängt  nämlich 
die  Druckwirivung  nicht  allein  von  dem  Parameter  c„  ab,  der  die 
thermische  Wirkung  mißt,  sondern  es  kommt  auch       in  Betracht. 

Bei  Quarz  überwiegt  allerdings  das  erste  Glied  in  (340)  beträcht- 
lich das  zweite,  und  hier  wird  die  C'wrw  sche  Ri»gel  auch  durch  die 
Theorie  gefordert;  denn  eine  oberflächliche  Abkühlung  der  aur  -f  -X- 
Achse  normalen  Fläche  verlangt      <  0.  — 

Da  es  Bich  bei  den  Versuchen  über  die  Wirkut  oberflächlicher 
Temperatnranderungen  nur  um  qualitative  Beziehungen  handelt,  &o 
kann  man,  um  deren  Resultate  in  komplizierteren  Verhältnissen  ver- 
stiadlleh  an  macheiii  weitere  AnnKheningen  einftlluen  dorcli  BerQek> 
eichtigimg  dee  ümatandee,  daß  nach  der  EriUinuig  (s.  S.  773)  die 
drei  Haup^arameter  q^,  der  thenniseheii  Bracke  bei  dem- 

selben Kristall  sich  mitunter  nur  wenig  voneinander  unterscheiden. 
Daraus  folgt  dann,  daß  die  Q^,  Qi,  einander  gleichfalls  nahezu 
gleich  und  die  Q^^,  Ql^,  neben  ihnen  sehr  klein  sind.  Zugleich 
sind  häufig  die  Moduln  S',  S'.,,  S'  ,  S',  S'  klein  neben  S'  und 
variiert  letzteres  nur  mäßig  mit  der  OricntienniLr  der  Grenzebene  dos. 
Kristalles.  Die  Formeln  (331)  und  (332)  zeigen,  daß  unter  diesen 
Annahmen  nahe  mit  l/c^j  übereinstimmt.  Bezeichnen  wir  einen 
mittleren  Wert  von  < „  kurz  mit  c,  einen  mittleren  Wert  von  <i>j,  (^^, 
mit  Qf  so  wird  dann  Formel  (334)  zu 

In  dieser  AnnSherung  wird  alao  die  Erregung  durch  die  gleiche 
oberflächliche  Erw&imung  bei  verBchiedener  Orientieraog  der  Qrena* 

ebene  gegen  den  Kristall  wesentlich  durch  das  Verhalten  von  e^,  mit 
wechselnder  ^'-Richtung  bestimmt.  Über  letztere  Konstante  ist  S.  938 
gesprochen;  bezeichnet  man  die  Richtongakosinus  der  Z'-Achse  gegen 
die  Hauptachsen  X,  Y,  Z  mit  y^,  so  eigibt  sich  ans  (60)  und 
dem  dazu  Bemerkten 

^  -  HiVv  +  •  •  +  [yiVi(«ti  +  2«ii)  +  ys(%i  +      +  •  • 

+  2y,y,y8(eu  +  «»  +  <?8«)- 

Dieser  Ausfhuck  ist  nach  den  Schemata  von  §  416  auf  die  ver- 
schiedenen Kristallgruppeii  zu  spezialisieren.  — 

Unsere  Überlegungen  set/.en  voraus,  daß  der  Temperaturzustand 
in  Ebenen  parallel  zu  der  Grenzebene  konstant  ist.  Dies  darf  in  den 
mittleren  Ticrcichen  natürlicher  KristaUtlächen  als  angenähert  erfüllt 
gelten^  \s  t'iiu  der  ursprünglich  homogen  temperierte  Kristall  sehr  kurze 
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Zeit  hindiuioh  em«r  ümgebmig  toa  ftlmeicliiiider  Temperatur  ans- 
geietat  iat  Auf  die  Umgebiing  der  Kanten  awiiofaem  swei  Blichen 
gestatten  nnaere  Überlegangen  kdne  Anwendung. 

Dagegen  darf  man  ne  auf  stetig  gekribnmte  B^renxnngen  Ton 
Kristallen  anwenden,  Toransgeaetet,  dafi  die  Dicke  der  ungleich  tem- 
perierten Seil i cht  klein  g^m  den  KrfimmimgBradius  der  Oberfläche 
ist;  es  wird  dann  die  Snegong  der  Oberflädtenschicht  von  Ort  an 

Ort  variieren.  Man  kann  auf  dipse  Weise  eine  roh  angenäherte 
Theorie  der  Erseht  inungen  gewiimen ,  welche  Kugeln  aus  piezoelek- 
trisch erregbaren  Kristallen  bei  obertiäehlicher  Erwärmung  zeigen. 
Nimmt  mau  das  Gesetz,  naeh  welchem  die  Tem])eratur  mit  der  Tiefe 
in  der  KristaUkngel  variiert,  ringshemm  als  gleich  an  und  awla  von 
wahrer  Pyroelektrizität  ab,  so  wird  gemäß  (341)  die  lokale  Veränder- 
lichkeit der  Erregung  ausschließlich  durch  die  piezoelektrische  Kon- 
stante e,,  gemessen.  Dieser  Parameter  erhftlt  also  in  seiner 
Abbftngigkeit  Ton  der  Bicktnng  dnreh  das  Vorstehende  eine 
ansehanlicke  Dentnng. 

Was  die  Wirkung  einer  so  eiregten  Engel  auf  den  Anßenraam 
imd  insbeeondere  die  hierBaf  beruhende  Theorie  der  Ztnuifachen  Be- 
stiLubungsmethode  angeht,  so  bietet  es  keine  Schwierigkeit,  dieselben 
mit  Hilfe  von  Kugelfunktionen  abzuleiten.^)  In  den  meisten  FUlen  wird 
die  Feldstilrke  normal  zur  Kugelfitlche  direkt  proportional  mit  e^; 
dann  gibt  also  die  Bestäubungsmethode  direkt  ein  Bild  Ton  dem 
Verlauf,  insbesondere  anoh  Ton  den  Voneiehenwechseln  von  bei 
wechselnder  Richtung. 

Im  Falle  von  Bergkristall  reduziert  sich  nach  dem  Schema  fttr 
Gruppe  (10)  auf  S.  830  der  Ausdruck  (342)  auf 

-i-Wyi*-8y.').  (848) 

Dies  drückt  eine  Teilung  der  Kngeloberfläche  durch  Meridiane, 
welche  die  Winkel  ±{2h-  i)7tj()  mit  der  AI- Ebene  einschließen, 
in  sechs  Sektoren  aus,  welche  entgegengesetzt  gleiche  Erregungen 
zeigen.    Beobachtiu^^eu  von  Kundt  (S.  Süt?)  stimmen  hiermit  überein. 

Bei  regulären  Kristallen  der  Gruppen  (30)  und  (32)  ergibt  sich 
nach  dem  Schema  auf  S.  832 

hier  findet  eine  Teilung  der  EngeloberiUkihe  in  die  Oktanten  statin 
weidie  dem  Hanptachsenfijsteitt  entspredun« 


1)  W,  Vai^  GMt  Abh.  1890,  p.  88  n.  f. 
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ym.  Abschnitt. 
Pieioma^etismiu. 

§  4G1.  Das  thenuodynamiBOhe  Potential  piezomagnotiacher 
Vorgänge.  Schon  S.  261  ist  yon  der  Tatsache  Gebtanch  gemacht 
worden,  daß  um  Gleichgewichtslagen  oszillierende  Elektronen  inner' 
halb  der  MolekOle  magnetische  Felder  aassenden,  ähnlich  denen 
Ton  moleknlanKi  elektrischen  SirOmen,  and  daß  bei  geeigneter  Sym- 
metrie durch  sie  jedes  Yolumenelemcnt  eines  Kristalls  ein  permanentes 
Moment  erhalten  kann,  welches  dann  —  gemäß  der  Abhängigkeit 
der  Eiektrouengeschwindigkeit  von  der  Temperatur  —  mit  letzterer 
aelbst  wechseln  wird. 

Nicht  minder  wahrscheinlich,  als  die  Existenz  von  permanenten 
Momenten  und  von  l^yromatrneti.snius,  ersclieint  eine  Erregung  oder 
Veränderung  der  niulekuiareu  niaguetischon  Momente  infolge  von  De- 
formationen, also  Piezoniagnetisraus;  die  Orientit  rung  der  Elektronen- 
buhneu  wird  durch  die  gegenseitige  Anordnung  der  Moleküle  im  Kristall 
beeinflußt  werden  können,  und  in  MolekOlen,  in  denen  unprQnglich 
keine  Richtung  gegenflher  der  andern  magnetisch  ansgezeicbnet  war, 
kann  infolge  der  Deformation  eine  solche  Auszeichnung  eintreten,  die 
dann  ein  magnetisches  Moment  nach  dieser  Richtung  bewirkt. 

Wir  wollen  znm  Schluß  dieses  Kapitels  auf  die  Gesetze  dieses 
Plezomagnetismus  noch  etwas  eingehen.  Sind  gleich  bezügliche  Wir- 
kungen noch  nicht  sicher  nachgewiesen,  80  haben  die  Formeln  für 
diese  Vorgänge  doch  immer  den  Wert,  zu  zeigen,  unter  welchen  TJm- 
f^tänden  jene  Wirkungen  eintreten  können,  somit  also  zu  lehren,  wie 
allein  Beobachtnngeu  mit  Aussicht  auf  Erfolg  anzustellen  sind.  Außer- 
dt'iu  hat  die  AulsteUung  der  bezüglichen  Gesetze  auch  noch  eine 
weiterreichende  Bedeutung.  Die  Sviumetrie  der  piezomagnetischeu  Vur- 
gänge  ist  zugleich  diejenige  mehrerer  anderer  kristallphysikalischer 
^'^Oi  gäuge,  auf  die  wir  in  fr&heren  Abschnittm,  wo  Yoii^uige  anderer 
Symmetrien  den  Hanptgegenstand  bildeten,  beiläufig  gestoßen  sind, 
die  wir  aber  in  Ermangelnng  der  bezfiglichen  Grundgesetze  nicht  rer- 
fo^  haben.  Die  Aa&tollung  der  Grundformeln  für  den  Piezomagne- 
tismus  liiert  also  jcugletch  die  notwendige  Eiginzung  jener  früheren 
Betrachtungen. 

Nach  Analogie  der  bei  der  Piezoelektrizität  festgestellten  Ver- 
hältnisse sehen  wir  auch  die  piezomagneti sehen  Vorgänge  als  rever- 
sibel an  und  Itpliandeln  sie  mit  Hilfe  des  thermodynamischen  Po- 
tentials. Als  iluuptvariabie  für  das  erste  Potential  |  kommen  dabei 
nach  den  Resultaten  von  §  277  und  237  die  Deformationsgrößen 
4?,  ™  JTj,     =  X,,  ...     =     und  die  magnetischen  Feldkomponenten 
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Hl,  E^f  in  Frage.  Wir  idireiben  demgemiß  in  genauer  Andogie 
SU  dem  Anaats  (8)  fOr  die  pieeodektrisohen  Vorglluge 

I  f-1,2,  3;Ä-1,  2,  ...6,  (345) 

und  nennen  die  n^^  die  piezomagnetiBclien  Konstanten  des 
KristaUi. 

Hierans  eigeben  sich  die  Komponenten  des  magoetisohen  Mo- 
ments llbereinstimmfind  mit  (9)  sn 

-      -  M,        »j.*.,  i  -  1,  2,  3;  A  -  1,  2,  ...  6,  (346) 

and  für  die  Komponenten  der  Spannungen^  welche  in  dem  piezo- 
magnetieohen  Kristall  bei  Eiinwirkang  eines  Magnetfeldes  entstehen, 
gilt  analog  sn  (10) 

-J^-^i'-^"»^^"   »=1,  2,  3,  A  =     2,  ...e.  {Ul) 
Bei  Heranziehung  der  Formel  (11) 


für  die  isothermischen  elaetisohen  Veränderungen  kann  man  dann  statt 
(34üj  auch  schreiben 

Mj  ^f«,.i.,  (348) 

wobei  die 

als  piezomaguetiscli Moduln  bezeichnet  werden  mr)g<'ii  Formel 
(340'i  drückt  die  erregten  Aromont«  statt  durch  die  Delormations- 
gröben  durch  die  mit  ihuen  verljuudeueo  Druckkompouenten 

aus,  wobei  Temperatuiiiuderungeu  und  die  Wirkimgeu  höherer  Urduuug, 
über  die  §  452  o.  £  gesprochen  ist,  vemachlaBsigt  sind. 

§  -1G2,  Parumoturaciiemuta  für  dio  yersohiedeuen  Kristall- 
gruppen.  Die  Spezialisierung  der  Systeme  der  piesomagnetisefaflai 
Konstantsn  mid  Moduln  auf  die  82  Kristallgruppen  ist  implicite  schon 
in  §  416  und  417  geleistet.  Zwar  ist  die  magnetische  FeldstSxke  ein 
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axialer,  die  elektriaehe  ein  polarer  Vektor  und  hsA  demgem&ß  da» 
piesomagneÜBche  Potential  zentrieche^  dae  piezoelektrische  azentriaeh» 
Symmetrie;  aber  fÖr  zentrische  Vorgänge  sieben  aicb  nach  §  53  die 
32  KriataUgmppen  in  elf  Obergruppen  zusammen,  die  nur  durch 

Symmetrieachsen  cbaraktorisiert  sind,  und  den  Symmetrieachsen  gegen- 
über verhalten  sich  azentrische  Potentiale  gpnan  ebenso,  %vie  zentrische. 

Demgemäß  liefern  diejenigen  Parameterschemata  der  Piezo- 
elektrizität aus  §  416  und  417,  welche  sich  auf  Gruppen  beziehen, 
deren  Symmetri(>formeln  nur  Symmetrieachsen  aufweisen,  ohne  weiteres 
auch  die  Farameterschemata  des  Piezomagnetismus  fdr  die  durch  die 
Reichen  Fonoehi  duaaktedmerten  Obergruppen. 

Wir  erhalten  demgemäß  folgende  Zasammenstellnng  für  die  pieso* 
magnetiachen  Eonatanten,  die  in  derselben  Weiae  geordnet  ist^  wie 
die  analoge  in  §  416. 

I.  Triklines  System. 
(1),  (2)  keine  Symmetrieachse: 

*Hl     ^%     *J8     *l«  'S» 

••ii         •Sa   '•it   *S»  *H$ 

•Si    *•»    **M    *^ZA  'hi- 

II.  Honoklinea  Syatem. 

(3),  (4),  (5),  (^<^>): 

0  0  0  0 
0     0     0    n,4   »w  0 

III.  Rhombisches  System. 

(6),  a),  (8),  W%  Ä/^): 

0    0    0  0  0 

0   0   0  0    tt«  0 

0   0   0  0    0  11^. 

IV.  Trigonalea  System. 
T.  Abteaung.  (9),  (10),  (11),  {Ä(%  AJ^i 

Mjl     —«11     0  0  0 

0      0      0    0    -M,4   —  n„ 
0      0      0    0      0  0. 
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n.  AbtaUtiiig.  (13),  (18),  (^W): 

n,,    —  %|    0    w,^  —  — 

—         *«      0  -  nn  —  Hu 
«Hl     •»«     «I»    Ö      0  0- 

V.  Tetnigonales  Syttem. 

t  Abteüimg.    (14),  (15),  (16),  (19),  (A:'\  ^;«)): 

0  0  0  11^4  0  0 
0  0  0  0  -iii^  0 
0  0  0    0      0  0. 

U.  Abteüimg.    (17),  (18),  (20),  W); 

0  0  0  nu  tSf  0 
*Q  0  0  Hj,  — jiji^  0 
ti,j   w»i         0      0  0. 

VI.  Hexagonalei  System. 

L  Abtoüuiig.   (21),  (22),  (23),  (26),  (^;%  J.W): 

0  0  0  Um  0  0 
0  0  0    0  — 0 

0   0   0    0      0  0. 

IL  Abieiliuig.  (26),  (27),  (^(^: 

0  0     0  n,B  0 

0  0     0  -«1^  0 

»tt  «Si         0      0  0. 

VII.  Begnläras  System. 
I  Abtailung.  (28)^  (29),  (30),  (^/),  ^  W): 

alle  «^^  gleich  NoiL 

IL  Abtaaimg.   (31),  (32),  (^w  <^  AJ^  Ä}^): 

0  0  0  «,4  0  0 
0  0  0  0  0 
0  0  0    0     0  11^. 
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Dieselbe  Zusainniei]:'tp]'njiir  ^2;ilt  auch  für  die  piezomagneiischen 
Moduln  m^f^  mit  dem  einzigen  L'nterecbied,  daß  in  den  Schemata  für 
das  triguualc  System  in  der  letzten  Kolonne  —  2m^f  ~  an  Stelle 
von  — »jj,  —  "ss  steht. 

Die  Mannigfaltigkeit  in  dem  Anfban  der  Tontehonden  ScHemata 
l&ßt  erkennen,  wie  wichtig  ihre  Anfetellnng  fQr  die  EcforBcbung  der 
pieiomagnetischen  Erregung  ist.  Fallen  zwar  nnr  wenige  Grappen  in 
Hinsicht  anf  dieselbe  völlig  ans^  so  erweisen  sich  dalQr  bei  den  meisten 
gewisse  Arten  der  Deformation  oder  der  Spannong  als  völlig  wirkungslos. 

§  463.  Spezielle  Fälle  piezomagnetisoher  Erregung.  Die  ein- 
fachste Art  der  Erregung  ist  diejenige  eines  zylindrisclicn  Präparates 
durch  normal»"  Drucke  77  anf  die  Grundflächen.  Bezeichnet  man  die 
Kichtuiigskosinus  der  Zylindenicbse  gegen  die  Hauptachsen  X,  Y,  Z 
wieder  durch  j',  73,  so  entsprechen  dieser  Einwirkung  nach  (81) 
die  Druckkomponenten 

X,  =  nn\        -  ny^\  ...  2,  -  (350) 

Fällt  die  Zylinderachse  speziell  in  eine  &nptkoordinatenaefaae 

X,  Yj  Zf  so  bleibt  von  diesen  Korn]  in  nten  je  nur  X,  oder  Y^  oder 
Z^  übrig.  Die  Vergleichnng  der  obigen  Schemata  ergibt^  daß  in  den 
letzteren  Fällen  (außer  der  überhaupt  unwirksamen  und  weiterhin  un- 
erwähnt zu  lassenden  1.  Abteilung  des  VIL  Systems)  alle  Obeigmppen 
mit  den  Form  ein 

C-d;«"),  A^^))   sowie   {AJ^    ^  W  ^  ^  W) 

keinerlei  Erregung  zeigen,  die  Gruppen  mit  dm  Formeln  (^/^"O 
eine  solche  nach  der  Haaptachse. 
Für  die  longitndinale  Erregung 

M^  =  J/i  r\  +  ^hVi  +  ^Un  (351) 

fallen  die  1.  Abteilungen  des  V.  und  VI.  Systems  völlig  aus. 

Der  Fall  eines  allseitig  gleichen  Druckes  Jl  wird  gegeben  durch 

z.-r,-«,-j7,  r,-z.  =  x,-o.  (862) 

Auf  diese  Einwirkungen  rengieren  nicht  die  Kristalle  dos  III.  und  VII., 
wie  diejenigen  der  ersten  Abteilungen  des  IV.  bis  VL  Systems.  Die 
Kristalle  der  bez.  zweiten  Abteilungen  erhalten  ein  Moment  in  der  Kich- 
tung  der  ausgezeichneten  Achse. 

Eine  gleichförmige  Biegung  eines  Zylinders  läßt  nach  §  312  in 
den  einzelnen  Tolumenelementen  Spannungen  von  dem  Typ  (107)  und 
(1G8)  entstehen,  ergibt  sonach  ersichtlich  nichts  wesentlich  Neues. 
Anders  wirkt  eine  gleichförmige  Drilhmg^  für  welche  bei  elliptisdiem 
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Zrlindcrquerscbnitt  die  allgemeinfin  Foimelii  der  Elaatizitftistlieorie  in 

§  315  u.  f.  abgeleitet  sind. 

Liegt  die  Zylinderacbse  pürnllel  der  i^-üauptachse,  und  bezeichnet 
N  das  wirkende  Drehungsmoment,  a  und  h  das  Paar  der  Ellipsen- 
halbachsen,  so  gilt  nach  (187)  und  (löi);  auf  6.636 


hei  kreisfdniiigem  Qaenchnitt  wird  a^h  ^M,  d.  h.  gleich  dem 

Kreisradius. 

Die  ersten  Abteilungen  der  Systeme  IV  bis  VI  ergeben  in  diesem 

Falle  eine  radiale  magnctisrhe  Erregung,  die  als  nahezu  unwirksam  be- 
zeichnet werden  muß,  die  zweiten  von  V  und  VI  außerdem  noch  eine  zir- 
kuläre, die  sti^ng  wirkungslos  ist.  Die  zweite  Abteilung  des  regulären 
Systems  liefert  eine  Erregung  nach  gleichseitigen  Hyperbeln  von  der 
Gleichung  xy  =  konst. 

Diese  Beispiele  mögen  geiiiigeu,  um  zu  zeigen^  in  welcher  Weise 
die  SeliemAta  auf  8. 940  bei  einer  experimentellen  Anfsachnng  piezo- 
magnetiseher  Erregungen  sn  verwerten  sind. 

§  464.  Beobachtungen.  Die  einzigen  in  dieeer  Blohtong  bisher 
untersuchten  Kristalle')  sind  Bergkristall  (Gruppe  10)  und  Pyrit 
(Gruppe  31),  —  gewählt,  weil  von  beiden  größere  Individuen  leicht 
zu  bescliaffen  waren;  Pyrit  empfahl  sich  obenein  ffir  eine  magneÜsehe 
Untersuchung  als  Eisenverbinduug. 

Die  Erregung  geschah  durch  Ausübung  eines  longitudinalen 
Druckes  auf  ein  zjlindrisebes  Präparat;  beobachtet  wurde  die  Wirkung 
des  longitudinalen  Momuiitos;  es  waren  also  die  Formeln  (3öüj  uiid 
(351)  zur  Anwendung  zu  bringen. 

Das  Qnarzpräparat  hatte  seine  Achse  parallel  einer  sweisäbligeu 
Nebeoachse,  sagen  wir  der  JC*  Achse.  Ffir  das  in  ihm  erregte  longi- 
tadinale  Moment  gilt  also  nach  dem  Schema  für  die  1.  Abteilnng  dea 
IV.  Byrtem.  M,--m„n.  (353) 

Bas  Pyritpräparat  hatte  seine  Achse  in  der  Mittellinie  eines  Oktanten 
des  Hauptachsensyetems,  sagen  wir  in  der  Bachtang  mit  den  Kosinua 
Y^^y^^y^mm  es  war  somit     —     —     —  J7/3  und 

Die  Beobachtung  geschah  in  analoger  Weise,  wie  S.  260  bezüglich 
der  Aufsuchung  pyromagnetischer  Effekte  beschrieben.  Das  Präparat 

1)  W.  Voigt,  Gött  Nachr.  1901,  p.  1;  Ann.  d.  Pby».  Bd.  »,  p.  U4,  1902. 
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wurde  dem  astatischen  Doppelnadeliystein  parallel  aufgestellt,  so  dafi 

sein  oberes  Ende  dt'rn  oberen,  das  untere  dem  unter^^n  System  nahe 
war.  Eine  Ileholvorrichtuujjj  gestattete,  vom  Beobachtungsplatz  aus 
den  loDgitudiualen  Drnck  aul°  das  Prä{)arat  auszuüben  nnd  auszuschalten. 
Alle  beweglichen  Teile  des  Druckapparates  waren  aus  j^alvanisch 
niedergeschlagenem  Kupfer,  um  störende  magnetische  Wirkungen  nach 
Möglichkeit  herabzudrQcken;  jedes  Präparat  wurde  in  aufrechter  und 
in  Terwendeier  Stellung  der  Boobachtnng  nntensogeD,  nm  Inhomogeui- 
i&tm  eeiner  Snbeiauz  und  magnetisehe  Störungen  eeitens  der  Dmek- 
yomehkmg  su  eliminieren.  Die  Empfindlichkeit  der  Anordnung  konnte, 
wie  S.  266  erwühnt,  dadurch  bestimmt  werden,  daß  das  Kristall- 
priLparat  durch  ein  ihm  gleich  gestaltetes  Solenoid  ersetst  und  durch 
dessen  Windungen  ein  bekannter  (seliwacher)  Strom  geschickt  wurde. 

Die  Größe  der  piezornap^nitiseheM  Wirkung  blieb  bei  beiden 
Kristallen  innerhalb  derjenigen  der  Beobachtungsfehler;  es  konnte 
nichts  weiter  festgestellt  werden,  als  eine  obere  Grenze,  die  sie  jeden- 
falls nicht  erreichte.  Diese  Grenze  war,  falls  der  Druck  in  Gramm 
pro  cm^  ausgedrückt  wurde,  bei  Quarz  gegeben  durch 

«iji<lU->* 
iiii4<6-10- 


bei  Pyrit  durch  ^    ^  ^  ia-ii 


Schlußbemerkung  über  tenaorielle  Erregnngen  duroh  Defor- 
mation. Im  vorstellenden  Kapitel  haben  wir  uns  ausschließlich  mit 
vektoriellen  elektrischen  und  m^netischen  Erregungen  beschäftigt; 
es  ist  aber  durch  Beobachtungen*)  einigermaßen  wahrHcheinlich  ge- 
macht, daß  wenigstens  yon  der  Piezoelektrizität  auch  ein  teu- 
sorieller  Typ  existiert.  Ein  solcher  Vorgang  stellt  eine  Wechsd- 
beziehnng  iwischen  awei  polaren  Teneoren  dar;  die  fOr  ihn  geLtenden 
Orundformeln  sind  also  mit  denen  der  Elaatiziiftt  (a.  s.  B.  (20)  und 
•(22)  auf  S.  568)  identiach.  Die  Gesetze  der  Wiiknng  eines  tenaorieU 
erregten  Körpers  sind  in  §  115  u.  f.  entwickelt;  die  daraus  folgenden 
Regeln  für  die  Beobachtung  sind  in  §  IGl  auseinandergeaefeBt.  Bei  dar 
<GearingfÜgigkeit  der  bisher  Torli^^den  Beobachtungen  muß  dieaer 
Hinweis  genügen, 

Teusorieller  Piezoniagnetismus  ist  bisher  nicht  beobachtet; 
•ea  mag  he/,  seiner  daher  nur  bemerkt  werden,  daß  er  eine  Wechsel- 
wirkung zwischen  einem  axialen  und  einem  polaren  Tensortripel  dar- 
stellen würde,  und  daß  für  eine  solche  die  Grundformeln  zwar  m  dieser 
Darstellung  nicht  gebildet  sind,  aber  nach  den  darin  auseinander- 
gesetzten Regeln  leicht  gebildet  werden  kdnneo. 

W.  Voigt,  Gött  Nftclir.  Iü06.  p.  431. 
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Anhang  1. 

Erseheinimgen  der  Festigkeit 

§  465.  Spaltbarkelt.  In  den  Kapiteln  IV  bis  VIII  sind  die- 
jenigen Vorgänge  an  Kristallen  behandelt,  für  die  bisher  mit  den  Hilfs- 
mitteln der  SymmetriebL'trachtun<^en  umfassende  Gesetze  aufgestellt 
werden  konnten.  In  diesem  erstc^u  Anhang  soll  icurz  über  eine  Reihe 
Änderer  Erscheinungen  berichtet  werden,  für  welche  ähnliches  uorli 
nicht  geleistet  werden  konnte.  Die  Erscheinungen  dieser  Ileihe  hängen 
iladurch  zusammen,  daB  rie  eamÜioh  iraf  d«r  Überwindung  von  Ko- 
häsionskiBfteii  innerhalb  des  KriBialies  bemhen  mid  Veränderungen 
betreffen,  welche  die  Grenze  der  Gfiltigkeit  der  ElaetizitStegleiehungen 
fibersehreiten;  man  kann  sie  in  einem  allgemeineren  Sinne  des  Wortes 
jJb  Festigfceitserscheinungen  bezeichnen. 

Von  ihnen  ist  die  Spaltbarkeit  nach  ihren  Gesetzmäßigkeiten 
»m  wenigsten  erforscht.    Was  die  Erfahrung  bisher  ergeben  hat,  ist 
einzig  dieses,  daß  die  Spaltungsebenen  jeder/'-it  in  einer  solchen  Anzahl 
gleichwertiger  auftreten,  wie  dies  der  Sjninietrieformel  des  Kristalles 
entspricht,   und   daß   sie   durch   das  Gesetz  der  rationalen  Indizes 
(s.  §  43  u.  f.)  mit  den  Begrenzungselementen  des  Kristalles  verknüpft 
sind,  sonach  selbst  Bogrenzungsebenen  sein  können.  Demgemäß  spalten 
■die  regulär-holoedrischen  EristeUe  (Gruppe  (28))  Steinsalz  nach  Würfeln, 
Flußspat  nach  Oktaedern,  der  trigonal-holoedrische  Kalkspat  (Gruppe  (9)) 
naeh  Khomboedern.  Gelegentlieh  treten  bei  demselben  Mineral  mehrere 
yerschiedenartige  Spaltmigsebenen  gleichzeitig  anf;  so  bei  Baryt  (Gruppe 
<6))  eine  ausgezeichnete  Ebene  normal  2ur  /f- Achse  und  Tier  nach  der 
Symmetrieformel  (C,  Äji^\  Aj^^)  einander  gleichwertige  parallel  zur 
Achse. 

Ein  Meßverfahren  für  die  Größe  der  Spaltbarkeit 
•existiert  bisher  noch  nicht;  in  d.'r  Tat  bietet  schon  eine  präzise 
Definition  dieser  Größe  Schwierigkeit.  Vielleicht  ließe  letztere 
Kich  noch  am  ersten  (im  Anschluß  an  die  Theorie  der  Biegimg  eines 
Stabes  durch  Ausübung  einer  transversalen  Kraft  auf  sein  freies  Ende) 
folgeudei-maßen  gewinnen. 

Sei  ein  Eristallpräparat  Yon  einer  Länge  L  parallel  einer  Z'Achse 
nnd  Ton  einer  Breite  Eins  parallel  einer  f-Achse  gegeben,  wobei  die 
FZ'Ebene  die  Spaltungsebene  darsteHt,  und  sei  von  demselben  durch 

Tvlgt,  KibMiplijttk.  60 
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Spaltung  eine  Lamelle  derartig  losn-plöst,  daß  der  Spalt  sirli  ron  dem 
Ende  / --  bis  7,u  der  Ocradcn  £  =  2^  ei  str«  f  kt  Angenomnu  n,  es 
sei  duuu  am  Endt*  z  ^  L  eiuo  Kraft  77  parallel  der  X-Achse  nöii^% 
um  die  Spaltung  weiterzuführen,  so  wird  n(L  —  z^)  ein  Maß  dor 
Spaltbarkeit  darstellen.  Dabei  i^t  ¥orausget»etzt,  daB  die  Beobachtung 
die  Konstanz  dieMS  Produktes  f&r  eine  bestinuDte  Spaltungsebene  er- 
weiflt.  Ee  ist  nicht  Tollig  undenkbar,  dafi  Beobeebtungen  nach  dem 
geschilderten  Schöna  swar  eine  Konstanz  TOn  n(JL  —  z^)  bei  wechaeUr 
dem  Ml  ei^ben,  solange  die  Richtung  Ton  Z  in  der  Spaltungs» 
ebene  konstant  bleibt^  dingen  aber  wechselnde  Wertt\  wenn  diese 
Richtung  yariiert.  In  letzterem  Falle  wäre  dann  die  Spaltbarkeit  ein» 
Funktion  der  Richtung  innerhalb  der  Spaltungsebene. 

§  4GG.  Zerreifiungsfestigkeit.  Die  Spaltbarkfir  Imt  offenbar  ge- 
wisse ÜHziebuiigcn  zur  Zenreißiingsft-.stigkeit,  insoleru  beim  Spalten 
f  in«\s  KristiiUes  eine  Z«'rreißung  des  Zusammenhanges  eintritt;  indessen 
ist  der  Zusammenhang  keineswegs  euuach.  Einmal  tritt  Zerreißung 
auch  bei  Kristalleu  auf,  die  keine  Spur  von  Spaltbarkeit  zeigen,  anderer- 
seits kommen,  wie  neuere  Beobachtungen  erwiesen  haben,  bei  der  Zer> 
reifiungsfestigkeit  Umstände  zur  Geltung,  die  bei  der  Spaltbarkeit  naeb 
der  ganzen  Anordnung  der  Versuche  nicht  mitspielen.  Wir  werden 
darflber  unten  spezieller  berichten. 

Zenreißungsbeobachtungen  sind  bisher  einzig  an  Präparaten  in 
Form  von  quadratischen  Prismen  atiBgefiibrt  worden.  Der  Quotient 
ans  dem  die  Zerreißung  bewirkendcTi  lougitudinalen  Gesamtzug — durch 
ein  Gewicht  /'  hervorgebracht  —  und  dem  Qnerschnitt  Q  des  Prismas 
(also  r/Q)  galt  früher  als  die  ZerreibuQgsfestigkeit  des  Kristalle«  in 
der  Richtung  der  Prismenachse. 

Erste  Beobachtungen  über  diese  Festigkeit  sind  von  Sohndic^)  an 
Steinsalz  angestellt  worden  und  lieferten  als  Ei^ebnis  von  wenig 
fibereinstimmenden  Einzelmessungen  f&r  Prismenachsen  mit  den  Rieh- 
tuugskosinuB 

(1,0,0),    (1/1/2,  l//2,0),    (1/1/3,  l/>/3,  ly^) 
resp.         545  10S5  1170  Gramm  pro  cm^ 

Im  Göttinger  Institut  später  an  demselben  Mineral  durchgeführte 
Messungen')  ergaben  die  völlig  unerwartete  Tatsache,  daB  die  Zer- 
reißungsfestigkeit eines  quadratischen  Prismas  keineswegs  eine  Funk- 
tion aliein  der  Richtung  dar  Prismenachse  gegen  den  Kristall  is^ 

1)  Soh,.di',  Pogg.  Ann.  Bd.  187,  p.  177,  1869. 

2)  A.  i>eUa  u.  W.  Voigt,  Gött.  JUt^hr.  1892,  p.  494;  Wied.  Aun.  Bd.  4$, 
p.  686,  1893. 
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sondem  in  8e|u'  hohtm  MaBe  durch  die  Orientianing  der  Seitenflächen 
bedingt  wixd|  während  sie  eich  bei  konstanter  Orientiemng  a)a  eine 
merklich  kaneteate  CböBe  (unabhBngig  Tom  Querschnitt  des  Frft- 
paiatee)  erweist. 

Die  zu  den  Beobachtnngen  dienenden  Präparate  waren  nicht  sbmig 
prismatisch,  sondern  (um  ein  Zerreißen  innerhalb  der  Fassungen  au 
vermeiden)  durch  Einschieifen  einer  flachen  VertiefunG^  in  die  vier 
Seiten6ächeu  mit  Hilfe  eines  Kreiszylinders  nach  der  Mitte  ein  wenig 
düimer  gestaltet,  im  übrigen  iiochjjoliort.  Es  war  dafür  gesorgt,  daß 
die  Belastung  stetig  vergrüßert  wurde  und  genau  axial  auf  daa  Prä- 
parat wirkte.  Die  Übereinstimruuug  der  auf  gleichartige  Präparate 
bezüglichen  Resultate  war  trotz  aller  Vorsicht  nur  eine  mäBige,  wie 
•wcM  tu  begreifen,  da  ein»  jede,  auf  ein  noch  so  kleines  Bereich  be- 
schxinkte  Inhomogenität  (welche  auf  das  elastische  Verhalten  gar 
keinen  merklieben  JBinflnß  tlbt)  die  Festigkeit  eines  Präparats  ent* 
sdieidend  beeinflussen  kann. 

Von  den  gewonneneu  Zahlen  gibt  der  nachstehende  Auszug,  der 
die  im  Mittel  auf  1  qcm  kommende  Zerreißungakraft  in  Grammen 
angibt,  eine  Vorstellung. 

1.  Stäbe  mit  der  Längs-  und  einer  Qnerriohtung  in  einer  Haupi- 
koordinaten  e  bene. 

Ist  tp  der  Winkel  der  Längsachse  mit  einer  Hauptachse^  so  ergab 

för  9>-=  0"  lö«  300  450 

r-571  55a  737  1150. 

Der  Bwetta  Wert  ist  hierbei  wahrscheuüioh  nur  infolge  der  ün- 
genau  igkeit  der  Beobachtungen  kleiner  ab  der  erste. 

2.  Stibe  mit  der  LSnga-  und  einer  Queniehtong  in  der  MitteK- 
ebene  swisehen  swei-Koordinatenebeuen. 

Ist  t  der  Winkel  der  Längsachse  mit  der  in  der  Beobaohtungt- 
ebene  liegenden  Hauptachse^  so  fimd  sieh 

für  ^  -  0«  83»  54|^«  72«  90« 

r-917         1870         2160         2240  1840. 

Nach  Symmetrie  wfire  zu  erwarten,  (iaü  dvr  iuittelste,  auf  die 
Richtung  einer  dreizähiigen  b^mmetrieachae  bezügliche  Wert  der  größte 
sein  sollte;  wahrscheinlich  erscheint  der  folgende  ihm  nur  duräi  die 
üngenauigkeit  der  Beobachtungen  ein  wenig  überlegen. 

8.  Stabe  mit  der  Lingsriditong  in  einer  Haupiaehse. 

Bexeichnet  %  den  Wittel  der  Querdimensionen  gegen  die  beiden 
anderen  Hauptachsen,  so  ist 

ita  22^0  46* 

r-571  714  917. 

•0» 
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4.  Stäbe  mit  der  L&Dgarichtiing  in  der  Mittellinie  swischen  Bwei 

Hauptachsen. 

Bezeichnnt  co  den  Winkel  der  eineu  Querdimensloa  gegen  die 
Ebene  der  betr.  beiden  Hauptachsen,  so  gilt 

für  0      0«  19«  aS«  45« 

r-1150        1620         1730  1840. 

Die  letzten  beiden  Reihen  zeigen  deu  überaus  großen  Einfluß  der 
Urientierunsi  der  Seitenflächen  des  Präparates  auf  die  Fcstigk  t. 

Diese  Kesuitate  besitzen  ein  besonders  großes  allgemeines  Inter- 
esse. Sie  zeigen  zunächst,  daß  man  sich  von  den  Umständen,  welche 
die  Zerreißung  eines  Prismas  bedingen,  im  vorliegenden  Fall  eine 
andere  Vorstellung  machen  muß,  als  gemeinhin  geschieht  Da  die 
Beobachtungen  die  Eonstans  des  Quotienten  F/Q  für  eine  und  die- 
selbe Orientierung  des  Prapaiatee  bestfttigt  haben,  so  bleibt  anschei- 
nend zur  Deutung  jener  Resultate  kein  anderer  Ausweg,  als  die  An- 
nahme, dafi  jedenfalls  bei  Steinsalz,  wahrseheiBlich  aber  noch  in  andern 
Fällen,  die  Oberfläohenschicht  eine  geringere  Festigkeit  be- 
sitzt, als  das  Innere  der  Präparate,  und  daß  diese  Festigkeit 
mit  der  Orientierung  dt  r  Oberflächenschicht  variiert.  Hat 
die  Spannung  und  damit  die  IJilatation  einen  bestimmten  durch  den 
Quotienten  FfQ  bedingten  W^-rt  erreicht,  so  entsteht  zunächst  in  der 
Obertiächeuschicht  ein  Sprung,  der  eine  Schwächung  des  ganzen  Prä- 
parates bedeutet  und  hierdurch  unversveilt  zum  Zerreißen  führt. 

Natürlich  ist  mit  dieser  Auffassung  noch  keiue.swegs  ein  Weg 
zur  Ableitnng  von  Uesetzmäßigkeiten  gegeben,  und  wenn  bei  den 
vielfältig  einfachoreu  Verhältnissen,  welche  isotrope  Körper  darbieten, 
die  Auffindung  der  elemmtarai  Bedingungen  fftr  den  Zerfiill  in  Teile 
noch  nicht  gelungen  ist,  so  kann  es  nicht  wundernehmen,  daB  auch 
bei  den  Kristallen  des  einfachsten  Systems  noch  ToUst&ndige  Unklar- 
heit Aber  die  entapreehoidai  Gesetae  herrscht» 

JedeofaUs  fahren  die  beschriebenen  Beobachtungen  zu  der  inter> 
essanten  prinzipiellen  Frsge,  wie  sich  die  Gesetze  der  ZerreiBungs* 
festigkeit  in  das  von  uns  aufgestellte  und  benutzte  System  der  gerich- 
teten Größen  verschiedener  Ordnung  eingliedern  hissen.  Da  die  Orien- 
tierung der  Seitenflächen  des  quadratischen  Präparates  einen  wesent- 
lichen Einfltiß  auf  seine  Zerreißungsfestig-keit  hat,  so  kann  letztere 
offenbar  keine  vektorielle  Eigenscliaft  eine^  Kristalles  sein;  auch  ein 
Tensortripel  reicht  vm  ihrer  Darstellung  nicht  aus,  denn  da  bei 
einem  Präparat  von  quadratischem  Querschnitt  die  Querdimensionen 
einander  gleichwertig  sind,  besitzt  ein  ihm  zugeordnetes  Teusortiipel 
nach  S.  138  notwendig  die  Symmetrie  eines  Rotationskörpers,  liefert 


Digitized  by  Google 


1 46e.  ZttniBoBgpfMtigktfi  949 


tho  keine  Abhängigkeit  von  der  Orientierung  der  Eonstitueutem  des 
Tripels  noimal  zur  Pritnuiiaohfle. 

Da  die  dukntieiie  Enebeunmg  naoli  ilirar  Katar  zenirieoli  ig^* 
metrieoh  ist,  urfoideirt  ihn  DanrteUung  somit  mindeiten«  eine  ge- 
nehteleChr^lAe  Tierter  Ordaimg.  Legt  man  die  ^'-AehM  eines  X'T'Z'- 
Syeteme  in  die  Lfingsaehie  de«  betnehteian  quadratiadieii  PkiBmas^  die 
X'-  und  Y'- Achsen  in  die  Seiten  des  Querschnittes,  so  kann  man  als 
einfachsten  Ansats  (Tierter  Ozdonng)  für  die  betniditete  Feetigkait 
P  schreiben 

Hierin  bezeichnen  die  Ausdrücke,  die  sich  transformieren 

wie  cc'\  •  •  und  a,  h,  c,  d  Parameter.  Der  Ansatz  trägt  bereits  der 
Yierzähligktut  der  Z'- Hauptachse  des  Präpai'ates  Rechnung. 

Wir  wollen,  wie  fn'iher,  ein  X Fi^Hanptachsenkreuz  des  Kristailes 
einführen  und  die  Orientierung  des  betrachteten  Präparates  durch  das 
Schema  von      590  bestimmen,  welches  lautet 


X 

A 

V 

e 

Wir  können  dann  auch  die  Transformationsformehi  von  S.  590 
'benniseo. 

Für  einen  Kristall  des  regulären  Systems  mn6  dabei 

sein,  wobei  p  nnd  g  neue  Parameter  beseiehnen.  Dann  gibt  die  Bin- 
ftthrnng  der  Hanpiaehsen  flQr  ^  bei  einer  einfikehen  Reduktion 

+  (6  -  c)  U>(y,*  +  . .)  +  6g (y,Vi*+  •  )]  +      -f-  2g)  (2) 

Die  Punkte  bezeichnen  dio  Glieder,  welche  aus  den  bingesetsten  durch 
zyklische  Yertauschung  der  Indizes  (1,  2,  3)  entstehen. 

Da  jp  oder  q  willkürlich  gleich  Eins  gesetzt  werden  kann,  so 
enthält  dieser  An«atz  fflnl  l'arameter.  Er#ent8priclit  im  allgeraeinen 
dem  Verlauf  der  Beobachtungen,  reicht  aber  nicht  aus,  um  .-^le  quanti- 
tativ darzustellen,  was  mau  am  einfachsten  erkennt,  wenn  man  die 
Werte  der  ersten  und  der  letzten  Zahl  unter  3  und  4  mit  den  Forde- 
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nmgen  der  Formel  (2)  Tergleiehi   Die  qna&tiUtiTe  DarsteUung  der 

MeRsongsresaltate  erfordeii  eonach  die  Heranziehang  gerichteter  GfrSBen 
nacb  höherer  Ordnung,  wodurch  das  Problem  sicli  sehr  kompliziert. 

Steinsalz  ist  der  einzige  ki'istallisiri  Körper,  über  den  bisher 
ausführliche  Untersuchungen  hingichtlicU  der  Zerreißungsfestigkeit  vor- 
liej^'en  Vereinzelte  Messungen  sind  über  diV  Mniche  Funktion  anch 
bei  Flußspat  nnd  Quarz  angi-stellfi.  aber  die  geringe  Übereinstiinnmr.fr 
der  Kosultato,  wolcho  nach  S.  V>47  in  der  Natur  des  Problems  begründet 
is^  ermutigt  nicht  zu  ihrer  Fortführung. 

Zwei  Beobacbtuugsreihen^)  über  die  Drilluugsfestigkeit  von  q^ua- 
diaÜadien  Prismen  Ton  Steinsalz,  deren  Langsacluen  ülMfehiatlmmend 
in  eine  Hanpiaehse  fielen,  während  die  Qaerdimenaionen  hei  der  eisten 
Reihe  in  den  andern  beiden  Hauptachsen,  hei  der  zweiten  in  deren 
Mittellinien  lagen,  ergaben  auffallenderweiBe  keine  merklich  Ter* 
Bchiedenen  Resultate.  Da  bei  Steinsalz  die  Beschaffung  von  Beobach- 
tungsmaterial  keine  Schwierigkeit  biete^  so  wäre  eine  Fortsetzung  der 
Beobachtungen  über  Festigkeit  bei  diesem  Mineral  gewiß  eine  lohnende 
Arbeit.  Allr-rdin!T:s  kommen  bei  einer  solchen  gelegentlich  kompli- 
zierende Umstände  zur  Geltung,  Ton  denen  in  §  468  zu  sprechen 
sein  wird. 

§  467.  Härte.  Über  die  spezielle  Art  der  Festigkeit,  welche  als 
Harte  (besser  als  Rita-Harte)  bezeichnet  wird,  nämlich  aber  den  Wider- 
stand gegen  die  ritzende  Wirkung  einer  bewegten  bdasteten  Spitie 
od.  dgL,  liegt  eine  ungemein  groBe  Anzahl  Ton  tJntersnchnngen  vor*); 
viele  der  dadurch  erhalten«!  Resultete  weckra  ancb  ein  großes  Interesse, 
z.  6.  durch  eine  überaus  deutliche  Yeranschaulichung  der  Verschieden- 
heit der  geometrischen  und  der  physikalischen  Symmetrie  von  Kristall- 
flachen,  über  die  allgemein  S.  104  u.  f.  gesprochen  ist.  Theoretisch  ist 
ihnen  abrr  noch  kanm  bcizukommen;  fehlt  es  nach  dem  Inhalt  des 
vorigen  Parngrajiben  sclion  an  Gesichtspunkten  für  eine  Ableituiur  der 
Gesetze  für  die  eiu  fach  sie  Alt  der  Festigkeit,  nämlich  für  die  bei 
Zerreißung  prismatischer  Präpnrat-e  zur  Geltung  kommende,  so  ift  klar, 
daß  für  einen  Vorgang  von  der  Unübersichtlichkeit,  wie  ihn  das 
Ritzen  darstellt,  noch  weniger  Erfolge  erzielt  sind. 

Bezaglich  der  Symmetrie  der  Ritz-EBlrte  li&ßt  sieh  allgemein  nur 
dieses  aussagen,  daß  sie  derjenigen  gerichteter  Grdfien  höherer  ab 
zweiter  Ordnung  entsprechen  mfifite.    In  der  Tat  hangt  die  Harte 

1)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  Bd.  48,  p.  1898. 

2)  W.  Voigtf  Wied.  Ann.*  1.  c.  p.  657. 

8)  S.  insbMOttden  tV.  Jßxner,  Untenndraiigeii  über  die  Ifilrte  an  Krittall« 
flachen,  Wien  1873;  spatere  Literatur  auch  in  dem  betr.  Absohaitt  des  Winkd^ 
Mannschen  Handbuches  der  Pbjsik. 
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«inmal  tod  der  Bichtnog  der  Kormale  auf  der  geritzten  Fläche  und 
svßerdem  Ton  derjenigen  Richtung  in  dieser  Flfiohe  ah,  längs  deren 
das  BitaEen  vorgenommen  wird,  und  diese  letatere  Richtung  kommt 
in  einem  einseitigen,  polaren  Voqjaiig  zur  fieUnng.  Die  niedrigsten 
gerichteten  Ordßeu,  welche  zur  Darstellung  in  Betracht  kommen, 
werden  somit  ^<Ac\iq  dritter  Ordnung  sein,  aber  es  ist  wahrschein- 
iicb,  »iaß  sie  nicht  ansreich^n  werden.  — 

£s  ist  bekannt,  daB  Jlerh ')  den  Versuch  gemacht  bat^  die  alte, 
an  prinzipieller  Unklarheit  leidende  Definition  der  Härte  durch  eine 
vöUio;  andere  zu  ersf  t/.en.  Er  fjeht  dabei  von  der  Erfahrung  aus,  daß 
beim  Andriirk<Mi  »  ;iu'r  kl''in'nt  Kugclfläche  nn?«  Iiiiiffichend  staiTem 
Material  gegen  die  ebene  jiegren/.uiig  eines  isdlropeii  Kcirpers  in  jenem 
Körper  schließlich  ein  oherflüelilicher  kreisrundfr  Spruiii?  um  die  ge- 
drückte Stelle  herum  entsteht,  und  mißt  die  ilürte  durch  die  Größe 
des  Druckes,  bei  welchem  jener  Sprung  eintritt.  Auef^ad^*)  hat  aus- 
gedehnte Messungen  nach  dieser  Methode  angestellt. 

Immerhin  sind  schwerwiegeude  Bedenken  gegen  die  BiaigBdke 
Hartedefinition  zu  erheben.  Diese  Definition  hwuht  wesentlich  auf 
der  Aunahme,  daß  in  einem  isotropen  Kdrper  ganz  allgemein  ein 
Sprung  bei  einem  der  Substanz  indiTiduellen  Wert  der 

linearen  Dilatatiun  eintritt,  und  diese  Annahme  ist  kdneswegs 
richtig;  Auerbachs  Messungen  lassen  sich  in  der  Tat  durch  die  Herte- 
schen  Formeln  nicht  darstellen.  Auch  eine  mehrfach  vertretene  zweite 
Annahme,  daß  ein  b(  Rti!iimt<  r  Wert  der  Spannung  das  Zerreißen 
bedinge,  entspricht  der  Erfahrung  nicht.  Damit  rntfäDt  aber  die 
Möglichkeit,  die  //t*r/zsche  Härte  durch  eine  allein  dem  Medium 
indi vidufllo  Zahl  auszudrücken,  was  die  Absicht  war  und  aein 
luubte.  Und  selbst  wenn  die  elementare  Bedingung  des  Zerfalles 
bekannt  wäre  und  die  betreffenden  Beoha^tungen  demgemäß  auf 
einen  der  Substanz  indiTiduellen  Parameter  reduzierbar  irifaren,  wQrde 
die  Methode  dem  Bedenken  unterliegen,  daB  sie  an  eine  nach  theore- 
tischer Seite  uimdttg  komplizierte  Anordnung  anknöpft;  insbesondere 
ist  eine  Theorie  der  jFTer/rschen  Beobachtungsmethode  hei  Kristalleii 
in  absehbarer  Zeit  undnrchfQhrbar. 

§  468.  Gleitungen.  Eine  der  merkwQrdigsten  Entdeckungen 
im  ganzen  Bereiche  dor  Kristallphysik  ist  die  zuerst  von  Reusch^)  an 
Kalkspat  gemachte,  ilahin  trehend,  daß  es  hf»i  ffewisscn  Kristallen 
gelingt,  durch  äußere  mechanische  iilinwirkungen  beträcht- 

1)  H.  Hertz,  CrtjUes  Juuru.,  Bd.  »2,  p.  lo6,  1881. 

8)  f.  Amtad»,  Wied.  Ann.  Bd.  4S,  p.  61,  1891;  Bd.  4S,  p.  MS,  im. 

8)  L.  BeMdt,  Pogg.  Ann.  Bd.  188,  p.  441,  1867;  Bd.  147,  p.  307,  1878. 
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liehe  Stfieke  anf  eine  andere,  der  arsprünglichen  nacli  einer 
Ebene  spiegelbildlieh  entspreehendeKonititatioB  sa  bringen. 

Die  ertte  Fonn  des  Experimentes  ist  die,  daß  ein  Ealkspal-Rhom- 
boeder  (Fig.  211)  parallel  der  YerbiBdiingsliiiie  zweier  gegentlberliegen- 

der  äquatorialen  Ecken  (also  s.  B.  nahe 
parallel  der  F-Achse)  zasammengepreßi 
wird.    I)al>ei  laf^em  sieh  die  Teile  tod 
Schicbteu        parallel  zu  den  beiden 
Aquatorialkanten,  die  nicht  in  den  ge- 
preßten Ecken  zusamraeulauffii,  derart 
um,  daß  ihre  Konstitution  schließlich 
derjenigen  des  Spiegelbildes  der  ur- 
spranglichen  in  bezng  auf  die  Schiebt^ 
ebene  entsprieht.    Man  nennt  diesen 
Vorgang  Qleitnngy  die  Eibene  der 
Schichten  die  Gleitfläche. 
Eine  zweite  TOn  Baumhau&r^)  ang^ebene  Methode  besteht  darin, 
daß  auf  eine  Stelle  (z.  B.  die  Mitte)  einer  Polkante  mittels  einer 
transversal  aufgesetzten  Messerschneide  ein  normaler 
Druck  ausgeübt  wird.    Dann  tritt  bei  den  nm  h  <lf  ni 
Pol  hin  liegenden  Teilen  des  Rhomboeders  Gieitung 
der  erwähnten  Art  ein,  derart,  daß  allmählich  größere 
Partien  die  der  ursprünglichen  spiegelbildlich  entspre- 
chende Konfiguration  annehmen,  wie  dies  Figur  212 
Teransolhaulieht 

Ibnliebe  Gleitungen  finden  sich  bei  vielen  Erisfcallen  (auch  bei 
Stoinsak)  und  sind  besonders  systematisch  von  Mugge')  nntorsncht 
worden.  Ihre  geometrischen  Gesetze  sind  leicht  erkennbar  und 
z.  B.  von  Liebiach^)  bearbeitet.  Für  eine  Aufklärung  der  physi- 
kalischen Verhältnisse  existieren  aber  nur  erst  Ansätze.  Und  doch 

liegt  hier  ein  Problem  vor,  das  für 
unsere  Erkenntnis  des  innersten 
Aulbaues  der  Kristalle  von  fun- 
damentaler Bedeutung  zu  werden 
verspricht.  Denn  mit  der  äußer- 
lich erkennbaren  Umgestaltung  der 
Volnmenelemente  muß  naeh  diesen 
Beobaditnngen  eine  Umlagerung  der  Elementarmassen  des  Kri- 
skalls verknflpft  sein,  die  gelegentlich  in  ganz  anderem  Sinne  und  in 

1)  H.  Bamnhfuar,  Zeitschr.  f.  Kryst.  Bd  3,  p.  588,  1879. 

2)  O.  MüggCy  zahlreiche  ÄbhaudluDgeu  im  N.  Jahrb.  für  Min.  seil  1883. 

S)  27k.  LMttieh,  QOtt.  Nachr.  1887,  p.  486,  N.  Jahrb.  f.  Min.  B«U.  Bd.  6, 
p.  106«  1888. 
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anderen  ZahleiiTerli&liiiiMtii  Tor  sich  geht,  als  die  entere.  In  der  Tftt:- 
die  geometrische  Utngestaltang  f&hrt  bei  Kalkspat  nacli  Figur  218  die- 
mit  der  Hanpiachse  parallele  materielle  Gerade     der  nraprfinglieben 

Eonfigurutiou  in  die  Position  ß  über,  wahrend  die  mit  ß  korrespon- 
dierende Gerade  durch  die  Gleitung  nach  a  rückt,  d.  h.  der 
ELauptadue  parallel  wird.  Da  wir  dud  gezwungen  sind,  die  Elemeu- 
tarmassen  eine?  Kristalls  nicht  als  Punkte  rxi  betrachten,  sondern 
ihnen  eine  der  KristHlltoi m  «  ntspreohende  Symmetrie  beizulegen,  so 
muß  bei  (h'v  bp?chri>  beiieii  L nigestaltuDg  mit  diesen  Massen  eine 
V'eranderLUig  vurgegangeu  sein,  derart,  daß  bei  dem  Transport  von  Uq 
nach  ß  die  ausgezeichneten  Richtungen  der  bez.  Klementarmassea  aus 
der  Hauptachse  heraus-,  bei  dem  Transport  von  /Sg  nach  u  aber 
in  dieselbe  hinein  treten. 

Diese  Veiinderung  der  Eiementarmassen  kann  in  einer  bloBen. 
Drehung  derselben  bestehen,  dergleichen  (allerdings  in  engsten  Grensen 
▼erharrend)  die  molekulare  Theorie  der  Elastizität  im  IL  Absclmitt 
des  VII.  Kapitels  annimmt;  sie  kann  auch  Ton  einer  innermole' 
kularen  Umlagerung  begleitet  sein,  dergL  a.  a.  0.  anadrücklich  anfier 
Betracht  gelassen  ist. 

Eine  Entscheidung  der  Frage  nach  dem  faktischen  Verhalten  der 
Elementarmassen  ist  noch  nicht  gegeben,  doch  erscheint  eine  bloße 
Drehung  sehr  unwahrscheinlich.  In  der  Tat  kann  i.  B.  bei  Kalkspat 
eine  Drehung  nm  die  in  der  Gleitfläche  liegende  X-Achse  di"  Ele- 
raentarmasse  überhaupt  nicht  in  die  (bezüglich  der  Gleitfläche)  hpiegel- 
bildlich  entsprechende  Orientierung  bringen;  es  bedarf  hierzu  vielmehr 
noch  einer  Drehung  um  die  J?- Achse.  Eine  solche  wird  aber  durch 
die  gemäß  8. 962  bei  den  bes.  Experimenten  zur  Wirksamkeit  gebrach- 
ten Kräfte  nach  Symmetrie  überhaapt  nicht  herrorgebracht;  es  mllfit» 
demnach  bei  einer  bestimmten  Deformation  die  nrsprüngliehe  Orien- 
tiemng  der  Elementarmassen  labil  werden  und  eine  stabile  Lage  durch 
eine  Drehung  um  die  Hauptachse  um  180^  erreicht  wei  I  rj  Es  ist 
wahrscheinlich,  daß  eine  innermolekulare  Umlagerung  die  spiegel- 
bildlich-symmetrische Anordnung  auf  eine  einfachere  Weise  herror- 
bringen  wird. 

Was  die  wenigen  vorliegenden  Messungen  über  Gleitung  an 
Kalkspat^)  ergeben  haben,  ist  nur  dieses.  Bezieht  man  den  Kristall 
auf  ein  Achsenkrenz  X'Y'Z'y  wobei  die  X  -  mit  der  X-Achse  des 
Uauptsystems  zusammenfallt,  so  ist  die  äußerliche,  geometrische  De- 
formation durch  Gleitong  nach  der  X'T'-Ebene  gegeben  durch  ein 
Verrfickungssjstem  v'^k0\  Ans  den  fflr  Kalkspat  bestimmten  ela- 
stischen Parametern  ergibt  sich  nun,  daß  eine  solche  Deformation  bei 

1)  W,  Voigt,  Wied.  Ann.  Bd.  89,  p.  488,  1890*,  Bd.  87,  p.  801,  1899. 
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<dieflem  Mineral  einen  beeonden  kleinen  Widentand  findet,  wenn  die 
X'r-£bene  in  die  beobachtete  aieitfflk^e  fallt   Trotoxlem  iefc  die 

Größe  dv' jvs'  —  k  im  Moment  des  Eintretens  der  Gleitnng  noch 
außerordentlich  klein  (von  der  Ordnung  0,003)  und  gibt  bei  anderer 
Orientienmg  dee  XT'Z'- Kreuzes  keinerlei  Veraalaesnng  zn  singnlaren 
Vorgängen. 

Anhang  H. 

Bezieliungen  zwisclien  Kristalleii 

und  quasiisotropen  Körpern. 

§  469.  Allgemeine  Gtosiohtspunkte.  £8  ist  ))t  reite  in  der  Ein- 
leitung (§  4  u.  f.).  auf  die  prinzipiell  so  wiclitige  Tatsache  hingewiesen 
worden,  daß  viele  gemeinhin  als  isotrop  bezeichnete  Korper  in  Wahrheit 
„(juasiiöotrop"',  d.  h.  Aggregate  von  Kristallbrockpn  sind,  und 
daß  demgemäß  doron  pliysikalisclie  Konstanton  mit  denen  der  bezüg* 
liehen  Kristalle  in  Beziehung  stehen  müssen. 

Diese  Beziehungen  sind  freilich  im  allgemeinen  außerordentlich 
kompliziert.  Sie  werden  durchsichtig  nur  in  dem  schon  in  der  Ein- 
leitung erwSbnten  Orenzfall,  daß  die  EristaUbrocken  klein  sind  selbst 
gegen  die  Dimensionen  der  Volnmenelemente,  die  man  bei  der  Ent- 
wickelang  der  Theorie  eines  Vorganges  benutzt,  dabei  aber  immer 
noch  groß  gegen  die  Wirkungsweise  molekularer  Krfifte^  und  daß  sie 
außerdem  den  Raum  lückenlos  erfüllen. 

Beide  Annahmen  sind  in  der  Natur  äußerst  selten  erfallt.  Die 
faktischen  Abweichungen  von  der  ersten  sind  allerdings  dann  meist 
unbedenklich,  wenn  die  Kristallbrocken  wenigstens  klein  gegen  die 
der  Beobachtung  unterworfenen  Präparate  sind,  weil  dann 
infolge  der  großen  Zahl  in  Betracht  kommender  Volumeneleuient«  die 
LetrelFende  Krscheiuung  sich  im  ganzen  merklich  ebenso  darstellt, 
als  wenn  jedes  einzelne  Voluiueuelement  Kristallbroc-ken  von  allen 
möglichen  Orientierungen  enthielte. 

Die  faktischen  Abweiehungen  von  der  zweiten  Annahme  sind 
ungleich  wesentlicher;  dieLttcken,  die  sich  bei  den  quasiisotropen  Körpern 
häufig  zwischen  den  Eristallbrocken  finden,  und  die  mitunter  mit 
fremder  Substanz  ausgenuit  sind,  haben  der  Regel  nach  einen  be- 
deutenden Einfluß  auf  die  physikalischen  Eigenschaften  der  Körper. 
Infolge  hiervon  besitzen  die  unter  den  obigen  Annahmen  gewonnenen 
theoretischen  Resultate  auch  meii^t  nur  eine  beschränkte  Anwendbar- 
keit auf  wirkliche  quasiisotrope  Körper.   Die  absoluten  Zahlwerie  der 
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80  ans  den  Pteametom  cUb  bes.  Eriflalli  abgeleiteten  Panuneterwerte 
nnd  ftr  dieie  Körper  nicht  za  benntaen;  alleufiüla  ISßt  sich  bei  Yor^ 
gingen,  die  von  mehreren  Panunetem  abhängen,  erwuieiiy  daB  fttr 
ein  n  imd  denselben  Körper  deren  beobachtetee  Yerhaltnis  dem  ans 
der  Theorie  gefolgerten  gleich  ist. 

Setzt  man  indessen  die  obigen  beiden  Annahmen  ab  erfitllt  voramiy 
90  kommt  die  Theorie  eines  Yorgangee  in  einem  qnasiisotropen  Medium 
offenbar  anf  die  Bildung  eines  gewissen  Mittelwertes  heraus  über 
Yorgänge,  die  sich  in  dem  bezüglichen  homogenen  Kristill  abspielen, 
unter  VorauBsetzung  aller  möglichen  Oriei^ticrongen  des  Kristalls  gegen 
<*in  festes  Aehsonsystem.  Es  ist,  einleuchtend,  daß  im  allgemeinen 
iiwae  Mitteiwertbildung  passend  nicht  mit  dem  thermodynamißchen 
P()tential  (oder  einer  ähnlich  gestalteten  skalaren  Funiitionj  vorgenommen 
wird,  weil  dasselbe  iu  deu  Unabhängigen  von  einem  höheren  Grade 
ist,  als  die  Funktionen,  die  der  Beobachtung  zugänglich  sind,  und  die 
ans  dem  Potential  dnxoh  Differentiationen  gewonnen  weiden. 

Alf  Äu^^gangsponkt  ftr  die  Bildnng  des  Mittelwertes  werden 
sieh  nvn  -von  diesen  abgeleiteten  Funktionen  gana  besonden  solehe 
«mpfehlflUy  die  nach  ihrer  D^nÜion  SnmmeD  Uber  Werte  danteOen^ 
die  sich  anf  die  einzelnen  Molekflle  oder  Elementannaseen  des  K5r- 
pers  besieheD.  Bei  den  meisten  oben  behaoddten  Yorgängen  exi- 
stieren derartige  Funktionen, .  die  sidi  auf  diese  Weise  als  ans* 
geseichnete  darstellen. 

Wir  woUen  im  nachstehenden  >Vio  wichtigsten  Torkommenden 
fHUe  im  Anschluß  an  die  Theorien  der  bez.  Erscheinungen  in  homo- 
genen KristaUen,  die  in  Kapitel  lY  bis  VIII  entwickelt  sind,  be- 
sprechen. 

Dazu  sei  im  voran«?  allgemein  noch  folgcnd<^s  bemerkt.  In  jedem 
der  zu  besprechen 'l("n  Fälle  handelt  es  sich  um  die  Berechnung  von 
Mittelwerten,  "deiche  die  Parameter  kristallphy.si kalischer  Gesetze 
für  irgend  ein  festes  Achsensystem  X'^Y^Z^  liefern,  wenn  man  den 
bez.  Kristall  auf  alle  möglichen  und  zwar  gleichmäßig  verteilten 
Weisen  gegen  jene  Achsen  orientiert.  Diese  Ürieatierungen  seien 
durch  die  Richtongskosinus  a^,  ß^,  der  Haaptachsen  X,  YfZ  des 
Kristalls  gegen  das  Krens  der  X\  Y^Z^  bestimmt,  gemSß  dem  Schema 

I        ✓  J» 

«'  «1  ßi  ri 
y  ßi  Yt 
"  «$  ß$  n 

nnd  seteen  wur  in  bekannter  Weise 
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«I  —  —  coB^  CO»/ 008-^  -~  sin^  mnf, 
=-  —  sin ifWBf  oo8#  '^eo»if  mnf, 

yj  ==  +  (tos  /'  sin  ^ , 

«j  —  —  cos  ^  sin  f  cos  d-  +  sin  n(>  cos  /*,  (2)- 
^  —  —  sin    sin/* C08#  —  oos^  öOi/", 
—  +  Bin/'  sin^, 

Hierin  Her.eiclinet  den  Winkel  zwischen  Z  und  Z**,  ^  den  Winkel 
zwischen  den  Ebenen  ZX  und  i/iT**,  /*  den  Winkel  zwischen  den 
Ebenen  Z^X«  und  Z«Z 

Der  Mittelwert  F  einer  Funktion  F{^yf,^j  für  alle  mögiiclien 
Orientierungen  von  gegen  X^^Y^^Z^  ist  dann  gegeben  durch 

n  in  in 

\^\^-^Jj  j F»m&d»«lfdt.  (3> 

0    0  0 

Dies  ist  die  Gnmdfonnel  fttr  dia  wmtwrhin  ra  siehendeii  qnaoü- 
tatiTsn  Folgerungen. 

%  470.  Mittlere  StrfiimuiKen.  Für  die  Behandlang  einer  enton 
Qroppe  Ton  Vorgängen  knüpfen  wir  an  die  Formeln  fftr  die  Strdnrang 

U  eines  imponderabeln  Fluidums  unter  der  Wirkung  einer  treibeadeD 
Kraft  F  an,  die  in  §  164  in  der  Form 

ü;-^,Fi  +  «,,F,+  ^,F„...  (4> 

resp. 

r,^k,^u,+k,,u,+i^ü„.,.  (5> 

angesetzt  waieii.     Dabei  stellten  die        die  Konstanten  der  Leit- 
i'äliigkeit,  die        diejenigen  des  Widerstandes  dar. 

Denkt  liiau  eich  innerhalb  des  quasiisotropeu  Media  ms  einen 
beliebigen  ebenen  Schnitt  gelegt^  der  eine  große  Zahl  beliebig  orientierter 
Eristallbrocken  durehseizt,  so  ist  die  Stromdichte  ü„  normal  an  dem 
Schnitt  an  irgend  einer  Stelle  definiert  als  die  Summe  der  Strömungen, 
die  alle  die  einaelnen  homogenen  Flaehenelemente  dee  Schnittes  durch- 
dringen, bezogen  auf  die  Flächeneinheit.  Im  G^^ensatz  dazu  wird 
die  treibende  Kraft  F  durch  den  Zustand  in  einem  einsigen  Punkte 
definiert. 

Wir  schließen  daraus,  gemäß  dem  oben  allgemein  Gesagten,  daft 

eine  Theorie  der  Strömung  in  einem  quasiisotropen  Korper  nicht  an 
die  Gleichungen  (5),  sondern  an  (4)  wird  aokaapfen  massen. 
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Yon  dea  xwei  im  YL  Kapitd  behandeltem  eigentliohea  8ir0iiuuig9- 
problemen  betraf  das  erste  die  elektrisebe,  die  zweite  die  Winneetrdmiui^. 

Bei  beiden  batte  (m  den  nns  mtereeaierenden  Fftlkn)  die  treibende 
Kraft  ein  Potentiell  des  im  ersten  Falle  dnrcb  die  elektriiscbe  Potential- 
fimktion  <p,  im  sweiten  dnreb  die  Temperatnr  d-  dargestellt  wurde. 
Beide  Funktionen  haben  nun  die  Eigenschaft;  dnrob  die  Grena- 
Flüchen  der  Kristallbrockon,  welche  den  quasiieotropen 
Köri»er  bilden,  stetig  hindurchzugehen.  Wir  werden  hieraus 
schließen  dürfen,  daß  bei  hinreichendor  Kleinheit  dies-  r  Hmcken  das 
Potentialgctälie  in  allen  denjenigen;  welche  ein  Volumeneiemeut  er- 
füllen, sehr  nahe  gleiche  Größe  besitzt. 

Von  den  Strömungskomponenten  gilt  gleiches  keineswe«]^;  von 
diesen  sind  nämlich  nur  die  zu  einer  Zwischengreuze  normalen;  nicht 
4Mieh  die  tangentialen  in  den  Grenzen  stetig.  Denlcen  wir  nns  a.  B., 
•um  einen  eii^beo,  leieht  fiberaebbaien  Fall  an  erbaltemi  einen  qnasi* 
•isotropen  Eöiper  ans  dQnnen  zylinderförmigen  Eristallbroekeo  zn- 
;8ammenge8etzty  deren  Aebsm  parallel  liegen,  so  wird  die  StrSmnng 
iftngs  dieser  Achsen  von  Zylinder  za  Zylinder  nnstetig  nurüeren  können, 
während  das  longitadinale  Potentialgefalle  in  benachbarten*  Zylindern 
oneiUioh  gleich  sein  muß. 

Um  nnn  zu  quantitativen  Beziehungen  zu  gelangen,  betrachten 
wir  ein  nach  den  Koordinatenachsen  orientiertes  kleines  Parallel epiped 
und  schneiden  dasselbe  durch  eine  sehr  große  Anzahl  von  Srhiiitteu 
normal  zur  X-Achse  in  Lamellen,  deren  Gesamtfläche  mit  Q  bezeichnet 
werden  raöf^e.  Diese  Schnitte  durchsetzen  nuch  unserer  Annahme 
eine  überaus  große  Zahl  kleiner  Knstallüiocken  von  allen  möglichen, 
unregelmäßig  verteilten  Orientierungen.  Der  Querschnitt  irgend  eines 
(j)  dieeer  Brocken  sei  mit  bezeichnet  Dann  kann  die  mittlere 
^SMmnng  ,  \  nach  der  X-Achse  innerhalb  des  betrachteten  Volnmens 
.geschrieben  werden 

1 0. 1  -        W, 9i-Q2 ^»  +  ^^>+^  ^»hi,'  («) 

wobei  die  Snmmen  über  alle  Querschnitte     zu  erstreeken  sind. 
Fflr  die  Avsfthmng  dieser  Summen  fiusen  wir  nun  zunSohst  aUe 
zusammen,  die  sich  auf  gleich  orientierte  EristaUbrocken  beziehen; 

als  gleich  m^^  dabei  Orientierungen  gelten;  bei  denmi  die  drei 
lioitfähigkeitsachsen  h,  In,  Im  innerhalb  bestimmt  abgegrenzter  un- 
endlich feiner  Elementarkegel  liegen.  Es  zerfällt  hierdurch  die  Summe 
in  eine  Doppelsnmme  nach  dem  Schema 

i         i  4         »  4  k 


Anhang  II.    Bezichnngen  zwischen  Kristallen  imd  qnacuMtoopeii  KflcpaBL 


wob«  die  zweiten  Summen  lieh  «of  difi  etiler  bettimmten  QrientieniBg 
(i)  entepnobendeii  Feldkomponenten^  die  enfceii  auf  alle  mO^Aai 

Orientieniagefii  b«3Üeheii. 

Es  ist  nun  bei  deu  oben  erditertea  StetigkeitBrerhaltnisBeQ  der 

Potentiale  kein  Gnmd  eiiiEneehen,  vrsrum  die  Summen  ^(F])^^^, ... 
mit  der  Orientierung  der  KnstaUbro<draii,  auf  die  sie  sich  beziehen^ 
wechie]n  solltei].  Wir  werden  sie  demgemtt  ansschließlidli  ale  Funk- 
tionen des  Ortee  betrachten  dfirfen,  an  dem  sieh  das  YolameiieLemflDi 
befinde^  und  eetaen 

wobei  I  F|  I  der  mütlere  Wert  der  beaOgUcheii  Feldkomponento  in 
dem  Element  ie^  ond  Q^,  der  Anteil  von  Q,  der  Ten  Kristallen  der 
Orientierung  (t)  bedeckt  wird,  fllr  alle  Orientieningea  den  g^eicfae» 
Wert  hat. 

Hierdoieh  nimmt  (7)  die  Form  an 

1 1 H  -  -s  { .  »"i  I S «'  + 1  1 S '» + :  ^»  I S v<  1 ' 

«  i  i 

und  analoge  Forinehi  gelten  für  \U%\  und  \  U%\. 
Dabei  stellen  die 

i 

I 

die  mittlere  Wert  der  LeitfUhigkeitekonatanten  Ij^^  ^irv^lcihe  nun 
nach  den  am  Ende  dea  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Regeln  be^ 
rechnet  werden  kdnnen.  Die  Bestimmong  der  beaflgÜchen  Warle  ge- 
lingt indessen  hier  ganz  ohne  Rechnnng^. 

Um  dies  7\\  zeigen,  wollen  wir  die  in  dem  Kristall  festen  Haupt- 
,  achsen  jetzt  in  die  Achsen  der  Hauptlcitfäbigkeiten  legen. 
Beschräukeii  wir  uns  auf  Kristalle  ohne  rotatorische  Qualitäten,  m 
sind  die       nach  S.  31ü  Tensorkomp ouenten,  transformieren  sich  alio 
nach  dem  Schema 

^1  -  ^«1*  +  ^11     T-  Im      •  •  'f 

Nun  igt  nach  Symmetrie  kkr,  daß  die  Mittelweite  der  Produkte 

ßhf'hy  f'h^hf  "hßh  ▼erschwinden  mflaeen.  I>ielfittelwerteder«^-,/jA^/4 
hingegen  mflnen  nach  Symmetrie  einander  gleich  nia,  und  da 

18t  mnfl  auch 
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§  470.  Mittlere  Strömungen. 
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flein;  cL  K,  «s  mii6  gelton 
IMm  fBhit  daan  auf 

li-l-linl-liiii-O. 

Unter  den  gemachten  YonnuseteiuigQn  ergeben  eich  fOr  den  qnafli> 
isotropen  E5rper  die  Strdmnngsformeln 

\ü,\  =  l\V,\,   li7.|  =  i|F.|,   itiHJ|F.l,  (10) 
wobei  die  Leitfähigkeit 

I-ift+ln  +  W  (U) 

sich  al3  das  Mittel  der  drei  Hauptieitfähigkeiten  des  bezüglichen 

Kristalls  bestimmt. 

Schreibt  man 

|f;i-*|p.|,  |F,|-*|Di!,  m 

80  ist  dann  keineswf-gs  zugleich  auch  k  -—  \  (Icj  +  +  ^in)»  der 
Baißtall  keine  rotatorischen  Qualitäten,  so  gilt  Tielmehr  nach  S.  310 
Jt^—  l/lf^f  also  wegen  k  ^  l/l  auch 

Die  LeitfShigkeit  des  quasiisotropon  Körpers  berechnet  sich  als» 
in  ganz  anderer  Weise,  als  der  Widerstand,  ans  den  besfigUoheD 
Kristallparametem. 

Um  hervortreten  zu  lassen,  daß  es  sieb  dabei  nm  recht  merkliche 

Unterschiede  handeln  kann,  seien  die  bezüglichen  Zahlen  für  die  ther- 
mische Leitfähigkeit  von  Qunrz  angegeben.    Hier  i-^t  (wenn  wir,  wie 
im  III.  Abschnitt  des  VI.  Kapitels,  die  Bezeichnungen   A,,  statt  7 
statt  k^,  anwenden)  gemäß  S.  382  nach  den  Beobachtungen  voo. 

-Aj- An- 0,957,   Ajn- 1,576, 

also 

X-l,16d;  X- 0,860; 

fenier 

«i-»n- 1,046,  «n,- 0,686; 

also 

i(2x,+  xjn)-0,9u8. 
Biese  Zahl  weicht  von  der  fHr  x  erhaltenen  sehr  betiachtlieh  ab« 


jQii^O    Auiiaug  11.    Bexiehuugen  Kwischeo  Kridtalleu  uud  quadäsottopen  Körpeiu. 


Beobachtun^'fMi  ü)>i'r  elektrisclie  uud  thennische  Leitfähigkeiten 
quasiisotroper  Körper,  bei  deiieu  die  Parameter  der  bezüglichen  Kristalle 
bekannt  sind,  liegen  meines  Wissens  noch  nicht  vor. 

§  471.  Mittlere  MoaMnte.  Von  weiteten  Tektoriellen  Funktionen 
haben  die  dielektrischen  und  magaetischen  Momente  nach  S.  196  n.f. 
die  Eigensehaft,  durch  Summen  über  die  den  einseinen  Molekülen  oder 
Elementarmassen  individuellen  Größen  definiert  zu  werden.  Wir  werden 
demgemäß  bei  Vorgängen,  die  Momente  erregen,  die  Mittelwertbüdnng 
nn  die  für  diese  Cirröfien  gemachten  Ansätze  beim  Kristall  an> 
zuknQpfeu  haben. 

Der  denkbar  einfachste  Fall  ist  derjenige  der  Erregung  Ton  dielek- 
trischen oder  magnetischen  Momenten  durch  Tem peraturanderunrr. 
Hier  waren  nach  §  1315  und  144  die  Koraponeten  resp.  der 
Momente  durch  bloße  Temperaturfunktiuaen  F,^  resp.  Cr^  definiert. 
Wegen  der  Stetigkeit  der  Temperatur  in  Zwisrlieiigrenzen  darf  die- 
Heibe  iu  dem  V  ulumeuelement  eines  quasi  isotropen  Körpers  als 
•ebenso  definiert  gelten ,  wie  in  einem  homogenen  Körper. 
Bildung  des  Mittelwertes  hat  sich  somit  nur  auf  die  Abhängigkeit  der 
und  Fj^  TOn  der  Orientierung  der  Eristallbroeken  gegen  das  feste 
AchsensTstem        T^f      zu  beziehen. 

Nun  sind  aber  die  und  2<\  Vektorkomponenten;  sie  tzans* 
formieren  sich  durch  die  tt^^,  selbsi^  und  ihre  Mittelwerte 

\Fj^\  Tersch winden  demgemäß.  Ein  quasüsotropor  Körper  kann  hier> 
nach  weder  Pyroelektrizitat^  noch  •magneÜsmas  zeigen  —  was  von 
▼omherein  einleuchtet.  — 

•  Die  Erregung  dielektrischer  und  magnetischer  Momente  durch 
Influenz  geht  den  im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Slx^mnngs* 
Problemen  genau  parallei   Die  Ansätze 

(14) 

4ias  §  311  und  237  enthalten  rechts  in  den  praktisch  intereasierendeD 
Fällen  die  Gefälle  des  elektrischen  oder  des  magnetischen  PotentialeSy 
und  an  diese  sind  dieselben  Betrachtungen  anzoknQpfSsn,  wie  im  vorigen 
Paragraphen. 

Es  folgt  hieraus,  daß  bei  Erfüllung  der  in  §  468  eiörterten  An- 
nahmen die  Elektrisierungs-  und  Magnetisierungszahlen  imd  x  des 
quasii<?otropen  Körpers  durch  diejenigen  des  ihn  bildeoden  Kristalls 
Jiusdrückbar  sind  gemäß  den  Formeln 

^-^(iJi  +  fln  +  W»   «-i{«i+»n  +  *ni)-  W 
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§  471.  HitUm  MouMnto. 


Oldehes  gilt  bezüglich  der  dieUkkrimlwii  und  der  magneÜBehen  Per- 
meabiUiSten  e  und  |»  wegen  der  Ar  dieee  gültigen  Besiehnagen  TOn 
^  437  0.  479. 

Die  Xbicheinongen  der  dielektrieoiken  nnd  der  xnagnetiechen  hi- 
Aliens  haben  die  Eigen8ohtt%  daB  eine  Abweichung  dee  quasiiBoiropen 
Korperg  von  der  zweiten  Annehme  in  §  469,  d.  h.  von  deijenigen 

Ifiekenloser  Raumerftilluiig,  bei  ihnen  (ferroin;ignetiscbe  Körper  aae- 
genommen)  yiel  geringere  Störungen  bewirkt,  aXs  dies  z.  B.  bei  den 
Vorgangen  der  elektrischen  nnd  der  Wärmeströmunf]^  stattfindet.  Dies 
ist  dadurch  bedingt,  daß  für  die  magnetische  und  dielektrische  In- 
<iaktion  der  leere  oder  der  Luftraum  verhältnismäßig  viel  permeabler 
ißt,  als  für  die  Elektrizitilts  und  Wärmeströmung.  Man  darf  hier 
also  eine  relativ  große  Übereinstimmung  zwisüheii  dem  theoretischen 
Wert  der  Parameter  für  den  qnaeiieotropen  Körper  und  der  Erfahrung 
«rwarten. 

Diese  ÜbereinsUmmung  wird  noch  begünstigt,  wenn  die  Lfickeu 
swiflchen  den  Krietallbxocken  nicht  leer,  aondem  von  einem  der  Krjetall- 
«abftanz  in  Hinsicht  der  betreffienden  Ereoheinong  nahestehenden 
Medium  erfftOi  iet  Einen  eolchen  Fall  hat  St^idi^)  bei  Ansdehnnng 
•der  §  231  beschriebenen  Methode  zur  Bestimmung  von  Dielektnxitiite- 
konstanten  auf  Kristallpulver  untersucht  und  dabei  die  Beciehung 
i  (*i  +  *ii  +  *m)  bestätigt  gefanden.  — 

Auch  in  dem  Falle  der  piezoelektrischen  und  pieaomagne* 
tischen  Erregung  sind  die  Momente  die  fttr  den  Übergang  zu  quasi^ 

isotropen  Körpern  geeigneten  Funktionen.  Sie  sind  durch  die  An- 
sätze von  409  u,  4r)l  uls  Hiie;Ln  Funkt.ifmen  der  1  it  fnrmationsgrößea 
bestimmt,  üher  die  nun  ähnliche  L)  beriegungen  anzustellen  sind|  wie 
über  die  Potentialgefälle  in  §  47(K 

In  der  Tat  liegen  die  Verhältnisse  auch  völlig  analog.  Die  De- 
formationsgrößen x^,  .  .  .  drücken  sich  durch  die  Gefälle  von  Funk- 
tionen i^nämUch  den  Verrückungakomponentea  u,  v,  u)  aus,  die  sämt- 
lich stetig  durch  die  Grenzen  swiBohen  den  Terschiedenen  Kristallbrocken 
geben,  Torausgeeetat  freilich,  daß  diese  Brocken  fest  aneinander 
haften.  Es  sind  demgemäß  die  Mittelwertbiidungen  an  die  AnsKtae 
20  resp.  346  von  8.  818  nnd  939  zu  knfipfen.  Da  aber  die  piezo* 
elektrischen  und  piezomagnetischen  Konstanten  e^^  resp.  fi,^  sieh  mit 
Hüfe  der  Produkte  drittm  Grades  aus  den  a^,  ß^,  transforniieren, 
so  ergibt  sich  für  ihre  Mittelwerte  Null;  quasiisotrope  Körper  der 
vornusgesetzten  Art  können  sonach  weder  piezoelektrisch,  noch  •mag- 
netisch erregt  werden. 


1)  W.  Schmidt,  Aan.  d.  Phy».,  Bd.  11,  p.  lU,  IdOS. 
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962  Anhang  II.  Besieluing«n  »witolkeik  EiUtatten  «ad  qiiMüsotropen  Kflrpem. 

§  472.  muieie  Drookkomponenten.  Die  Definition  der  Dnick- 
komponenten  X^,  , im  Innern  eines  Kdrpera  luif  S.  160  nnd 

602  flUurt  dieselben  auf  die  Summen  der  molekularen  Wirkungen  aller 
Massen  diesseits  eines  Flächenelements  auf  die  Massen  jenseits  des- 
selben zurück.    Nach  den  in  §  469  auseinandergesetzten  Prinzipien 

wird  somit  der  T'b«^rgnn^  von  den  elastischen  Grundf(>rmeln  für  einen 
Kristall  zu  deiiji  iii^^'n  für  den  entsprechenden  (|na«iis  tu  peu  Körper 
mtt  Hilfe  des  ä^stems  (20)  auf  S.  568  zu  geschehen  haben,  welches 
lautet  _  ... 

Die  c^.^  stellen  dabei  die  (isothermifchen)  Elastizitatskonstanten  des 

Kribtalls  dar. 

Über  das  A'erhalten  der  Argumente  x^, . .  >  x^^  ist  bereits  am  Ende 
des  vorigen  Paragraphei^  gesprochen  worden;  man  kann  also  in  An- 
knüpfung an  das  dort  Gesagte  die  Gnindformeln  der  Elastizität  für 
den  quasiisotropen  E6rper  in  der  Gestalt  ansetaen 

-  -'^x:  =  i^'ii!-i-^,l  +  >if|-!^,i  +  ---ki6l'i^,l,  (17) 


Die  Berechnung  der  Mittelwerte  |  c^^  \  der  Elastizitatskonstanten 
hat  dabei  naeh  dem  Schema  (3)  auf  S.  956  anter  üeranziehiuig  der 

allgemeinen  Transformationseigenschaften  der  aus  §  291  zn  ge- 
schehen.*) Dabei  kann  man  sich  die  HerechnuDcr  dadurch  erleichtem, 
daß  der  quasiisotrope  Körper  diejenige  elastiseiie  Symmetrie  haben 
muß,  die  in  dem  Parameterschema  auf  S.  587  Ausdruck  gewmnt,  daß» 
also  das  Kesultat  der  lieclmung  die  Form 

-\X,\~c\x,;  +  c,\y,\  +  c^\M.\,   -\Y,\-c,\9.\-Hf~cd\».\,  (18) 


haben  mnB.  Die  Beieehnnng  ist  demgemSft  nur  fttr  zwei  Ic^^l  aus- 
zuführen —  höchstens  fQr  drei,  wenn  man  Weit  darauf  legt,  die 
Beziehung  c^  =  ^{c  —  Cj)  zu  begründen.  Man  kann  so  etwa  ! |  ^ 
!  r,3 1  und  I  berechnen,  für  welche  die  Transformatlonsformeln  nach 
§  289  und  291  sogleich  angebbar  sind. 

Führt  man  die  Abkdranngen 

C4^  +  %  +  %-3(7  (19> 
ein,  so  ergibt  die  Rechnang  das  Besoltat 

1)  W.  Voigts  QOtt.  Abb.  1887,  p.  48;  Wied.  Ann.  Bd.  8S,  p.  678,  1889. 
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c,^  i(yl-7i  +  3(7),  (20) 

welches  in  der  Tat  der  Beziehung  <^     i  (f  —  Ci)  entspricht: 

Diese  Formeln  gestatten  also  im  Prinzip  die  Berechnung  der 
Elastizitätskori'^tnnten  eines  quasiisotroyien  Körpers,  der  den  gemachten 
Voranssetzungeii  eiitspricht,  aus  den  üauptkonstanteu  c,^^.  des  bez. 
Kristalls.  Von  Intoiesse  ist  dabei  die  RoUc;  welche  auch  bei  dem 
quasiisotropen  Köi]u  i  die  Frage  spielt,  ob  die  Molekuhirkräfte  nur 
Funktionen  der  Entleraung  sind,  oder  aber  mit  der  Richtung  variieren. 
Im  ersten  Falle  gdten  nach  §  299  die  Beziehung^ 

«»-ßM»   f^-^c^t   Cii-Cbei  (21) 

liier  gilt  alao  B^C  und  infolge  davon  e  —  8c^,  —  jene  von  Poiston 
tm  der  mekkiduen  Theorie  geeddoneoe  Beiiehiiiig  swischen  den 
beiden  Elastixtt&tdconttaiitan  eines  isotropen  Edrpen^  welche  sich  im 
Widerspruch  mit  vielfältigen  Ibrftbningen  befindet  nnd  daher  der 
Gegenstand  vieler  Disknasionen  gewesen  ist.  Diese  Besiehimg  ergibt 
eich  aus  der  molekularen  Theorie  auch  dann,  wenn  man  die  mole- 
kularen Kräfte  von  (lei-  Richtung  abhängig  annimmt,  falls  nur  die 
£iementarma.ssen  völlitr  regellos  gegeneinander  orientiert  sind,  imd  die 
Erklämtisr  der  beobachteten  Abweichungen  stellte  ein  wichtiges  Problem 
der  molekularen  Elastizitätstheorie  dar. 

Faßt  man  (in  Übereiusfcimmnng  mit  der  Anschauung)  die  meisten 
filr  isotrop  geltenden  Körper  als  nur  quasiisotrop,  d.  h.  aus  Kristall- 
brocken bestehend  auf,  so  verschwindet,  nachdem  die  Bestimmung  der 
EUstiEififttBlEOnstanten  ffir  eine  beti^htliche  Reihe  von  Kdrpem  die 
Kidii^^tigkeit  der  Beiiehungen  (21),  also  das  ^Rrken  gerichteter 
MolekoUffkiafte  erwiesen  hat,  jede  Sch^eri^^eii  Mit  dem  Bestehen 
der  BcBiehnngen  (21)  hSrt  nainlieh  nach  (19)  ond  (20)  ao^eioh  die 
P<nMmsdie  Beziehung  c  —  8C|  sn  gelten  iaL 

Das  ist  jene  eigenartige  Aufklärung,  welche  im  Gebiete  der 
Elastizitatstheorie  das  Verhalten  der  Kristalle  über  das  Verhalten  der 
isotropen  Körper  liefert,  und  auf  die  schon  S.  8  aufmerksam  gemacht 
wfirflr  n  ist.  Daß  übrigens  unter  I'mstanden  auch  Körper,  die  nach 
ihrer  Koustitntion  nicht  als  quanii^otrop  gelten  können,  Abweichungen 
von  der  Pc/iö^o wachen  Kehition  zeigen,  und  daß  dieses  V»  rhaiteu  sich 
molekulartheoretisch  (hiri;h  die  Annahme  von  Verriickuugen  erklären 
läßt,  die  sich  den  8.  Ü05  gemachten  und  für  einen  ideal  festen 
£drper  charakteristischen  Voraussetzungen  nicht  fügen,  sei  beiläufig 
«rwihniO 

1)  W,  Voigl,  Aul  d.  Phjs.  Bd.  4,  ]^  187,  1901. 
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i>t)4    Aubaug  II.    Uezieiiungen  zwischea  Krätallea  uud  quaBÜsotropea  EOrpexn. 


Bezüglich  quantitativer  BestätiguDgeu  der  Kelationen  (10)  und 
(20)  zwischen  den  Elastizitätskonstanten  eines  Ki  i»taiib  uud  utnjenigen 
dos  entsprechenden  quasi  isotropen  Körpers  liegen  praktische  Schwierig- 
keiten Tat,  dantuf  berahtfad^  daB  die  Vomusetznngen,  auf  wMiex 
jeae  ReUtiosen  rohen,  bei  eolchen  qaanieotropen  Körperu,  wo  auch 
der  homogene  EristaJl  der  Beobnchtoag  Eogioglich  ie^  Infient  eeltent 
etfUlt  vind.  Es  baaidelt  sich  dabei  um  die  Voraassetznng  der  Ifioken- 
loien  Aneinanderscbließung  und  des  festen  Znsainmea- 
hanget  der  Krietallbrooken,  welche  den  qnßsiisofropea  Körper 
bilden.  Diese  Voran ssetzmigort  sind  vielleicht  bei  Metallen  sfthr  voll- 
ständig erffUlt;  aber  hier  sind  di»  bezüglichen  homogenen  Kri<?tÄll»» 
nicht  verfügbar.  Die  dichten  Gesteine  aus  den  beobachteten 
Kristallen  (wie  z.  1).  aus  Kalkspat,  Flußspat,  Schwerspat)  enthalten 
hiiurig  die  Kristalle  durch  ein  fremde«  Medium  los©  zuRammengekittet 
uud  ergeben  demgemäß  elastische  Widerstände  oder  Konstanten,  die 
befarSohtiioh  kleiner  eind,  als  diejenigen  des  homogenen  Eiialalkr.  Fikr 
den  Quotienten  c/ci  iet  trotcdem  in  einigen  FKUen  eme  leidliche  Übei^ 
eittstimmnng  mit  dem  Resultat  (19)  und  (SO)  geftanden  worden.*) 

WahrMtd  bei  den  meisten  untersuchten  quaaüaotropen  KÜrpm 
dae  gefundene  Verhältnis  r  c*,  der  beiden  Elastizitätskonstanten  nicht 
gar  weit  von  dem  Poissontohmk  Wert  3  abweicht,  liefern  die  Formeln 
(19)  und  (20)  in  Verbindung  mit  den  beobachteten  Hauptkonstanten 
c,^j^  für  kristallisierten  Quarz  bub  §  377  c  Cj  nahe  an  14.  Beobachtungen 
an  Feuerstein  und  Opal  haben  nun  Werte  c/c^  geliefert,  welche  diesem 
ganz  abnormen  sehr  nahe  liegen,  nämlich  etwa  12  und  16.  Freilich 
steht  nicht  fest,  ob  mau  auf  die  Kristallbrocken,  welche  die  letzteren 
dichten  Minerale  bilden,  die  Parameterwerte  von  Quarz  anwenden  darff 
ee  ist  nieht  uavahrscheinlioh,  daß  es  nixk  hier  um  eine  andere  Hih- 
diftkation  kristallieierter  KieeoleBure  handeli  In  jedem  Falle  erscheint 
aber  die  angeoftherte  Übereinstimmung  des  beobaehtetsn  mit  dem  be- 
rechneten Wert  von  efci  bedentn^gerolL 

1)  W.  Voigt,  Wied.  Ann.  Bd.  38,  p  573,  1889;  P.  DriMfe  nad  W,  Vm^ 
ib.  Bd.  42,  p.  687,  181»!  ;  W.  Voigt,  ib.  Bd.  44,  p.  168,  1891. 
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eile  6yiiimetrieforiiielu  fttr  zentrisck-syminetriß 

Voigiiiige. 

I.  Triklines  System. 

(1),  (2)  - 
XL  MonoklioM  System. 
(8),  (4),  (5)  An. 

III,  Rhombischeä  System. 

IV.  TngonaliBS  System. 

1.  Abt.  (9),  (10),  (11)  A^^Ä,^^ 

2.  Abt  (12),  (13)  ^  «. 

V.  Tetragonales  System. 

1.  Abt.  (15),  (16),  (19)  Ai\Ä^*\ 

2,  Abt  (17),  (18),  (20)  ^ 

VL  Hexagonftles  System. 

1.  Abt  (21),  (22),  (28),  (26)   Ä^,  4.«; 

2.  Abt.  (24),  (25),  (27)   ^  «. 

VIL  Reguläres  System. 

1.  Abt.  (28),  (29),  (30)  ^;*); 

2.  Abt  (äl),  (32)   4,«  -4  W. 


Lxiyiii^üd  by  Google 


Verlap:  von  B.  G.  Tciibncr  in  Lcii-iziß:  und  Berlin. 


Fockele,  Dr  Fr.,  Profcsjor  »n  der  üniversitSlt  Heidelberp,  Lohrbncli  dor  Kristall- 
optik. Mit  168  Figuit;n  uml  ü  Duppeltafeln.  [X  u.  619  S.J  gr.  8.  1906. 
In  Leininuid  geb.  n.  Jt  16.— 

•  Bicharz,  Dr.  P.,  Proftst-ür  im  der  T'niversit&t  Marburg,  neuere  Fortschritte  auf 
dem  Gebiete  d«r  Elektrizität.  8.  Auflage.  Mit  97  Abbildungea.  [VI  xu 
It»  8.]  gr.  9.  190t.  1b  Leinwftiid  geb.  n.  J6  1.60. 

 Aofangsgründe  der  Max  walle  eben  Theoxie  verknlipft  mit  der 

Elektronentbeorie.    Mit  no  Fipurea.   [IX  u.  246  S.]   gr.  8.  1909.  Geh.  b. 

7.—.  in  Leinwand  yeb.  ii.  JC  8. — 

Boh&efer,  Dr.  C.  Privaido/ent  au  dor  rniversität  Breslau,  Einfflbrung  in  die 
Maxwcllsche  Theorie  der  El c k t ri /.i t il t  und  dee  Magnetismae.  Mit 
BildniH  MaxwelU  und  £8  Figuren.  [Vlil  n,  174 S.J  gr.  8.  1908.  Sut.  n.  JC  3.40, 
geb.  n.  J(  8.B0. 

fidmater.  Pb.  D.  (Heidelberg)  8e.  D.  (Cavtab.)  F.  R.  8.,  Professor  der  Phyiik  an 
der  ünivcrsitrit  Manthctitrr,  K  i  n  f  i'i  h  ru  nj?  in  die  theoretische  Optik.  Auto- 
(iaiexfee  deutsche  Ausgabe  übersetzt  von  Heinrich  Konen,  a.  o.  Profeuoix  der 
Physik  an  der  üniveiaiUlt  Jltnatar.  Hit  t  Tafoln  nnd  186  Figuren.  [XIV  n. 
4U  8.]  gr.  8.  1907.  Oeh.  n.  J(  U«— ,  in  Leinwnnd  geb.  n.  JC  18.— 

Starke,  Dr.  H.,  Prof.  an  der  Universität  Orr  if-uaM,  ex  periiu  cn  tolle  Elekttisitäts- 
lehre.  Mit  beaondcrer  Berücksichtigung  der  neueren  Anschauungen  nnd  Er- 
gebniiee  daigesteUt.  9.  Auflage.  Hit  875  AbUldangen.  [XVI  n.  678  B.]  gr.  8. 
1910.   In  Leinwand  i;»  !).  ca  n.  ,JC  9.—    [Unter  der  Prcase.] 

Thomson,  J.  J.,  D.  Sc  LL.  Ü.  Ph.  D.  Er.  S.  Fellow  etc.,  Professor  an  der  Universität 
Cambridf^e,  Kiek  trizitüts-Durchgang  in  Gasen.  Deutsche  autor.  Ausgabe, 
unter  Mitwirkung  des  Autors  besorgt  und  ergäuzt  von  Dr.  E.  Marz,  Plrofteaor  an 
der  Universität  Leipzig    Mit  187  Figuren.  [VII  o.  687  8.]  gr.  8.  1906.  Geh. 

n.       18. — ,  in  Leinwand  ^'eL.  n.  .(f.  19. — 

"Voigt,  (ii  h.  Hcgierungsrat  Dr.  W.,  i'iofeHHor  un  der  Uuiverbitüt  liOltiugen.  Mugneto- 
uud  Elektrooptik.    Mit  76  ligozen.    [XIV  n.  896  S.]    gr.  8.    1908.  In 

Leinwand  geb.  n.  .U.  14.  - 

Volkmann.  Dr.  P.y  Frofeasor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr.,  Einführung  in 
das  Stadinm  dertbeoretisehen  Phyaik,  inabetondere  in  daa  der  analytischen 

Mechanik.  Mit  einer  Kirileitung  in  die  Theorie  der  idivaikalischen  Erkenntnia. 
[XVI  u.  870  S.]   gr.  8.    1900.    Ceh.  u.      9.  —  ,  in  Leinwand  gob.  n.  JC  10,2U. 

Weber,  Dr.  H.,  und  Dr.  J.  WeUateinj  Professoren  an  der  Universität  Straftburg  i. 
Encyklopädie  der Elementar-Mathenatik.  Ein  Haadbnch  fttrLehrerand 

Studierende.    In  3  nruidtn.    gr  8.    In  Leinwand  geb. 

I.Blind:  Klcmeufarc  Algebra  unci  .\naly»iii.     Hcarheitcl   vi>a  H.  W«ber.     3.  Auflage 
Mit  40  FiKUri-ii.    [XVllI  u  632  S.J     VAiV.    a.  J!  10 
II.    _-       Klc-inoiLte    der    f>      m  r  1 1  i  <>.       lip.irbeitct   von    11.  Wo^pr,    J.  Wellttoin  und 
"\V  J  .1 1' ob  »  t  Ii  a  1     J.  Aiifl^Kf.    Mit  i.'.l  iMduren     [XII  u,  51<6  S|    löüT.    n.  .ifli.— 
Ul.    —     Angewandte  Xlomentar-Mathematik.  Bearbeitet  von  H  Weber,  J.Wa Iii to in 
tia4X.H.W«k«r  Smioak).  Mit  »«  VIbum.  (Zill  «.M«  8.1  iser.  n.MU.^ 

Wüllner,  weil.  Geh.  Re;.;ierungKiat  Dr.  A.,  Profc.ssor  an  der  KgL  Tcohnificlion  Hoch- 
schule zn  Ailcbea,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  In  4  Bänden.  Mit 
11U4  Abbüdnngmi  nnd  Figuren  nnd  4  lithographierten  Tafeln,  gr.  8.  1896 — 190T. 

F.r!  u'lfirhieltlfäriii  Br»iik;r  nlliT  4  urimlf  f'niiäaifrt  »Ifh  <Tfr  Criamtprnfi 
«itü  tterkoi  grii.  anl  ii.  .vi.  ,  lu  Haliirrana  geb.  auf  n.  H,  4u. — 

£lnaoln : 

L  naud.   AllgeroeSnr'  P  )i  v b i k  u nd  A k n  1 11  k.  6.  Anflag«  bMurhettot  von  A.  Walln»!  ood 
A.  Magoubach    Mu  333  Abbti  iungra  osd  Pifuna.  (XIV  «.  1CS8  8.)  iMf.  0«b. 
n.  .^16.— ,  in  Malbfranibil  n  .H  i»  — 
tL    —      Sie  Lehre  toi>  der  Wanno    5    Anflagc    Mit  131  Abbildnnfen  mia  VtgOMn. 

(XI  a.  836  8.]    IW-'l.    nrh  n  .'MX.-,  in  IlaIhfraiiKband  n. 1«.— 
IJl,    —      Die  Lehre  nun  Ma^nctiamus  ii  ii  il  t  u  u  der  Klektrixi  I  i't  mit  citicr  Eln- 

loitunfT :  Oran(1zU|^e(lerl<e)ireTOittl'otODti«l   S  AuHaKO.  Mit:ui  AbblMuu^en 

and  l'ifrarcn     [,\V  u    1415  f.1  1K97.    Geb   n   .It  18.  —  ,   Iii  llaUffamband  n   .«  20,— 
IT.    —      Die  Lebro  ron  der  Stratilattg.  5.  Aaüaga.  Mit  899  Abbildaagau  nnd  figiuren 

and  4  lithogriiphilchea  Tifaln.   ^IX  «.  IMI  8]   IRWn   Oslt.  V.  •«  M.'^  la  Iblb- 

banabAnd  a.  UV.  16. — 
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Verlag  von  B.O.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


f  bjitik.  unter  Mitwirkung  von  M.  Abraham,  L.  Boltzmann,  G.  E  Biyao,  P.  Debje, 
H.  DiMralhont,  H.  Dnboi«,  Fr.  Etnd«,  8.  Finsterwalder,  B.  0mm,  P.  W.  Hinriehsen, 

E.  W.  Hobson,  J.  H.  van  t'Hoff,  H.  Kamerlinj^^h-Onnee.  M  Lane.  Th  i  :  ^i^-li. 
U.  A.  Loreats,  L.  Matuiock,  G.  Mie,  fSL  Minkowski,  O.  Miigge,  .1  Nabl,  f.  i'ockeLi, 
L.  Prftadtl.  R.  Reilt  K.  Rimge,  A.  Sehfloflies,  If.  Schröter,  E.  Study.  A.  WangeriB, 
W.  Wien.  .T  Zenneck,  redigiert  von  A.  Sonimcrfel<l.  A.  u.  d.T.:  Enoyklopädie 
der  mathematischen  Wissenschalten  mit  Einschlaft  ihrer  Anwendungen. 
BtttdT,  ia  8  Teikn,  Man  verlAoge  Pratpekt! 


Abraham,  Th.  M.,  Profestior  am  R.  Intit  j'  i  Tecnico  Supetiove,  Mülftod,  Theorie  d et 
jblektrizit&t.    In  i  Ifäuden.  gi.  8.  (leb. 

L  Bm4.  Xlnfttkrang  In  die  Maxwelliche  Theorie  der  Elektrialtit  Mit  eiA«m  eis- 
IHt«Q()«n  AbMlultte  Ober  dM  Bcohnea  mit  YektorgrOBen  in  dar  Jtkfitk,  T«B  Dr. 
A  K>>|>pl.  3,  ToUst&ndlg  iiinge*rheitete  AafUge  Toa  Dr.  M.  Abrsha«.  lOt  11  Si|MW. 

[X.VU1  o.  4M  8  ]    ({r.  8.    1907.    lu  Leinwand  geb  n  .H  1!.— 
II.    —      Elektronagnot  i  H r  h Theorie  der  Strahinn R  Von  Dr.  M.  Abrahnm.  t.Anflafiu 

Mit  «  KJyann.    [XII  u.  404  S  ]    gr  8.    1dm     In  Leiuwiind  geb.  n.  1».— 

Briouy  Dr.  Q«y  Fhvatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  za  Dresden,  Leitfaden 
enm  elektroteekiiltclien  F>*ktikuai.  Hit  S80  Figween.  [XIV  n.  404  S.J 
gr.  6.  1910.  Gek.  d.  JL  iO.— in  Leinwand  geb.  n«  11.— 

Bryan,  O.  H.,  Sr.  D.,  F.  R  S..  Professor  of  Mathematics  in  the  University  College 
Ol  Korth  Wales  (Baugor),  Theimodynamics.  An  introdactory  treatisö  dealing 
miinly  witti  fint  pmciplei  ao  tiieir  dixeet  applicatioiie.  In  englischer  Spxaelte. 
(XIV  n.  204  8.]  gr.  8.  1907.  In  Leinwand  geb.  n.  JC  1.— 

Snrkhardt,  Dr.  II.,  Profpflsor  ati  d'-r  Tocliniscben  TIuoliH«^hule  Mnncben,  Ki  *^  tick- 
langen  nach  oszillierenden  Funktionen  und  Integration  der  Diffe- 
r»ntia1g1e{ebtingen  der  matbematiiehen  Physik.  Bericht,  erstattet  dsr 

D.nitH.l.on  Mathematiker -VereiniguD}?     fXII,  ITI  u.  18(14  S  ]    pr  8.    1908.  b 

lliilbbiindoii.    (»eh.  je  n.        30. —    [ Kepistcrltand  unN^r  (irr  Prosse.] 

£bert|  Prof.  Dr.  H.|  München,  Gruudlinien  einer  Ezperimeutalphvsik  für 
Tngenieare  nach  VorleeuDgen,  gehalten  an  der  Teehniedien  Hocha<£nle  M&n- 
rhoii    !ti  2  Bilndon.  [es.  600  8.J  Mit  Abbildangen.  gr.  8.  Geb^  [Eneheirt 

im  Januar  1911.) 

Ferraris,  Q.,  wt-il.  l'rotVssor  au  der  Universität  Turiu,  wisBenschaftlicho  Grund- 
lagen der  Kick  trotecluiik,  deutsch  von  L.  Finzi',  Prof.  an  der  Kgl.  Techa. 
Hochscliulo  zu  .\a<.'hfn.  Niich  den  Vorlosnnjjen  über  Elektrotechnik  im  Ii.  Musen 
Industriale  zu  Turin.  Mit  löl  Figuren.   j^XlI  u.  ä58  S.]  gr.  d.  lu  Lein- 

wand geb.  n.  Ji  m.'^ 

Oleitbon  Dr.  A.,  Regie ruu^'Hrat,  Privatdozent  an  b  r  Technischen  Hocliachule  in 
Cbarlotteuburg,  Lehrbuch  der  geometrischen  Optik.  Mit  *Jöl  Figoxea. 
[Xiy  n.  611  S.J   gr.  8.   1909.  In  Leinw.  geb.  n.  UK  80.— 

Oximsehly  Professor  E.,  Direktor  der  Oberrealschule  auf  der  Uhlenhorst  zu  Hamburg. 
Lehrbuch  der  Physik.  Zum  (Tebraurhe  beim  Unterricht,  bei  akademischen 
Vorlesungen  und  zum  Selbstatndium.  Mit  lUUl  ITis^uren,  2  farbigen  Taieln  uu^ 
einem  Anhange,  enthaltend  Tabellen  phyiikaUacher  instanten  nnd  Uhlee- 
tabeUen.   pUl  u.  1069  8.]  gr.  8.    1909.    Geb.  n.  M  16.—,  geb.  n.  16.— 

Xelvin,  Lord)  Vorlesungen  über  Molekulard jnamik  und  Tlieorie  des 
Lichta.  Deutsch  herausgeffeben  von  G^.  Kegiexongsrat  Professor  D.  M.  B.  Wein- 
stein in  Berlin.  Mitl89F^en.  [XVm  n.  690  8.]  gr.  8.  1909.  In  Leinwani 

geb.  n.  JC  18.— 

KoblraiUioh|  weil.  Dr.  F..  in  Marburg,  Lehrbuch  der  praktischen  Physik 
11.,  stark  vermehrte  Auflage  des  Leitfadens  der  praktischen  Physik.   ICit  401^  • 
Figuren.  [XXXm  o.  736  B.]  gr.  8.   1910.  In  Leinwand  geb.  n.  UK.  11.— 

Planck,  Dr.  M.,  Professor  an  der  Universität  Berlin,  das  Prinzip  der  Erbaltunf^ 
derEnergie.  Von  der  philosophischen  Fakoltöt  Göttingen pieiegekrOnt.  2.  Aofi. 
[XVI  0.  878  S.J  8.   1908.  In  Leinwand  geb.  n.  ^  6.— 
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WISSENSCHAFT  UND  HYPOTHESE. 

Sammlung  von  Einzeldarstellungen 

aus  dem  Gesamtgebiet  der  Wissenschaften  mit  besonderer 

Berücksichtigung  ihrer  Grundlagen  und  Methoden, 

ihrer  Endziele  und  Anwendungen. 

8.  In  Leinwand  geb. 

Die  Sammlung  will  die  in  den  venchiedenenWisicn^ebieten  durch  rastlose  Arbeit  ge- 
wmmenenErkeimtBftte  von  umfassenden Gesiehtspnokten  aas  Im  Zasammenhang  mitein- 
ander betrachten.  Die  Wissenschaften  werden  in  demBewuOtsein  ihres  festen  Besitzes,  in 
ihren  VoraoMetzongen  dargestellt,  ihr  pnliierendesi<eben,  ihr  Haben,  Können  and  Wollen 
aufgedeckt.  A&dermdts  «bcr  wird  la  enter  Linie  auch  auf  die  durch  die  Schranken  der 
^naeewelimehmwng  uad  der  Eilalmiiig  uberlimpt  bedingten  Hypotbesett  hineewdeien. 

I.  Band:  Wissenschaft  und  Hypothese.  Von  H.  Poincari  in  Paris.  Attlmi« 
vierte  deutsche  Ausgabe  mit  erläuternden  Anmerkungen  von  F«  uad  I«.  Lindenftnn 
in  München.   2.,  verbesserte  Aufl.    1906.   Geb.  .ftl  4.80. 

IL  Buid:  Der  Wert  der  WfeBenedMft.  Von  H.  Poittear«  in  Pttris.  Mit  Ge- 

nehmigung  des  Verfassers  ins  Deutsche  übertragen  von  E.  Weber.  Mit  Anmerinuigeil 
und  Zusätzen  von  II.  Weber  in  Straßburg  i.  E.    1906.    Geb.  .fC  3.60. 

m.  Band:  Mytheobtldung  und  Erkenntnis.  Eine  Abhandlung  über  die  Grund* 
lagen  der  Fhllotopliie.  Von  6.  F.  Lipps  in  Leipzig.  1907.  Geb.      $. — 

IV.  Band:  Die  ni«diteuUIdie«d)e  Geomdrle.    Historiseb*kiitisebe  Darrtdlnng 

Ihrer  Entwicklung.  Von  R.  Bonola  in  Pavia.  Autorisirrtr  deutsche  Ausgebe  Ton 
H.  LicbmaoQ  in  Leipzig.    Mit  76  Figuren.    1908.    Geb.  .k.  5. — 

V.  Band:  Ebbe  und  Flut  sowie  verwandte  Erschcintmgen  im  Soonecsystcm.  Von 
G.  H.  Darwin  in  Cambridge.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  TOB  A.  Pockcls  in 
ßrannschweig.  Mit  einem  Kinführungswort  von  G.  V,  Neonajer  in  Hamboig. 
Mit  43  niustrationen.    1902.    Geb.  JC  d.&o. 

VL  Bend:  Da«  Prin^  der  Brhaltnng  der  Energie.  Von  If.  Planck  in  Berlin. 

3.  Anfl.    1908.  Geb. 

Vn.  Band:  Grundlagen  der  Geometrie.  Von  D.Hilbert  in  Göttingen.  3.,  durch 
Zusätze  und  Literatarhinweise  von  neuem  vermehrte  und  mit  sieben  Anhängen  vcr- 
•ebene  Anflage.   1909.  Geb.  JL  6. — 

Vm.  Bend:  Geediidite  der  ^jcbologie.  Von  O.  Kien  m  in  Leipslg.  [U.d.Pretae.] 

FK  r;and:  Erkenntnistheoretische  Grundsüge  der  NaturwissenschaAen  und 
ihre  Beziehungen  cum  Geistesleben  der  Gegenwart.  Von  P.  Volkmann  in 
Königsberg  1.  P.  3.  Anfl.   1910.  Geb.  JC  6.^ 

X.  Band:  Wissenschaft  und  Religion  in  der  Philosophie  unserer  Zeit.  Von 
t..  Boutroux  in  Paris.  Deutsch  von  K.  Weber  in  Straftbnxg  i.  E.  Mit  einem 
Einfuhrungswort  von  H.  Holtzmann.    1910.    Geb.  JC  6.— 

XL  Band:  Probleme  der  ^M^cenecbaft  Von  F.  Enriques  la  Bo1<^na.  Oentaeh 

von  K.  Greiling!  in  Göttingen,    2  Teile.    19IÜ.  Grh, 

L  Teil:  Wirklichkeit  und  Logik.      4.—    II.  r.-U  Die  QrundbegrKTc  der  Wissenschaft.  5.— 

XII.  Band:  Die  logischen  Grundlagen  der  exakten  Wissenschaften.  Von 
P.  Natorp  in  Marboig.   19 10.   Geb.  JC6.60, 

XIII.  Band:  Das  Wissen  unserer  Zeit  in  Mathematilc  und  Naturwissenschaft.  Von 
fe.  Picard  in  Paris.  Deutsch  von  F.  u.  L.  Lindemann  in  Mäneben.  £U. d. Presse.] 

Weitere  Bände  in  Vorbereitung. 


Vertag  von  B.  Q.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

— .  I  II  I  .  I  ■  ■  ..I  I   .1       I ■■III 

Mathematisch-physikalische  Schriften 
für  Ingenieure  und  Studierende 

Herausgegeben  von  E.  Jahnke. 

In  Bänden  zu  ü— 8  Bogen.   8.   Steif  geheftet  und  gebunden. 

Die  Sammlung  selzl  sich  zum  Ziel,  kune  Darstellungen  zu  bieten,  welche  für  ein  eng» 
bctrrenzlc'^  (ichict  die  mathematischen  Methoden  einfach  und  Icichlfaßlich  ableiica  und  deren  Ver- 
wendbarkeit III  den  einzelnen  Teilen  von  Physik  und  Technik  autdecken.  Dabei  i--t  Vollstindigkeil 
der  BeweisfOhruuß  nicht  erstrebt,  vielmehr  wird  besonderer  Wert  darauf  KelcRi,  Dinge,  die  für 
die  Anwendungen  vun  Wichtigkeit  sind,  nicht  zugunsten  wissenschaftlicher  Suenge  zurücktreteu 
zu  lassen.  Die  Darstellung  der  ciiiselBea  Gebiete  ist  80  gelMliea,  det  jede  ein  «BgeieMoMCtto 
Oaaies  fftr  sich  bildel 

I.  BintQhrung  In  die  Theorie  des  Mtf  netit  mus.  Von  Dr.  R.  Qani,  Professor 
so  der  UnivenilAt  Tabingen.  Mit  40  Figuren.  |VI  u.  110  S.|  190B.  Steil  geb. 
II.  M.  2.40,  In  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

II.  Elektromasne tische  Ausgleich svorga  ngeinPreileitongcaandKabelo. 
Von  K.  W.  Wagner.  Ingenieur  in  Charlottenburg.  Mit  TB  PlgwCB.  (IV  o.  lÖt  S.| 
IWB.  Steil  geh.  M.  2  40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

in.  Bintflbrong  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Ma- 
gnetismus. Von  Dr.  Gl.  Sebacler,  Privstdoieal  aa  der  Uaimsitai  Bcaslaa.  Mtt 
Bildnis  J.  C.  Maxwells  und  32  JPIguren.  |VIII  a.  174  8.|  IWB.  Stetf  geh.  M.  MO. 
in  Leinwand  geb.  M.  3.80. 

IV.  Die  Theorie  der  Besseischen  Punktionen.  Von  Dr.  P.  S  chafheitli  n . 
Professor  am  Sophien  -  ItealKvmnasium  zu  Berlin.  Mit  1  Figurentafel.  |V  u.  129  S.j 
1908.   Steif  geh.  M.  2.83,  in  Leinwand  geb.  M.3.20. 

V.  Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  Von  Dr. E.  Jaboke.  Prafaasor 
an  der  Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  und  F.  E  mde ,  IngefliearioBeifo.  Mit  BSPIgmai. 
|XII  u.  176  S.l   gr.  8.   1909.  In  Leinwand  geb.  M.  6  - 

VI.  lu.2.  Die  Vektoranalysls  und  ihre  Anwendung  in  der  theoretifteliea 
Physik.  Von  Dr.  W.  V.  Ignalowski  in  Berlin,  in  2  Teilen. 

[.  TcU.  Die  Vektoranalysls.   Mit  27  Figuren.    |VIII  a.  112  S.1  tM9l   Steif  gab. 

M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3.— 
II.   ^    Anwendung  der  Vektoranalysls  in  der  theoretischen  Physik.  Mit  14  Figosaa. 

nV  u.  123  S.)   1910.  Steif  geh.  .M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3.- 

VII.  Theorie  der  Krftftepiane.  Von  Dr.  H.  E.  Timerding.  Professor  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  zu  Braunschweig.  Mit  46  FiRurcn.  |VI  u.  99  S.)  1910.  Steil 
cch.  M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3. — 

VIII.  Mathematische  Theorie  der  astronomischen  Finsternisse.  Von  Dr.  P. 
Schwahn,  Direktor  der  Gesellschaft  und  Sternwarte  ,, Urania"  in  Berlin.  MitlOPte. 
[VI  u.  128  S.|   8.    1910.   Steif  geh.  M,  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 

IX.  Die  Determinanten.  Von  Geh.  Hofrat  Dr.  E.  N e 1 1 o ,  Professor  an  der  Uaiverrillt 
Gießen.   IVl  u.  130  S.l   8.   1910.   Steil  «eh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 

X.  1.  Einiahrung  in  aie  kinetische  Theorie  der  Oase.  Von  Dr.  A.  Byk, 
Privatdozent  an  der  Universität  und  der  Tecbnisctiea  Hochscbule  ia  BOfUa.  2  Teile. 
I.Teil:  Die  idealen  Gase.  Mit  14  Plgaren.  IV  o.  I02S.]  1910.  Stall  gah. 
M.  2.80,  in  Leinwand  geb.  M.  3.20. 

XI.  I.  UrundzQge  der  inatiiemBtisch-physikalischen  Akustik.  VoB  Dr.  A. 
Kai  Ahne.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in  Dsuig.  2^  Teile. 

I.  Teif:  Wil «.  144  S.l  1910.  Sie»  geh.  ca.  M.  8.20^  ia  Leinwand  gd».  ca.  M.  S.60. 

In  Vorbereitung  befinden  sich  zunfichsl  folgende  weitere  B&ndchen: 

Debye,dieRandwertaafgabeni.d.theor.Physik. '  v. Mises.  technische Hydrenachaolk.  ^Teila.) 
Galle,  die  mathemaUscnea  Inaimaienle.        i  Möller,  Qrandlagsa  der  Zeit-  nad  Ortsbastini- 


 die  partiellen  Differeotiatgieichiiagea. 

R  a  d  e  n  b  e  rg.  etekbomagn.  SoiviagaMaa. 
Ramciin,  Theorie  der  loahsllon  der  Qaae. 


Gans,  Polenlisltheorie.  |  mungen. 

Qoldhsmaier,  Dtsfiersioa  aad  AbaorpHoa das  Orlicn,  die  Qraadlagea  der 

Lichtes.  I  lechnik. 

Grflbler,  Getriebelehte.  !  Rogowski,  die  Streuung  des 

GrOneisen,  SchwingaagSimbleBie.  Rothe,  die  Fourierschen  Reihen. 

V.  Karman,  PesiigkeitqirObteBie  deraMdenien 

Maschinentechnik. 
Kr  a  u  s  e  -  N  a  e  t  s  c  h ,  Theorie  d.eflipl.  PbOkliOBen. 
Krüger,  Thermoelektrizität.  (2  Teile.) 

Lewent,  konforme  Abbildung.  Schering,  Seismik. 

Lichtenslein,  Aber  Berechnung  spezieller  Schlink ,  aerodynamische  GrundlageaderPlqg» 

elektrischer  und  m.-u;netischer  Felder.  (2  Teile.)  technik. 
Marcolongo,  Einführung  in  die  Elastizitäts-   Sumec,  die  Wechselslroniinotorea. 

theorie.  (2  Teile.)  Timpe,  susgewttlte  SpaaaaagvraUsott  des 

MatachoS,  aus  der  BeraiSBeschichte  des  In-  Bauingenieurs. 

geaieara  aa  Hand  seiaer  werke.  |  Valeallacr,  TeaipecBtennessBagtn. 

 '   Die  Sammlüiig  wird  forlgeaetst.  ssbbsbssbbsbs= 
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